
Un théorème de Desartes et quelquesonséquenesAvant de ommener, je tiens à préiser une hose, e n'est pas pare que les preuves desrésultats sont là qu'il est obligatoire de les lire. Je ne les ai mises que pour permettre àeux qui le désirent d'y avoir aès. Cei étant dit, intéressons-nous à e famuex théorèmede Desartes.La première remarque, banale en apparene, est de mettre en bijetion, en préservant lesdistanes, l'ensemble R des nombres réels et une droite. Expliitement, hoissisons O unpoint de la droite orrespondant au nombre 0 qu'on appelle l'origine et un autre point 1distint de O orrespondant au nombre 1. Cei revient à hoisir une unité de longueurpour les segments en disant que la longueur du segment [O, 1] est égale à 1, ainsi qu'uneorientation de la droite.Le hoix de deux points du plan dé�nit don un système d'axes orthonormés, puisque lepremier point peut être hoisi omme origine la droite passant par les deux points omme lepremier axe et la droite perpendiulaire à e dernier passant par l'origine omme le seondaxes. Les deux points ont dans e système d'axes les oordonnées (0, 0) et (1, 0).
P = (xP , yP )

(xP , 0)

(0, yP )

OX

OY

O = (0, 0)Cei permet de déterminer tout point de l'espae par la donnée de deux nombres réels parle hoix d'une origine et d'un système d'axes.Tout objet géométrique peut don être déterminer par une équation. Les points formantl'objet étant les seuls satisfaisant ette dernière.A priori, ette idée d'introduire des équations pour dérire des objets géométriques semblebanale, mais e fut le premier pas pour montrer que les trois fameux problèmes gresnon résolus (trissetion de l'angle, dupliation du ube et quadrature du erle) étaientimpossibles.Pour ela, il faut démontrer le théorème de Desartes suivant qui permet de aratériserles points onstrutibles à la règle et au ompas à l'aide d'un ritère algébrique sur lesomposantes.Théorème 0.0.1. Soient les points de oordonnées (0, 0) et (1, 0). Un point de oordon-nées (α, β) est onstrutible à la règle et au ompas si et seulement si les nombres α et β



s'érivent omme expression �nie ne ontenant que des nombres entiers, les quatres opéra-tions (+, −, ∗, /), ainsi que le symbole 2

√ .Pour un nombre x dérit par une expression E, notons #(E) le nombre de termes dansl'expression. Par exemple #(2) = 1, #( 2
√

3) = 2, #(4/3 + 2/3) = 7 et #( 2

√

2/3) = 4. Ilest à remarquer que le nombre de termes dépend de l'expression et non pas seulement dunombre dérit (en e�et 2 = 4/3 + 2/3).La démonstration de e résultat se fait par réurrene.Démonstration "⇐" On suppose que α et β sont des nombres réels qui peuvent s'érireomme des expressions ne ontenant que des nombres entiers, les quatres opérations et lesymbole raine arrée, et il faut démontrer que le point de oordonnées (α, β) peut êtreonstruit à la règle et au ompas (i.e. que l'on peut onstruire un segment à la règle et auompas dont la longueur vaut α et de même pour β). Il su�t de le faire pour α.Démontrons ette impliation par réurrene sur le nombre de termes dans l'expressionreprésentant α.Le premier pas de réurrene (anrage) dit que toute expression ne ontenant qu'un seulterme est onstrutible à la règle et au ompas. Or les expressions ne ontenant qu'unterme et représentant un nombre sont uniquement de la forme n ∈ N. Tout nombre entierpeut être onstruit, puisque les points P0 (resp. P1) de oordonnées (0, 0) (resp. (1, 0)) sontdonnés. Le segment [P0, P1] est de longueur 1. En reportant e segment n fois sur la droite
P0P1 on obtient un segment de longueur n.Pas d'indution :Hypothèse d'indution : Toute expression e ontenant au plus n termes est onstrutible àla règle et au ompas.A voir : Toute expression e ontenant n+1 termes est onstrutible à la règle et au ompas.i) Si e = e1 + e2 ou e = e1 − e2 et que #(e) = n + 1, alors #(e1) + #(e2) = n et don,par hypothèse d'indution, e1 et e2 sont onstrutibles à la règle et au ompas. Commede plus, l'addition et la soustration sont évidentes par les axiomes d'Eulide, e estonstrutible à la règle et au ompas.

e
e1 e2ii) Si e = e1 ∗ e2 ou e = e1/e2 et que #(e) = n + 1, de la manière qu'en i), e1 et e2 sontonstrutibles à la règle et au ompas. En employant le théorème de Thales e = e1 ∗ e2et e = e1/e2 le sont aussi (par Thales).
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eiii) Si e = 2
√

e1 et #(e) = n + 1, alors #(e1) = n et e1 est don onstrutible. Par le



théorème de la hauteur, si e1 est onstrutible, alors e = 2
√

e1 l'est aussi.
e1 1

eDémontrons maintenant l'impliation réiproque."⇒" On suppose que α et β sont les oordonnées d'un point onstrutible à la règle etau ompas et on doit démontrer qu'il existe des expressions ne ontenant que des nombresentiers, les quatres opérations et le symbole raine arrée représentant α et β.Construire à la règle et au ompas veut dire que l'on obtient le point P = (α, β), partantdes points (0, 0) et (0, 1), par une suite �nie d'intersetions d'une droite ave une autredroite, d'une droite ave un erle et de deux erles.Notre démonstration se fait par réurrene sur le nombre de pas de la onstrution. Re-marquons tout d'abord qu'étant donnés les points (0, 0) et (0, 1), on peut onstruire tousles points à oordonnées entières et même à oordonnées rationnelles par Thales. De plus,un point (α, β) est onstrutible à la règle et au ompas s'il peut être obtenu omme1. l'intersetion de deux droites,2. l'intersetion d'une droite et d'un erle,3. ou omme l'intersetion de deux erles.Etudions les analogues algébriques de es trois as. Premièrement si le point est l'interse-tion de deux droites d1 et d2 données par quatre points Q1 = (xi, yi) pour i = 1, ..., 4 (i.e
d1 = Q1Q2 et d2 = Q3Q4), et que haun des quatre points Qi ont leurs oordonnées de laforme algébrique voulue, alors les équations des droites d1 et d2 sont données par

d1 : y =
y2 − y1

x2 − x1

(x − x1) + y1 d2 : y =
y4 − y3

x4 − x3

(x − x3) + y3On en déduit que l'intersetion des deux droites a omme absisse x une expression fra-tionnaire en les x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3 et y4. Don x a la forme algébrique voulue.En remplaçant la valeur de x dans l'équation de d1, on obtient de même une expressionalgébrique pour y. Remarquons que si une droite ontient deux points dont les oordonnéessont des expressions ne ontenant que des nombres entiers, les quatre opérations et la rainearrée, alors si l'équation de la droite est y = ax + b, les paramètres a et b sont aussi deette forme.Deuxièmement, supposons que le point P = (α, β) soit l'intersetion d'un erle C de rayon
r entré au point de oordonnées Q = (c, d) et d'une droite δ d'équation y = ax+b. Commel'équation du erle est (x− c)2 + (y − d)2 = r2, en substituant y = ax + b dans l'équationdu erle et en développant, on obtient :

(1 + a2)x2 + (2ab − 2c − 2ad)x + (c2 + b2 + d2 − 2db − r2) = 0.Par la formule de résolution d'une équation du seond degré, on obtient les valeurs de x :
x1,2 =

−(2ab − 2c − 2ad) ± 2
√

∆

2(1 + a2)
,



où ∆ = (2ab−2c−2ad)2−4(1+a2)(c2+b2+d2−2db−r2) est le disriminant de l'équation.Pour que l'équation ait des solutions réelles, il faut et su�t que ∆ ≥ 0. En développant,on obtient que
∆

4
= r2(1 + a2) − (ac + b − d)2 ≥ 0 ⇔ r2 ≥ (ac + b − d)2

(1 + a2)
= dist(δ, Q)2,e qui montre bien que les intersetions entre la droite δ et le erle C existent si et seulementsi ∆ ≥ 0. Dans le as où es intersetions existent et si les nombres a, b, c, d et r peuvents'érire omme expression ne ontenant que des entiers, les quatre opérations et la rainearrée, alors x s'érit aussi sous une telle forme et par suite, y = ax + b aussi.Troisièment, si le point est l'intersetion de deux erles, il su�t de se rendre ompte quesi les deux erles s'intersetent, alors leurs points d'intersetion dé�nissent une droitedont on peut aluler l'équation (si les deux points d'intersetion sont onfondus, la droiteest tangente). L'étude de l'intersetion de deux erles peut don se ramener au as del'intersetion d'une droite et d'un erle vu préédemment. Il faut néanmoins se onvainreque les paramètres de la droite d'intersetion ont bien la forme algébrique voulue. Commeles oordonnées des entres des erles sont de la forme algébrique voulue, la pente de ladroite entre eux l'est aussi. Cei démontre déjà que la droite passant par les intersetionsdes deux erles a une pente ayant la bonne forme algébrique. Il reste à montrer qu'unpoint sur ette droite a des oordonnées de la bonne forme. Le point d'intersetion entrela droite reliant les deux entres et elle reliant les deux intersetions satisfait ela.Pour onlure, il faut don supposer par indution que le point P = (α, β) se onstruiten n + 1 pas élémentaires. Si P est obtenu omme l'intersetion de deux droites alors laonstrution de haune d'elle se fait en au plus n pas et don, par hypothèse de réurrene,les deux droites ont des équations dont les paramètres sont des expressions ne ontenantque des entiers, les quatre opérations et la raine arrée. Par le point 1, ela implique queles oordonnées de P sont aussi de telles expressions. Dans le as où P est l'intersetiond'un erle et d'une droite (respetivement de deux erles), on onlut de façon similaireen utilisant le as 2 (respetivement le as 3). CqfdPour s'assurer que ertains nombres ne peuvent pas être onstruit à la règle et au ompas,il faut enore le lemme suivant.Dé�nition 0.0.2. Pour un polyn�me P (x), on dit que ξ est raine de P si P (ξ) = 0.Lemme 0.0.3. Si P (x) = x3 + ax2 + bx + c est un polyn�me à oe�iaents rationnels quin'a pas de raine dans Q, alors auune raine de P ne peut s'érire omme une expressionarithmétique bien formée ne ontenant que des nombres entiers, les quatre opérations et laraine arrée.Preuve : Commençons par les remarques suivantes :1. On peut simpli�er l'équation par le hangement de variables y = x + u. Ce type dehangement fut utilisé par Ferrari, Cardano et Tartaglia pour résoudre l'équation du



troisième degré par radiaux, 'est-à-dire pour trouver une formule expliite donnantles raines d'un polyn�me de degré 3.
P̃ (y) = P (x + u) = (x + u)3 + a(x + u)2 + b(x + u) + c = x3 + (3u + a)x2 + ...En posant u = −a/3 le polyn�me se simpli�e en un polyn�me du type P̃ (y) =

y3 +Ay +B. De plus, si le lemme est démontré pour tout polyn�me du type P̃ , alorsil le sera pour tout P (x). En e�et, par ontraposée, si η est une raine de P̃ , alors
η − u est une raine de P .On notera dès à présent P (x) = x3 + ax + b.2. Si on développe P (η) = P (p + q

√
R), on obtient

P (p + q
√

R) = (p + q
√

R)3 + a(p + q
√

R) + b

= (p3 + 3pq2R + ap + b)

+(3p2q + q3R + aq)
√

R

= M + N
√

R, ave M = p3 + 3pq2R + ap + bet N = 3p2q + q3R + aq.Un alul similaire montre que P (η) = P (p − q
√

R) = M − N
√

R.3. Supposons que η1, η2 et η3 soient les trois raines de P (x), on obtient
P (x) = x3 + ax + b = (x − η1) · (x − η2) · (x − η3) = x3 + (−η1 − η2 − η3)x

2 + ...Ainsi, le oe�ient de x2, dans notre as égal à 0, est égal à (−η1 − η2 − η3). Endéveloppant omplétement le alul préédent, haque oe�ient donne une relationentre les diverses raines du polyn�me de départ.Nous allons maintenant démontrer le lemme par réurrene sur le nombre N d'expressionde la forme √
e ave des e distints, mais pouvant éventuellement ontenir le même typed'expression.Par exemple, l'expression √

√√
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√
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√
2 ontient les quatre expressions de la forme√

e suivantes :
√

2;
√

3,

√√
2 +

√
3,

√

√√
2 +

√
3On ne ompte pas deux fois la même expression (dans notre as √2).Premier pas de la réurrene : SiN = 1, ela revient à dire qu'il n'y a qu'une expressionde la forme √e dans η. La forme la plus générale que peut prendre η est alors

α + β
√

R

δ + γ
√

Rave α, β, δ, γ et R rationnels. En ampli�ant ette fration par δ − γ
√

R, on obtient
η = p + q

√
R ave p et q rationnels. Mais pour ela, il faut s'assurer que δ − γ

√
R 6= 0.



Cei est le as, ar si δ − γ
√

R = 0, ei revient à dire que √
R est rationnel et don quele polyn�me P admet une raine rationnelle, e qui est faux par hypothèse.Si P (η) = P (p + q

√
R) = 0, par le alul fait à la remarque 2, on obtient P (p + q

√
R) =

M +N
√

R = 0. Cei implique N = 0, sinon √
R = M/N serait rationnel, e que l'on vientde démontrer impossible. Don N = 0, il suit que M = 0 et don omme P (p − q

√
R) =

M − N
√

R, le nombre η = p − q
√

R est aussi raine de P . Cei implique, par la troisièmeremarque préliminaire, que η3, la troisième raine de P , est donnée par
η3 = −(η + η) = 2p ∈ QCei est impossible.Pas de réurreneHypothèse de réurrene : Il n'existe pas de raine de P admettant une expression arith-métique ne ontenant que des entiers, les quatre opérations et le symbole raine arrée etontenant au plus N symboles √e pour des e distints.Conlusion : Il n'existe pas de raine de P admettant une expression arithmétique neontenant que des entiers, les quatre opérations et le symbole raine arrée et ontenant

N + 1 symboles √e pour des e distints.Preuve du pas de réurrene : On suppose que dans dans toute expression arithmétique de
η, le nombre minimal d'expressions de la forme √e est N +1. Parmi es N +1 expressionsdistintes ontenues dans η, hoisissons-en une qui ontient le plus grand nombre de rainesemboitées √

√

√√
... et notons-la omme auparavant √

R. η peut à nouveau s'érire demanière unique omme
α + β

√
R

δ + γ
√

Rave α, β, δ, γ ne ontenant plus √R et ontenant don au plus N expressions distintesde la forme √
e. La preuve du pas de réurrene est identique à elle du premier pas deréurrene, il faut juste donner les raisons pour lesquels les mêmes arguments peuvent êtreutilisés.L'argument important dans le premier pas est que √

R n'est pas rationnel. Cei permetde d'a�rmer que δ + γ
√

R 6= 0. Dans notre as, le hoix de √
R et la minimalité de Nimpliquent que δ + γ

√
R 6= 0, d'où le fait que η peut s'érire η = p + q

√
R, ave p et q neontenant que N symboles √e distints.Pour la même raison, p− q

√
R est aussi non nul. On peut don déduire omme préédem-ment que M + N

√
R = 0.Cei implique à nouveau N = 0, sinon √

R = M/N s'exprimerait en les N autres termesapparaissant dans η e qui ontredirait une fois de plus la minimalité de l'ériture initialede η. On a don N = 0. Il suit que M = 0 et don omme P (p − q
√

R) = M − N
√

R,le nombre η = p − q
√

R est aussi raine de P . Cei implique, par la troisième remarquepréliminaire, que η3, la troisième raine de P est donnée par
η3 = −(η + η) = 2p ∈ Q



Cei est impossible, ar η3 ne ontient que N termes distints de la forme √e, e qui n'estpas possible par hypothèse de réurrene. CqfdPourquoi don ei su�t-il pour s'assurer que la trissetion d'un angle est impossible.Donner un angle β revient au même que de donner le sinus de et angle. Supposons qu'ononnaisse sin(β). Pour trisseter β, il faudrait réussir à onstruire sin(α) ave β = 3α.La triganométrie nous dit que
sin(β) = sin(3α) = 3 sin(α) cos2(α) − sin3(α).En posant x = sin(α), trisseter un angle revient à résoudre l'équation

b = −4x3 + 3x ave b = sin(β).Il existe des angles β tel que sin(β) est rationnel et pour lesquels l'équation sin(β) =
−4x3 + 3x n'a pas de solutions rationnelles. Ce sont es angles qui ne peuvent pas êtretrissetés à la règle et au ompas.


