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UNE NILVARIETE NON AFFINE

YVES BENOIST

Abstract

I construct compact nilvarieties which carry no complete affine struc-
tures. For that, I construct n-dimensional nilpotent Lie algebras with no
faithful (n + 1)-dimensional linear representations.

1. Introduction

1.1. Une structure affine sur une variété compacte C W est la donnée
d’un atlas maximal de cartes a valeurs dans R” dont les changements de
cartes sont localement des transformations affines de R” . Il est équivalent
de se donner sur W une connexion V plate et sans torsion. Il est
aussi équivalent de se donner un diffomorphisme local D du revétement
universel W de W dans R", appelé développante, tel qu’il existe une
représentation /1 du groupe fondamental =, (W), dans le groupe Aff(R")
ggs transformations affines de R" , appelée holonomie, avec, pour w dans
W et y dans = (W), D(yw) = h(y)D(w); si g est dans Aff(R"), les
développantes D et g o D sont considérées comme équivalentes.

Une structure affine est dit complete si D est un difféomorphisme, ou,
ce qui est équivalent, si la connexion V est compléte.

Les exemples les plus simples sont les tores T" dont le revétement
universel est I'espace affine R”. Ces exemples ont été généralisés a de
nombreuses nilvariétés (resp. solvariétés): quotients de groupes de Lie
nilpotents (resp. résolubles) par des sous-groupes discrets cocompacts (voir
par exemple [13], [1], [9], [15], [6]). Ceci a conduit Scheuneman [13]
et Milnor [9] a poser la question suivante (voir aussi [8], [2], [4], [10]):
Toute nilvariété compacte admet-elle une structure affine compléete? Nous
montrons qu’il n’en est rien:

Théoreme 1. Il existe une nilvariété compacte W qui ne porte aucune
structure affine complete.

Les exemples que nous donnons sont de dimension 11. Nous conjectur-
ons qu’il existe de tels exemples en toute dimension supérieure a 11. Nous
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vérifions que, en dimension inférieure ou égale a 7, une telle structure
affine compléte existe toujours.

1.2. Le point de départ du raisonnement est le suivant: Soint N le
groupe de Lie nilpotent, revétement universel de W et n = dim(N).
L’holonomie est une représentatoin affine fidéle du groupe fondamental
n,(W). Elle induit donc une représentation affine fidele de N (cf. [5]).

Or Aff(R") est inclus dans G/ (R”“) . On obtient ainsi une représentation
linéaire fidele de dimension n +1 de N et de son algebre de Lie n. Le
théoréme 1 sera une conséquence du:

Théoreme 2. I/ existe une algebre de Lie nilpotente n de dimension
n (= 11) qui n’admet aucune représentation linéaire fidele de dimension
n+1.

Rappelons que la théoreme d’Ado affirme que n admet une représenta-
tion linéaire fidele de dimension finie.

1.3. Soit @ une algebre de Lie positivement graduée, i.e., 1 = @D, ;
avec [, ;] C W, ;. Soit M"Y = Ron, le i-module défini par, pour
X; dans n;, X dans @ et ¢t dans R: X.(¢, X) = (0, itX; + [X;, X]).
C’est un n-module fidele. En outre, il est gradué par do(l ,0 =0 et
do(O, X;) = i. Cette remarque prouve que l’algebre de Lie n n’est pas
positivement graduée.

Le point clef de la démonstration du théoreme 2 est ’étude des représen-
tations graduées d’une algébre de Lie nilpotente graduée n naturellement
associée a n. En particulier, nous montrerons le:

Théoreme 3. I/ existe une algebre de Lie nilpotente n de dimension n
(= 11), positivement graduée dont les seules représentations linéaires fideles
graduées de dimension n+ 1 sont M" et son dual (M V)'.

2. Structure de la demonstration

2.1. Soit a, ;. , lalgtbre de Lie définie par les générateurs e, , e, et
les relations [e,, e;] = e et [e,, e5] = re; + se; + te, ou on a posé, pour
i>2,¢e,.,=1[e,e]l. Soit n=a _2,1,,- Cette algebre de Lie nilpotente
est ﬁhforme et de dimension 11: cf. 4 2 2 pour une description explicite
des crochets de n. Elle admet deux filtrations décroissantes naturelles: la
filtration par le degré: n=' est engendré par e;, e, ,,... pour i > 1, et
la filtration par la suite centrale descendante: n' =netn est engendré
par e, ,€,,,... pour i > 2. On note f et @ les algtbres de Lie
graduées associées respectivement a chacune de ces filtrations. On a les
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égalités: A=a_, ( ; et = F ol F, estl'algebre de Lie définie par les
générateurs T, X et les relations X, =0 et [X;, X 1= Opouri,j>1,
ouonaposé X, =X et X =X, X],pour i >1.

22. A chaque n-module M (i.e., représentation linéaire de n), on
associe naturellement des modules gradués M et M sur les algebres de
Lie graduées n et n.

Soit M un n-module fideéle de dimension minimale m et supposons
par I’absurde que m < n+ 1. On peut supposer que M est nilpotent. on
remarque en 3.2 que, comme n est filiforme,ona m=n ou m=n+1.
On analyse alors successivement les modules M , puis M et enfin M.

2.3. On décrit d’abord les formes possibles pour les modules M (i.e.,
la suite des dimensions des composantes homogeénes Hi); pour égayer
le texte—il en a bien besoin—nous leur avons donné des noms; modules
fils et modules doublés. On en déduit au §3 une liste de modules sus-
ceptibles d’apparaitre comme modules M . Pour cela, on classifie les F,-
modules (gradués) fils indécomposables en 3.4 et les F,-modules doublés
indécomposables en 3.5.

2.4. On en déduit au §4 quelles sont les diverses possibilités pour les
modules M : modules Fils (Cousus, Décousus, Troués, Bitroués, Troués-
Décousus et Reprisés) ou modules Doublés (Troués et Bitroués).

2.5. Une étude de chacun de ces cas au §5 ne laisse que deux pos-
sibilités: M = M" ou (M')". Cette étude est basée sur des calculs
fastidieux: il s’agit de montrer que certaines familles de polynomes n’ont
pas de zéros communs. 11 s’agit donc de développer des polynomes, de cal-
culer des polynomes résultants et de les factoriser. J’ai utilisé a plusieurs
reprises un programme de calcul formel sur microordinateur pour mener
a bien ces calculs; je le signale a chaque fois par le symbole: (M A,). Les
calculs les plus longs sont pour les modules Cousus en 5.4: par exemple,
les polyndmes R; de 5.4 ont une cinquantaine de termes. Le calcul a la
main ne semble pas hors de portée, mais quelle économie de temps!

Au passage, on a démontré le théoréme 3.

2.6. On vérifie alors en 5.6 que le n-module M V ne peut pas se
déformer en un n-module M . Ce qui prouve le théoreme 2.

2.7. Démonstration du théoreme 1. On remarque que, lorsque ¢ est
rationnel (par exemple ¢t = 0), le groupe de Lie connexe et simplement
connexe N d’algébre de Lie n = a 2.1t admet un sous-groupe discret
cocompact I' [9, chapitre II]. La nilvariété quotient W =T\N n’admet
pas de structure affine compléte.
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3. Modules fideles sur les algebres de Lie filiformes

Le but de ce chapitre est d’étudier les modules fideles de petite dimen-
sion sur une algébre de Lie filiforme i.e. une algebre de Lie nilpotente pour
laquelle la filtration centrale descendante décroit le moins vite possible. 11
est facile de décrire ’algebre de Lie graduée associée #t (lemme 3.1); dans
le cas qui nous intéresse, c’est ’algebre de Lie n = F,.

La dimension minimale m des n-modules fidéles M est supérieure
ou égale a la dimension n de n (lemme 3.2). Pour un tel module M
de dimension m, que I'on peut supposer nilpotent, le fi-module gradué
associé ﬁ est un module gradué cyclique. Lorsque m =n ou n+1, ce
module M est soit un module fil, i.e., d1mM < 1 pour tout i, soit un
module doublé, i.e., il existe i, tel que dlmM =2et dlmM <1 pour
tout i # i, (lemme 3.3).

On décrit en 3.4 tous les F,-modules fils cycliques et, en 3.5, tous les
modules doublés cycliques.

3.1. Algebres de Lie filiformes. Soient n une algébre de Lie nilpotente
de dimension n sur un corps K de caractéristique nulle et n' la suite
centrale descendante: = oet n't! = [nl , ni] pour i > 1. Soient
m,=n'/n'*! et T =@, 7, cest une algebre de Lie graduée sur N* =
{1, 2,...}; elle est engendrée par ses éléments de degré 1.

Définition [14]. n est dite filiforme si n > 2 et, pour i =2,--- , n,
ona codimn' =i.

Exemples. 1. Si n est filiforme, alors n aussi; et réciproquement.

2. Soit F, lalgebre de Lie graduéedebase T, X = X, X,,--- , X,_,,
avec n > 2, telle que d°T=dX=1 et

(T,X]1=X,, Yi=1,---,n-1,
(X, X]1=0 Vi,j>1.
3. Soit on Ialgebre de Lie graduée de base 7, X = X,, X,,---,
X2, Y,, | ,avec n >3, telle que d°T=d’Xx =1 et
[T,X]=X,, Vi=1,---,2n-3,
[T, X,,_,]1=0
X, X;1=(-1)'6 Yyuo! -
Le lemme suivant affirme que toute algebre de Lie filiforme est une
déformation de F, ou F,,

Lemme [14). Toute algebre de Lie filiforme graduée engendrée par ses

éléments de degré 1 est isomorphe a F,, pour n > 2, ou sz , pour p > 3.

i,2n—1—j
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Ce lemme ne nous sera utile que pour nous aider en 4.1 pour le choix
de n.

3.2. Modules fideles. Soit M un n-module nilpotent de dimension
m, ce qui signifie que, pour tout X dans n, 'action de X dans M
est nilpotente. Le module M est naturellement muni d’une filtration
décroissante (M') définie par M' = M et, pour i > 1, M =n.M".
Soient M, = M'/M"*' et M = @,,, M,: cest un F-module gradué de

dimension m (i.e., i,M ; C M, jVi, Jj); il est engendré par ses éléments
de degré 1.

Le lemme suivant explique notre intérét pour les algebres de Lie fili-
formes.

Lemme. Soit n une algebre de Lie filiforme de dimension n. Alors
tout n-module fidele est de dimension supérieure ou égale a n.

Démonstration. On peut supposer n > 3 et K algébriquement clos.
On a une décomposition (unique) du module M en sous-modules indexés
par les caracteres de n: M = @ M, de telle sorte que, en notant K,
le n-module de dimension 1 donné par le caractere ¢, le module produit
tensoriel M, ® K__ est nilpotent. Soit Z° = n"~! le centre de n; il est
de dimension 1. Comme M est fidéle, il agit non trivialement sur un des
modules M, ® K__. Donc, quitte a remplacer M par M ® K__, on peut
supposer que M est nilpotent.

Remarquons qu’alors I’égalité M = M implique M =0. Or,
comme M est fidele, ona M" D I M =M # 0. On en déduit:
dimM; > 1, pour tout i=1,---,n. En particulier, dimM > n.

3.3. La forme des modules fideles.

Définition. La forme d’un module gradué V = @
(nulle pour |i| suffisamment grand) p, := dim V.

Le module gradué est dit fil si p; <1 pour tout i.

Il est dit doublé si p, < 1 sauf pour exactement une valeur i, pour
laquelle p; = 2.

Rappelons qu’un module est dit cyclique s’il est engendré par un de ses
vecteurs et est dit indécomposable s’il n’est pas la somme directe de deux
sous-modules non nuls.

Soit m la plus petite des dimensions des n-modules fideles et M un
n-module de dimension m, que I’on suppose nilpotent grace a 3.2. C’est
un n-module nilpotent cyclique, il est donc indécomposable; le f-module
gradué M aussi. Comme 7 est engendré par ses éléments de degré 1,
ensemble {i/dimM; # 0} est un intervalle de Z.

Lemme. Soient n une algebre de Lie filiforme de dimension n et
M un n-module nilpotent fidele de dimension minimale m. On suppose

iz Vi est la suite
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m < n+ 1. Alors on est dans un des trois cas suivants:

(@) m=n et M est un f-module fil fidele.

(B) m=n+1 et M est un a-module fil non fidele.

(y) m=n+1 et M est un T-module doublé fidele.

Démonstration. On reprend la démonstration du lemme 3.2: le inégali-
tés finales et la majoration m < n+1 prouvent qu’on est dans un des trois
cas suivants:

(@) m=n, M estun n-module fil et M"*' =0.

(B) m=n+1, M est un F-module fil et dim M

() m=n+1, M est un f-module doublé et M
Soit Z un générateur du centre Z =n"""' de n.

Lorsque M m -0, comme Z-M #0, Z induit une application non
nulle de M, dans M, . Le module M est donc fidele.

n+l

n+1

=1.
n+1=0'

Lorsque dimM""" =1, si M est un f-module fidele, I'action de Z
sur M, ou M, est non nulle et le n-module M/M" ou M' est fidéle.
Ceci contredit la minimalité de m .

Nous savons que 1 = F, ou fzp . Nous allons étudier plus précisément

le module M lorsque 7 = F,: les case (a) et (B) en 3.4 etlecas () en
3.5.

3.4. Les F,-modules fils indécomposables. Remarquons que tout F,-
module est aussi un F,,-module pour tout n' > n. Nous appellerons
F-module, un module V' sur I'un des F, et profondeur de V, le plus
petit entier n = prof(}) > 2 tel que V' est un F,-module.

Soit ¥ un F-module fil indécompsable de dimension p et v, ---, v,

une base homogene de V' telle que dovi = | (on se rameéne a ce cas en
translatant la graduation). Pour définir notre module V', il suffit de se
donner les €léments 4, € P' = KuU{oo},pour i=1,2,--- ,p—1,tels
que

Xv; = liTvi

(lorsque 4; = oo, cette égalité doit se lire: Tv; = 0). En effet, comme V'
est indécomposable, la famille 7v;, Xv; engendre V,_, .

Proposition. Soit V un F-module fil indécomposable, alors V est I'un
des modules K, A, B, C ou D du tableau 1.

Dans ce tableau, le diagramme associ€ a chaque module est construit
de la fagon suivante: un arc ~—~ relie les i et (i + 1) points si et
seulement si 7v; # 0; un arc en pointillé signifie que Tv,; peut étre nul
ou non nul. Et de méme pour les arcs -~ avec X v;.
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TABLEAU I. F-Modules fils Indécomposables
Nom | Définition Paramgtres Diagramme DimV | Prof V
Module
K
Trivial * : §
p A=A >2,Le P! o« e v e
& ! P € siA=0 P 2
_A_A__
siA=0oo0
OS>
sinon
Bl o | M= +B | p23, - o > o ) p
a e K\{0},
Be K
C[l’)x A’1‘__-}"81',1 p23’ W P P
1<i<p-1,
A e PN0}
Dy " A= p impair, « > v > |p I
A8 FmS | p25, sil?»iu
Ae PN\0}, P <
we PNO} #

Corollaire. (a) Soient n >3 et V un F,-module fil fidéle et indécompo-
sable, alors dimV =n ou n+1.

(b) Si dimV = n, alors V est de type B ou C, ou de type D avec
A#u.

Démonstration de la proposition. Supposons p > 2. Quitte a rem-
placer T par T +yX, on peut supposer que, pourtout i=1,--- ,p—1,

ona A; # oo. On choisit alors la base v; de sorte que Tv; = v;,,. On
adonc Xv, —Alvm, etpourtout r=1,--- ,peti=1,--- ,p—r,
= (X ’C’ 1Ai4;)V;y, - Larelation [X,, X, v, = 0 s'écrit,
pourtout r—3,--- ,peti=1,--- ,p—r:
r-2 r-2
(Ezr) )’i ZO( 1) Cj 2'11+J+l ='1i+r—l Zo( 1)1 1+1
Jj= Jj=

Distinguons quatre cas:

(i) Les 4; sont tous non nuls. Soit u; = 1/4;; I’équation E? s’écrit:
K+ Uiy = 20, . Les p; sont en progression arithmétique: V' est de
type B oude type A avec A #0.

(ii) II existe au moins un A, nul et au moins deux 4; non nuls. Mon-
trons que deux 4, consécutifs ne peuvent pas étre simultanément non nuls:
sinon, on pourrait remplacer ¥ par un sous-quotient de dimension 4 tel
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TABLEAU II. Extensions des F-Modules fils pour k =p 2 4

Nom | V/ Vk Parametres Diagramme

Aélp AOP‘I 24 N\‘/\./—\C
cps | ert | pimpainpzs, |« 0 T T

A e PO}

que 4,4, #0 et A; =0 (ou 4, =0 et 4,4, # 0). Ceci contredit I'égalité
E} (A +A)hy =244,

Montrons que seuls 4, et lp_l sont non nuls: sinon, quitte a remplacer
V' par un sous-quotient, on peut supposer 4, =0, 4, # 0, 4; =--- =

Apy=0,et 4, #0 (ou i #0, 4, =--=4,,=0,4,,#0,et
A,y =0). L'équation E{~' scrit alors: A,d,_, =0 (ou 4,4,_, =0).
Contradiction.

Montrons que p est impair: en effet, I’équation Ef b gécrit:
(—1)”_1111,1,,_1 =4, A, . Le module V' est donc de type D.

(iii) I1 y a exactement un A, non nul. Le module V' est de type C.

(iv) Tous les 4; sont nuls. Le module V' est de type 4 avec A =0.

3.5. Les F,-modules doubles cycliques. Soit V un F-module cyclique
de dimension p + 1 doublé en k avec 2 < k < p. Clest a dire qu’il a
une base v, -+, v, _,, U, W, Vpyrs " 5 Y, (le degré d’un vecteur est
donné par son indice). Il n’est pas restrictif de Supposer que u, = Tv, _,
et w, = Xv,_,.

3.5.1. Etudions tout d’abord le cas k = p. Le module V est _alors
caractérisé par son quotient V/ V Le lemme suivant décrit donc V ce
lemme est résumé dans le tableau II.

Lemme. Soit V un F-module doublé cyclique avec k = p > 4 alors
v/ I7k est isomorphe soit a Ag_', soit, si p est impair, a C} ;11 avec A
dans P'\{0}.

Démonstration. Le module V' :=V /Ku, est un module fil cyclique;
d’aprés 3.4, il est isomorphe a 4” , BY g avec ap+p =0, C;,’_l,oo ou

Df‘f;l avec ¢ > 2 et A dans P'\{0}.

Le premier cas est impossible car le module V" := V/Kw, serait un
module fil cyclique de diagramme:
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ce qui est exclus. De méme, le deuxieme cas est impossible.

3.5.2. Dans ce paragraphe, on suppose que kK < p—1 et que V est une
extension d’'un module fil cyclique V' de base v,, -, v, par le module
trivial (en degré k):

0—>K'U,’(—>I~/—>V—>O.

On note 4,, ---, Ap_l les parametres de définition de V' . Puisque 14

est une extension de V', les noyaux de T et de X dans Vk coincident:
c’est la droite K (’U,’( - 4,v,). Le module V est entierement caractérisé
par le module V et ’entier k. Et réciproquement.

Lorsque k =2 ou 3, le module V' est quelconque dans le tableau I.

Lorsque k > 4, le module .k = 17/(69,.>k IN/,.) fait partie de ceux
décrits dans le lemme 3.5.1. On a donc démontré le lemme suivant.

Lemme. Soit V un F-module doublé cyc[ique qui est une extension en
degré k < p—1 d'un module fil V. Alors V est entierement caractérisé
par le couple (V , k) et réciproquement. La liste de ces modules est donnée
dans le tableau 111 (p. 30).

3.5.3. Dans ce paragraphe, on suppose que V' n’est pas une extension
etque dmV =p+1>7.0na 2<k<p-1.

Définissons, comme en 3.4, des €léments 4; de P! , par Xv, = 4;Tv,,
pour i=1,--- ,k—-2,k+1,---,p—1. Rappelons que u, = Tv,_,
et w, = Xv,_,. Soient a, B, 7, et & les scalaires donnés par: Tu, =
vy, Xu, = B, , Tw, =yv,,,,et Xw, =dv,_, . Nous verrons que
0 = 0. On peut donc supposer que y = 1, car V nest pas une extension.
Le couple (a, f) ne dépend pas alors des choix faits.

Lemme. Soit V un F-module cyclique de dimension p+1 > 7, doublé
en k et qui n’est pas une extension d’'un module fil par un module trivial.
Alors V est un des modules E, F, ou G du tableau IV (p. 31).

Démonstration. Quitte a remplacer 14 par son dual, on peut supposer
que k < 4. Remarquons tout d’abord que le module 17[1’,(] est un de
ceux du tableau II. En particulier, on a 4,_; = 4,_, = 0. On note E]
I’équation: [X,, X,_,]v,=0.

L’équation E,z_z donne alors § = 0. C’est ce que ’on avait annoncé.
On peut donc supposer y = 1. L’équation E f s’écrit:
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TABLEAU III. Extensions des F-Modules fils pour2<k<p -1

Nom | Extension | Paramétres Diagramme
de
AR A Ae PN\{0}, k=20u3 AL A _Aa_a_n
SiA=oo
SiA# oo
A=0,2<5k<p-1 KV\C,\./\.
Bl | B g ae K\0},Be K, k=2o0u3 (omis)
k
A

CPy | CTa 2<k<p-1| k<i<p-1 ./—\./\C’\,\—)/-\,
L e PN\0}

k=1+1 N\G-YY\'

I =1, k impair -

3<k<p-1 S @i

ppl | D, p impair k=2 C VTN

A e PN0O}
ue PNO}

2<k<p-1 - -
b k impair > >

X((ad T) (X)), - ((ad T)* (X)) X, =0,

puis ((1 — (=1)*)XT — (k - 2)TX)T*>Xv, = 0. Elle donne donc
(2B — (k = 2))Xv; = 0 (Remarquer que, lorsque k est pair, Xv, est
nul). Ceci démontre le lemme lorsque p =k + 1.

Supposons p > k +2. Le équations E,f_l et E,f_3 donnent respective-
ment (B —2)Xv,,, =0 et (f -3)Xv,,, =0. On en déduit Ay = 0.
Ceci démontre le lemme lorsque p = k + 2 (remarquer que 1’équation
Ef*! se traduit par (k—1)(28 — (k — 2))Xv, =0, ce que I’on savait déja).

Supposons p > k + 3. Le raisonnement précédent s’applique au
module dual de 17; donc 4, +2 = 0. L’équation E:”Z donne alors:
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TABLEAU IV. F-Modules Cycliques Doublés
Qui ne Sont Pas des Extensions pour p 26

Nom | Definition Parametres Diagramme
£n% | 2,0 2<ks<p-1 N>
' ! oe K, Be KO}
1 Y N
F&"l A=A8; L e PO},
B=(k-2)2 oae K
k impair, o TN
p—k=1ou2 >
I = -
Gr o | h=28,,_, |MePNoL,
B=2(p—-k-1) |0eK
k=2ou3, ou oy -5
p — k pair

k(k — 1)(38 — (k — 2))Xv;, = 0. On en déduit que Xv, = 0. En ap-
pliqugnt de nouveau ce raisonnement au module dual de ¥, on en déduit
que V estde type E.

4. a,-modules

Le but de 4.1 et de 4.2 est d’expliquer pourquoi, heuristiquement, les
algebres de Lie n = a, ; , sont de bonnes candidates pour notre théoréme
2. La seule information’indispensable pour la suite est ’existence, lorsque
r=-2 et s =1, de cette algebre de Lie filiforme n de dimension n =11
engendrée par deux éléments e, e, vérifiant les relations annoncées (cf.
2.1).

Ces algebres de Lie n admettent une deuxieme filtration naturelle; par
le degré; on note @ I’algébre de Lie graduée associée. Le résultat principal
de ce chapitre est la proposition 4.3.1 et le tableau V qui décrivent la liste
des n-modules gradués M associés, a priori, a des n-modules fideles M
de dimension minimale m = n ou n+ 1. Le démonstration occupe les
trois paragraphes 4.4, 4.5 et 4.6; chacun d’eux correspondant a une des
trois formes possibles pour le module M (lemme 3.3).

L’étude de chacun des cas du tableau V sera I’objet du chapitre suivant.

4.1. Les algebres de Lie a . Motivé par le lemme 3.2, on cherche
une algebre de Lie nilpotente filiforme n de dimension n. On suppose
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que l'algebre de Lie graduée associée a la filtration centrale descendante
est I'algebre de Lie F, (c’est le cas le plus simple; cf. le lemme 3.1).
Notons e, et e, deux éléments de n dont les images dans F, sont T
et X respectivement et posons e, , = [e,, ¢;], pour i > 2. Ces €léments
engendrent I’espace vectoriel n.

Soit n>' Iidéal de n engendré par €5 €15
a [nZi, nzj] c n='*/ _ Soient n = nZ 2 et w = D>, 0;; 1 est une
algebre de Lie filiforme graduée engendrée par e et e, ou e, est I'image
de e, dans n;.

Intéressons nous tout d’abord a cette algébre de Lie n. On suppose
que [e,, ;] # 0 (c’est le cas le plus simple). Quitte a remplacer e, par
aye, avec a, # 0, on peut supposer que [e,, &;] = 2, . Jacobi donne alors
Iégalité [e,,€,] =¢,. On a alors [e,, &;] = re; ou r est un scalaire. Il
est donc naturel de définir:

Définition. Soit a, ’algébre de Lie graduée (éventuellement de dimen-
sion infinie) définie par les générateurs f,, f, de degré 1 et 2 et les rela-
tions: [f,, ;1= f;, et [f,, 51 =rf,,ouonaposé f , =[f,f],pour
i>2.

Le lemme suivant prouve que, en général, ces deux relations suffisent
pour définir une algebre de Lie filiforme.

Lemme. (a) Si r # —1% et 1, l'algebre de Lie graduée a, est de dimen-
sion finie; elle est filiforme si et seulement si r # 0,2 et 3; elle est alors
de dimension 11.

(b) Si r= {5, a, est de dimension infinie, de base (f).,, . avec [fi, f}]
=(j- i)fiﬂ., pour i, j>1 ou ﬁ = f;/(i = 2)!; c’est la partie positive de
l’algebre de Virasoro.

(c) Si r=1, a, estde dimension infinie, de base (f,);,, avec

; par construction, on

s f1=fiy pouri=2,
120 f1=fisy pOUri 23,
f;, f;1=0  pouri,j>3.

Démonstration. On suppose r # 0, 1% , 1,2, et 3. Ces cas particuliers
ne nous seront pas utiles, ils sont laissés au lecteur.
Pour n > 6, on note J(n) I’ensemble des relations de Jacobi:

Tt U U S+ Uy SN+ U U £11=0

pour i < j<keti+j+k=n. On écrit f,j pour [fi,fj]. On a
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fz,3 = fs et f, s =rf;. On calcule, successivement:

J(O) & f 4=t

J(Ne f1,=0-1f,

J8) & f, ¢=2r—1)f,
fis=0=nf,

J9) & (r=3)f, ,=3-5nf,
(r=3)f;6=2r(r- 1)y,
(r=3)/f4s= ~3(r-1)’f,,

J(10) & (r=3)f, g =—r(5r=3)f,,
(r=3)f,,=(r—=1)(5r=3)f,

(r=3)fy 6=-3(r=1) flo,
JA) & 2r(r- 2)f2 9= (5r 47 =Tr+3)f,,>
2e(r=2)(r=3)f; g = —(r=1)(5° = 77" +15r = 9)f;,,
2r(r = 2)(r = 3)f, , = 3(r— )’(5P" —6r +3)f;,,
2r(r = 2)(r = 3)f5 ¢ = =3(r— )’ (7r = 3)1;,.

J(12) est alors un systeme de neuf équations linéaires en f),, f2 107 f3,9 ,
f4,s et f5 ¢ qui n’a de solutions que lorsque r =1 ou 9/10: les calculs
sont laissés au lecteur, ils ne nous serons pas utiles.

4.2. Les algebres de Lie a,  ,. Continuons notre petit raisonnement
qui nous meénera aux algebres de Lie a 2

4.2.1. Les générateurs e, , e, vérifient des relations du type:
le,, e;]1=e5+ o€y + 16, +veg+---
le,, es] = re; + seg + teg + - -

Le choix de ces générateurs e, et e, n’est pas unique: on peut les rem-
placer par e, +a,e, +a,e, +--- et bye,+ b,e; + b,e, +

Lemme. Sir#0,1,2,3,-3, et % on peut choisir les générateurs
e, et e, de sorte que [e,, e;] = e.

Démonstration. On suppose en outre r # 1% (lecasou r = 1—96 est laissé
au lecteur). Remarquons que I’automorphisme exp(tad(e,)) modifie les
générateurs mais pas leurs relations. On peut donc se contenter d’étudier
des modifications de générateurs du type: d(e,) = a,e, et d(e,) = b,e, +
bses +--- . On note e, ; pour [e;, e;].
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Si d(e,) = a,e,, alors a([e,, e;] —e5) = —2a,e, +

Si d(e,) = bqeq+2 ,alors d([e,, e;]—e;) = b (€2, 413763, q+2—eq+5)+
On vérifie a I'aide de 4.1 que le vecteur V, =€) 0137 €3 440~ €4ys est
non nul pour ¢ = 2,--- , 6 (inutile d’aller plus loin car, d’apres 4.1,
dimn < 11): en effet,

122=2(r—1)e7+---, 'U3=3(r-1)e8+...’
—1)(r+3
v4=_2£CT)_(%f_)e9+... ,
_ r(r — 1) _ _3(r=1)(7r-3)
s= 0G0t BTG

Ceci prouve bien le lemme.

4.2.2. Si on évite ces valeurs particulieres de r, il est naturel de poser:
Définition. Soit a, . ,  Talgebre de Lie définie par les générateurs e,
et e, et les relations: [e,, e;] = e; et [e,, es] = re; + seg +teg +--- ou

onaposé e, =[e,e],pour i >2.
On a bien sur, a-u,oo etonpose a =a, o, ,C€tC
Lemme. (a) Si r # 2 15 et l l’algebre de Lze a, est de dimension

finie; si en outre, r £ 0,2 et 3, elle est ﬁllforme de dimension 11 et
l'algebre de Lie graduée associée a  estlalgebre a,.

(b) Si r #0, les algebres de Lie a, . , et a, . . sont isomorphes si et

seulement si, il existe a#0 telque ¥ =r, s' =as et t =a’t.

Démonstration. (a) La seule difficulté est de montrer qu’il existe une
algebre de Lie de dimension 11 engendrée par deux éléments e, et e,
vérifiant les deux relations ci-dessus. Pour cela, on calcule explicitement
les divers crochets e, j=1lese j] par récurrence a ’aide des relations de
Jacobi comme en 4.1 et on vérifie qu’elles sont compatibles. Contentons
nous de donner les crochets de I’algebre de Lie a_y 4,2 charge pour le
lecteur de vérifier les relations de Jacobi (MA4,):

Crochets de a_, ( , (algebre de Lie de base e,, --- , e;,):
e =€y pour [ > 2; e, 3 =é; € 4=6;
e2,5=—2e7+se8+te9, e3’4=3e7—se8——te9;
€, 6= —5€ + 2sey + 2te,, e 5= 3eg —sey —tey,;

e, ;= —(13/5)ey + (51/25)se,, + (448s” + 2475t)/2000e,,,
ey ¢ = —(12/5)ey — (1/25)se, + (~448s> + 1525)/2000e,
= (27/5)e, — (24/25)se,, + (4485” — 35251)/2000e,, ;
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_26 28 -39 23 27 24
€.8= 5 €0t 355> 6,77 5 €t 335%u0 €,6= 5 €0 355115

19 321 —189 1377
€2,9= 166110 ©.8= go > €= Tyg s 6= gp Cun-

(b) C’est clair. Il suffit de reprendre la démonstration du lemme 4.2.1:
supposons pour simplifier r # 1,2, 3, -3, et 3/7; la relation [e,, e;] =
e; implique que les générateurs e, et e, de a, , , sont uniques modulo
des automorphismes de a et modulo la transformation: (e, , e,) —

r,s,t
(e,,ae,). Cette transformation est un isomorphisme entre a,  , et
ar,as,azt * .
Remarques. On peut vérifier que, pour r = 9/10 et 5, = J, , avec

1,q
g > 2, I'algébre de Lie o s s,,.. €St de dimension finie n’' = g+ 12 > 14.
Je crois, mais je ne I’ai pas vérifié, qu’elle n’admet pas de représentation
fidele de dimension n’ + 1.

Pour r = 1, je ne sais pas si il existe des algebres de Lie a s, de

5y 5
dimension finie.

4.2.3. Supposons que r ne prend pas une des valeurs particuliéres ci-
dessus (par exemple r = —2; la valeur r = —1 parait plus simple, mais
nous verrons qu’il existe un a_,-module Doublé-Bitroué fidéle de dimen-
sion n+1...).

L algebre de Lie candidate que nous cherchons est un quotient a, ;. .Inl
de a, . par la relation e, , = 0. Si n n’est pas égal 2 a, ., la
représentation adjointe dans a, ¢ [n+1] donne un représentation linéaire
fidele de n dans un espace de dimension # + 1... donc, on doit prendre
n= ur P S

Comme n ne doit pas étre une algébre de Lie graduée, il est naturel de
prendre s = 1. En faisant varier ¢ on obtient une infinité de candidates.

C’est ainsi que j’ai recontré pour la premiere fois a3 1.-

4.3. La forme des a -modules M .

4.3.1. Désormais nous prendrons n=a, . . Le cas qui nous intéresse
est r =—2, s =1 ou 0, mais la plupart des arguments de cette partie ne
font pas appel a ces valeurs particuliéres.

Soit M un n-module fidéle nilpotent de dimension minimale m =
n ou n+ 1, comme en 3.3. En particulier, M est cyclique. On pose
MZ" = MZ' = M et, pour i >2, M> = e M>"" +¢,M> % Soient
M, = M>|M>"*' et M =@,,,M,. M est un a-module de dimension
m gradué et cyclique par construction.

Le but de ce chapitre est de décrire la liste des n-modules a priori pos-
sibles pour M et utilisant les renseignements sur le module M que nous
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avons obtenus dans le chapitre 3.

Proposition. Supposons r #0, 9/10,2 et 3. Soient n = 4, o h=
dimn et M un n-module fidele nilpotent de dimension minimale m = n
ou n+ 1. Alors, on est dans un des deux cas suivants:

(a) M est d’un des huit types définis dans le tableau V: module Fil
(Troué, Bitroué, Cousu, Décousu, Reprisé et Troué-Décousu) et module
Doublé (Doubleé-Troué et Doublé-Bitroué).

(b) M est un module Doublé, extension d’un module Troué ou Bitroué
de dimension n par le module trivial en degré k, avec 2<k <n-—1.

Remarque. Lorsque r = 9/10, il y a une autre possibilité: M peut
étre isomorphe 2 un des modules B. 50U BY :; . Un tel module M est
appelé “Bizarre”.

Dans le tableau V, la définition du type se lit sur le diagramme: comme
en 3.4, une base du module gradué est formé des vecteurs v; pour les i
tels qu’il existe un point noir a la ™ place. Un arc «— relie les i*™ et
i+ 1)éme points si et seulement si e,v; # 0 (un arc en pointillé signifie
que e,v; peut étre nul ou non nul). Et de méme avec e, pour les arcs
~— qui relient les ™ et (i +2)*™ points.
Le losange

-@-

symbolise six vecteurs de la base: v, _,, v,_;, 4, Wy, V€L Uy
(le degré de ces vecteurs est donné par leur indice), tels que e, v, _, =
Vp_ys €U, = U, €t &,v, _, = w, et tel que le module gradué n’est pas
une extension d’un module Fil par le module trivial (gradué en a'ok) .

Remarque. Soit g le plus grand entier tel qu’il existe un point noir a
la ¢ place. Ona g >n+1 etlorsque ¢ =n+ 1, M est un module
fidele (c’est le cas pour les modules Troués, Cousus, et Décousus).

En effet, comme M est fidele, e M =e M 2l M2™! est non nul,
et, comme g = n+1, enM22 c M2"*? = 0. Donc le générateur e,
du centre de n induit une application non nulle de M, dans M, . Le
module M est donc fidele.

4.3.2. La fin de ce chapitre est consacrée a la démonstration de cette
proposition. On ne peut pas, en général, pour un n-module nilpotent M’
retrouver la forme du module J\I_ll a partir du module 7\7, ni d’ailleurs
retrouver la forme de module M 2 partir du module 37 . Ce sera cepen-
dant souvent vrai pour notre module M .

On distingue les trois cas du lemme 3.3:
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TABLEAU V. Types Possibles pour les Modules M
Type m | Parametres Diagramme
Troué n | 2<k<n Wl
Bitroué n n impair Mz
Cousu |n+1 1.2 3 n_nil
& <k<
Décousu |n+1| 1<k<n 1 2 k 0 ntl
Repris¢ |n+1| 1<k<n-1
Troué- n+1| (,=2,n-1),
Décousu 2,n),(n+1,2)
ou(n+1,3)
Doublé- |n+1| 1=2,55k<n—-1 |1 ... k2k-1 k k+1k+2 I n+l
Troué ou K2 =< X ®
1=n3<k<n-3
Doublé- [n+ 1| n et k impairs 1 2 ... k=2 k-1 k k+1k+2... n n+l n+2
Bitroué 5<k<n-2 ® L2s =< X2

44 m=n et M est un n-module fil fidele. D’apres 3.4, M est iso-

morphe 2 un des modules B’ 5 Cy',,ou DY u

4.4.1. Le premier cas est exclus a cause du lemme:
Lemme. Si r# 9/10, il n’existe pas de a, . -module nilpotent V de

dimension p > 7 tel que V est isomorphe a Bﬁ, 5




38 YVES BENOIST

TABLEAU VI. Régle de Transformation
Diagramme de # E— Diagramme de M

i i+1 J j+1

_
i i+1 J j+1 j+2
‘\_) .\_/
Démonstration. Par hypothese, il existe une base v,,---, v, de V
telle que,

. i+3
e, = (ai+ B)v,, +xv;,, modV ',

€V =Vi1>»
ou x;, -, x,_, sont des scalaires et ou V' est le sous-espace vectoriel
de base v;, v ... On a I’égalité, pour k > 2:

i+10
k-2 i+k
eV, =(k-2)a” "v,,,, modV .
Notons y, = x;,; — x; . On calcule:
eV, =av, ,+yv,,; mod yite

La composante de ([e,, e;] — e5)v; sur v, , donne I’égalité: y, ,—y, =
—6a3, pour i=1,.--, p—4. On calcule alors:

2 3, . 4 i+5

e, =2a"v; 3+ (6a”(ai + f) — 6a” + Say,)v, , modV 7,

+ (480" (ai + B) — 600’ + 26ay,)v, , mod V.
La composante de ([e,, e;]—re,—se;...)v; sur v, o donne alors I'égalité:

a5(10r —9) =0. Contradiction avec aa # 0 et r #9/10.
Remarque. Si r = 9/10, il existe un a -module Bizarre (i.e., tel que

eV, =0a v, it5

V= B! ;) en toute dimension p > 3.

4.4.2. Les deux derniers cas M = C,'t'/l et M = D;'f , donnent des
modules M respectivemen Troués et Bitroués. Cela résulte du lemme:
Lemme. Soit M un a, -module nilpotent cyclique tel que M est un

module fil. Alors le diagramme de M se déduit de celui de M grace a la
régle du tableau V1.
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Démonstration. Rappelons que par définition, M’ = eM =1 +e,M =1
et M3 = eM 2=l e,M 272 On procede par récurrence: on suppose
que, pour certaines valeurs de i et j, on a M = M et MPH =
M™!'. Dansle premier cas, on a alors M 2742 _ ppi+? , tandis que dans le
deuxieme cas, on a M>*? = M et M = M

_45. m=n+1 et M est un fi-module fil non fidele. D’apres 3.4,
M est isomorphe au module A . Le lemme suivant et le lemme 4.4.2
prouvent que M est un module Cousu.

Lemme. A=0.
Démonstration.  Sinon, il existe une base v, --- , v, +1 de M telle que
ev. = uv,, , + X0 mod M+ et V. =0
Vi T HUj T XU &V =V
ou u:=1/4 estdans K et x,,---, x,_, sont des scalaires. Donc, si on

pose y; =X;,, —X;,ona
ev,=yv,,, modM**
et
eV, = —uy,;, —¥;)v;,,, mod Mt
La composante de ([e,, e;] —e;)v; sur v, , donne ’égalité:
Vi —¥;i=0, pouri=1,---,n-3.

On en déduit e,v; € M | puis, pour tout j > 4, e;M' C Mt En
particulier e, M = e, M e M™?
fidele. Contradiction.

46. m=n+1 et M est un n-module double fidele. Les divers cas
possibles pour le module A sont répertoriés dans les tableaux II, III, et
IV.

Le module A ne peut pas étre de type A4 car le module M ne serait
pas fidele (v01r la deuxiéme remarque de 4.3.1).

Le module M ne peut pas étre du type B car le sous module Mt qui
est de dimension n — 3 > 8 serait un module Bizarre, ce qui est exclus par
le lemme 4.4.1 car r # 9/10.

Le module M est donc du type C,D,E,F,ou G.

4.6.1. Le tableau VII (p. 40) donne la régle qui permet de calculer (la
plupart dll_ temps de fagon biunivoque) le diagraane de M a partir de
celui de M (et réciproquement le diagramme de M 2 partir de celui de
).

= {0} . Donc la représentation n’est pas



40 YVES BENOIST

TABLEAU VII. Regle de Transformation Pour les Modules Doublés
Diagramme de M Diagramme de M i J
i i+l i+2 i+3 j j+1 j+2 j+3 j+4
“— «—> < i+1| j+1
< «—> NG i+1] j+2
<> — e i+2| jra
=~ T L2 i+2)j+3
=~ D~ o i+2| j+3
C\> R . 8 i+3] j+4
RO i+3| j+4
T — > you
Qg; i+3| j+3

Ce tableau doit se lire ainsi: Si on sait que, pour certaines valeurs de i
et j,

(%) M = M et M =y

et si le diagramme de M entre les points i et i est dans la partie gauche
du tableau alors le diagramme de M entre les points j et j' est donne
dans la partie droite et on a:

) M =M et M T =M,

Ce qui permet de réutiliser cette regle a partir du point 7 .
Réciproquement, sauf dans le dernier cas, sion a (x) et si le diagramme

de M entre les points j et j' est dans la partie droite du tableau, alors

le diagramme de M est donné dans la partie gauche et on a (x').
Démonstration de la régle du tableau VII. Cela résulte des définitions.
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La vérification est laissée au lecteur. Les deux premiers cas sont étudiés
en 4.4.2.

Etudions par exemple le dernier cas. On peut supposer i = j = 1 et
M de dimension 5. Le diagramme de M signifie qu’il existe une base
Uy, Uy, Wy, Uy, v, de M telle que:

e, =u,, eu, ="v;, ew, = puv,, e,vy =1,, ev, =0,

v, =w,, eu, = av,, e,w, = yvu,, e,v; =0, e,v, =0,

ou a, B, 7y sont des scalaires. On calcule alors: M 2l m! , M 22 _ M? s
>3 >4 . >5

M;6 = (w,, v3,v,), M= = (v,). S;Sy #0,ona M= = (v,) et
=" =0, tandis que si y =0, ona M=" = 0; on obtient ainsi les deux

diagrammes pour le module M .

Commentaire sur le tableau VIII (p. 42). Le cas n°1 est exclus car le
n-module M’ := M/M>"*? serait un module fidele de dimension m — 1,
ce qui contredit la minimalité de m . En effet, le n-module M est Troué,
il est donc fidele: calculer e, v, = (el)"'zezvl #0.

Les cas n°2, 7 et 10 sont exclus car M admettrait un sous-quotient
gradué de dimension 4 qui serait un n-module gradué de diagramme:

Al LAl
On calcule alors: ([e,, e;] —e5)v, = —e,e,e,v, # 0. Contradiction.

Dans le cas n°3,si 1 #n— 1, alors M est une extension d’un module
Troué, sinon le (a, = n)-module dual de M qui est encore fidele et cyclique
aurait pour diagramme le diagramme symétrique de celui de M , or un tel
diagramme ne fait pas partie de notre liste.

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.3.1.

5. a,-modules

Le but de ce chapitre est de terminer la démonstration du théoreme 2
avec n=a_, , , (etdonc n = 11). On montre tout d’abord que les seuls
a_,-modules gradués qui sont d’un des types du tableau V sont, d’une

part, les modules M Vet (M V)* définis dans I'introduction: ce sont des
modules Décousus avec kK = 2 et kK = n — 1 respectivement, et, d’autre
part, le module Cousu sur lequel e, agit trivialement (ce module qui n’est
pas fidele ne nous intéresse pas). Cette affirmation résulte d’une étude de
chacun des cas du tableau V menée dans les parties 5.2 2 5.7. Elle dépend
fortement du choix de la valeur r = —2, elle est probablement encore vraie
pour r en dehors d’un ensemble fini; mais, pour r = 9/10, il existe de
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Tableau VIII. Liste des Diagrammes de M — Obtenus par la Regle du Tableau VII
M Paramétres Diagramme de M Module M
[1]
Crk L k=nl=1 12 n+l il exclus
’ ® ~ \/ )/ Cd
L K+l k42 ) 2]
+2<I<n-
exclus
B ® ®
ou = G
1 k+1 H1 ntl Doublé-Troué ou
~ ® Extension de Troué
~_>Z SR
l4]
k=1-1 Extension de Troué
15}
k=1 Reprisé
6]
k=1+1 Décousu
2]
I=1,
k impair, ® R P ® exclus
.~
3<k<n~1 ou -
12 k2 ... ntl a
D Doublé-Troué ou
® NI e T Extension de Troué
Dk L k=2 1 2 n+l nt2 19]
f.u i Z
n impair A X XY - ® Troué-Décousu
n, k impairs 1 2 k+2  k+3 n+2 n+3 [ig]
3<k<n-4 ® ® ® exclus
ou
12 k+2 ntl n+2 M
- Doublé-Bitroué ou
® ) ® Extension de Bitroué
2 n  nt+l n+2 112
n impair, . o
k=n-2 Extension de Bitroué
3]
Eo'té 2<k<n-1 Décousu
i
Foy | k=n-1oun- 2{ Troué-Décousu
[is]
Ggylk=1ou2 Troué-Décousu
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nombreux modules Cousus, Troués, Reprisés- - - ; pour r = —1, il existe un
module Doublé-Bitroué. La démonstration du théoreme 3, avec @ = a,
est donnée en 5.8.

Dans la derniére partie, nous montrons que les modules M " et (M V)"
ne peuvent pas se déformer en des n-modules. Ce qui prouve le théoréme
2avec n=a 2.1,

5.1. -modules fils. Lorsqu’ils n’ont pas de trous, les a,-modules
Fils ont une base v, --- U, avec ev; = av;,, et e, = b,th2 Les
scalaires (a;), <i<qg—1 ©t (b ) <i<q-2 deﬁmssent un a,-module si et seule-
ment si les 2g — 2 équations suivantes sont satlsfaltes
R: (le,, e;] —eg)v;=0 pouri=1,---,9-5,

1

R’: (ley, el —re))v,=0 pouri=1,---,q-7.

1

Quitte a modifier, les vecteurs de bases, on supposera a, =0 ou 1: On a
g — 1 inconnues.
Lorsque tous les a; sont égaux a 1 (modules Cousus), on a

r—2

J i
ervi = Z( ) C bl+j vi+r'
Jj=0

On en déduit, dans ce cas, les formules pour Rf et RZ :
R: by(b, — b,) — b, (b, — b,) — (b, — 3b, + 3b, — b,) =0,

R]: bs(b, — 3b, + 3b, — b,) — b, (b, — 3b, + 3b, — b)
— r(b, — 5b, + 10b, — 10b, + 5b, — b;) = 0.

Nous ne recopions pas (M A4,) la formule pour Rf (resp. RZ) lorsque
certains des a; sont nuls: elle s’obtient a partir de celle de Rf (resp. RZ)
en décallant les indices de i — 1 et en éliminant les termes de cette somme
ol n’apparaissent ni b ;i ni b JR: chaque fois que a ; s’annule pour j
dans {i,--- ,i+4} (resp. j dans {i,--- ,i+6}).

Pour les modules ayant un Trou a la k™ place, les méme formules
sont valables si on pose: a,_, =a, =b,_,=b,=0¢et b_,=1.

Les modules que nous étudions dans les parties 5.2 a 5.7 sont les mod-
ules dont le diagramme est décrit dans le tableau V. L’entier n sera con-
sidéré comme arbitraire: la valeur qui nous intéresse est n = dimn = 11.

Remarque. Lorsque r = 9/10, il existe de nombreux modules Fils
donnés par a; =u+i et b, =v+i ol u, v sont des scalaires arbitraires.

5.2. Modules troues. Le but de cette partie est de montrer le
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Lemme. Soit V un a_,-module Troué de dimension n. Alors n < 10.

Translatons la graduation de sorte que le trou soit en 0. Le module V
a pour base V_pstt Uy, Uy, 0, U, avece p>1l,qg>1l,etn=p+gq.
On peut supposer a, =1 sauf a_, =a,=0 et b_,=b,=0, b_,=1.

-» ... =101 2 ... ¢
®

~=< -~ ~_-<_2< .~
Le lemme résulte alors des deux lemmes suivants appliqués a ¥ ou V".

521. p>2.
Lemme. Soit V un a,-module Troué en 0, avec r # 9/10.
(@) Si p>2 alors g<5.
(b) Si p>3 alors g<3.
Démonstration. (MA,;) Si p>2etq2>5; RS_2 = b, =3; Rs_l =
b,=2.
()Si¢>6; R, =b,=5/3r, Rl=>b,=2r-3/5et R =>r=
9/10, contradiction.
(b) Si p > 3; Rs_3 =>b ;=-3et R7_3 = r =9/10, contradiction.

522 p=1.

Lemme. Soit V un a_,-module Troué avec p = 1. Alors:

(a) pour tout i # 1 et 3, b, est uniquement déterminé par les (bj)
grdce aux équations Rf ; et RZ_S,
(byona qg<9.

Démonstration. (M A,) Posons b, = x; R5_1 =>b,=(x+1)/2;

Jj<i

R et R’ = by =3x" +18x — 5/2(5x - 9),
by=(x+3)(x+4)/(5x +9),

K =>b5=x3+:0x2+3x+90
Tx° —16x — 31
R h = 3x° +57x* + 310x> — 238x% + 6119x — 2923
3 6 4(7x* — 16x — 31)(x% + 8x — 13) ’
Ri = b,

_ 3x” +91x% +903x> + 3927x* — 487x> + 81169x% — 2979x — 63171
4(x% + 8x — 13)(3x2 + 2x — 69)(3x% + 18x — 5) '

Le seul intérét de ces formules (dont le dénominateur est automatique-
ment non nul) est de donner une idée de la complexité des calculs. On
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calcule alors les numérateurs des fractions rationnelles en x, RZ et R;;
ce sont des polyndmes en x de degré 5 et 10 dont la seule racine com-
mune est x = 1; Rg et R; donnent alors 376b; = 709 et 20b; = —637,
contradiction.

5.3. Modules Bitroués et Troués-Décousus.

Lemme. Soit r = —2. (a) Il n’existe pas de a,-modules Bitroués de
dimension n > 8.

(b) Il n’existe pas de a,-modules Troués-Décousus de dimension n+1 >
11.

Démonstration. (MA,) (a) On décale la graduation de sorte que le
trou de gauche soit en 0 et celui de droite en n — 1. On pose b, = x.
Si n > 8, les formules pour b,,--- , b,_, de 5.2.2 sont valables et on a
n<ll.

Si n = 8 (resp. 9, 10), on calcule alors les numérateurs des fractions
rationnellesen x: Ri—s et RZ,_7 . Ce sont des polynomes en x de degré 2
et 2 (resp. 4 et 4, 5, et 6) qui n’ont pas de racines communes, contradiction.

Sin=11,0ona x =1, mais RZ # 0, contradiction.

(b) Soit ¥V un a,-module Troué-Décousu de dimension n + 1. Sup-
posons par exemple que / = 2. Le module V a alors un quotient de
dimension n—2 ou n—1 qui est Bitroué. Le (a) donne alors n—2 < 8.

5.4. Modules cousus.

Lemme. Pour r = -2, les seuls a -modules Fils Cousus de dimension
n > 11 sont les modules “constants” V = C, donnés par b, = x, pour
i=1,---,n-2.

Remarque. Le module C, n’est pas fidele. Il ne peut donc pas étre
égal a notre module M .

Démonstration. (M A;) On dispose de 9 inconnues b, , --- , by qui
doivent satisfaire les 10 équations Rf, e, R:, RZ, ., RZ. Posons
b,=x, by =y, by = z; alaide de Rg,Ri, R;, R;, Rf,RZ on peut
exprimer successivement b,, b,, b,, by, b, , b, comme des fractions ra-
tionnellesen x, y, z. Onnote R, --- , R, les numérateurs des fractions
rationnellesen x, y, z: RZ RERI Rz . Ces numérateurs sont nuls (cela est
vrai méme si les dénominateurs pour exprimer les b; s’annulent!). Ce sont
des polynémes en x, y, z de degré inférieur ou égal 2 6. On montre tout
d’abord le lemme suivant, puis on vérifie que, dans les cas (b) et (c), les
équations ((Rf) 1<i<6 (RZ)1 <i<4) M'Ont pas de solutions.

Lemme. Les zéros communsde R, R,, Ry, R, sont

(@) x=y=z,
) (x,y,2)=(5,2,-1),(2,-1,-1),(1,1,-2) et (1, -2, -5),
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) (x,y,2z)=(-2+V3,-1+2V/-3,V-3), (-1+2V-3, V-3,
142v=3), et (V=3,1+2/-3,2+V=-3).
Démonstration. (M Ag) Soient R les résultants de R; et R; par
rapport 2 x (Rappelons que si deux polyndmes ont une racine commune,
leur résultant est nul). On factorise:

5
R, =W-2)S;
avec:
S, = (1+y 22’8580,
Sy =(1+y —22)(1+ 5y — 52 — y2)S3,S5s.,
Sy =(1+2y = 2)(1 + 5y — 52 — y2)S;,S5,.,

ol Sf. sont des polyndmes en y, z de degré total inférieur ou égal a
6. Cette factorisation permet de continuer les calculs en maniant des
polynoémes de taille raisonnable. Remarquons que, des six polynémes S; i
les trois ci-dessus sont ceux de plus petite taille car a'?cR3 = 2 alors que,
pour i #3, d°R, =3.

On distingue plusieurs cas:

(1) y=z.Onobtient x=y=2z ou (x,y,z)=(2,-1,-1).

(2)d) y # z et y = 2z — 1. Les équations R;; donnent y = 3 ou
~1+2y/-3.

(ii) y# z et z=2y+1. Les équations R,; donnent y = v=-3.

(i) y#z et (y+95)z=>5y+1. Les équations Rij donnent y =3 ou
1+2v-3.
Ces trois cas donnent les trois valeurs du (c) (en fait six valeurs car V-3
désigne 'une des deux racines carrées de —3).

(3) L'un des deux derniers facteurs de S;, de S,; et de S,, est nul.
Pour chaque choix de facteurs (il y a =38 choix), on calcule les racines
du pged des résultants en z de ces facteurs deux a deux. On trouve
y=-2,-1,0,1 ou2. Ce qui donne les valeurs du (b) (la valeur y =0
donne (x,y, z)=(0,0,0)).

5.5. Modules décousus. Soit V' un a -module Décousu (en —1): il
admet une base V_p, 5 U, avec p > 1, ¢ >0, telle que a, =1, pour
tout / sauf a_, =0 et b_,, b_, ne sont pas simultanément nuls.

-» ... -1 0 1 2 ... ¢
T 0w

~-<_<_ <2< _ <2<~

Par exemple, le module MY de 1.3 (avec n = a,) est un module
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Décousu (en +1); en effet e,.(0, ¢;) est nul si et seulement si i = 1
ou n.

Lemme. Soient r = -2 et V un a-module Décousu de dimension
n+1=12; alors V est isomorphe (via un isomorphime gradué) au module
MY ou a son dual (MY)*.

Démonstration. (M Ag) Quitte & remplacer V' par son dual, on sup-
pose ¢ >5.8Si p=1 ousi b_,b_, =0, ¥V admet un sous-quotient de
dimension 11 qui est Troué, ce qui est exclus par 5.2. Onadonc p > 2 et
b_,b_, # 0. Remarquons que V[_l , q]/ V, est un module troué pour lequel
les calculs de 5.2.2 sont valables. On pose b, = x,ona b, = (x +1)/2.
On distingue plusieurs cas:

55.1. ¢>7.

Les formules pour b,,--- , b 2 de 5.2.2 sont valables. On peut sup-
poser b_, =2.

3
R3=>b0= 3x2 +19x—22;
x“+30x + 17
3 2
R .=>b = 2(x” —59x° + 15x - 5)

2T (x =3P+ 30x + 17)

) . . 7
On calcule alors les numérateurs des fractions rationnelles en x, R_,

et RZ) , ce sont des polynomes en x de degré 4 et 6 dont la seule racine
commune est x = 1.
On ne peut pas avoir p > 3, car Rs_3 =>b ,;=-9et R7_3 =>b_;=49.
Donc, p =2 et g =9 etlasuite (b,)_,.;., estégalea (2,-1,0,1, 1,

-2,-5,-13/5,26/5, 19/16): c’est le module M.

55.2. g =5 oub.
On a donc p > 4. On peut supposer b_, = 1.

R, = b_,=(3x+43 - (3x +23)b_,)/2
R, et R = b_, = (x+55)/(—x+31), by=(3x"+75x + 38)/(x+55)
R, = b_, = (2x" +87x +240)/(2x - 9)

Le numérateur de R5_4 est alors égal a 58(x +12)(3x - 7)=0.

Si x=17/3, R(s, = by = 13/10 mais R7_2 = by = 10, contradiction.

Si x =-12, R} = b, = —129/14 mais R, = b, = —35/2, contra-
diction.
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5.6. Modules reprisés. Soit ¥ un a-module Reprisé (en 0): c’est
un a -module Fil indécomposable qui admet une base V_,, 5 U, avec
p>1,g>1 telleque a; =1 pour tout / sauf a_, =qg;,=1.

- ... -1012...¢q

\_<_<_<t<—<_<_/

Lemme. Soit r = —2. Alors il n’existe pas de a,-modules Reprisés de
dimension n+1=12.

Démonstration. (M A,) Quitte a changer V' en son dual, on suppose
g>6.8Si p=1ousi b_,b,=0, V admet un sous-quotient de dimen-
sion 11 qui est Troué: ce qui est exclus par 5.2. On a donc p > 2 et on
peut supposer que b, =b_, =1. Soit b_, = x. Rs_2 =b, =03x-1)/x;
R’ = b,=(4x—1)/2x; R} = b, = (6x — 1)/4x; R , = x = —1/58.
Mais alors Rf = b, = 248/23 tandis que R7_ , = b, =7, contradiction.

5.7. Modules doublés. Le but de cette partie est de démontrer le
lemme:

Lemme. Soit r = —2. Alors il n’existe pas de modules Doublés-Troués
ni Doublés-Bitroués de dimension n+1 =12.

5.7.1. Décalons la graduation de sorte que le doublet soit en degré 0. Le
module V' a une base V_ps s Uy, Uy, Wy, Uy, oo, U, avec un Trou
en —p + 1 ou (non exclusif)jen g—1. Ona

eU_,=V_,, euU_,=1U,, eu, =cv,, ew,=dv, e, =1,

eu_, =Wy, eu_=fv, eu=_gv,, ew,=hv,, ev,=buv,,

pour les autres valeurs de i, sauf, comme d’habitude au voisinage des
Trous

Lemme (r=-2). (a)S’ilyaunTrouen q—1, alors q=4 ou 6.

(b) Silyaun Trouen —p + 1, alors p=4 ou 6.

Démonstration. Comme, par hypothese, le module V' n’est pas une
extension, il suffit de montrer (b), quitte a remplacer V' par son dual.
En quotientant Vi—p,o Par la droite K(u, — Aw,) de ¥, on construit
une famille de modules Troués (en —p + 1) ayant les mémes bj pour
Jj=-p+2,---, -3 mais pour lesquels b_, = A est arbitraire. Le lemme
5.2.2a donne alors p — 1 =3 ou 5.

I1 suffit pour conclure d’éliminer les trois cas suivants (M Ag) :

572. p=7, gq=4, Trou en d°3.
-7 -6 ... -2 -1 0 1 2 4

=58 ~
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Nous allons voir que le module V[_7 o) D peut pas exister. Remarquons

que RS_5 donne deux relations: si on pose b_, = x, on obtient b_, =
(5x+1)/(x+5) et b_g=(x—-1)/2.

s 22+ x+3)
Rt 6= -nm=3)

5 _ ~(7x% + 8x +9)
Ro=b =5 hox-D)

7 . . . .
R, donne aussi deux relations. Les numérateurs de ces relations sont des
7 -~ ’, . .
polynomes en x de degré 5 qui n’ont pas de racines communes, contra-
diction.

573. p=6,qg=5,Trouend’ -5 ou p=6, g=6,Trouend’ -5
et +5.
-6 -4 -3-2-10 12 3 4 5

® ~-< - ~-<_2<_~
ou

® ®

~ =< _ ~-< -~

Dans ces deux cas, posons b_, = x; Ri6 =b_;=(x+1)/2;
(i) Si ¢ # 0. On peut supposer ¢ = 1.

2
5 7 3x"+18x -5
R_4 Ct.R_6 :d__i(S_XT’ f—

—20x> — 8x% + 751x — 671

(x+3)(x+4).
5x -9 ’

5

5 7 _
Ry Rt R =8 = =@ —o6x =5
- =70x* —371x° + 1630x” — 963x — 434
= 10(5x — 9)(6x — 5) ’
b — —70x% — 21x + 195
1= T 2005x-9)
5 —70x* — 1201x> + 1619x* — 3667x + 3927
R”, =b, = .

32(10x> + 66x% — 97x + 37)

Dans le premier cas, 'équation ([e,, e;]—e5)u, = 0 permet d’exprimer
b, comme un quotient de deux polyndomes en x de degrés 7 et 6. Les
numérateurs des fractions rationnelles en x R7_3 et Rlz sont alors des
polynomes en x de degrés 7 et 10 qui n’ont pas de racines communes.
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Dans le deuxieme cas, les numérateurs des fractions rationnelles en x
R7_3 et Rf sont des polynomes en x de degrés 7 et 5 qui n’ont pas de
racines communes.

(i) Si ¢ = 0. Comme le module n’est pas une extension, on peut
supposer d = 1. RS_4 et R7_6 =>x=9/5e f=3/2; R5_3,R5_5 et
R7_4 =>g=1, h=1/5 et b, = -3/5. Mais alors Rs_l = b, = -6/5,
tandis que R7_3 = b, = —21/5, contradiction.

5.8. Démonstration des Théoremes 2 et 3.

5.8.1. Le théoréeme 3 est une conséquence de la proposition suivante
lorsque s=t=0.

Proposition. Soient r = —2 et n [l'algebre de Lie de dimension n = 11 :
n=a, (f4letd2)et M un n-module fidéle nilpotent de dimension
m < n+ 1; alors le w-module gradué associé M (cf- 4.3.1) est isomorphe
au module M (¢f 1.3) ou a son dual (MV)*.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.3.1 et de I’étude des
divers cas du tableau V que nous avons menée dans les parties 5.2 a 5.7,
remarquer que, comme il n’existe ni a-modules Troués, ni n-modules Bi-
troués, il n’existe pas non plus d’extensions de tels modules.

5.8.2. Le théoreme 2 est une conséquence de la proposition suivante.

Proposition. Soient r= -2, s #0 et n [l'algebre de Lie de dimension
n=11: n=a ., (cf 41 et 42). Alors n n’'a pas de représentation
linéaire fidele de dimension n + 1.

Remarque. Cette proposition et la précédente sont probablement vraies
pour toutes les valeurs de r sauf un nombre fini.

Démonstration. (M A,) Sinon, soit M un n-module fid¢le de dimen-
sion minimale m < n+1. On peut supposer M nilpotent. La proposition
précédente prouve que le n-module gradué associé M est M" ou (M")".
Quitte a remplacer M par son dual, on peut supposer M = M v,

Considérons le module de dimension 11: M' = M/M 212 On peut
donc trouver une base v,, --- , v,, de M’ " telle que

ev,=v,,, pouri#2etll,

>5
ev,=xv, modV=",

ev,=0;

ev.=bv. ,+yv mod V=" ouri#1,9,10et 11
Vi =0V TViVis ) pou > 7 >
6, =1y, e,V = by, |,

e,V =0, e,v;, =0,
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ou la suite (b;), ;.o estégalea (2,-1,0,1,1,-2,-5,-13/5,26/5).
Notons T

pour 1 <i<5

5. .
C;: le coefficient de ([e,, e;] — e5)v, sur v

i+6°
7 . . .

C; :le coefficient de ([e,, e5] — re, — se;)v, sur V.3, Pour 1 <i<3.

On obtient ainsi le systeme de huit équations linéaires avec second membre

en les huit inconnues x, y,, --- , yg:

C1522x -2y, +2y; -5y, =0,
C;: 6, —y, +2y; =0,
C35 : 9y, —8y, + 3y =0,
C): 3y, — 14y, + 10y, — 5y, =0,
c’: — 60y, + 11y, + 20p, — 25y, _o,
C):20x -5y, +2p; —6y, +6y, — 7y = —8s,
C): 24y, ~ 5y, + 15y, — 15y, + 10y, =5s,
C;: — 18y, + 64y, — 89y, + 63y, — 25y, = 13s,

Notons A cette matrice 8 x 8 a coefficients entiers; elle n’est pas in-
versible: cela est di a la possibilité de changer v, en v, +av, . On vérifie
que la forme linéaire: f = (4080, —4000, —290, —3825, 0, —408,
—1255, 263) est dans le noyau de la transposée de A4, mais que le vecteur
du second membre: V = (0,0,0,0,0, —8s, 55, 13s) vérifie: f(V) =
408s . Ce vecteur V' n’est pas donc pas dans I'image de A4, contradiction.

6. En dimension inférieure ou égale a 7

Vérifions, pour justifier partiellement la complexité de nos exemples, le
lemme suivant:

Lemme. Toute nilvariété compacte de dimension inférieure ou égale a
7 admet une structure affine complete.

Démonstration. Soient N le groupe de Lie nilpotent revétement uni-
versel de W et n = Lie(N) P’algéebre de Lie des champs de vecteurs in-
variants a gauche sur N .

1%cas: L’algebre de Lie n admet une graduation positive [13].

On note D la dérivation inversible de n donnée par D(X,) = iX; si
d°X,. = 1. La formule de Scheuneman: V,Y = D_l([X, DY])), pour
X, Y dans n, définit une connexion plate sans torsion compléte et invari-
ante a gauche sur N et induit donc une structure affine compléte sur W .
Remarquons que le n-module affine fidéle associé a cette connexion est le
module M" de 1.3.
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Cas général. On remarque en utilisant la liste des algebres de Lie nilpo-
tentes de dimension inférieure ou égale a 7 (voir par exemple [3] ou [13))
que: Il existe une algebre de Lie positivement graduée . de dimension
inférieure ou égale a 8 et un idéal .# (non nécessairement gradué) du
centre de . tel que n est isomorphe a2 & /.7 .

On note p : % — n la projection. Pour X, Y dans n, on note X

~

et Y des éléments de & tels que p(/\~’) =X et p(Y) =Y. On pose
VY = p(D_l([X, DY1])). Cette formule ne dépend pas du choix de X

et Y ; elle définit une connexion plate sans torsion compléte et invariante
a gauche sur N et induit donc une structure affine compléte sur W .
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