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UNE NILVARIETE NON AFFINE

YVES BENOIST

Abstract

I construct compact nilvarieties which carry no complete affine struc 
tures. For that, I construct n dimensional nilpotent Lie algebras with no
faithful (n +  1 ) dimensional linear representations.

1. Introduction

1.1. U ne structure affine sur une variete compacte C°° W  est la donnee
d'un atlas maximal de cartes a valeurs dans Rn dont les changements de
cartes sont localement des transformations affines de Rn . II est equivalent
de se donner sur W  une connexion V plate et sans torsion. II est
aussi equivalent de se donner un diffeomorphisme local D du revetement
universel W  de W  dans Rn, appele developpante, tel qu'il existe une
representation h du groupe fundamental nχ{W), dans le groupe Aff(RΛ)
des transformations affines de Rn , appelee holonomie, avec, pour w dans
W  et γ dans nx{W)9 D(γw) = h(γ)D(w)\  si g est dans Aff(Rπ),  les
developpantes D et g o D sont considerees comme equivalentes.

Une structure affine est dit complete si D est un diffeomorphisme, ou,
ce qui est equivalent, si la connexion V est complete.

Les exemples les plus simples sont les tores  n dont le revetement
universel est Γespace affine Rn. Ces exemples ont ete generalises a de
nombreuses nilvarietes (resp. solvarietes): quotients de groupes de Lie
nilpotents (resp. resolubles) par des sous groupes discrets cocompacts (voir
par exemple [13], [1], [9], [15], [6]). Ceci a conduit Scheuneman [13]
et Milnor [9] a poser la question suivante (voir aussi [8], [2], [4], [10]):
Toute nilvariete compacte admet elle une structure affine complete? N ous
montrons qu'il n'en est rien:

Theoreme 1. / /  existe une nilvariete compacte W qui ne porte aucune
structure affine complete.

Les exemples que nous donnons sont de dimension 11. N ous conjectur 
ons qu'il existe de tels exemples en toute dimension superieure a l l . Nous
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verifions que, en dimension inferieure ou egale a 7, une telle structure
affine complete existe toujours.

1.2. Le point de depart du raisonnement est le suivant: Soint TV le
groupe de Lie nilpotent, revetement universel de W  et n — dim(TV).
L'holonomie est une representatoin affine fidele du groupe fondamental
πχ(W). Elle induit done une representation affine fidele de N  (cf. [5]).
Or Aff(Rn) est inclus dans Gl(Rn+ι). On obtient ainsi une representation
lineaire fidele de dimension n +  1 de TV et de son algebre de Lie n . Le
theoreme 1 sera une consequence du:

Theoreme 2. / /  existe une algebre de Lie nilpotente n de dimension
n (=  11) qui n'admet aucune representation lineaire fidele de dimension
n + l.

Rappelons que la theoreme d'Ado affirme que n admet une representa 
tion lineaire fidele de dimension finie.

1.3. Soit n une algebre de Lie positivement graduee, i.e., n =  ®i>oni

avec [n z, n.] c n / + . . Soit Mv = I φ n , le ΰ module defini par, pour
Xi dans ή . , X dans ΰ et t dans R: X..(t, X) = (0, itXi +  [Xi9X]).
C'est un n module fidele. En outre, il est gradue par d°(l, 0) =  0 et
d°(0, Xt) =  / . Cette remarque prouve que Γalgebre de Lie n n'est pas
positivement graduee.

Le point clef de la demonstration du theoreme 2 est Γetude des represen 
tations graduees d'une algebre de Lie nilpotente graduee n naturellement
associee a n . En particulier, nous montrerons le:

Theoreme 3. / /  existe une algebre de Lie nilpotente n de dimension n
(=  11), positivement graduee dont les seules representations lineaires fideles
graduees de dimension n +  1 sont Mv et son dual (Λfv)*.

2. Structure de la demonstration
2.1. Soit αΓ s t Γalgebre de Lie definie par les genέrateurs ex, e2 et

les relations [e2, e3] =  e5 et [e2, e5] = re   h ̂ ^8 +  te9 oϋ on a pose, pour
/  > 2, eM = [e{, et]. Soit n =  α_2 { t . Cette algebre de Lie nilpotente
est filiforme et de dimension 11: cf. 4.2.2 pour une description explicite
des crochets de n . Elle admet deux filtrations decroissantes naturelles: la
filtration par le degre: n  1 est engendre par et, ei+x, . . . pour /  > 1, et
la filtration par la suite centrale descendante: n1 =  n et nz est engendre
par ei+ι, ei+2, . . . pour i > 2. On note n et S les algebres de Lie
graduees associees respectivement a chacune de ces filtrations. On a les
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egalites: n =  α_2 0 0 et ^ = Fn oϋ Fn est Falgebre de Lie definie par les
generateurs T, X et les relations Xn =  0 et [Λff., Λf.] =  0 pour / , 7 > 1,
oύ on a pose Λ̂  =  X et X.+χ = [Xχ, Xt], pour /  > 1.

2.2. A chaque n module M (i.e., representation lineaire de n ) , on
associe naturellement des modules gradues M et M sur les algebres de
Lie graduees n et S.

Soit M un n module fidele de dimension minimale m et supposons
par Pabsurde que m <n+\ . On peut supposer que M est nilpotent. on
remarque en 3.2 que, comme n est filiforme, on a m — n ou m =  n+ 1.
On analyse alors successivement les modules M , puis Λ7 et enfin M.

2.3. On decrit d'abord les formes possibles pour les modules Λf (i.e.,
la suite des dimensions des composantes homogenes Mt) pour egayer
le texte—il en a bien besoin—nous leur avons donne des noms; modules
fils et modules doubles. On en deduitjau §3 une liste de modules sus 
ceptibles d'apparaϊtre comme modules M. Pour cela, on classifie les Fn 
modules (gradues) fils indecomposables en 3.4 et les / ^ modules doubles
indecomposables en 3.5.

2.4. On en deduit au §4 queues sont les diverses possibilites pour les
modules M: modules Fils (Cousus, Decousus, Troues, Bitroues, Troues 
Decousus et Reprises) ou modules Doubles (Troues et Bitroues).

2.5. U ne etude de chacun de ces cas au §5 ne laisse que deux pos 
sibilites: M — Mv ou (Λ/ v)*. Cette etude est basee sur des calculs
fastidieux: il s'agit de montrer que certaines families de polynόmes n'ont
pas de zeros communs. II s'agit done de developper des polynόmes, de cal 
culer des polynόmes resultants et de les factoriser. J'ai utilise a plusieurs
reprises un programme de calcul formel sur microordinateur pour mener
a bien ces calculs; je le signale a chaque fois par le symbole: (MAn). Les
calculs les plus longs sont pour les modules Cousus en 5.4: par exemple,
les polynόmes Rt de 5.4 ont une cinquantaine de termes. Le calcul a la
main ne semble pas hors de portee, mais quelle economie de temps!

Au passage, on a demontre le theoreme 3.
2.6. On verifie alors en 5.6 que le n module Mv ne peut pas se

deformer en un n module M. Ce qui prouve le theoreme 2.
2.7. Demonstration du theoreme 1. On remarque que, lorsque t est

rationnel (par exemple t = 0) , le groupe de Lie connexe et simplement
connexe N  d'algebre de Lie n =  α_2 { t admet un sous groupe discret
cocompact Γ [9, chapitre II]. La nilvariete quotient W = Γ\N  n'admet
pas de structure affine complete.
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3. Modules fideles sur les algebres de Lie filiformes

Le but de ce chapitre est d'etudier les modules fideles de petite dimen 
sion sur une algebre de Lie filiforme i.e. une algebre de Lie nilpotente pour
laquelle la filtration centrale descendante decroit le moins vite possible. II
est facile de decrire l'algebre de Lie graduee associee S (lemme 3.1); dans
le cas qui nous interesse, c'est l'algebre de Lie S =  Fn .

La dimension minimale m des n modules fideles M est superieure
ou egale a la dimension n de n (lemme 3.2). Pour un tel module M
de dimension m, que Ton peut supposer nilpotent, le S module gradue
associe M_ est un module gradue cyclique. Lorsque m = n ou n + 1, ce
module M est soit un module fil, i.e., dimΛfz < 1 pour tout / , soit un
module double, i.e., il existe i0 tel que dimΛf/  =  2 et d im M z < 1 pour
tout i Φ i0 (lemme 3.3).

On decrit en 3.4 tous les Fn modules fils cycliques et, en 3.5, tous les
modules doubles cycliques.

3.1. Algebres de Lie filiformes. Soient n une algebre de Lie nilpotente
de dimension n sur un corps K de caracteristique nulle et nz la suite
centrale descendante: n =  n et nι+ =  [n , n1] pour /  > 1. Soient
Wz =  n 7n / + 1 et S =  0 Z > 1 Sz: c'est une algebre de Lie graduee sur N* =
{1 , 2 , . . . }; elle est engendree par ses elements de degre 1.

Definition [14]. n est dite filiforme si n > 2 et, pour /  =  2, , n,
on a codimnz =  i:.

Exemples. 1. Si n est filiforme, alors S aussi; et reciproquement.
2. Soit Fn l'algebre de Lie graduee de base T , X = Xχ, X2, , Xn_{,

avec n > 2, telle que d°T = d°X =  1 et

[Γ , ^ z ] =  ^ z + 1 Vi =  1,       ,n l,

3. Soit F2n l'algebre de Lie graduee de base T, X = X{, X2,2n lalgebre de Lie graduee de base T, X = X{, X2

X2n 2 ' Y2n l ' a V e C n ^ 3 ' t e l l e ^ U e d°T = d°X = 1 et

[T,Xi] = Xi+χ Vi =  l , . , 2 / 1  3 ,
[T,X2n_2] = 0,

[XnXj] = ( l)iδii2n_ ι_jY2n_ ι.
Le lemme suivant affirme que toute algebre de Lie filiforme est une

deformation de Fn ou F2n .
Lemme [14]. Toute algebre de Lie filiforme graduee engendree par ses

elements de degre 1 est isomorphe a Fn, pour n>2,ou F2p, pour p > 3.
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Ce lemme ne nous sera utile que pour nous aider en 4.1 pour le choix
de n .

3.2. Modules fideles. Soit M un n module nilpotent de dimension
m, ce qui signifie que, pour tout X dans n , Γaction de X dans M
est nilpotente. Le module M est naturellement muni d'une filtration
decroissante (M ι) definie par M ι =  M et, pour i > 1, Λ/ z+ 1 =  n M ι.
Soient  i = M ι/ M ι+ι et   = φ z > 1  i: c'est un H module gradue de
dimension m (i.e., Sf.A/ . c Mi+y/ i, y) il est engendre par ses elements
de degre 1.

Le lemme suivant explique notre interet pour les algebres de Lie fili 
formes.

Lemme. Soit n une algebre de Lie filiforme de dimension n. Alors
tout n module fidele est de dimension supέrieure ou egale a n.

Demonstration. On peut supposer n > 3 et K algebriquement clos.
On a une decomposition (unique) du module M en sous modules indexes
par les caracteres de n : M = 0 Mc de telle sorte que, en notant Kc

le n module de dimension 1 donne par le caractere c, le module produit
tensoriel Mc <g> K_c est nilpotent. Soit Z = nn~ ι le centre de n ; il est
de dimension 1. Comme M est fidele, il agit non trivialement sur un des
modules Mc <8> K_c. Done, quitte a remplacer M par Mc <g> K_c, on peut
supposer que M est nilpotent.

Remarquons qu'alors Γegalite M ι =  M ι+ι implique M ι = 0. Or,
comme M est fidele, on a Mn D nn~ ι.M ι =  2T.M φθ. On en deduit:
dim Mχ > 1, pour tout /  =  1, , n . En particulier, dim M > n .

3.3. La forme des modules fideles.
Definition. La forme d'un module gradue V =  0 z €Z Vi est la suite

(nulle pour |/| suffisamment grand) pt := dim Vt.
Le module gradue est dit fil si pi < 1 pour tout / .
II est dit double si pt < 1 sauf pour exactement une valeur /0 pour

laquelle p. = 2.
Rappelons qu'un module est dit cyclique s'il est engendre par un de ses

vecteurs et est dit indecomposable s'il n'est pas la somme directe de deux
sous-modules non nuls.

Soit m la plus petite des dimensions des n-modules fideles et M un
n-module de dimension m, que Γon suppose nilpotent grace a 3.2. C'est
un n module nilpotent cyclique, il est done indecomposable; le n module
gradue M aussi. Comme W est engendre par ses elements de degre 1,
Γensemble {/ / dimΛ/ ^/ 0} est un intervalle de Z .

Lemme. Soient n une algebre de Lie filiforme de dimension n et
M un n module nilpotent fidele de dimension minimale m. On suppose
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m < n +  1. Alors on_ est dans un des trois cas suivants:
(a) m = n et M est un ^ module fil fidele.
(β) m = n +  1 et M est un ^ module fil non fidele.
(γ) m = n +  1 et Tϊ est un ^ module double fidele.
Demonstration. On reprend la demonstration du lemme 3.2: le inegali 

tes finales et la majoration m < n+l prouvent qu'on est dans un des trois
cas suivants:

(α) m = n ,   est un S module fil et Mn+ι =  0.
{β) m = n +  1,   est un S module fil et dimMn+ι = 1.
(γ) m = n +  1, M est un S module double et Mn+{ = 0.

Soit Z un generateur du centre S' = nn~ ι de n .
Lorsque_M"+ 1 =_0^ comme Z M /  0, Z induit une application non

nulle de Mχ dans Mn . Le module M est done fidele.
Lorsque dimΛ/ / ϊ+ 1 =  1, si M est un S module fidele, Γaction de Z

sur Mχ ou M2 est non nulle et le n module M/ Mn ou M ι est fidele.
Ceci contredit la minimalite de m .

N ous savons que S =  Fn ou F2p . N ous allons etudier plus precisement
le module M lorsque n =  Fn : les case (a) et (β) en 3.4 et le cas (γ) en
3.5.

3.4. Les Fn modules fils indecomposables. Remarquons que tout Fn 
module est aussi un Fn>  module pour tout n > n. Nous appellerons
F module, un module V sur Γun des Fn et profondeur de V, le plus
petit entier n = prof(F ) > 2 tel que V est un i^ module.

Soit V un F module fil indecompsable de dimension p et υ{, , vp

une base homogene de V telle que d°vi = i (on se ramene a ce cas en
translatant la graduation). Pour definir notre module V, il suffit de se
donner les elements λ. eFι :=  K u {oo} , pour /  =  1, 2, , p   1, tels
que

(lorsque λι; =  oo, cette egalite doit se lire: Tvi =  0) . En effet, comme V
est indecomposable, la famille Tυi,Xυi engendre V.+ι.

Proposition. Soit V un F  module fil indecomposable, alors V est Γun
des modules K, A, B, C ou D du tableau I.

Dans ce tableau, le diagramme associe a chaque module est construit
de la fa on suivante: un arc ^ ^ relie les / e m e et (/  +  l ) e m e points si et
seulement si Tυi Φ 0 un arc en pointille signifie que Tv{ peut etre nul
ou non nul. Et de meme pour les arcs v^ avec Xv{.
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TABLEAU I. F Modules fils Indecomposables

Nom Definition Parametres Diagramme D imV ProfV

K Module
Trivial

αe K\ {0],
βG  K

CP

u
λ^λδ ,

1
λ e PN{0}

/? impair,

λ e P\{0},
µ e P\{0}

si λ =  µ

Corollaire. (a)Soient n>3etVun Fn modulefilfideleetindecompo 
sable', alors d im F =  « ow /?  h 1.

(b) Si dim F =  n, flfore F e^ί de type B ou C, ou de type D avec
λφµ.

Demonstration de la proposition. Supposons p > 2. Quitte a rem 
placer T  par Γ +  γX, on peut supposer que, pour tout /  =  1, , p   1,
on a λ. Φ oo. On choisit alors la base v{ de sorte que Γvf. =  υi+ι. On
a done Xυ = λivi+ι, et pour tout r = 1, , p et /  =  1, , p   r,
XrVt =  ( Σ i o ί  l / C / ^ A ^ . ) ^ . La relation [X^X^υ, = 0 s'ecrit,
pour tout r =  3, , p et / = 1 , , p   r:

Distinguons quatre cas:
(i) Les λi sont tous non nuls. Soit µt = I/A,. Γequation E] s'ecrit:

//z 4  / / z+ 2 =  2µz + 1. Les //z sont en progression arithmetique: F est de
type B ou de type A avec λφO.

(ii) II existe au moins un λt nul et au moins deux λt non nuls. Mon 
trons que deux λi consecutifs ne peuvent pas etre simultanement non nuls:
sinon, on pourrait remplacer F par un sous quotient de dimension 4 tel
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TABLEAU II. Extensions des F Modules fils pour k = p> 4

Nom

ψ

v/ vk Parametres

p>4

p impair, p> 5,
λ e Ψ\ {0}

D iagram m e

que λχλ2 Φ 0 et λ3 = 0 (ou λχ = 0 et A2A3 ^ 0) . Ceci contredit l'egalite

Montrons que seuls λχ et λp_χ son tnonnuls: sinon, quitte a remplacer
V par un sous quotient, on peut supposer λχ = 0, λ2 φ 0, λ3 =     =
λp_2 = 0, et λp_χ φ 0 (ou λχ φ 0, λ2 = . . =  Ap_3 =  0, Ap_2 ^ 0, et
λp_χ =  0) . L'equation Eχ~

ι s'ecrit alors: ^ 2 ^ p  i =  0 ( o u ^1^ 2 = ^) •
Contradiction.

Montrons que p est impair: en effet, l'equation Eχ~
ι s'ecrit:

( l)p~lλxλp_χ = λp_χλχ. Le module V est done de type D.
(iii) II y a exactement un λ. non nul. Le module V est de type C .
(iv) Tous les Af. sont nuls. Le module K est de type A avec A =  0.
3.5. Les Fn  modules doubles cycliques. Soit V un F module cyclique

de dimension p +  1 double en k avec 2 < k < p. C'est a dire qu'il a
une base vχ, ^ j , uk, wk, vk (le degre d'un vecteur est

χ, , v ^ j , uk, wk, vk+χ, , v
donne par son indice). II n'est pas restrictif de Supposer que uk = Tυk_χ
et = Xv

k _ χ .

3.5.1. Etudions tout d'abord le cas k = p. Le module V est alors
caracterise par son quotient V/ Vk. Le lemme suivant decrit done V ce
lemme est resume dans le tableau II.

Lemme. Soit V un F module double cyclique avec k = p > 4 alors
VjVk est isomorphe soit a Ap

0~
ι, soit, si p est impair, a Cχ~^ avec λ

dans P 1\ {0}.
Demonstration. Le module V' :=  V/ Kuk est un module fil cyclique;

d'apres 3.4, il est isomorphe a A^ , Bp
a β avec ap +  β = 0, Cp_χ ^  ou

Dl%1 a v e c ί > 2 et λ dans P 1\ {0}.
Le premier cas est impossible car le module V" := V/ Kwk serait un

module fil cyclique de diagramme:
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ce qui est exclus. De meme, le deuxieme cas est impossible.

3.5.2. Dans ce paragraphe, on suppose que k <p  1 et que V est une
extension d'un module fil cyclique V de base υx, , υp par le module
trivial (en degre k):

On note λ{, , λp_{ les parametres de definition de V. Puisque V
est une extension de V, les noyaux de T  et de X dans Vk coincident:
c'est la droite K(v'k — λkvk). Le module V est entierement caracterise
par le module V et rentier k . Et reciproquement.

Lorsque k = 2 ou 3, le module V est quelconque dans le tableau I.
Lorsque k > 4, le module V[{ k] :=  V/ (φi>k V.) fait partie de ceux

decrits dans le lemme 3.5.1. On a done demontrέ le lemme suivant.
Lemme. Soit V un F module double cyclique qui est une extension en

degre k < p   1 d'un module fil V. Alors V est entierement caracterise
par le couple (V, k) et reciproquement. La liste de ces modules est donnee
dans le tableau III (p. 30).

3.5.3. Dans ce paragraphe, on suppose que V n'est pas une extension
e t q u e d i m V = p + l >   . O n a 2 < k < p  l .

D efinissons, com m e en 3.4, des έlements λt de P 1 , par Xvt = λiTvi,
pour /  =  1, , / c  2 , / c +  l , , p   1. Rappelons que uk = Tvk_λ

et wk = Xvk_χ. Soient α , / ?, γ, et δ les scalaires donnes par: Tuk =
avk+ι, Xuk =  βvk+ι, Twk = γvk+ι, et Xwk = Sυk+ι. Nous verrons que
δ =  0. On peut done supposer que γ = 1, car V n'est pas une extension.
Le couple (α, β) ne depend pas alors des choix faits.

Lemme. Soit V un F module cyclique de dimension p+l > 7, double
en k et qui n'est pas une extension d'un module fil par un module trivial.
Alors V est un des modules E, F, ou G du tableau IV (p. 31).

Demonstration. Quitte a remplacer V par son dual, on peut supposer
que k < 4. Remarquons tout d'abord que le module V[{ k] est un de
ceux du tableau II. En particulier, on a λk_3 = λk_2 =  0. On note E\
Γequation: [X{, Xr_x]vi =  0.

L'equation E%_2 donne alors δ = 0. C'est ce que Γon avait annonce.
k

On peut done supposer γ =  1. L'equation Eχ s'ecrit:



30 YVES BENOIST

TABLEAU III. Extensions des F Modules fils pour 2 < k < p   1

Nom Extension
de

Parametres Diagramme

λe
si λ =  <

=  0t2<k<p \

OCG / <Λ{0},β6 K,k = (omis)

p IΛ 2<k<p \
λ e P!\ {0}

k<l<p \

l=\ ,k impair

p impair
λ G P !\ {0}
µ G P \ {0}
2<k<p \

k =  2

k impair

X((adT)k 2(X))vι ((adT)k 2(X))Xυx= 09

puis ((1   { \ )k)XT   (k   2)TX)Tk 3Xvx =  0. Elle donne done
(2β   (k   2))Xυx =  0 ( Remarquer que, lorsque k est pair, Xυ{ est
nul). Ceci demontre le lemme lorsque p =  k+ l.

S upposons p>k +  2. Le equations E%_{ et E%_3 donnent respective 
m e n t {β   2 ) X v k + ι =  0 e t (β   3 ) X υ k + ι = 0 . O n e n d e d u i t λ k + ι = 0 .
Ceci demontre le lemme lorsque p =  k +  2 (remarquer que Γequation

K . I

Ex se traduit par (k   1)(2/?   (k   2))Xυχ =  0, ce que Γon savait deja).
Supposons p >  k +  3. Le raisonnement precedent s'applique au

module dual de V\  done λk+ 2 =  0. L'equation Ek+ 2 donne alors:
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TABLEAU IV. F Modules Cycliques Doubles
Qui ne Sont Pas des Extensions pour p >  6

Nom Definition Parametres Diagramme

2<k<p \
a e K, β e K\{0}

β =  (* 2)/ 2
& impair,
p   k =  1 ou 2

λ e ψ\ {0],
a e K

λ G
αe

k =  2 ou 3,
/?   £  pair

  l){3β   (k   2))Xvχ = 0 . On en deduit que Xυχ = 0 . En ap 
pliquan t de nouveau ce raisonnem en t au m odule dual de V, on en deduit
que V est de type E.

4. αr modules

Le but de 4.1 et de 4.2 est d'expliquer pourquoi, heuristiquement, les
algebres de Lie n =  αr s t sont de bonnes candidates pour notre theoreme
2. La seule information indispensable pour la suite est Γexistence, lorsque
r = — 2 et 5 =  1, de cette algebre de Lie filiforme n de dimension n = 11
engendree par deux elements eχ, e2 verifiant les relations annoncees (cf.
2.1).

Ces algebres de Lie n admettent une deuxieme filtration naturelle; par
le degre; on note n l'algebre de Lie graduee associee. Le resultat principal
de ce chapitre est la proposition 4.3.1 et le tableau V qui decrivent la liste
des n modules gradues M associέs, a priori, a des n modules fideles M
de dimension minimale m — n ou n +  1. Le demonstration occupe les
trois paragraphes 4.4, 4.5 et 4.6; chacun d'eux correspondant a une des
trois formes possibles pour le module   (lemme 3.3).

L'etude de chacun des cas du tableau V sera Γobjet du chapitre suivant.
4.1. Les algebres de Lie ar. Motive par le lemme 3.2, on cherche

une algebre de Lie nilpotente filiforme n de dimension n. On suppose
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que Γalgebre de Lie graduee associee a la filtration centrale descendante
est Falgebre de Lie Fn (c'est le cas le plus simple; cf. le lemme 3.1).
N otons eχ et e2 deux elέments de n dont les images dans Fn sont T
et X respectivement et posons ei+ι =  [e{, et], pour i > 2. Ces elements
engendrent Γespace vectoriel n .

Soit n~ ι l'ideal de n engendre par et, ei+ι, . . . par construction, on
a [n  z, n j] C vri+j . Soient n{ = n  ' / n  / + 1 et n =  0 7 > 1 n,. ή est une
algebre de Lie filiforme graduee engendree par ~e[ et ~e~2 oil e~ est Γimage
de e. dans nT.

Interessons nous tout d'abord a cette algebre de Lie n . On suppose
que [e^, e^\  Φ 0 (c'est le cas le plus simple). Quitte a remplacer eχ par
aoe{ avec aQ ψ 0, on peut supposer que \ e~2, ej] =  ^J. Jacobi donne alors
Γegalite [e^, >^] = e^. On a alors [e^, ej] =  fe~  oϋ r est un scalaire. II
est done naturel de definir:

Definition. Soit ar Γalgebre de Lie graduee (eventuellement de dimen 
sion infinie) definie par les generateurs fx, f2 de degre 1 et 2 et les rela 
tions: [f2, / 3] =  f5, et [f2, f5] = rf7, oύ on a pose fM = [f{, f.], pour
i>2.

Le lemme suivant prouve que, en general, ces deux relations suffisent
pour definir une algebre de Lie filiforme.

Lemme. (a) Si r Φ ^ et 1, Valgebre de Lie graduee ar est de dimen 
sion finie\  elle est filiforme si et seulement si r Φ 0, 2 et 3 elle est alors
de dimension 11.

(b) Si r = ^ , ar est de dimension infinie, de base (fi)i>ι, avec [f., f.\
= U   i)fi+j > P°ur / , 7 > 1 ou ft = fj(i   2)\  c'est la partie positive de
I'algebre de Virasoro.

(c) Si r = 1, ar est de dimension infinie, de base {fi)i>x, avec

[ / P fi\  = fM pour / > 2 ,
[f2>fi] = fi+2 Pouri>3,
[fi> fj] = O pour i,j > 3.

Demonstration. On suppose r / 0 , ^ , I , 2 , e t 3 . Ces cas particuliers
ne nous seront pas utiles, ils sont laisses au lecteur.

P our n > 6 , on note J(n) Γensemble des relations de Jacobi:

Ju%k : [ft, [fj , Λl] +  [/ 7, [Λ ' >ί]] +  L4 ' L/ ϊ' / ;]] =  0

pour i < j < k et i + j + k = n. On ecrit ^ y. pour [f., / j] . On a
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, 3 = fβ e t Λ 5 = rfτ ®n c a l c u l e > successivement:

(r 3)/ 2f7 =  (3 5r)/ 9,
(r 3)/ 3'6 =  2r(r l)/ 9,

=   r(5r 3)/ 10,

/ (11) <* 2r(r   2 ) / 2 9 =   ( 5r 3 +  r2   Ir +  3) / π ,

2r(r   2)(r   3 ) / 3 8 =   ( r   l)(5r3   Ir2 +  15r   9 ) / π ,

2r(r   2)(r   3)/ 4f 7 =  3(r   l) 2(5r 2   6r +  3 ) / n ,

2r(r   2)(r   3) / 5 f 6 =   3( r   l) 3(7r   3 ) / π .

/ (12) est alorsunsystemedeneuf equationslineairesen fn, f2 1 0 , f3 9 ,
/ 4 8 et / 5 6 qui n'a de solutions que lorsque r =  1 ou 9/ 10: les calculs
sont laisses au lecteur, ils ne nous serons pas utiles.

4.2. Les algebres de Lie αΓ 5 t . Continuons notre petit raisonnement
qui nous menera aux algebres de Lie α_2 χ t .

4.2.1. Les generateurs eχ, e2 verifient des relations du type:

[e2, e3] =  e5 +  σe6 +  τe  +  ι>es +  '  ,

Le choix de ces generateurs ex et e2 n'est pas unique: on peut les rem 
placer par e{ +  axe2 +  a2e2 Λ et b0e2 +  bxe3 +  b2e4 H .

Lemme. Si r Φ 0, 1, 2, 3,  3 , et η , on peut choisir les generateurs
eγ et e2 de sorte que [e2, e3] =  e5.

Demonstration. On suppose en outre r Φ ^ (le cas o ύ r = ^ est laisse
au lecteur). Remarquons que Γautomorphisme exp(/ ad(^)) modifie les
generateurs mais pas leurs relations. On peut done se contenter d'etudier
des modifications de generateurs du type: δ(eχ) = aχe2 et δ{e2) = b2e4 +
b3e5 H . O n note e. pour [et, e^[.
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Si δ(e{) = aλe2 , a lo r s σ([e2, e3]  e5) =  2aιe6 + • • •  .
Si δ{e2) = bqeq+2, a lo r s δ([e2, e3] e5) = bq(e2q+3 e3q+2 eq+5)+  •  •  .

On verifie a Γaide de 4.1 que le vecteur υ := e2 ? + 3   e3 q+2   eq+5 est
non nul pour q = 2, •••  , 6 (inutile d'aller plus loin car, d'apres 4.1,
dimn < 11): en effet,

(r D(r +
( r _ 3 )

 e9+ '
3 ( r  l ) ( 7 r  3 )

υ €υ5  i 
{r_3)

eιo+ ' υ6  2r(r-2)(r-3)€n'

Ceci prouve bien le lemme.

4.2.2. Si on evite ces valeurs particulieres de r, il est naturel de poser:
Definition. Soit αΓ s t Γalgebre de Lie definie par les generateurs eχ

et e2 et les relations: [e2, e3] = e5 et [e2, e5] = re  +  ̂ e8 +  te9 H oύ
on a pose e/ + 1 =  [ex, ef.], pour /  > 2.

On a bien sur, αΓ =  αr 0 0 et on pose ars = ar 5 0 0 , etc.
Lemme. (a) Si r Φ ^ et 1, Γalgebre de Lie ar s est de dimension

fιnie\  si en outre, r Φ 0, 2 ef 3, β//e est filiforme de dimension 11 et
Γalgebre de Lie graduee associee α ^ est Γalgebre ar.

(b) Si r Φ 0, to algebres de Lie ar s t et cy s> t> sont isomorphes si et
seulementsi, ilexiste a Φ 0 telque r =r, s = as et t' = a2t.

Demonstration, (a) La seule difficulte est de montrer qu'il existe une
algebre de Lie de dimension 11 engendree par deux elements eχ et e2

verifiant les deux relations ci dessus. Pour cela, on calcule explicitement
les divers crochets et . :=  [et, e^\  par recurrence a Γaide des relations de
Jacobi comme en 4.1 et on verifie qu'elles sont compatibles. Contentons
nous de donner les crochets de Γalgebre de Lie α_2 s t , a charge pour le
lecteur de verifier les relations de Jacobi {MAχ):

e\
e2
e2

e i

e3

Crochets

, i ι+ 1

.3 =   *

,7 = ~ ( 1 :

,6 =   ( 1 :

d e a 2,s

pour /

  + ses +

8 +  2 ί e 9
3/ 5)e9 +

2/ 5)e9  

. , (algebre

> 2 ; e.

+  2 ^1 0 ,

(5l/ 25)seu

(l/ 25)sei0

de Lie de

4 =  3e7 —

, +  (44852

+  ( 44852

b a s e e γ , •••  ,  e π ) :

ύtg tf9 ,

?8   se9   teιo

+  2475ί)/ 2000eπ,

+  1525ί)/ 2000en,

e4 5 = (Π/ 5)e9   (24/ 25)sel0 +  (448s2   35250/ 2000^ x
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_ 26 28 _  3 9 23 _ 27 24

= l9 = 3 2 ^ β _  189 _ 1377

(b) C'est clair. II suffit de reprendre la demonstration du lemme 4.2.1:
supposons pour simplifier r ψ 1, 2, 3,  3 , et 3/7 la relation [e2, e3] =
e5 implique que les generateurs eχ et e2 de ar s t sont uniques modulo
des automorphismes de ar s t et modulo la transformation: (eχ, e2) —>
(eχ, αe 2 ) . Cette transformation est un isomorphisme entre ar s t et
α 2

r,as,at '

Remarques. On peut verifier que, pour r =  9/ 10 et si. = δt avec
q > 2, Γalgebre de Lie αr 5 s est de dimension finie n = q +  12 > 14.
Je crois, mais je ne Γai pas verifie, qu'elle n'admet pas de representation
fidele de dimension n +  1.

Pour r — 1, je ne sais pas si il existe des algebres de Lie αr s s de
dimension finie.

4.2.3. Supposons que r ne prend pas une des valeurs particulieres ci 
dessus (par exemple r =  2 ; la valeur r =  1 parait plus simple, mais
nous verrons qu'il existe un a_{  module Double Bitroue fidele de dimen 
sion n +  1. . . ) .

L'algebre de Lie candidate que nous cherchons est un quotient ar s [n]
de αΓ s par la relation en+ι = 0 . Si n n'est pas έgal a αΓ s , la
representation adjointe dans ar s [n+l] donne un representation lineaire
fidele de n dans un espace de dimension n +  1. . . done, on doit prendre

Comme n ne doit pas etre une algebre de Lie graduee, il est naturel de
prendre s = 1. En faisant varier t on obtient une infinite de candidates.

C'est ainsi que j'ai recontre pour la premiere fois α_2 x t .
4.3. La forme des αr modules M.

4.3.1. Desormais nous prendrons n =  αr s . Le cas qui nous interesse
est r =  2, s — 1 ou 0, mais la plupart des arguments de cette partie ne
font pas appel a ces valeurs particulieres.

Soit M un n module fidele nilpotent de dimension minimale m =
n ou n +  1, comme en 3.3. En particulier, M est cyclique. On pose
M ° = M 1 = M et, pour i > 2, M~l = exM l~x + έ?2Λ/  / ~ 2. Soient
M . =  M ι/ M~ ι+ι et   = 0 Z > 1 M . .   est un n module de dimension
m gradue et cyclique par construction.

Le but de ce chapitre est de decrire la liste des n modules jrpriori pos 
sibles pour M et utilisant les renseignements sur le module M que nous
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avons obtenus dans le chapitre 3.
Proposition. Supposons r Φ 0, 9/ 10, 2 et 3. Soient n =  ar s , n =

dimn et M un n module fidele nilpotent de dimension minimale m — n
ou n +  1. Alors, on est dans un des deux cas suivants:

(a) M est d'un des huit types definis dans le tableau V: module Fil
(Troue, Bitroue, Cousu, Decousu, Reprise et Troue Dέcousu) et module
Double (Double Troue et Double Bitroue).

(b)   est un module Double, extension d'un module Troue ou Bitroue
de dimension n par le module trivial en degre k, avec 2 < k < MJ  1.

Remarque. Lorsque r = 9/ 10, il y a une autre possibilite: M peut
etre isomorphe a un des modules Bp

a βoxx Bp
a

ik
β. U n tel module M est

appele "Bizarre".
Dans le tableau V, la definition du type se lit sur le diagramme: comme

en 3.4, une base du module gradue est forme des vecteurs υi pour les i
tels qu'il existe un point noir a la / e m e place. U n arc *^ relie les / e m e et
(/  +  l ) έ m e points si et seulement si eivi Φ 0 (un arc en pointille signifie
que e{Vj peut etre nul ou non nul). Et de meme avec e2 pour les arcs
* qui re

Le losange
qui relient les ibme et (/  +  2) έm e points.

symbolise six vecteurs de la base: υk__2 , vk_{, uk , wk, vk+{, et υk+2

(le degre de ces vecteurs est donne par leur indice), tels que e{υk_2 =
vk \ ' e\ vk \  = uk ' e t e2vk 2 = wk  e t t e^ Q u e ^ m °du le gradue n'est pas
une extension d'un module Fil par le module trivial (gradue en d°k).

Remarque. Soit q le plus grand entier tel qu'il existe un point noir a
la qtmt place. On a q > n +  1 et lorsque q = n +  1, M est un module
fidele (c'est le cas pour les modules Troues, Cousus, et Decousus).

En effet, comme M est fidele, enM = enM~ ι c M~n+X est non nul,
et, comme q =  n +  1, enM~2 c M~n+2 = 0. Done le generateur en

du centre de n induit une application non nulle de ~Mχ dans Λ/ Λ+ 1. Le
module M est done fidele.

4.3.2. La fin de ce chapitre est consacree a la demonstration de cette
proposition. On ne peut pas, en general, pour un n module nilpotent M1,
retrouver la forme du module ~M' a partir du module Λf ni d'ailleurs
retrouver la forme de module M a partir du module M . Ce sera cepen 
dant souvent vrai pour notre module M.

On distingue les trois cas du lemme 3.3:
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TABLEAU V. Types Possibles pour les Modules M

Type Parametres Diagramme

Troue 2<k<n 1 2 . . . k . . , / f+ l

Bitroue n impair
1 2 3 . . . n+ \ n+ 2

Cousu n+ \ 1 2 3 n n+ \

Decousu n+ \ <k<n

Reprise Λ+ l \ <k<n \

Troue 
Decousu

/ i + l
(2, Λ) , ( / I +  1,2)

OU ( AI+  1, 3)

Double 
Troue

1 =  2, 5< * < Λ   1
ou
\ = n,3<k<n 3

. .  .k 2k \  k k+ \ k+ 2 . . . /  n+ \

Double 
Bitroue

Λ+ l n et k impairs
5<k<n 2

1 2 . . . k 2 k \  k k+ \  k+ 2. . . n n+ \  n+ 2

4.4 m = n et M  est un n module fil fidele. D 'apres 3.4, M  est iso 
morphe a un des modules B™β, C™λ, ou D^µ .

4.4.1. Le premier cas est exclus a cause du lemme:
Lemme. Si r ^ 9 / 1 0 , il n'existepas de ar s  module nilpotent V de

dimension p>l tel que V est isomorphe a Bp
aβ.
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TABLEAU VI. Regie de Transformation

Diagramme de M  ̂ Diagramme de M

' + 1 y y + 1 y+ 2

Demonstration. Par hypothese, il existe une base Vj, , vp de F
telle que,

elV. = (ai +  j»)v/ + 1 +  x^ / + 2 mod F *+ 3 ,
e2vi = υM,

oύ Xj, , x _2 sont des scalaires et oύ V1 est le sous espace vectoriel
de base vi, υi+ι, . . . . On a Pegalite, pour A: > 2:

eΛt;. =  (k   2)! α A : ~ 2 ι ; ^ _ 1 mod Vi+k .

N otons yf. =  xi+ι   x.. On calcule:

e3vt = avi+2 +  y.υM mod F .

La composante de ([β2, e3]   es)vi sur v/ + 4 donne Γegalite: yi+ι  y. =
 6α 3 , pour /  =  1, , p   4. On calcule alors:

e4vi = 2avM +  (6a3 (ai +  β)   6a4 +  5αy> / + 4 mod F / + 5 ,

^v,. =  6cΛ. + 4 +  (48α4(α/  4  β)   60a5 +  2 6αy> + 5 mod F ί + 6 .

La composante de ([e2, e5]   re   se%... )υ. sur v/ + 6 donne alors Γegalite:
α5(10r   9) =  0. Contradiction avec a ψ 0 et r φ 9/ 10.

Remarque. Si r = 9/ 10, il existe un αr module Bizarre (i.e., tel que
F =  Bp

a β) en toute dimension p > 3 .

4.4.2. Les deux derniers cas M =  C7
m

A et M = D™ donnent des
modules M respectivemen Troues et Bitroues. Cela resulte du lemme:

Lemme. Soit M un ar s  module nilpotent cyclique tel que M est un
module β. Alors le diagramme de M se deduit de celui de M grace a la
regie du tableau VI.
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Demonstration. Rappelons que par definition, M ι = eχM
ι~x +e2M

ι~ ι

et M~J =  e{M~j~{ +  e2M J~2. On procede par recurrence: on suppose
que, pour certaines valeurs de /  et j , on a M~j =  M ι et M~j+ι =
M ι+ι. Dans le premier cas, on a alors M~J+2 = M ι+2, tandis que dans le
deuxieme cas, on a Λf ^f =  MM et Λ/  y+ 3 =  Λ/ / + 2.

4.5. m = n +  1 et A/  est un K module fil non fidele. D 'apres 3.4,
M est isomorphe au module A™. Le lemme suivant et le lemme 4.4.2
prouvent que M est un module Cousu.

Lemme. λ =  0.
Demonstration. Sinon, il existe une base vχ, , vn+{ de M telle que

*ivι =  VVM  +  ^ v i+ 2 m o d M / + 3 et e1vi = υM ,

oϋ µ :=  I/A est dans AT et Cj, , xn_x sont des scalaires. Done, si on
pose yi = xi+ι  xn on a

et

La composante de ([e2, e3]   es)vi sur v/ + 4 donne Γegalite:

yi+{  yx =  0, pour /  =  1, , Λ   3.

On en deduit e4vi e MM, puis, pour tout j > 4, .̂Af1' c Af'+  / + 1 . En
particulier enM — enM

ι c Mn+2 =  {0} . Done la representation n'est pas
fidele. Contradiction.

4.6. m = n + \  et M ^st un n module double fidele. Les divers cas
possibles pour le module M sont repertories dans les tableaux II, III, et
IV. =

Le module M ne peut pas etre de type A car le module M ne serait
pas fidele (voir la deuxieme remarque de 4.3.1).

Le module M ne peut pas etre du type B car le sous module M4 qui
est de dimension n — 3 > 8 serait un module Bizarre, ce qui est exclus par
le lemme 4.4.1_car r φ 9/ 10.

Le module M est done du type C, D , E, F, ou G.

4.6.1. Le tableau VII (p. 40) donne la regie qui permet de calculer (la
plupart du temps de fa on biunivoque) le diagramme de Λf a partir de
celui de M (et reciproquement le diagramme de M a partir de celui de
M).
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TABLEAU VII. Regie de Transformation Pour les Modules Doubles
Diagramme de M Diagramme de M

/ + 1 / + 2   + 3 y+l y+2 7+3 7+4

i+l

i+l

y + 4

i + 2 7 + 3

i + 2 y + 3

i + 3 y + 4

ou
i + 3 y + 3

Ce tableau doit se lire ainsi: Si on sait que, pour certaines valeurs de i
et j ,

(*) Ml =  M^j et MM =  M^j+ l

et si le diagramme de   entre les points i et / ' est dans la partie gauche
du tableau alors le diagramme de M entre les points j et f est donne
dans la partie droite et on a:

(*') et

Ce qui permet de reutiliser cette regie a partir du point i .
Reciproquement, sauf dans le dernier cas, si on a (*) et si le diagramme

de M entre les points j et f est dans la partie droite du tableau, alors
le diagramme de M est donne dans la partie gauche et on a (*').

Demonstration de la regie du tableau VII. Cela resulte des definitions.



UNE NILVARIETE NON AFFINE 41

La verification est laissee au lecteur. Les deux premiers cas sont etudies
en 4.4.2.

E tudions par exemple le dern ier cas. On peut supposer 1 = 7 =  1 et
M de dimension 5. Le diagram m e de M signifie qu'il existe une base

eι
e2

vx

 2, W2

=  u2,
=  w2,

,v3
,v4 <
eλu2

e2u2

le M te
=  v3,
=  av4,

πe que:
exw2 =

e2w2 = e2

e 
v3  
v3  

• l _

=  v4.
=  0,

Ml

e\
e2

.M*2

V4
V4

=  0,
=  0,

M 2 .ou a, β, γ sont des scalaires. On calcule alors:
M  3 =  (w2, v3, v4), M 4 = (v4). Si γ φ 0, on a M~5 =  (?;4) et
M 6 =  0, tandis que si γ =  0, on a Λ/  5 =  0 on obtient ainsi les deux
diagrammes pour le module M.

Commentaire sur le tableau VIII (p. 42). Le cas n°l est exclus car le
n module M1 :=  M/ M~n+2 serait un module fidele de dimension m   1,
ce qui contredit la minimalite de m . En effet, le n module M est Troue,
il est done fidele: calculer enυι = (eχ)

n~2e2vχ φθ.
Les cas n°2, 7 et 10 sont exclus car M admettrait un sous quotient

gradue de dimension 4 qui serait un n module gradue de diagramme:
1 2 4 6 (ou 1 3 5 6)

On calcule alors: ([e2, e3]   e5)vχ =   e2e2eχvχ Φ 0. Contradiction.
Dans le cas n°3, si 1 /  n   1, alors M est une extension d'un module

Troue, sinon le (αΓ =  n) module dual de M qui est encore fidele et cyclique
aurait pour diagramme le diagramme symetrique de celui de M, or un tel
diagramme ne fait pas partie de notre liste.

Ceci termine la demonstration de la proposition 4.3.1.

5. α2 modules

Le but de ce chapitre est de terminer la demonstration du theoreme 2
avec n =  α_2 χ t (et done n   11). On montre tout d'abord que les seuls
α_2 modules gradues qui sont d'un des types du tableau V sont, d'une
part, les modules Mv et (Λfv)* definis dans Γintroduction: ce sont des
modules Decousus avec k = 2 et k = n   I respectivement, et, d'autre
part, le module Cousu sur lequel e2 agit trivialement (ce module qui n'est
pas fidele ne nous interesse pas). Cette affirmation resulte d'une etude de
chacun des cas du tableau V menee dans les parties 5.2 a 5.7. Elle depend
fortement du choix de la valeur r =   2 , elle est probablement encore vraie
pour r en dehors d'un ensemble fini; mais, pour r = 9/ 10, il existe de
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Tableau VIII. Liste des Diagrammes de M  Obtenus par la Regie du Tableau VII

M Parametres Diagramme de M Module M

1 2 n+ \  n+ 2 exclus
ϋ.

k+ \  k+ 2 1+ 2 ...n+ 2
exclus

\λ

Ίl
Double Troue ou
Extension de Troue

11
Extension de Troue

n+ \
Reprise

/ 2+1

Decousu

1 2 k+ 2 k+ 3 ..M+ 2

k impair,
3<k<n 

Double Troue ou
Extension de Troue

k =  2,
n impair

1 2 n+ \  n+ 2 Ίl
Troue Decousu

n, k impairs 1 2 k+ 2 k+ό 77. n+ 2 n+ 3

Double Bitroue ou
Extension de Bitroue

1 2 n n+ \  n+ 2
n impair,
k =  n 2

Extension de Bitroue

n+ \
2<k<n \ Decousu

1 2 k k+ \
k= n \ oun—2

n+ 2
Troue Decousu

Ja,λ k = 1 ou 2
k k+ l n+ in+ 2

Troue Decousu
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nombreux modules Cousus, Troues, Reprises  pour r =   1 , il existe un
module Double Bitroue. La demonstration du theoreme 3, avec ΰ =  α_2

est donnee en 5.8.
D ans la derniere partie, nous montrons que les modules M v et (Λfv)*

ne peuvent pas se deformer en des n modules. Ce qui prouve le theoreme
2 avec n =  α_2 χ t .

5.1. αΓ moduίes fils. Lorsqu'ils n'ont pas de trous, les αr modules
Fils ont une base v{,  9vq avec e{υ. =  a υ.^  et e2v = bivi+2 . Les
scalaires {^i)\ <i<q_χ et Φi)λ<i<q_2 definissent un αΓ module si et seule 
ment si les 2q  2 equations suivantes sont satisfaites:

R5
t: ([e2>

e3] e5)υi = 0 p o u r Ϊ =  1, , 0  5 ,
R] : ([e2, e5]   re )υi =  0 p o u r /  =  1, , q   7 .

Quitte a modifier, les vecteurs de bases, on supposera aχf =  0 ou 1: On a
q   1 inconnues.

Lorsque tous les ai sont egaux a 1 (modules Cousus), on a

i+r '

On en deduit, dans ce cas, les formules pour R5
{ et R 

{:
5R5
{ : b4(bx   b2)   b{(b3   b4)   (b{   lb2 +  3*3   b4) = 0,

R]: b6(b{   3b2 +  3*3   b4)   b{(b3   3b4 +  3*5   b6)
  r(6j   5*2 +  10*3   4 5 h)

N ous ne recopions pas {MA2) la formule pour i^5 (resp. R7.) lorsque
certains des at sont nuls: elle s'obtient a partir de celle de R\  (resp. R7

{)
en decallant les indices de /    1 et en eliminant les termes de cette somme
oύ n 'apparaissent ni * ni b x a chaque fois que a. s'annule pour j
dans {/,• • •  , /  +  4} (resp. j dans {/,• • •  , /   h 6}) .

Pour les modules ayant un Trou a la keme place, les meme formules
sont valables si on pose: ak_{ =  ak = bk_2 = bk = 0 et bk_χ = 1.

Les modules que nous etudions dans les parties 5.2 a 5.7 sont les mod 
ules dont le diagramme est decrit dans le tableau V. L'entier n sera con 
sidere comme arbitraire: la valeur qui nous interesse est n = dim n =  11.

Remarque. Lorsque r = 9/ 10, il existe de nombreux modules F ils
donnes par aχ. = u 4  /  et bt=υ + i oύ u, υ sont des scalaires arbitrages.

5.2. Modules troues. Le but de cette partie est de montrer le
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Lemme. Soit V un α_2 module Trouέ de dimension n. Alors n <  10.
Translatons la graduation de sorte que le t rou soit en 0. Le m odule V

a p o u r b a s e υ _ p ,  9 v _ l 9 v l 9  " , v g a v e c p > l , q > l 9 e t n = p +  q .
On peut supposer at   1 sauf a_x — a0 — 0 et b_2 = b0 =  0 , b_x = 1.

Le lem m e resulte alors des deux lemmes suivants appliques a F o u F * .

5.2.1. p > 2.
Lemme. Soit V un ar module Troue en 0 , avec r Φ 9/ 10.

(a) Si p >  2 alors q <  5.
(b) Si p>3 alors q <  3 .

Demonstration. {MA3) Si p >  2 et q >  5; R5_2 = > bχ =  3\  R5_{ = >
b2 =  2.

(a) Si q > 6 ; i?L2 =•  *3 =  5/ 3r R5
{ ^ b4 = 2r   3/ 5 et Rη_λ =•  r =

9/ 10, con tradict ion .
(b) Si /? > 3 7?i3 =» *_ 3 =   3 et R7_3 => r =  9/ 10, con tradict ion .

5.2.2. /? =  1.
Lemme. Sb/ ί F un a_2 module Trouέ avec p =  1. Λ/ orc:
(a) pour tout iφ\  et 2>, bt est uniquement determine par les {bj)jKi

grace aux equations i?z
5_3 et R]_5,

(b) on a q<9.
Demonstration. {MA3) Posons b{ =  x R5_{ =*•  b2 =  (x +  l)/ 2

i?i et Λ L ^ £ 3 =  3χ 2 4  18x   5/ 2(5*   9) ,

= ,
7 x 2  1 6 x  3 1

3x5 +  57x4 +  31Qjc3   238x2 +  6119x   2923
3 ^ 6 " 4 ( 7 J C 2  

R5
4

3x   f 91.x6  f 903x5 +  3927x4   487.x3 +  81169x2   2979.x   63171
4(JC 2 +  Sx   13)(3x2 +  2x   69) (3x2 +  18JC   5)

Le seul in teret de ces formules (don t le den om in ateur est automatique 
m en t non nul) est de don n er un e idee de la complexite des calculs. On
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calcule alors les numerateurs des fractions rationnelles en x, R7
{ et R7

2

ce sont des polynόmes en x de degre 5 et 10 dont la seule racine com 
mune est x = 1 R5

5 et R] donnent alors 37668 =  709 et 20bs =  637,
contradiction.

5.3. Modules Bitroues et Troues Decousus.
Lemme. Soit r =  2 . (a) / /  n'existe pas de ar modules Bitroues de

dimension n > 8.
(b) //  n fexiste pas de ar modules Troues Decousus de dimension n +  1 >

11.
Demonstration. {MA4) (a) On decale la graduation de sorte que le

trou de gauche soit en 0 et celui de droite en n   1. On pose b{ = x.
Si n > 8, les formules pour b2, , bn_4 de 5.2.2 sont valables et on a
n< 11.

Si n = 8 (resp. 9, 10), on calcule alors les numerateurs des fractions
rationnelles en x: R5

n_5 et R 
n_7. Ce sont des polynomes en x de degre 2

et 2 (resp. 4 et 4, 5, et 6) qui n'ont pas de racines communes, contradiction.
Si n =  11, on a x =  1, mais R5

6 Φ 0, contradiction.
(b) Soit F un αr module Troue Decousu de dimension n +  1. Sup 

posons par exemple que /  =  2. Le module V a alors un quotient de
dimension n   2 ou n   1 qui est Bitroue. Le (a) donne alors n   2 < 8.

5.4. Modules cousus.
Lemme. Pour r =  2, les seuls αr modules Fils Cousus de dimension

n > 11 sont les modules "constants" V   Cχ donnέs par b{ = x, pour
i =  1, , A2   2.

Remarque. Le module Cχ n'est pas fidele. II ne peut done pas etre
egal a notre module  .

Demonstration. (MA5) O n d i sp o se d e 9 i n c o n n u e s b{,    , b9 q u i
doivent satisfaire les 10 equations R5

{, , R5
6, i?j, , i?^ . Posons

b4 = x , b s = y , b6 = z k  l ' a i d e d e R 5
3 , R 5

4 , R 5
2 , R 5

5 , R 5
{ , R5

6 o n p e u t
exprimer successivement b3, b7, b2, b9, bl9 b9 comme des fractions ra 
tionnelles en x, y, z. On note i?j, , R4 les numerateurs des fractions
rationnelles en x, y, z : R], , R7

4. Ces numerateurs sont nuls (cela est
vrai meme si les denominateurs pour exprimer les bt s'annulent!). Cesont
des polynόmes en x, y, z de degre inferieur ou egal a 6. On montre tout
d'abord le lemme suivant, puis on verifie que, dans les cas (b) et (c), les
equations ( ( ^ z

5 ) 1 < z < 6 , (R])\<i<4) n'ont pas de solutions.
Lemme. Les zeros communs de R{9 R2, i?3, R4 sont

(a) χ=y = Zf

(b) ( x , y , z ) =  ( 5 , 2 ,  l ) , ( 2 ,  l ,  l ) , ( l , l ,  2 ) ^ ( 1 ,  2 ,  5 ) ,
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(c) (x, y, z) =  ( 2 +  V3,  1 +  2>/ = 3, V^ ) , ( 1

Demonstration. (MA5) Soient R.j les resultants de Rt et iϊy par
rapport a x (Rappelons que si deux polynόmes ont une racine commune,
leur resultant est nul). On factorise:

avec:

Sl3 = (l+y 2z)2S3
{3S

4
l3,

S23 = (l+y  2z) ( l +  5y   5z yz)S3
23S23,

5 3 4 =  (1 +  2y   z ) ( l +  5y   5z   yz)S3
24S

4
34,

oϋ Sy sont des polynόmes en y, z de degre total inferieur ou egal a
6. Cette factorisation permet de continuer les calculs en maniant des
polynόmes de taille raisonnable. Remarquons que, des six polynόmes Stj,
les trois ci dessus sont ceux de plus petite taille car d°χR3 =  2 alors que,
pour i φ 3, rfjΛ. =  3.

On distingue plusieurs cas:
(1) y = z . On obtient x =y = z ou (x, y, z) = (2,  1 ,  1 ) .
(2)(i) y φ z et y = 2z   1. Les equations R.j donnent y =  3 ou
1+ 2^3.
(ii) y Φ z et z =  2y +  1. Les equations Λ/ 7 donnent >> =  \ /  3 .

(iii) y #  z et (y +  5)z =  5y +  1. Les equations R.. donnent y =  3 ou
3

Ces trois cas donnent les trois valeurs du (c) (en fait six valeurs car V̂  3
designe Tune des deux racines carrees de  3 ) .

(3) L'un des deux derniers facteurs de Sl3, de S23 et de S34 est nul.
Pour chaque choix de facteurs (il y a 23 =  8 choix), on calcule les racines
du pgcd des resultants en z de ces facteurs deux a deux. On trouve
)> =   2 ,  1 , 0, 1 ou 2. Ce qui donne les valeurs du (b) (la valeur y = 0
donne (x, y, z) =  (0, 0, 0) ) .

5.5. Modules decousus. Soit V un ar module Decousu (en  1 ) : il
admet une base υ_p,  9vq9 avec p > 1, q > 0, telle que ai = 1, pour
tout i sauf a_χ = 0 et 6_ 2, 6_j ne sont pas simultanement nuls.

Par exemple, le module Mv de 1.3 (avec n =  or) est un module
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Decousu (en + 1) ; en effet e{.(0, et) est nul si et seulement si /  =  1
ou n.

Lemme. Soient r —  2 et V un ar module Decousu de dimension
n + \  = 12 alors V est isomorphe {via un isomorphime gradue) au module
Mv ou a son dual ( M v ) *.

Demonstration. (MA6) Quitte a remplacer V par son dual, on sup 
pose q > 5. Si p = 1 ou si b_2b_{ = 0, V admet un sous quotient de
dimension 11 qui est Troue, ce qui est exclus par 5.2. On a done p > 2 et
b_^b_x # 0   Remarquons que V[_ ι JV0 est un module troue pour lequel
les calculs de 5.2.2 sont valables. On pose bx =  x, on a b2 = (x +  l) / 2.
On distingue plusieurs cas:

5 . 5 . 1 . q > Ί .
Les formules pour bχ, , bq_2 de 5.2.2 sont valables. On peut sup 

poser b_2 = 2.

D5 , 3 J C 3 + 1 9 J C 2 2/  > D

D 5 .

On calcule alors les numerateurs des fractions rationnelles en x, Rl_2

et R 
0, ce sont des polynόmes en x de degrέ 4 et 6 dont la seule racine

commune est x = 1.
On ne peut pas avoir p > 3, car R5_3 => b_3 =  9 et R _3 => b_3 = 49.
Done, p = 2 et q = 9 et la suite ( i / ) _ 2 < K 7 estegalea ( 2 ,  1 , 0 , 1, 1,

_ 2 ,  5 ,  13/ 5, 26/ 5, 19/ 16): e'est le module Mv .

5.5.2. #  =  5 ou 6.
On a done /? > 4. On peut supposer b_{ = I.

R7_3 => ft_3 =  (3JC +  43   (3JC +  23)b_2)/ 2

R5_2 e t Λ 3= ^ b 2 = ( J C + 5 5 ) / (  J C + 3 1 ) , 60 =  (3χ2 +  75.x +  38) / ( J C + 55)

i?L4 =•  b_4 = {2χ2 +  87x +  240)/ (2x   9)

Le numerateur de R5_4 est alors egal a 58(x +  12)(3JC   7) =  0.
Si x =  7/ 3, ΛQ =» 63 =  13/ 10 mais R _2 =» *3 =  10, contradiction.
Si x =   12 , ΛQ =» 63 =   129/ 14 mais i?L2 =^ *3 =   35/ 2, contra 

diction.
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5.6. Modules reprises. Soit V un oΓ module Reprise (en 0): c'est
un αΓ module Fil indecomposable qui admet une base υ , , v avec
P > 1, Q > 1 telle que at =  1 pour tout /  sauf a_x =  a0 =  1.

 /? . . .  1 0 1 2 . . . q

Lemme. Soit r =   2 . Alors il n'existepas de ar modules Reprises de
dimension n +  1 =  12.

Demonstration. (MA7) Quitte a changer V en son dual, on suppose
q > 6. Si p = 1 ou si b_2bQ =  0, V admet un sous quotient de dimen 
sion 11 qui est Troue: ce qui est exclus par 5.2. On a done p > 2 et on
peut supposer que bQ =  b_2 =  1. Soit b_x = x. R5_2 =s» bx =  (3x   l)/ x
R5_χ => b2 =  (4*   1)/ 2JC i?jj =•  63 =  (6x   l)/ 4x i?L2 =* * =   1/ 58.
Mais alors R5

χ =*•  b4 = 248/ 23 tandis que R _χ => 64 =  7, contradiction.
5.7. Modules doubles. Le but de cette partie est de demontrer le

lemme:
Lemme. Soit r =  2. Alors il n fexiste pas de modules Doubles Troues

ni Doubles Bitroues de dimension n +  1 =  12.

5.7.1. Decalons la graduation de sorte que le doublet soit en degre 0. Le
module V a une base v_p, , v_x, u0, w0, υχ, >υ avec un Trou
en  p +  1 ou (non exclusif) en q   1. On a

pour les autres valeurs de / , sauf, comme d'habitude au voisinage des
Trous

Lemme (r =   2 ) . (a) S'il y a un Trou en q   1, alors q = 4 <?w 6.
(b) 57/  y α un Trou en  p + 1, αfors p =  4 ow 6.
Demonstration. Comme, par hypothese, le module V n'est pas une

extension, il suffit de montrer (b), quitte a remplacer V par son dual.
En quotientant V^_p 0 ] par la droite K(u0   λw0) de VQ, on construit
une famille de modules Troues (en  p + 1) ayant les memes b  pour
j =  p +  2, ,  3 mais pour lesquels b_2 =  A est arbitraire. Le lemme
5.2.2a donne alors p   1 =  3 ou 5.

II suffit pour conclure d'eliminer les trois cas suivants

5.7.2. p =  7, q =  4, Trou en d°3 .
 7  6 . . .  2  1 0 1 2 4
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Nous allons voir que le module V{_7 0 ] ne peut pas exister. Remarquons
que R_5 donne deux relations: si on pose Z>_4 =  x, on obtient b_3 =
(5x +  \ )/ (x +  5) et b_5 =  (x  l)/ 2

5 ,  _

( J C _ 1 ) ( J C _ 3 )

( j c  

R _  donne aussi deux relations. Les numerateurs de ces relations sont des
polynόmes en x de degre 5 qui n'ont pas de racines communes, contra 
diction.

5.7.3. p =  6, q =  5, Trou en d°   5 ou p =  6, q =  6, Trou en d°   5
et + 5 .

 6  4  3  2  1 0 1 2 3 4 5

I O U

Dans ces deux cas, posons b_4 =  x R5_6 =» 6_3 =  (x +  l)/ 2
(i) Si c Φ 0. On peut supposer c =  1.

R  1

2(5x   9) '
r (JC + 3)(JC + 4)

5x 9

5(5Λ:   9)(6x   5)

h =   371ΛΓ3   963JC   434
10(5*   9)(6JC   5)

20(5JC   9)

 70x 4   1201x3 +  1619x2   3667* +  3927

Dans le premier cas, Γequation ([e2, e3] e5)u0 =  0 permet d'exprimer
b3 comme un quotient de deux polynόmes en x de degres 7 et 6. Les
numerateurs des fractions rationnelles en x / ? 3̂ et R7_2 sont alors des
polynόmes en x de degres 7 et 10 qui n'ont pas de racines communes.
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Dans le deuxieme cas, les numerateurs des fractions rationnelles en x
R _3 et R5

{ sont des polynόmes en x de degres 7 et 5 qui n'ont pas de
racines communes.

(ii) Si c =  0. Comme le module n'est pas une extension, on peut
supposer d = 1. R5_4 et R7_6 =» x = 9/ 5 et /  =  3/2 R5_3, R5_5 et
Rη_4 =» #  =  1, h = 1/5 et b{ =  3 / 5 . Mais alors R5_{ => b2 =  6 / 5 ,
tandis que R _3 =ϊ b2 =  21/ 5, contradiction.

5.8. Demonstration des Theoremes 2 et 3.

5.8.1. Le theoreme 3 est une consequence de la proposition suivante
lorsque s = t =  0.

Proposition. Soient r =  2 et n Γalgebre de Lie de dimension n =  11:
n =  αΓ 5 , (c/  4.1 ef 4.2) eί M un n module fidele nilpotent de dimension
m < n + 1 α/ors /e n module gradue associe M (c/  4.3.1) est isomorphe
au module Mv (cf. 1.3) ou a son dual ( M v ) *.

Demonstration. Cela resulte de la proposition 4.3.1 et de Γetude des
divers cas du tableau V que nous avons menee dans les parties 5.2 a 5.7;
remarquer que, comme il n'existe ni n modules Troues, ni n modules Bi 
troues, il n'existe pas non plus d'extensions de tels modules.

5.8.2. Le theoreme 2 est une consequence de la proposition suivante.
Proposition. Soient r =  2 , s φθ et n Γalgebre de Lie de dimension

n = 11: n = ar s t (cf 4Λ et 4.2). Alors n n'a pas de representation
linέaire fidele de dimension n +  1.

Remarque. Cette proposition et la precedente sont probablement vraies
pour toutes les valeurs de r sauf un nombre fini.

Demonstration. (MA9) Sinon, soit M un n module fidele de dimen 
sion minimale m < n + 1 . On peut supposer M nilpotent. La proposition
precedente prouve que le n module gradue associe M est Mv ou (Λ/ v)*.
Quitte a remplacer M par son dual, on peut supposer M — Mv .

Considerons le module de dimension 11: M1 = M/ M~12. On peut
done trouver une base υ{, ,υu de Mf telle que

e\ vi = vi+\  P °U Γ ' ^ 2 et 11,
e{υ2=xv4 m o d F  5 ,

e2vi = bivi+2 +  y(vi+3 mod V~ ι+A, pour i Φ 1, 9, 10 et 11,
e2v{ =υ3, e2υ9 = b9vn,

e2υw = 0, e2vn=0,
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oύ la suite (^) 1< ,< 9 est egale a ( 2 ,  1 , 0 , 1, 1,  2 ,  5 ,  13/ 5, 26/ 5) .
N otons

Cf : le coefficient de ([e2, e3]   e5)υi sur υi+6, pour 1 < i < 5

C] : le coefficient de ([e2, e5]   re    se^)vi sur vi+%, pour 1 < i < 3.
On obtient ainsi le systeme de huh equations lineaires avec second membre
en les huit inconnues x, y2, , y8 :

2x  2y2 +2y3   5y4 = 0 ,

"5   9y.  Sy4 + 3y, = 0 ,

C2

c

C5

c5

7 20x 5> ;2 +2y3   6y4 +6y5   y6
7

= 0 ,

 24y2  5y4 +  15;µ5   I5y6

= Us,
N otons A cette matrice 8 x 8 a coefficients entiers; elle n'est pas in 

versible: cela est dύ a la possibilite de changer v{ en v{ +aυ2 . On verifie
que la forme lineaire: /  =  ( 4080 ,  4000 ,  290 ,  3825 , 0 ,  408 ,
 1255, 263) est dans le noyau de la transposee de A, mais que le vecteur
du second membre: V = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ,  85, 5s, 13s) verifie: f(V) =
408s. Ce vecteur V n'est pas done pas dans Γimage de A, contradiction.

6. En dimension inferieure ou egale a 7

Verifions, pour justifier partiellement la complexite de nos exemples, le
lemme suivant:

Lemme. Toute nilvariete compacte de dimension inferieure ou egale a
7 admet une structure affine complete.

Demonstration. Soient iV le groupe de Lie nilpotent revetement uni 
versel de W  et n =  Lie(iV) Γalgebre de Lie des champs de vecteurs in 
variants a gauche sur TV.

le rcas: L'algebre de Lie n admet une graduation positive [13].
On note D la derivation inversible de n donnee par D(X.) =  iXi si

d 0 ^ . =  1. La formule de Scheuneman: VχY = D~\[X, DY]), pour
X, Y dans n , definit une connexion plate sans torsion complete et invari 
ante a gauche sur TV et induit done une structure affine complete sur W .
Remarquons que le n module affine fidele associe a cette connexion est le
module Mv de 1.3.
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Cas general. On remarque en utilisant la liste des algebres de Lie nilpo 
tentes de dimension inferieure ou egale a 7 (voir par exemple [3] ou [13])
que: II existe une algebre de Lie positivement graduee Sf de dimension
inferieure ou egale a 8 et un ideal J (non necessairement gradue) du
centre de J? tel que n est isomorphe a £f IS.

On note p : Sf  > n la projection. Pour X, Y dans n, on note X
et Y des elements de & tels que p(X) =  X et p(Ϋ) =  Y. On pose
V^y =  p(D~ι([X, DΫ])). Cette formule ne depend pas du choix de X
et Y elle definit une connexion plate sans torsion complete et invariante
a gauche sur N et induit done une structure affine complete sur W.
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