EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET GROUPES
DISCONTINUS, A LA POINCARE

PIERRE DE LA HARPE

RESUME. Historically, the first source of numberless examples of
discrete group actions goes back to the work of Poincaré in the
early 1880’s. Poincaré addressed a question of Fuchs on differential
equations. His answers established that hyperbolic geometry is a
part of mathematics that is natural, familiar, and useful, rather
than a curiosity for specialists of Euclide’s postulates.

The talk will discuss some linear ordinary differential equations
with rational coefficients, now called Fuchsian equations, and some
results of Poincaré on what he called Fuchsian groups and Fuchsian
functions.

Ce texte INACHEVE a été préparé pour le Séminaire Borel du 30 juin
au 4 juillet 2014, aux Diablerets. 1l précise et complete un projet d’ex-
posé. Tout commentaire est bienvenu, en particulier sur la fin.

1. Introduction

Le texte qui suit est la rédaction d'un exposé préparé pour une se-
maine sur les “Actions de groupes discrets en géométrie et en topo-
logie”. L’abondance d’exemples de tels groupes date de travaux de
Poincaré, dans les années 1880-1884. Ce moment clé de I'histoire des
mathématiques est discuté dans de nombreuses sources, dont nous ci-
tons [Dieu-82, GLDE-00, GBio-13, Ghys-10].

Henri Poincaré est né a Nancy le 29 avril 1854 (la méme année que
Rimbaud) et il est mort & Paris le 17 juillet 1912 (année du naufrage
du Titanic, mais aussi celle de la naissance de Turing). Il est donc
né sous le Second Empire (Napoléon ITI, empereur des Francais du 2
décembre 1852 au 4 septembre 1870). Apres la guerre franco-allemande
et la débacle de Sedan (ler septembre 1870), il a vécu sous la Ille
République.

Le ler aout 1879, Poincaré soutient sa these. Son directeur, Hermite,
est I'un des mathématiciens francais les plus influents de la période. Le
rapporteur, Darboux, avait signé le 6 juin un rapport qui laisse paraitre

Date: 29 juin 204.
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un mélange d’admiration, d’incompréhension, et d’enthousiasme me-
suré ; voir ci-dessous la Note 1, juste avant les références. Le ler octobre
1879, Poincaré est nommé chargé de cours d’analyse a la Faculté des
Sciences de Caen.

En mars 1879, I’Académie des Sciences de Paris propose pour son
prix des sciences mathématiques, a décerner en 1880, le sujet suivant :
“Perfectionner en quelque point important la théorie des équations
différentielles linéaires a une seule variable indépendante” [Acad-79,
texte complet ci-dessous en Note 2]; le rapporteur du jury sera Her-
mite. Le 22 mars 1880, Poincaré soumet pour ce prix un mémoire sur la
théorie réelle des équations différentielles (mémoire qu’on peut voir au-
jourd’hui comme la naissance de la théorie des systemes dynamiques).

C’est début mai que Hermite montre a Poincaré un article tout récent
de Fuchs [Fuch-80], sur les équations différentielles dans le domaine
complexe. Poincaré savait I’allemand, contrairement a son maitre. Cette
lecture fur le déclencheur de ses recherches. Poincaré voit immédia-
tement de nombreux points a corriger dans I’article de Fuchs (voir la
Note 3), ce que lui peut tirer, et les événements se déroulent a une
vitesse incroyable.

Poincaré retire son premier mémoire le 14 juin, apres qu’il a sou-
mis, le 28 mai, un mémoire inspiré par sa lecture de Fuchs. Suivront
trois suppléments envoyés a 1’Académie les 28 juin, 6 septembre et
20 décembre 1880. Le prix sera décerné a Georges Halphen [Halp-84].
Deux autres des six concurrents, dont Poincaré, devront se contenter
de “mentions tres honorables” [Acad-81].

Les publications de Poincaré paraissent alors a un rythme endiablé,
et lui gagnent une réputation qui ne se démentira plus. D’abord en
1881 une bonne douzaine de notes aux Comptes Rendus [Poin—etc];
ensuite de 1882 a 1884 une annonce de résultats [Poin-82] et cing
longs articles dans les premiers numéros des Acta de Mittag-Leffler
[Poin—82a, Poin—82b, Poin—83, Poin—84a, Poin—84b].

C’est sans doute entre le 29 mai 1880 (date de sa premiere lettre
a Fuchs, et lendemain de son envoi a I’Académie du mémoire pour
le prix) et le 12 juin (date de sa seconde lettre a Fuchs, apres qu'il
ait été absent de Caen) que Poincaré a son illumination hyperbolique,
qui lui fait voir que les diverses valeurs des solutions multiformes des
équations différentielles s’organisent comme les orbites d'un groupe de
symétrie d’'un domaine plan; voir [PoFu-80], ainsi que la discussion
dans [GLDE-00, page 181]. Dans la foulée, il montre notamment que
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e La géométrie hyperbolique est un ingrédient obligé de cette
branche reine des mathématiques qu’est I'analyse complexe, et
pas seulement une curiosité pour spécialistes du cinquieme pos-
tulat d’Euclide (voir la Note 4).

e Le plan hyperbolique H? apparait naturellement comme un
disque ou un demi-plan dans le plan complexe. L’espace hyper-
bolique H? apparait lui comme espace dont le “bord a I'infini”
est la droite projective P& = C U {oo} de I'analyse complexe.

e Les groupes fuchsiens et kleinéens, c’est-a-dire les groupes dis-
continus d’isométries de H? et H3, sont historiquement les pre-
miers exemples, apparaissant en masse, de groupes discrets opé-
rant proprement discontintiment sur des “espaces naturels”.
Les exemples antérieurs étaient trop peu nombreux pour mo-
tiver une théorie substancielle : il s’agissait essentiellement de
groupes finis, et de réseaux, sous-groupes de R™ isomorphes
a "

e Le groupe de monodromie projective d’une équation fuchsienne
est un groupe d’isométries de H?, parfois de H2. Il peut étre
discret ou non, selon la nature des solutions de I’équation.

L’illumination hyperbolique vint a Poincaré lorsqu’il monta dans un
omnibus a Coutances, comme il I’a décrit plus tard dans un passage
souvent cité ! [Poin-08].

“Depuis quinze jours, je m’efforcais de démontrer qu’il ne pouvait
exister aucune fonction analogue a ce que j’ai appelé depuis les fonctions
fuchsiennes; j’étais alors fort ignorant ; tous les jours, je m’asseyais a
ma table de travail, j’y passais une heure ou deux, j’essayais un grand
nombre de combinaisons et je n’arrivais a aucun résultat. Un soir, je pris
du café noir, contrairement a mon habitude, je ne pus m’endormir : les
idées surgissaient en foule; je les sentais comme se heurter, jusqu’a ce
que deux d’entre elles s’accrochassent, pour ainsi dire, pour former une
combinaison stable. Le matin, j’avais établi 'existence d’une classe de
fonctions fuchsiennes, celles qui dérivent de la série hypergéométrique ;
je n’eus plus qu’a rédiger les résultats, ce qui ne me prit que quelques
heures.

Je voulus ensuite représenter ces fonctions par le quotient de deux
séries; cette idée fut parfaitement consciente et réfléchie; 1'analogie

1. Proust ’a-t-il lu? on peut réver. Ceci dit, un omnibus est un véhicule tiré par
des chevaux, sans doute pour transporter les voyageurs de la gare au centre ville.
Coutances est une ville de Basse-Normandie, a un peu moins de 100 km de Caen
(ot Poincaré enseignait).
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avec les fonctions elliptiques me guidait. Je me demandai quelles de-
vaient étre les propriétés de ces séries, si elles existaient, et j'arrivai sans
difficulté & former les séries que j’ai appelées thétafuchsiennes.? A ce
moment, je quittai Caen, ou jhabitais alors, pour prendre part a une
course géologique entreprise par I’Ecole des mines. Les péripéties du
voyage me firent oublier mes travaux mathématiques; arrivés a Cou-
tances, nous montames dans un omnibus pour je ne sais quelle prome-
nade ; au moment ou je mettais le pied sur le marchepied, I'idée me vint,
sans que rien dans mes pensées antérieures partit m’y avoir préparé, que
les transformations dont j’avais fait usage pour définir les fonctions
fuchsiennes étaient identiques a celles de la géométrie non euclidienne.
Je ne fis pas la vérification ; je n’en aurais pas eu le temps, puisque, a
peine assis dans l'omnibus, je repris la conversation commencée, mais
j'eus tout de suite une entiere certitude. De retour a Caen, je vérifiai
le résultat a téte reposée pour 'acquit de ma conscience.”

Quatre ans apres 'omnibus révélateur, Poincaré termine son cin-
quieme article aux Acta en souhaitant bonne chance a I'immense sujet
qu'il a mis en lumiere [Poin-84b] :

“Cela suffit pour faire comprendre que dans les cing mémoires des
Acta mathematica que j’ai consacrés a I’étude des transcendantes fuch-
siennes et kleinéennes, je n’ai fait qu’effleurer un sujet tres vaste, qui
fournira sans doute aux géometres l'occasion de nombreuses et impor-
tantes découvertes. (Paris, 30 Mai 1884.)”

Les articles de Poincaré ne sont pas faciles a lire! Gray le formule
bien dans cette citation de [GLDE-00, Page 187] :

“Only a truly great mathematician can achieve this degree of
visionary imprecision”.

X %k ok ok ok ok ok ok ok ok okok ok ok

Les chapitres 2 et 3 sont des rappels concernant les équations différen-
tielles linéaires homogenes du second ordre a coefficients holomorphes
et leurs points singuliers (Riemann, Fuchs). Le chapitre 4 est consacré
a deux familles d’exemples associés a la représentation conforme des
triangles (Schwarz, Christoffel). Le chapitre 5 expose deux résultats
établis dans les deux premiers grands articles de Poincaré aux Acta, et

2. Dans les sources consultées, Poincaré orthographie “théta” dans les années
1880 et “théta” vingt ans plus tard [Poin—01]. Nous avons opté pour le circonflexe,
sauf dans les citations.

Par ailleurs, dans la terminologie moderne, due & Klein, les “fonctions
thétafuchsiennes” de Poincaré sont des formes automorphes.
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le chapitre 6 s’aventure a indiquer quelques-uns des nombreux autres
résultats de Poincaré dans ce domaine.

Notre exposé résulte donc d’'une lecture tres fragmentaire des articles
de Poincaré cités dans la liste des références, et de quelques sources
postérieures, citées a la suite.

2. Equations différentielles linéaires homogenges du second
ordre a coefficients holomorphes

Soient & un domaine de C et f, g deux fonctions holomorphes sur
U (un domaine est un ouvert connexe non vide). On considere une
équation différentielle linéaire homogene du 2e ordre, de la forme

d*u du
(1) Tt tgu =0,
ou x est une coordonnée sur U.

L’essentiel de ce paragraphe et du suivant est un rappel de la théorie
classique des équations différentielles, sans doute mieux connue des
étudiants et de leurs maitres du temps de Poincaré qu’aujourd’hui.

2.1. Solutions locales des équations différentielles. Comme toute
équation différentielle, ’équation (1) a des solutions locales en tout
point : pour tous g € U et o, € C, et pour tout disque D.(zo)
centré en x et suffisamment petit, il existe dans D.(z() une unique
solution holomorphe u telle que u(zg) = a et 2(zq) = f.

L’espace L, des solutions de (1) dans D.(zy) est un espace vectoriel
complexe de dimension deux.

2.2. Bonus linéaire. L’équation (1) étant linéaire, I’énoncé de 2.1 est
vrai dans le plus grand disque de C centré en x( et contenu dans U ;
on détermine la solution u en ajustant I'un apres 'autre les coefficients
de son développement de Taylor en xg.

Plus précisément, on introduit dans '’équation (1) une série u(z) =
> oo uk(@ — mo)¥, avec coefficients de Taylor uy inconnus, et les deux
séries f(z) = Yoo fu(x — xo)* et g(x) = Y 1y gr(z — xo)*, avec coef-
ficients f; et gx connus. On trouve une relation

oo

k k
> ((k +2)(k+ Dugya + > frg (G + Duja + ng—juj)(x —a0)" = 0.
k=0 §j=0 =0
On choisit alors arbitrairement wug, uq, puis on procede par récurrence
sur k, pour trouver uj,o en égalant a 0 le coefficient de (z — z¢)F.
On termine en montrant que le rayon de convergence de la série ainsi
obtenue, Y p , ui(z — x0)¥, est au moins aussi grand que le minimum

des rayons de convergence des séries de Taylor de f et g autour de z.
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Pour adapter I’énoncé au cas ot xy = oo, on utilise le changement
de variable y = <. Voir 'équation (19).

2.3. Solutions globales. Il résulte de 2.2 que toute solution u comme
dans 2.1 est prolongeable analytiquement le long de tout chemin continu
c dans U, de xy vers un point z; de U. Ces prolongements définissent
un isomorphisme linéaire M, : £,, — L,, qui ne dépend que de la
classe d’homotopie a extrémités fixes de ¢ dans U.

L’ensemble de tous ces prolongements constitue une fonction analy-
tique sur U, en général multiforme®, qu’on peut aussi voir comme une
fonction holomorphe (uniforme) sur le revétement universel U de U.
Lorsque U est simplement connexe, la fonction u est uniforme sur i.

2.4. Monodromie d’un lacet. En particulier, si ¢ est un lacet en x,
c’est-a~-dire un chemin fermé d’origine et d’extrémité x,, le prolonge-
ment analytique le long de ¢ définit un automorphisme M, € GL(L,,).
Cet automorphisme est la MONODROMIE du lacet c.

Si on choisit une base uy,uy de l'espace L,,, I'automorphisme de
monodromie M, : u — u* de L., détermine une matrice inversible

<‘;‘ ?) telle que
2 ()= ()

Cette matrice dépend du point g, de la classe d’homotopie du lacet c,
et de la base uq, us.

~ o~ Ul Uy .
Pour une autre base uy,us, avec <ﬁ ) =T (u ), la monodromie
2 2

s’écrit avec une matrice conjuguée :
(3) <?£1> — (3@{) — T (“1) =T (O‘ 5) T (Efl) .
Us Us Ug v 9 U2

2.5. Groupe de monodromie. L’ensemble des automorphismes M.,
pour les lacets ¢ en xy dans U, constitue le GROUPE DE MONODRO-
MIE de I’équation (1) en xy. Plus précisément, 'application qui associe
a la classe d’homotopie d’un lacet ¢ dans U basé en zy I’automorphisme
M. de L,, est un homomorphisme du groupe fondamental (U, x() sur
le groupe de monodromie.

3. Galois dans son testament, et Ghys a sa suite [Ghys—10], préféreraient qu’on
les appelle des fonctions ambigués.
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Un choix de base de £,, permet de voir le groupe de monodromie
comme un sous-groupe de GLy(C). Ainsi ce sous-groupe est bien défini
a conjugaison pres.

Le mot “monodromique” apparait chez Cauchy vers 1851, la mo-
nodromie d'une équation différentielle dans [Riem—57], et le terme de
“eroupe de monodromie” apparait lui dans le Traité des substitutions
et des équations algébriques de Jordan (1870), le premier livre exposant
la théorie des groupes (selon [Gray—13]).

2.6. Groupe de monodromie projective. Soit (u;,uz) une base de
L,,. Le quotient

Uy
(4) w=—
Uz
est une fonction méromorphe multiforme sur ¢ (ou une fonction méro-

morphe uniforme sur ). Pour une autre base (u,us) de L,,, le quo-
tient correspondant est de la forme

- Aw + B

5) - A B

= Gus D’ Ve T= (C D) € GLy(C).

(T est la matrice de changement de bases.)
En particulier, et avec la notation de (2), l'effet sur w de la mono-
dromie d’un lacet ¢ en xq s’écrit :

aw + (8

yw + 6

L’ensemble de ces automorphismes constitue le GROUPE DE MONO-
DROMIE PROJECTIVE de I'équation (1) en z.

On peut le voir come un sous-groupe de PGLy(C) bien défini a conju-
gaison pres.

(6) w— w" =

2.7. Le probleme d’inversion. On suppose de plus que U est le
complémentaire d'une partie finie de P&, et que f, g sont des (restric-
tions & U de) fonctions rationnelles sur Pg. On considere une équation
(1) et un quotient w = * comme dans (4).

Quand la fonction w a-t-elle une fonction inverse x = x(w) méro-
morphe uniforme ?

2.8. Exemples : ’arcsinus et les intégrales elliptiques. Consi-

dérons d’abord 1’équation différentielle

) d*u r  du
dz? 1 —2x%dx

=0 sur U := C~ {1, -1},
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ses deux solutions uy(z) = [;7° \/fl—fj et ug(z) = 1, et leur quotient

Tt
8 w(r) = —_——
La notation foix indique que la valeur de l'intégrale en x dépend du

choix d'un chemin d’intégration ¢ d’origine 0 et d’extrémité x. On sait
bien que w s’écrit aussi

w(x) = arcsin(z), ou encore w(x) = —iln(iz + V1 — x2).

La fonction w est multiforme. Considérons par exemple un point x; du
demi plan supérieur proche de 0 (pour fixer les idées, on peut choisir
T, = %1) Soient d’une part ¢ le chemin rectiligne de 0 a x1, et d’autre
part ¢ un chemin issu de 0, et entourant deux fois* le point —1 dans
le sens trigonométrique positif avant d’aboutir a x; ; alors

ST g

STt
/ [
o V1—1t2 o V1—1t2
Remarque essentielle : la fonction w a un inverse
r = z(w) = sinw

qui est une fonction holomorphe, en particulier une fonction uniforme.
En remplacant la “fonction multiforme” w par le sinus, on a uniformisé
la situation.
dt
(1—12)(1—k2£2)
par une fonction elliptique, comme cela avait été vu par Gauss vers
1800, et publié par Abels et Jacobi dans les années 1820 [Houz—78].

De méme, Dintégrale elliptique [~ est uniformisée

4. Pour que l'intégrale de (8) ait un sens, il ne faut pas que ¢ soit un chemin dans
U, puisque la fonction \/117? n’est pas définie dans I/, mais dans un revétement a
deux feuilles &’ de U. On peut penser & ¢ comme un chemin dans U’ dont la
projection sur U entoure deux fois le point —1, et dont les extrémités se projettent

sur 0 et x.
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2.9. Dérivée schwarzienne. Rappelons que la DERIVEE SCHWAR-
ZIENNE {h,x} d’une fonction méromorphe h sur U est définie par

d? dh 1/d dh
= 1 lo
th.z} dx? ( gdaz) 2 (dx ( gd:c))
h// h//
9 p— — —_——
L (i) -3 ()
h/// 3 h//
T 2\w

(Selon un usage répandu, on a utilisé a la fois les notations % et b/, de

meéme —2 et A", etc.)
Si (?; g) € GL2(C), les propriétés suivantes de la dérivée schwar-

zienne se vérifient mécaniquement :
(i) {iﬁi’g,x} = {h,x} , en particulier {C;zi?,x} =0;
+8 | (ad—pv)?
(i) {h. 5550 } GG = (hoa).
Il résulte de (5) et (ii) que la dérivée schwarzienne {w,z} est indépen-
dante de la base de L, choisie pour définir w.
L’égalité de (i) montre que l'opérateur de dérivée schwarzienne est

invariant par 'action de PGL4(C), agissant par précomposition. Com-
parer avec l'opérateur h —— % (log %) = " invariant par Paction

o
h —— ah + [ d'un élément du groupe affine, ou avec l'opérateur
h +— Z—h invariant par ’action h —— h 4+ (8 d’une translation.

2.10. Equations réduites. Une équation (1) est dite REDUITE si

f =0, c’est-a-dire si elle est de la forme

d*u

A2
Etant donné une équation de la forme (1), on peut toujours définir

un “changement de fonction” u —— v = 3, ou k est une solution de

I’équation dlfferentlelle +4 sk = 0 et on vérifie que la fonction v vérifie

(10) +gu = 0.

I’équation différentielle redulte s+ hv=0,avec h=g— éjf; 1 ip2

2.11. Equation réduite a fonction w donnée. Soient u;,us deux
solutions linéairement indépendantes d’une équation réduite (10), et
w = Z—; leur quotient. Alors w est solution de 1’équation différentielle®

(11) {w,z} = 2g.

5. Une équation du 3e ordre non linéaire !
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Réciproquement, soit w une fonction analytique sur &. On suppose
w multiforme et telle que, pour tout couple de valeurs w,w* de w
au voisinage d’'un meéme point de U, il existe une matrice inversible

3 g) € GLy(C) telle que w* = ?;Z_i?' Alors il existe une équation

différentielle linéaire homogene du 2e ordre réduite sur U et deux so-
lutions linéairement indépendantes uq,us de cette équation telles que
w = “. Plus précisément, si on pose

u2

w 1
(12) PP A
[ dw [ dw
dx dx
d?uy et d2us

il suffit de s’armer de courage pour le calcul élémentaire de ;3 T
et on vérifie que uq, us sont deux solutions linéairement indépendantes
de I’équation

d*u 1
13 —+ —qw,z}u = 0.
(13) o+ gl
Noter que {w,x} est une fonction uniforme de x; en effet, si w et w*
sont deux déterminations de la fonction pres de z, alors w* est de la

forme 351? par hypothese, et {w*, z} = {w,z} par la relation (i) de
2.9.

3. Points singuliers réguliers et équations fuchsiennes

3.1. Le cadre original du probleme d’inversion. Le cadre dans
lequel Fuchs et Poincaré se sont intéressés au probleme d’inversion 2.7
est celui des EQUATIONS FUCHSIENNES DU 2e ORDRE, c’est-a-
dire des équations de la forme (1) pour lesquelles :
(i) U =P~ F,ou F={ai,...,a,} est fini.
(ii) f et g sont des fonctions rationnelles, holomorphes hors de F'.
(iii) Les points de F' sont des points singuliers REGULIERS, ce qui
veut dire que l'ordre des poles de f est au plus 1 et celui des
poles de g au plus 2.

Voir plus bas 3.3 pour des conditions équivalentes a (iii).
Attention : “équation fuchsienne” a d’autres sens chez d’autres au-
teurs ou dans d’autres articles, par exemple dans [Poin-84a].

Nous exposons ici quelques points de la théorie des équations fuch-
siennes, en notant au préalable cette lecon de Riemann [Riem-57] :
pour comprendre une équation différentielle, il convient de s’attacher

aux propriétés de ses solutions pres de ses “mauvais points”,
c’est-a-dire pres de ses points singuliers.
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Notons toutefois que, comme Klein devait I’apprendre avec étonne-
ment lors de sa correspondance avec Poincaré [PoK1-81], ce dernier ne
savait vers 1880 pas grand chose des travaux de Riemann — a part bien
sur ce qu'il avait retrouvé de lui-méme. (Détails en Note 5.)

3.2. Solutions dans le voisinage d’un point singulier isolé. Con-
sidérons un domaine V de Pg, un point a € V, et une équation

d*u du

— + f— 4+ gu=0, avec f,g holomorphes dans U :=V \ {a},

dz? dx
comme en (1), pour laquelle a est donc un POINT SINGULIER ISOLE.
On choisit un point base xq € U proche de a et un lacet ¢ dans U en
xo entourant a une fois dans le sens positif, bordant un petit disque
centré en a contenu dans V.

Soient de plus uy,us deux solutions linéairement indépendantes de
cette équation pres de z¢ € U, et uj, uj les solutions pres de zy obtenues
a partir de uy, uy par prolongement analytique le long de c¢. Notons M,
la monodromie correspondante, identifiée & une matrice deux-fois-deux,

telle que
uy\ (@
uy ) T \ug )

On distingue deux cas, selon que M, est diagonalisable ou non.

Si M. est diagonalisable, on peut choisir les solutions u, us telles que
M. soit une matrice diagonale diag(wi,ws). Choisissons deux nombres
complexes p1, po tels que

(14) exp(2mip;) = w; (1 =1,2)
Soient Uy, Us les fonctions définies dans U par

{Ul(x) = (z—a)"Ui(x),

(15) w(z) = (z — ) Us(x).

Comme ((z — a)”)* = wj(z — a)?, on voit que Uy = U; (j =1,2). En
d’autres termes, Uy et U sont des fonctions uniformes sur un vosinage
de a dans U U {a}.

Si M. n’est pas diagonalisable, on peut choisir® les solutions uy, us

telles que M, = (g 2) . Si on choisit a nouveau p; tels que exp(2mip;) =

6. Il existe méme un choix avec § = 1, mais il semble (???) que ce ne soit que
rarement l'usage.
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w, on voit qu’on peut écrire
u(z) = (z —a)”Ui(z),
(16)

us(x) = (z — a)”" Us(x) +

avec U = Uy et Uj = Us.
Tout cela est bien standard, voir par exemple [Hill-76, pages 153~
154].

Ce qui précede appelle deux commentaires. D’abord, méme si w; =
wy, on peut avoir avantage a choisir les nombres p; et po distincts.
Ensuite, il se peut qu'une équation ayant en a un point singulier ait
dans le voisinage de ce point toutes ses solutions régulieres. L’exemple
suivant illustre ceci.

Pour I'équation

Pu 2du 2
(17) C8 28 2= 0 dansid = C~ {0},

dr? xdx  x?

le point 0 est un point singulier (qui est d’ailleurs régulier, voir ci-
dessous). Les solutions de 1’équation sont les combinaisons linéaires
des polynomes u;(x) = z et us(z) = 2. La monodromie de I’équation
est évidemment la matrice unité diag(w;,ws) = diag(1,1), avec w; =
wy = 1. Il convient de choisir p; = 1, ps = 2, pour que les fonctions
Uy, Uy de (15) soient holomorphes non nulles en 0.

i log(z — a)(x — a)” Uy (2)

3.3. Points singuliers réguliers. On appelle secteur de sommet a un
ouvert de la forme

Sect(a,f01,02) = {r € C|0<|r—a|] <e et O <arg(r —a) < by},
avec € assez petit pour que le secteur soit contenu dans U.

Théoreme (Fuchs). Awvec les notations précédentes, les conditions
swwvantes sont équivalentes :

(i) Les fonctions (x—a)f(x) et (x—a)?*g(x) sont holomorphes en a.

(ii) Pour un choix convenable” de p, et py satisfaisant (14), les

fonctions Uy et Uy de (15) ou (16), selon le cas, sont holo-
morphes en a.

(11i) Pour tout choix de py et ps, les fonctions Uy et Uy sont méro-
morphes en a.

(iv) Pour tout choix de py et py et dans tout secteur Sect(a, 6y, 02),

les fonctions Uy et Uy sont a croissance polynomiale pres de a ;

plus précisément, il existe un entier n € Z et, pour tous 0y, 0s,

7. En choisissant bien les p;, on peut exiger de plus que Ui (a) # 0 # Usz(a).
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des constantes ¢, ¢’ > 0 telles que c|lx —a|™ < |U;(z)| < d|x—al®
pour tout x € Sect(a, 01, 0,).

Lorsque ces conditions sont vérifiées, les exposants py, ps de (ii) sont
les solutions de

(18)  plp—1) + {(z = a) f(2)}o=a p + {(x — a)*g(2)}|s=a = 0.
Dans ce cas :

(v) Si p1 — pa n'est pas un entier, les solutions u; au voisinage de a
s’obtiennent en calculant par récurrence sur k les coefficients
d’une série u(zx) = > oo ur(z — )P, en fonction des coef-
ficients des développements de Laurent de f et g autour de a,
comme au no 2.2. Si py — pa est un entier (situation de (16),
le procédé précédent fournit uy; pour une construction de us,
voir par exemple [WhWa—69, § 10.3].

Le détail de (v) est connu comme la “méthode de Frobenius” [Frob-73].

L’aquation (18) est L'EQUATION AUX INDICES et ses solutions
p1, p2 sont les EXPOSANTS CARACTERISTIQUES au point a.

Définition. Le point a est SINGULIER REGULIER pour 'équation (1)
si les conditions du théoreme précédent sont satisfaites.

Remarques. (a) Un simple “changement de fonction”
u(z) — (z — a)u(z)

permet toujours de ramener la situation au cas ou I'un des deux expo-
sants caractéristiques en a est nul.

(b) Si g en a est holomorphe ou possede un pole d’ordre 1, alors de
méme 'un des deux exposants caractéristiques en a est nul.

(c) Si a est un point régulier pour (1), c’est-a-dire si les fonctions f
et g sont holomorphes au voisinage de a, les exposants caractéristiques
sont 0 et 1.

3.4. Criteres pour le point a ’infini. Dans le cas ou U contient une
couronne {z € C | |z| > R}, on considere également le point oo comme
un point singulier isolé. Pour I’équation (1) dans un tel domaine U, le
changement de variable y = % transforme 1’équation en

d*v 2 dv 1 1
w GG () a0

dans un voisinage de 1’origine.
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Par suite, pour que I'infini soit un point singulier régulier, il faut et
il suffit que les limites
(20) lim xf(z) et lim z%g(z)

T—00 r—00

existent et soient bornées. Notons aussi que 'infini est un point non
singulier si et seulement si les limites

(21) lim <x2 (f(zz:) - ;)) et lim z*g(x)

r—00 r—00

existent et sont bornées.

3.5. Cas avec d < 2. Il n’existe pas d’équation fuchsienne sans point
singulier. En effet, une telle équation aurait ses coefficients f(x), g(z)
holomorphes dans tout le plan et bornés a I'infini, voir (20). Les fonc-
tions f(x) et g(x) seraient donc des constantes, ce qui est incompatible
avec (21).

Les équations fuchsiennes avec un seul point singulier régulier ont
des solutions qu’on trouve de maniere élémentaire. Si ce point est a
I'infini, I’équation s’écrit

d*u

@ = U
et sa solution générale est de la forme u(x) = ¢y + co. Si ce point
singulier est en a # oo, I’équation s’écrit

d*u 2 du

de2 ' r—a dx

=0

et sa solution générale est de la forme u(x) = -2 + ¢s.

r—a

Les équations fuchsiennes avec deux points singuliers réguliers a et as
ont en général des solutions multiformes. Elles s’integrent également de
maniere élémentaire. Supposons pour simplifier que a; = co. L’équation
s’écrit

dz?  zr—adr (xr—a)?
L’équation aux indices est p(p — 1) + fop + go = 0; notons py, ps
ses solutions. Si p; # po, I'équation a deux solutions linéairements
indépendantes

ui(xz) = (x —a) et wuy(z) = (z—a)™.

d*u fo du N o .o

Si p1 = po, donc égaux a p = %, I’équation a deux solutions

linéairement indépendantes

ui(z) = (r—a)’ et wu(z) = (r—a)’+ (r —a)’log(z — a).
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3.6. L’équation de Gauss. L’exemple type d’ equatlon fuchsienne du
2e ordre est celui de PTEQUATION HYPERGEOMETRIQUE aussi
nommée EQUATION DE GAUSS :

v y—(a+ B+ 1)x du af

da? (1 —x) @_x(l—a:)uzo'

(22)

Cette équation dépend de trois parametres o, 3,v € C.

L’équation de Gauss a trois points singuliers réguliers, en 0, 1, co.
L’équation aux indices (18) montre que les exposants caractéristiques
sont 0,1—~ven0et0,y—a—pFen 1. L’équation (19) permet de calculer
les exposants a l'infini, qui sont «, (.

Si u est une solution de (22), alors

v(z) = x7/2(1 _ x)(a“”l”)/?u(x)
est solution d’une I’équation réduite de la forme

v 1/A B C
(23) @+z<ﬁ+<1_@z+x<1_@)“—o

(ou A, B, C peuvent se calculer en termes de «, 3, 7).

3.7. Cas général avec d = 3 points singuliers réguliers. On peut
montrer que 1’étude de toute équation fuchsienne avec trois points
singuliers réguliers, en a,b,c € C, se ramene a 1’étude de 1'équation

de Gauss (22) par un changement de variable® y = 8:2))% et une

transformation de la forme v —— (ﬁ)p (ﬁ)p, w; voir par exemple
[WhWa—69, nos 10.7 a 10.72].

La notation de Riemann pour la solution analytique (fonction mul-
tiforme dans C ~ {0, 1,00}) est, suggestivement,

0 %9 1
P 0 « 0 Z

l—y B y—a—p

voir [Riem-57] et, par exemple, [WhWa-69, pages 208 et 283]. Noter
I’“identité de Riemann” : la somme des six exposants caractéristiques
est 1.

8. L’unique transformation homographique appliquant a,b,c¢ sur 0,00,1
respectivement.
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3.8. La fonction hypergéométrique. Pour trois nombres complexes
a, 3,7, avec v ¢ —N, on définit la fonction hypergéométrique

N _q,.aB ala+1)B(B+1)
Floofiyia) = 1+ o+ == 02 @’

N ala+1)(a+2)B(B+1)(B+2)
3My(y+1)(y+2)

Si —a € N ou —(¢ € N, la fonction F(a,3,7;z) est un polynome.
Sinon, le rayon de convergence de la série qui la définit est 1. Il y
a quelques cas pour lesquels F(«, 3,7v;x) est algébrique. Par exemple
F(—a,8,0;x) = (1 + x) est algébrique pour o € Q. Toutefois, “en
général”, la série (24) ne définit pas une fonction algébrique.

(24)

3.9. Solutions de I’équation de Gauss pres des trois points sin-
guliers réguliers. L’équation de Gauss (22) possede les solutions sui-
vantes (voir par exemple [BiRo-78]).

(0) Si v ¢ Z, deux solutions pres de 0 (dans le disque de rayon 1
autour de 0) qui sont

{ F(a’ﬁ”y;x)7

25
( ) $177F<@_7+17ﬁ_7+172_77x)

De plus, ces solutions sont linéairement indépendantes.
(1) Si a+ B — v ¢ Z, deux solutions pres de 1 (dans le disque de
rayon 1 autour de 1) qui sont

@) N 1=y P —ar— By —a— B+ 131 —a).

Si de plus o + 8 # 0, ces solutions sont linéairement indépendantes.
(00) Si a — B ¢ Z, deux solutions pres de oo (dans la couronne
{r € C||z| > 1}) qui sont

1
r Flo,a—v+1,a— G+ 1;-),
@) o

Si de plus « # 3, ces solutions sont linéairement indépendantes.
Dans les cas particuliers exclus ci-dessus, les solutions de (22) peuvent
contenir des termes logarithmiques.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET GROUPES DISCONTINUS 17

3.10. Cas général avec d = 5 points singuliers réguliers. L’'im-
portance des équations fuchsiennes tient pour une bonne part au role
qu’elles jouent en physique mathématique classique.

Le traité [WhWa—69, no 10.6] cite une affirmation de Klein et Bocher
des années 1890 selon laquelle certaines des équations fuchsiennes avec
cing points singuliers réguliers et leurs avatars (y compris les équations
obtenues “par confluence”) contiennent ‘1l the linear differential equa-
tions which occur in certain branches of Mathematical Physics”.

3.11. Digression : un exemple avec point singulier irrégulier.
Si a est un point singulier régulier d’une équation (1), le théoréeme de
Fuchs montre que les solutions de 1’équation ont des limites (peut-étre
infinies) le long de rayon issus de a. L’exemple suivant montre que ce
n’est pas le cas autour des points singuliers irréguliers.

, . 2 , . . . .
L’équation 2% +2du _ Lo — (0 définie dans C*, a un point singulier

dy? T ydy oyt

irrégulier a l'origine. Les fonctions u; = exp <%> et uy = exp (—i)

en sont deux solutions linéairement indépendantes ; toute solution non

nulle de I’'équation possede donc une singularité essentielle a 1’origine.
La croissance de u; ou uy sur les rayons te, pour 6 fixe et t > 0,

t — 0, dépend fortement de 6 :

. 1 . cos ) T T
e ()| = e (57) = s —F <0<
lim |exp (L)‘ = lim exp (COSQ> =0 si T << 3—7T

t—0, t>0 tei t—0, t>0 t 2 2

(C’est un exemple du “phénomene de Stokes”.)

Incidemment, I’équation ci-dessus est la transformée par le change-
ment de variable y = % de I'équation % —wu = 0, qui a un point sin-
gulier irrégulier a l'infini, avec solutions exp(4z). Plus généralement,
pour une équation a coefficients constants

2
d—u+ad—u+bu20, avec a,b € C,
dz? dx

I'infini est toujours un point singulier, et ¢’est un point singulier irré-
gulier si et seulement si (a, b) # (0,0).

4. Exemples d’équations associées a la représentation
conforme des triangles

4.1. Formule de Schwarz-Christoffel pour la représentation con-
forme des polygones. Soit d'une part

(28) H = {z € C|Im(z) > 0}
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le® DEMI-PLAN DE POINCARE. On note H son adhérence dans la

droite projective, ¢’est-a-dire
H=HURU/{oo}.

Soit d’autre part P un domaine polygonal simplement connexe dans
C. Notons Ajy,..., Ay ses sommets, énumérés dans un ordre cyclique
positif, et A7, ..., A\gm les angles correspondants; on note que A\ +
-++A\g = d — 2. Schwarz et Christoffel ont montré que la fonction w ci-
dessous est un homéomorphisme H — P dont la restriction & H est un
biholomorphisme sur P; elle applique des points ay, .. .,aq € RU{o0},
avec —00 < a1 < ag < -+ < ag < 00, sur les sommets Ay, ..., Ay.

On suppose désormais (sans perte de généralité) que ag = 00, et on
définit la fonction w : H — C par

z dt
29 = :
( ) w(:v) C1 /(; (t — a1>1,)\1 L (t _ Cldfl)li)\dfl + ¢

Dans (29), on peut (par exemple) intégrer sur le chemin rectiligne de 0
a x. Pour les termes du dénominateur de l'intégrant, on convient que

(. —a;)'™ = exp [(1 - \;) Log(z — a;)],
ou la notation Log(y) signifie le logarithme du nombre complexe non
nul y tel que —7m < arg(y) < m. Pour I’étude de la fonction w, nous
renvoyons a [SaZy-65, § V.8|, ou a [Neha-52, § V.6, formule (51), page
192]. On montre que l'intégrale définit un homéomorphisme de H sur
un polygone semblable & P. En ajustant les constantes ¢;, ¢2, on obtient
un homéomorphisme w de H sur P, précisément, tel que w([a;, a;11]) =
[A;, Ajq] pour j =1,...,d — 1, et w([—00,a1]) = [Ag, A1] (on laisse
au lecteur le soin de lever I'ambiguité de la notation, impliquant une
“égalité” —oo = 00).

Cette formule illustre le sujet de ce texte dans la mesure ol w est
une solution de I’équation fuchsienne du 2e ordre

d—1
d du A —1
L oe 28— J
dx Ogdw le—aj’

j=

c’est-a-dire
Pu (SN -1 du
30 @—@x_% &~ °

9. Dans ce passage, H est un ouvert de P{, mais sa structure de plan hyperbo-
lique n’intervient pas pour I'instant.
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Une autre solution, linéairement indépendante, est évidemment la fonc-
tion us(z) = 1.

Puisque la fonction w de (29) prend des valeurs réelles sur la droite
réelle, on peut grace au principe de symétrie de Schwarz la prolon-
ger dans {x € C | Im(z) < 0}, et ceci de plusieurs maniéres. Plus
précisément, soit j € {1,...d}. Notons o® la symétrie du plan d’axe
R, et O'JP la symétrie du plan d’axe supporté par le coté [A;, A1) de
P (avec [A4, Agi1] = [A4, A1]). On prolonge w en posant w(o®(z)) =
Jf (w(z)); ce prolongement dépend de j. En itérant ce type de pro-
longement (pour diverses valeurs de j), définissant de nouvelles valeurs
de w alternativement aux points de H et de —H, on obtient une fonc-
tion holomorphe multiforme, qu’on peut voir comme une fonction ho-
lomorphe uniforme sur le revétement universel i de P&~ {ay, ..., a4}

Les symétries af engendrent un groupe I'* qu’on peut voir comme un
sous-groupe du groupe des isométries du plan euclidien, et aussi comme
un sous-groupe du groupe des transformations holomorphes et antiho-
lomorphes de C. Le sous-groupe I' constitué des isométries préservant
I'orientation est le groupe de monodromie projective de 1’équation (30) ;
il est d’indice 2 dans I'*.

4.2. Cas pour lesquels I' est un groupe discret d’isométries du
plan. Il y a quatre cas remarquables, ceux pour lesquels P est de I'un
des types suivants :

un triangle d’angles

wlav 3o
w33 wy
WA=

un triangle d’angles

un triangle d’angles

un rectangle.

Dans ces cas, ['* est un sous-groupe discret du groupe des isométries

du plan. Les images (7(P))er+ constituent un pavage du plan par des
copies de P, et les images '° (’y(? U J;D (F)))'yef‘ constituent un pavage
du plan par des copies du parallélogramme P U O'jP (P).

Le revétement p' : U — PL~ {a1az, a3} a des monodromies locales
finies en les a; ; il existe donc une surface de Riemann X dans laquelle
U est un ouvert dense et un revétement ramifié p : X — P& qui
prolonge p'. L’inverse de la fonction w : U —> C suivi de p est une

10. Ceci pour n’importe quelle valeur de j, dans {1,2,3} pour les trois cas de
triangles ou dans {1, 2, 3,4} pour le cas du rectangle.
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fonction méromorphe C — P qui est -invariante (en particulier
doublement périodique), et qui uniformise w au sens du probleme 2.7.

Il manque ici une discussion pour préciser quand et dans quel sens
une équation comme (30), ou plus généralement comme (1), peut étre
vue non seulement sur un ouvert I de Pg, mais aussi sur u ysur X, ... .
Voir les numéros sur les équations différentielles globalisables, normales,
uniformisantes, ..., dans [Gerv—10, chapitre VIII].

En résumé, dans chacun des quatre cas remarquables décrits ci-
dessus, la fonction multiforme w = w(x) s'uniformise & 1'aide d’une
fonction méromorphe uniforme I-invariante z = x(w).

4.3. Représentation conforme de Schwarz des triangles circu-
laires. Soit P un domaine simplement connexe de C, polygonal circu-
laire, c’est-a-dire dont le bord est réunion d’arcs de cercles, ou cotés,
notés ci-dessous [A;, A;11], avec j € Z/dZ (comparer avec le no 4.1).

On sait qu'il existe un homéomorphisme w : H — P dont la res-
triction a H est un biholomorphisme sur P. Comme au no 4.1, on
peut associer a une telle fonction w une équation fuchsienne qu’on sait
expliciter au moins partiellement.

On se restreint ici au cas de Uintérieur 7" d'un triangle circulaire,
avec cotés des arcs de cerclest Oy, Cy, Cs, et avec angles ar, A7, y7
tels que o + 8 4+ v < 1. On suppose de plus que C; et Cy se coupent
en deux points séparés par Cj; il existe alors un disque D de C dont
le bord est orthogonal a chacun des trois cercles Cy, Cy, C3 [Gerv—10,
Proposition 1X.2.5].

Nous particularisons a cette situation un énoncé de [Neha-52, § V.7,
page 205] :

Proposition. Soit T un domaine triangulaire circulaire comme ci-
dessus et w : H — T un homéomorphisme dont la restriction ¢ H est
un biholomorphisme sur T', appliquant les points 0,1,00 de ['aze réel
respectivement sur les sommets de T d’angles am, B, .

Alors w est quotient de deux solutions linéairement indépendantes
de l’équation fuchsienne

d2u+1 1—0424_1—52 a?+ 32— -1
de 4| a? (x —1)2 z(r —1)

(31)

Notes. Ce résultat est essentiellement di a Schwarz. 11 fut retrouvé par
Poincaré, qui n’avait pas lu Schwarz.

11. 1l s’agitt de cercles dans Pg, dont les traces sur C peuvent étre des cercles

ou des droites.
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L’équation (31) est un cas particulier de I’équation (23), et peut donc
étre ramenée si 'envie s’en fait sentir a ’équation de Gauss (22) par
un changement de fonction convenable.

Pour un analogue ici de la formule (29), analogue qui est cette fois un
quotient de deux intégrales, nous renvoyons a [Neha-52, formule (75),
page 207].

Les inversions o7, 01, o7 relatives aux cercles Cy, Cy, C3 engendrent
comme au no 4.1 un groupe I'* de transformations holomorphes et
antiholomorphes de Pg. Le sous-groupe I' des transformations holo-
morphes, d’indice 2 dans I'* est le groupe de monodromie projective

de I’équation (31). Les transformés v(7'), pour v € I'*, sont tous dans
le disque ouvert D.

4.4. Cas pour lesquels I' est un groupe fuchsien. Dans la situa-
tion de la proposition précédente, il y a une infinité de cas remarquables
(comparer avec les quatre cas du no 4.2), ceux pour lesquels les angles
de T sont de la forme

(32) %, %7 g, avec {,m,n € {2,3,...,00} et %—1—%—!—% < 1.
Dans ce cas, et si D est muni de sa métrique hyperbolique, les groupes
['* et I' sont des groupes discrets d’isométries hyperboliques. La fa-
mille (V(T))7 - st un pavage du plan hyperbolique par des triangles
isométriques a T, et, pour j € {1,2,3}, la famille (7(T U JJ»T(T)))%F
est un pavage du plan hyperbolique par des quadrilateres isométriques
entre eux, ceci pour j I'un quelconque des indices 1,2, 3.

Comme en 4.2, le revétement universel p' : U — Pg ~\ {0,1,00}
se prolonge en un revétement ramifié p : X — P& (au moins si
l,m,n < oo). L'inverse de w, vue comme fonction de U dand D, suivi
de p, est une fonction méromorphe D — P& qui est [-invariante, et
qui uniformise w au sens du probleme 2.7.

En résumé, pour une équation (31) dont les constantes «, 3,y satis-
font les conditions de (32), la fonction multiforme w = w(x) s'unifor-
mise a I’aide d’une fonction méromorphe uniforme z = x(w) qui est AU-
TOMORPHE pour le groupe I, ¢’est-a-dire telle que z(vy(w)) = z(w)
pour tout v € I.

5. Groupes fuchsiens et séries de Poincaré

Poincaré retourne la question : nous allons voir comment il établit
d’abord l'existence d’'une fonction fuchsienne, puis constate que celle-
ci est 'inverse uniforme d’un quotient w de solutions d’une équation
différentielle de la forme (1).
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5.1. Les polygones générateurs des groupes fuchsiens. Notons
G le groupe PSLy(R), identifié au groupe des isométries préservant
lorientation du demi-plan de Poincaré H2. Soit I' un sous-groupe de
G. Rappelons que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I est un sous-groupe discret de G,
(ii) toutes les orbites de I' dans H? sont des sous-ensembles discrets
de H2.

En effet, le groupe GG agit librement transitivement sur le fibré uni-
taire tangent 7'H? du demi-plan de Poincaré, et la projection naturelle
T'H? — H? est a fibres compactes (des cercles). Les orbites de I sont
donc discrétes dans TPH? ~ PSLy(R) si et seulement si elles le sont
dans H2.

Un GROUPE FUCHSIEN est un sous-groupe discret du groupe G
d’isométries du plan hyperbolique H?. Le premier article de Poincaré
aux Acta leur est consacré [Poin—82a]. Son résultat principal fournit,
entre autres, un procédé pour les construire tous (au moins tous ceux
qui sont de type fini).

Les groupes triangulaires de Schwarz du no 4.3 sont des exemples
de groupes fuchsiens. Pour le cas général, Poincaré considere un po-
lygone P dans H2, avec sommets A1, ..., Ay énumérés dans un ordre
cyclique. Les cotés e; = [A1, Ayl , ..., eq = [Aqg, A1] sont ou bien des
segments de géodésiques d’intérieurs dans H? ou bien des segments de
'axe réel étendu R U {oo} = OH?2. De plus, les cotés a intérieurs dans
H? sont orientés, en nombre pair, et répartis par couples, deux cotés
d’un méme couple étant de méme longueur ; pour chacun de ces couples
(e =[Ai, Aipa], € = [A;, Aj+1]), on se donne une transformation s, € G
telle que s.(e) = €’ et s.(A;) = A;41, ainsi que la transformation inverse
Ser = Se_l.

Le résultat de Poincaré établit des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que le sous-groupe I' de G engendré par les s, soit discret ;
lorsque ces conditions sont remplies, P est un domaine fondamental
pour I', et le résultat fournit de plus une présentation de I'. Dans les
bons cas (I'\G compact et T' sans torsion), le quotient I'\H? est une
surface de Riemann de genre

(33) g = %(d+1 —o),

ou c est le nombre de classes d’équivalence de sommets pour la relation
engendrée, avec les notations ci-dessus, par s.(A4;) ~ A;1. La relation
(33) résulte de ce qu’on appelle désormais la formule d’Euler-Poincaré.
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Pour des expositions de ces résultats, nous renvoyons a [Rham-71]
et [Mask-71]. La seconde de ces références discute également la situa-
tion analogue pour les sous-groupes discrets d’isométries de H? et les
polyedres générateurs de groupes kleinéens [Poin-83].

5.2. Existence de fonctions théta-fuchsiennes et fuchsiennes.
Le but de ce numéro est de montrer comment les séries de Poincaré
sont apparues pour la construction de formes et fonctions automorphes,
dans le second article de Poincaré aux Acta [Poin-82b]. Les démons-
trations ci-dessous suivent d’assez pres [Cart—54, exposé 1], qui vaut
pour un domaine borné de C"; voir aussi [Gerv—-10, Th. VI.3.1, page
218].

Notons cette fois G le quotient par son centre {+id} du groupe G

ioa)
C’est un groupe de Lie connexe, parfois noté PSU(1,1), et isomorphe a

g

PSLs(R). Nous notons {% 6} € G la classe d'une matrice comme ci-
dessus. Le groupe G agit dans le disque unité Dy := {x € C | |z| < 1}
du plan complexe par
T = gaﬁ—i—ﬁ pour g = F E} € G et xeDy.
fr +a B a

On pose alors

des matrices de la forme <g ﬂ) avec o, 3 € C et |a*> —|8]* = 1.

dlga) _ jlg, )2

jlg,x) = Br+a de sorte que

Le groupe G est le groupe des automorphismes holomorphes de D;.

Lemme. Soit I' un sous-groupe discret de G. Pour tout entier m > 4,
la série

(34) D litn o)™

~yel
converge uniformément sur tout compact de Dy.

Avant la démonstration, deux rappels sont de mise.

Premaer rappel. Soit f une fonction holomorphe définie dans un ou-
vert de C. La coordonnée de C s’écrit x = s + it, avec s,t € R. Vue
comme application entre ouverts de R?, la fonction f = u + v a un
jacobien qui vaut

ou  ou
Jac(f) = det (% %) =
ds Ot

2

df

dx
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C’est une conséquence immédiate des équations de Cauchy-Riemann.

Second rappel. Soit U un domaine de C et f une fonction holomorphe
dans U. La fonction |f|* : U — R, est SOUS-HARMONIQUE,
puisque

(PN L, af [ df
R a8 e A CA )

Soient a € U et R > 0 tels que le disque D,(R) de centre a et de rayon
R soit contenu dans U ; par sous-harmonicité [Rudi-66, chap. 17], on a

1

3)  IfP@ < 5

2m
/ |fI*(a +re*)de pour tout r € [0, R)].

Par suite

/E(R) F2(x)dsdt :/ rdr/zﬂ\f] (a+rei)dp >

> —27T|f| (a) = 7R f[*(a).

(36)

(Plus généralement, |f|” est sous-harmonique pout tout nombre réel
p > 0; de méme, si f # 0, alors log|f| est sous-harmonique.)

Démonstration du lemme. Il suffit de montrer le lemme pour m = 4.

Soit K un sous-ensemble compact de D;. Soit R un rayon, 0 < R < 1,
tel que K soit contenu dans le disque L de centre 0 et de rayon R; on
note que L C Dy. Pour tout v € I'; on pose

d(yz) |*

M. —4,

~ = sup
zeL

= sup |j(7, z)]|
x€eL

Notons aire,(S) = [ dsdt 'aire euclidienne d’une partie mesurable S
de Dl'
Comme l'action de I' sur Dy est propre, ’ensemble

{rel [v(L)nL#0}

est fini; notons Ny le nombre de ses éléments. D’une part, comme tout
point de Dy est recouvert par au plus Ny images (L), on a

) aire.(y(L)) < Npaire,(D;) < oo.

vyel
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D’autre part, pour tout v € I,

aire.(y(L)) = / dsdt :/L

y(L)
= [ iy, 2)[""dsdt > TR*M,,
L

d(yz)

2
dsdt
dx °

vu le “rappel sous-harmonique” ci-dessus.
Par suite, pour tout x € L (et a posteriori pour tout = € K) :

Z]j(’y,x)|f4 < ZMW < %RQZairee(”y(L)) < Ngaire.(Dy),

vyel vyel ~vel
ce qui acheve la démonstration. [

Proposition. On considere un sous-groupe discret I' de G, un entier
m > 4, et une fonction holomorphe bornée f sur Dy. La SERIE DE
POINCARFE

(37) Or(x) = > j(v,2) " f(yz)

yel’
définit une fonction sur Dy qui est une FORME AUTOMORPHE DE
POIDS m au sens suivant :

(1) c’est une fonction holomorphe,
(2) ©f(yx) = j(v,2)"Of(x) pour tous v € I' et v € Dy.

Notes. Les séries de Poincaré apparaissent dans [Poin-81a]. Aujour-
d’hui, la “définition” ci-dessus de forme automorphe n’est réglementaire
que pour un groupe I tel que I'\G soit compact. Par exemple, quand
le quotient I'\D; est de volume fini avec des pointes, il faut encore
ajouter des conditions de croissance appropriées lorsque x tend vers
une pointe.

Chez Poincaré, la situation est plus générale que supposé dans la
proposition : f est une fonction rationnelle sans poles sur le bord de
D, [Poin—82a, équation (4) du § 1].

J’aimerais mieux comprendre la relation entre les séries de la forme
(37) et les séries du méme nom qui interviennent par exemple dans
[Sull-79], du type Ps(x,y) = Z'yeI‘ exp (—sdp(z,vy)), ou z,y € Dy et
s> 0 (et s assez grand pour que la série converge) ; le suffixe h indique
que dj est une distance hyperbolique.

Démonstration. (1) Le lemme précédent montre que la série de fonc-
tions holomorphes définie par (37) converge uniformément sur tout
compact. Il en résulte qu’elle définit une fonction holomorphe.
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(2) Pour v,~" € " et x € Dy, la relation

Or(yz) = Y iy, y2) " f (')

y'er

= J(v )™ Y iy, ) (Y ye) =y, x)" O ().

~'el
résulte de 'identité de cocycle j(v'vy,z) = j(v/,vx)j(y, x). O

Il se peut que O soit nulle [Poin-82b, pages 249-254], mais ce n’est
pas le cas en général. Par exemple, pour f = 1 et m assez grand, la
fonction ©; n’est pas identiquement nulle, et possede le cercle unité
comme frontiere naturelle [Sieg-71, Chap. 3|. Le quotient de deux
formes automorphes de méme poids est alors une FONCTION AUTO-
MORPHE pour T', ¢’est a dire une fonction méromorphe ¢ sur D; telle
que (yz) = ¢(x) pour tous v € I' et x € D;. L’ensemble des fonctions
automorphes pour I', qui est aussi le corps des fonctions méromorphes
sur ["\Dy, est engendré par deux fonctions ¢, po vérifiant une rela-
tion algébrique, de la forme P(p,¢s) = 0, ou P est un polynéme a
deux variables; en fait, ce corps est une extension de degré fini d’une
extension transcendante pure C(y¢) de degré 1 de C.

Poincaré appelle FONCTIONS THETAFUCHSIENNES les fonctions
holomorphes de la forme (37). Les fonctions méromorphes quotients de
deux fonctions thétafuchsiennes de méme poids sont des FONCTIONS
FUCHSIENNES, c’est-a-dire des fonctions automorphes pour I'.

5.3. Troisieme exemple de solution du probleme d’inversion
2.7. (Les deux premiers exemples sont ceux de 4.2 et 4.4.)

En résumé, soient I' un sous-groupe discret du groupe G des trans-
formations holomorphes de D; et ¢ une fonctions fuchsienne pour I'.
Alors la fonction uniforme ¢ est l'inverse du quotient multiforme w
de deux solutions linéairement indépendantes, voir (12), de I’équation
différentielle (13).

Il y a de nombreux exemples de ce type! Ainsi, on peut montrer
que la variété des sous-groupes I' isomorphes au groupe fondamental
d’une surface de genre g, avec g > 2, est homéomorphe a un disque de
dimension 6g — 6.

5.4. Extrait de la note du 21 février 1881. A titre d’échantillon
des premieres publications de Poincaré, voici le début de la deuxieme
[Poin-81b] de ses douze notes de 1881 aux Comptes Rendus [Poin—etc].
On y reconnait les équations correspondant aux groupes fuchsiens tri-
angulaires.
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{( Le quotient de deux fonctions thétafuchsiennes correspondant a
un méme groupe fuchsien et a une méme valeur du nombre entier m
est une fonclion F'(z) uniforme en z, telle que

F(zK;) = F(z).

C’est donc une fonction fuchsienne, d’apres la définition donnée dans
la Note précédente. En d’autres termes, on a identiquement, pour une
infinité de valeurs des constantes a, b, ¢, d,

az+b
F = F(z2).
(cz +d ) ()
Je démontre deux théorémes :

Toute fonction fuchsienne V'(z) permet d’intégrer une équation linéaire
a coefficients algébriques de la maniere suivante. Si on pose

[dF [dF
l’—F(Z), Y1 = Ea Yo = 2 Ea

alors 1y, et 1y, satisfont a 1’équation différentielle '

d?y
12 = yp(r),

(z) étant algébrique en z.

Soit, en particulier, I'équation
1 11 1
o P w1l p-l Itu-—w-m
dx? 4x? 4(x — 1)? drx(x — 1)

ol a, 3,7 sont des nombres entiers positifs finis ou infinis, et tels que

L4 % + % < 1. Si z est le rapport des intégrales, on a

z = f(2),

f(2) étant une fonction fuchsienne relative au groupe (o, 3,7).

12. Voir [Gerv—10, page 266], ainsi que (12) et (13) ci-dessus. A noter toute-
fois : on a u; = %etuQ = ﬁdams (12), et y1 = \/% et yo = x j—i
dans [Poin-81b] (traduit en nos notations). Les fonctions y; et y2 sont solutions de
I’équation différentielle

d%y

a2 (- )y
apparaissant dans [Poin-82b|, autant que je comprenne avec des erreurs quand
Poincaré explicite ¢ (erreurs différentes aux pages 229 et 255). Voir les formules (9)
et (13) ci-dessus.

13. C’est notre équation (31). Par ailleurs, le z de Poincaré est noté w dans notre
texte.
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Elle n’existe qu’a l'intérieur du cercle fondamental, et peut étre re-
gardée comme le quotient de deux fonctions thétafuchsiennes

(#)" (£)" )
PG -7 FEFTE -1

m, p et ¢ sont des nombres entiers qui satisfont aux inégalités, toujours
compatibles,

1 1 -2 1

« m ~— m v

Ces deux fonctions, qui n’existent qu’a l'intérieur du cercle fonda-
mental, sont holomorphes & l'intérieur de ce cercle. )

1—
m

6. Suite et certainement pas fin

Poincaré n’étant pas du genre a limiter son intérét aux équations
de la forme (1), il considere assez vite [Poin—82’] des équations plus
générales

d" )

(38)  (E) ﬁwl(x,y)m

Ce sont des équations différentielles linéaires homogenes d’ordre n, a
coefficients algébriques. Ce dernier terme signifie que les coefficients a;
sont des fractions rationnelles en deux variables x, y, liées par I’équation
d’une courbe

(39) (©) P(z,y) = 0,

ou P est un polynome en deux variables a coefficients complexes,
tel que la courbe (C') est lisse (sinon, on la désingulariserait a l'aide
d’éclatements). De plus, on suppose I’équation FUCHSIENNE au sens
olt, pour i = 1,...,n, la fonction méromorphe a; : C — Pg n’a que
des poles d’ordres au plus 7. Dans ce cas, on peut monter ’équivalence
de conditions analogues a celles du théoreme de Fuchs (no 3.3 ci-
dessus). 1

+ - +ap(r,y)u = 0.

Si j’ai bien compris mes sources (dont des messages d'Etienne Ghys,
que je remercie), voici quelques indications sur la suite de la démarche
de Poincaré.

Dans un premier temps, il montre que, la courbe (C) est le quo-

14. Dans la litérature, les exemples sont bien cachés. Le premier que j’ai trouvé,

dans [Fors—02, page 483], est I’équation
d*u o
—+——————u=0 ou z*+y’=1
dx2+(a:z:+vy+c)2u ou T +y ’

pour laquelle (C) est une courbe de genre 0.
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tient du disque D par un groupe fuchsien. (A prendre cum grano salis
lorsque le genre de (C') est 0 ou 1.) Donc, = et y peuvent s’exprimer
chacun comme fonction fuchsienne d’une variable z qui est mainte-
nant dans le disque . Et Poincaré explique comment calculer z par
des séries ; en particulier, il insiste beaucoup sur le calcul numérique de
z. Pour l'instant, I’équation différentielle (E) n’a joué qu’'un role tres
mineur, il ne s’est agi essentiellement que de la courbe (C), ou plus
précisément que du complémtaire ¢ dans (C') d’un ensemble fini de
points singuliers.

Dans un second temps, Poincaré regarde 1'équation (F) dans la va-
riable z, autrement dit dans le disque qui est le revétement univer-
sel de l'ouvert U. La nouvelle équation n’a plus de point singulier.
Comme le disque est simplement connexe, il n'y a plus de monodro-
mie pour les solutions, qui sont donc des fonctions holomorphes dans
ce disque. Un systeme fondamental de solutions est donc une fonction
holomorphe F' du disque vers C". Bien sur, on a une équivariance, du
genre F'(v.z) = R(y)F(z) ou R : ' — GL(n, C) est la mondromie de
(E) et 7.z laction du groupe fuchsien I' de PSL(2, R).

Poincaré invente ensuite les FONCTIONS ZETAFUCHSIENNES,
qui sont le sujet principal du cinquieme article de Poincaré aux Acta,
et qui lui permettent, a partir de I' et de R, de reconstruire ' comme
une série. Comme j’en ai déja écrit bien plus que je n’en comprends, je
termine par :

6.1. Extrait de la note du 8 aoat 1881. Dans [Poin-81c|, Poincaré
écrit :

{( On en conclut :

1° Que toute équation différentielle linéaire a coefficients algébriques
s’'integre par les fonctions zétafuchsiennes;

2° Que les coordonnées des points d’une courbe algébrique quel-
conque s’expriment par des fonctions fuchsiennes d’une variable auxi-
liaire. ))

Notes
(1) Texte du rapport de Darboux sur la these de Poincaré, lu dans
[Ghys—10] : “L’auteur a donné au début de la deuxiéme partie un

théoreme tres intéressant qui, sans donner la solution complete du
probleme proposé, constitue un progres remarquable. Quelques lemmes
de I'introduction m’ont paru dignes d’intérét. Le reste de la these est
confus, et prouve que 'auteur n’a pu encore parvenir a exprimer ses

15. Analogie en genre 0 : si 22 +y? = 1, alors z = ;i; ety = %7 avect € P}J.
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idées d’une maniere claire et simple. Comme d’ailleurs la these a été
renvoyée souvent a son auteur, les points fondamentaux signalés plus
haut étant d’ailleurs établis d’'une maniere satisfaisante, je propose ’ad-
mission.”

(2) Voici l’annonce du Grand Priz, telle que parue en [Acad-79] :
GRAND PRIX DES SCIENCES MATHEMATIQUES.
Question proposée pour 'année 1880.

L’Académie propose, pour sujet d'un grand prix de Sciences mathé-
matiques a décerner en 1880, la question suivante :

“Perfectionner en quelque point important la théorie des équations
différentielles linéaires a une seule variable indépendante.”

Le prix consistera en une médaille de la valeur de trois mille francs.

Les Mémoires devront étre remis au Secrétariat avant le 1 juin 1880 ;
ils porteront une épigraphe ou devise répétée dans un billet cacheté qui
contiendra le nom de 'auteur.

Poincaré choisira la devise de sa ville natale de Nancy : Non inultus
premor (Nul ne s’y frotte).

(3) Dans [Poin—80], Poincaré n’est pas tendre pour Fuchs. On lit
page 62 : “Or la démonstration de M. Fuchs ne s’applique pas a de
pareils points.” Page 63 : “M. Fuchs n’a examiné que les deux premiéres
conditions ; il reste a examiner les deuz autres.” Page 67 : “L’exemple
qui précede fait voir que dans certains cas le théoreme de M. Fuchs
est exact, ...”. Page 76 : “Donc il existe des cas ou le théoreme de M.
Fuchs est faux bien que les conditions posées par ce géometre soient
remplies” .

(4) La géométrie hyperbolique apparait dans des publications de Lo-
batchevski (1829) et J. Bolyai (1832), ainsi que dans des articles et
lettres privées de Gauss. Pourtant : “For the first forty years or so
of its history, the field of non-euclidean geometry existed in a kind of
limbo, divorced from the rest of mathematics, and without any firm
foundation” [Miln—82]. 1l y a bien quelques contributions de Cayley,
Riemann, Beltrami, Klein, et d’autres, mais il faut attendre Poincaré
pour identifier & PSLy(R) le groupe des isométries préservant I’orien-
tation de H?, & PSLy(C) le groupe correspondant pour H?, et surtout
pour montrer que la géométrie hyperbolique est un sujet sérieux, le
critere étant qu’il apparait naturellement dans les mathématiques res-
pectables (en analyse complexe).

Citons ici Poincaré [Poin—01, page 45|, évoquant une difficulté qui
“m’aurait peut-étre arrété longtemps sans ’aide que j’ai trouvée dans
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une théorie fort différente : je veux parler de la Géométrie non eu-
clidienne. Cette Géométrie, fondée sur I’hypothese que la somme des
angles d’un triangle est plus petite que deux droits, ne semble d’abord
qu'un simple jeu de I'esprit qui n’a d’intérét que pour le philosophe,
sans pouvoir étre d’aucune utilité au mathématicien. Il n’en est rien;
les théoremes de la géométrie de LOWATSCHEVSKI sont aussi vrais que
ceux de la géométrie d’Euclide, a la condition qu’on les interprete
comme ils doivent I’étre. Ainsi, par exemple, ces théoremes ne sont
pas vrais de la ligne droite, telle que nous la concevons, mais ils le
deviennent si, partout ou LOWATSCHEVSKI dit une droite, nous di-
sons un cercle qui coupe orthogonalement le cercle fondamental. Je me
trouvais donc en présence de toute une théorie, imaginée, il est vrai,
dans un but métaphysique, mais dont chaque proposition, convenable-
ment interprétée, me fournissait un théoreme applicable a la Géométrie
ordinaire. Il se trouva qu’en combinant tous ces théoremes, j’obtins
aisément la solution de la difficulté dont j’ai parlé plus haut.”

(5) A propos des lacunes dans la culture mathématique de Poincaré
a ses débuts, voici comment Klein termine sa lettre du 2 juillet 1881 a
Poincaré [PoKI-81, pages 106-109] :

“Haben Sie RIEMANN, die betr. Entwickelungen, nicht gelesen ? Und
ist Thnen die ganze Diskussion, welche BRILL un NOTHER im 7. Bande
ler Math. Annalen pap. 300-307 zum Abschluss bringen, unbekannt ?

In der Hoffnung, bald wieder yon Thnen zu horen, bin ich Thr hoch-
achtungsvoll ergebener  F. Klein.”

Et une autre citation, de [Poin-01, page 45] :

“Pour arriver a ce résultat, il et été possible, dans certains cas
particuliers, d’appliquer la proposition connue sous le nom de prin-
cipe de Dirichlet, si souvent appliquée par RIEMANN et démontrée plus
récemment par M. SCHWARZ. Je ne connaissais pas ce principe a cette

époque (...)”
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