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Avant-propos
Cette brochure est une revision des polycopiés distsipeadant le cours “Analyse Numérique”
(2 heures par semaine) donné en 2004/2005. Elle est une vexsingée et modi ée des poly-
copiés distribués en 1991/92 et en 2000/2001. Durantmi®ses, ce cours a été donné alternative-
ment par les auteurs.
En ce lieu, nous aimerions remercier Laurent Jay, Luc ReéleBetéphane Cirilli, Pierre
Leone, Assyr Abdulle, Michael Hauth, Martin Hairer et desntiweux assistants et étudiants soit
pour leur aide dans la préparation des exercices soit paartection des erreurs (typographiques
et mathématiques).
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Chapitre |

Int egration Numerique

Pour ses calculs en physique et en astronomie, Newton egstrnigiqy a utiliser des formules de
guadrature, suivi en cela par ses successeurs anglaiss(Coié, Simpson 1743). Euler, dans
son gigantesque traiténgt. Calculi Integralis1768, 1769, 1770, Opera XI-Xlii), met toute son
ingéniosité a rechercher des primitives anﬁlytiqu%)éhdant, de nombreuses intégrales résistent
encore et toujours a I'envahisseur (exemple% dx, Ic%); de nombreux calculs en astronomie
(perturbations des orbites planétaires) contraignenis&81814) a intensi er la théorie des for-
mules de quadrature. Les programmes qui ont tourné surdesigrs ordinateurs furent en grande
partie les calculs d'intégrales: ces problemes sont les faciles a programmer. Pour cette méme

raison, NOUS COMMeNgoNSs par ce sujet.
Probleme. Etant donné une fonction continue sur un intervalle borné

f:la;f! R; (0.1)

on cherche a calculer l'intégrale 7

’t (x) dx: (0.2)

Bibliographie sur ce chapitre

P.J. Davis & P. Rabinowitz (1979Yethods of Numerical IntegratioAcademic Press, New York.
G. Evans (1993)Practical Numerical IntegrationJohn Wiley & Sons. [MA 65/336]

V.I. Krylov (1959): Priblizhennoe Vychislenie IntegraloGoz. Izd. Fiz.-Mat. Lit., Moscow. Tra-
duction anglaiseApproximate calculation of integralacmillan, 1962. [MA 65/185]

R. Piessens, E. de Doncker-Kapenga, Cliverhuber & D.K. Kahaner (1983): QUADPACK.
A Subroutine Package for Automatic Integrati@pringer Series in Comput. Math.,
vol. 1. [MA 65/210]

A.H. Stroud (1974)Numerical quadrature and Solution of Ordinary Differettajuations Springer.
[MA 65/89]

.1 Formules de quadrature et leur ordre

La plupart des algorithmes numériques procedent comrite sn subdivise[a; i en plusieurs
sous-intervallesg = Xg <X <X, <:::<X y = b eton utilise le fait que
Z b I\’( lZ Xj+1

f(x)dx = f (x) dx: (1.1)
a ]=0 Xj
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SRR

a= X X1 X2 Xj  Xj+1 Xy = b

FIG. I.1: Une division d'un intervalle en sous-intervalles

De cette maniere, on est ramené au calcul de plusieuegraieés pour lesquelles la longueur de
I'intervalle d'intégration est relativement petite. IRons une de ces intégrales et notons la longueur
de l'intervalle parh; := Xx;+1  Xj. Un changement de variable nous donne alors
1 Z,

f(x)dx = h; . f (x; + th;) dt:

Xj+
Xj

Notons en ng(t) := f (x; + th;). Il reste alors a calculer une approximation de
z 1
g(t) dt: (1.2)
0

Exemples.1. Lafzozmule du point milieu
. g(t)dt  g(1=2):
2. Lafornzmlle du trarazzle
, 9at 5 g(0)+ 9(1) - ) . ,

Ces deux formules (point milieu et trapeze) sont exactggtyiest un polyndme de degré 1.

3. On obtient ldormule de Simpsosi I'on passe une parabole (polyndme de dejjrpar les
trois points(0; g(0)), (1=2; g(1=2)), (1; 9(1)) et si I'on approche
I'intégr%le (1.2) par l'aire sous la parabole:

Cgmdt L g0)+4g1=2)+ g(1)

4, Iza “pulcherrima et utilissima regulale Newtor(degré3) :

01 g(t) dt % g(0) + 3g(1=3) + 3g(2=3) + g(1) :

0 1 2
5. En généralisant cette idée (passer un polyndme d&deg 1 par less points equidistants

Cotes 1711). Pows 7 les coef cients de ces formules sont données dans le tabblgéa Leur
dessin en gure 1.2 montre que les poids “explosent” awadids = 10. Si on veut augmenter la
précision, il vaut mieux raf ner les subdivisions en (1dy)'augmenter le degr&

Dé nition 1.1 Une formule de quadratures étages est dorée par
zZ, 6
Cgmdt " hg): (L3)

i=1

Lesc sont les noeuds de la formule de quadrature ebles sont les poids.
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TAB. |.1: Formules de Newton-Cotes

S | ordre poidsh nom
1 1

2 2 = = r z
5 5 trapeze
1 4 1 .

3 4 5 5 5 Simpson
1 3 3 1

4 4 5 5 5 5 Newton
7 32 12 32 7

5 6 9 90 90 90 9 Boole

6| 6 |12 75 50 s 75 19 _
288 288 288 288 288 288
41 216 27 272 27 216 41

7 8 | 320 84 B8a0 840 B8ao 840 sao | vedde

s=6 s=7
0 g 0 1
0
s=17
24‘ A H

—e
Py
%
——e
[ —®
&’

FIG. 1.2: Dessin des poids des formules de Newton-Cotes

If there are four ordinates at equal intervals,Aebe the sum of the rst and the fourtB, the
sum of the second and third, aRdthe interval between the rst and the fourth ; then ... the
area between the rst and the fourth ordinates will(Be+ 3B)R=8.

(I. Newton,Methodus publ. 1711, cité d'apres H.H. Goldstine, p. 76)

Dé nition 1.2 On dit que l'ordre de la formule de quadrature (1.3) @sti la formule est exacte
pour tous les polypmes dede@ p 1,c.a-d.,
Z, 6
, 9dt= " ho(c) pour  degg p L (1.4)
i=1
On voit que les formules du point milieu et du trapeze sootdfe2. La formule de Newton-
Cotes as étages a un ordng s (par dé nition).
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Théoreme 1.3 La formule de quadrature (1.3) a un ordpesi et seulement si
x 1
bc,-ql:a pour q=1;2:::;p: (1.5)
i=1

Démonstration. La nécessité de (1.5) est une conséquence de (1.4) spteag(t) = t9 1.
Pour en montrer la suf sance, on utilise le fajt qu'un pabyné de degr@ 1 est une combinai-
son linéaire del; t;::::t? ! et que I'intégraleolg(t) dt ainsi que I'expression -, hg(c) sont

linéaires ery. |
En xant les nceuds;;: ::; G (distincts), la condition (1.5) avge= s est un systeme linéaire
pourby;::i;by 0 10 1 0 1

1 1
C C N 1=2
% S CSE%Q%% . E: (L.6)
gt ¢! : ¢! b 1=s
Comme la matrice dans (1.6) est inversible (matrice de Mandede), la résolution de ce systeme
nous donne une formule de quadrature d'onglre s.
Si I'on véri e les conditions (1.5) pour la formule de Simgps on fait une observation intéres-

sante. Par dé nition, il est évident que la condition (1€5t satisfaite poug = 1;2; 3, mais on
remarque qu'elle satisfait aussi (1.5) pay+ 4:

4

+

0’ 6
4

+ - = ;

o 6 24 5

Elle est donc d'ordrel. Par conséquent, elle n'est pas seulement exacte pourntig®mes de
degré 2 mais aussi pour des polyndmes de dgg@eci est une propriété générale d'une formule

symetrique.
/\mfmeh
Yy N
4‘—0—0—0—0—0—‘—

0 & & C3 G2 C 1

w

+ 18 =

4

1
4
N 5

1

1% =

ol Ol
NI NI
olk Ol

FIG. 1.3: Coef cients et nceuds d'une formule de quadrature symidriq

Théoreme 1.4Une formule de quadrature sytrique (c.a-d.¢ =1 Csi1 i, b = by § pour
touti; voir la g.1.3) a toujours un ordre pair. C.a-d., si elle est exacte pour les pofynes de
dege 2m 2, elle est automatiquement exacte pour les potyas de de@2m 1.

Démonstration. Chaque polyndme de deg?én 1 peut étre
ecrit sous la forme

o)=C (t 122" '+ gu(t) pt =2yt
ou gi(t) est de degré 2m 2. Il suft alors de montrer

qu'une formule symétrique est exacte pgur 1=2)>" 1. A G : 15
cause de la symétrie de cette fonction, la valeur exacte vau //0-5 G it

Zl
(t 1=2)>" 'dt=0:
0

Pour une formule de quadrature s;(/FYetrique i@ 1=2)" '+ by i(Cse1 ¢ 172)2™ 1=0.
Donc, l'approximation numérique dg(t  1=2)*" 'dt est également zéro. |
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.2 Etude de l'erreur

A n d'étudier I'erreur commise en approchant I'intégegpar une formule de quadrature, commen-
cons par unexpgerience nurarique:

Prenons une fonctioh(x), dé nie sur[a; i, divisons l'intervalle en plusieurs sous-intervalles
equidistantsif = (b a)=N) et appliquons une formule de quadrature du paragraplegeat.
Ensuite, étudions I'erreur (en échelle logarithmique)

Zy X 1oxs
err = f (x) dx h  bf(x; + gh) (2.1)
a . .

en fonction defe (hombre d'évaluations de la fonctidn(x); ona fe= N (s 1)+1 pour
Newton-Cotes). Le nombré représente une mesure pour le travail (proportionnel syps$ede
calcul sur un ordinateur). La g.1.4 montre les résultgteyrN = 1;2;4;8;16,;32 :::) obtenus
par les formules de Newton-Cotes pour les deux intégrales :

Z4 Z,
cos) exp(sin(x)) dx et cos) dx:
0 0
10, 10°:
103 f 10° —
- erreur =
10 f 10° f
10° f 10° f
10122 | \\\\H‘ | \\\\H‘ 10122 1 \\\\H‘ L1l ‘ 1 1 1 1
10 1% 108 10 1% 1¢3
o o o trapeze (ordre) = Boole (ordreb)
=== Simpson (ordrel) a—a—4 s=6 (ordre6)
+—+—+ Newton (ordred) w—»—» \Weddle (ordreB)

FIG. I.4: L'erreur en fonction du travaile pour les formules de Newton-Cotes

En étudiant les résultats de la g. 1.4, nous constatores:qu

le nombre de chiffres exacts, donné palog,,(err), dépend linéairement deg,,(fe);
la pente de chaque droite esp (ou p est I'ordre de la formule);
pour un travail equivalent, les formules avec un ordre@&lmt une meilleure précision.

Explication des résultats de la g.1.4.
Etudions d'abord I'erreur faite sur un sous-intervalle degueurh

z

Xot

h x
f(x)dx h Bbf(xo+ gh)
X0 i=1

Z, 56 (2.2)
h  f(xo+th)dt ~ bf(xe+ ch) :
0

i=1

E(f; X 0; h)
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En supposarit suf samment différentiable, on peut remplad€ix, + th) etf (xo + ¢h) par les
séries de Taylor (développées autouxgg et on obtient ainsi

g+l Z 1 N
E(f;Xo;h) = h t9 dt ha! @ (xo)
q0 0 i=1 53
he*t 1 * (p) p+2 @9
B BTG ORI

(ici, on a bien supposé que la formule de quadrature aitliop mais pas l'ordrep + 1). La
constante 1 1 ¥
be (2.4)

i=1

T plp+l

s'appelleconstante de I'erreurSupposons que soit petit de maniere a ce que le ter@¢hP*?)
dans (2.3) soit négligeable par rapport au te@md™ f P)(x,), alors on obtient

Zy
FO(x)dx= ChP £® D(p) £® D(a) :
a

% 1 X 1
err = E(f;xj;h) Ch? hf®P(x;) Ch?
j=0 j=0
Cette formule nous permet de mieux comprendre les résultata g.1.4. Commeerr  C; hP
etfe C,=h, nous avons

logip(€rr)  10g;9(Ca) + p logie(h)  Const  p logye(fe):

Ceci montre la dépendance linéaire entre les quantigg(err) et log,y(fe), et aussi le fait que
la pente soit de p.

Estimation rigoureuse de l'erreur.

Notre but suivant est de trouver une formule exacte de lerddune formule de quadrature. Une
telle estimation nous permettra de démontrer des théesale convergence et assurera une certaine
précision du résultat numérique.

Théoreme 2.1 Consicerons une formule de quadrature d'ordueet un entiek satisfaisank  p.
Sif :[Xo;Xo+ h]! R estk fois contimiment diféerentiable, I'erreur (2.2) @ri e
z

1
E(f;xoh) = h*t N ( )f®(xo+ h)d (2.5)
0
ou Ny ( ), le noyau de Peano, est danpar
(
_@ ) (g )Et ki ()<t si >0
NI ==~ P v O = % 6o

Démonstration. Nous introduisons la série de Taylor avec réste

I 1 i Z, k 1
(th')f(‘)(Xo)+ hX uf(k)(xo+ h)d (2.6)
! 0

f (xo+ th) = TR

=0

dans la formule (2.2) polE (f; X o; h). En utilisant
Z, zZ,
St ) g)d =t )k fg()d

Lvoir le paragraphe I11.7 du livre de E. Hairer & G. Wanner (59%\nalysis by Its HistoryUndergraduate Texts
in Mathematics, Springer.
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et le fait que la partie polynomiale de (2.6) ne donne pas aériboition a l'erreur (a cause de
p k), nous obtenons

Y (D (¢
v chY) = pk+ * + () (xr + :
E(f;xo;h)=h o k1) dt ~ h RCEEVE f X%+ h)d:
Une évaluation de l'intégrale intérieure donne le t&su |

Théoreme 2.2 (Proprétés du noyau de Peano)Consicerons une formule de quadrature d'ordre
p et un nombre satisfaisantt. k p. Alors, on a:

a) N2 )= Ny 1( ) pourk 2(pour 6 ¢ sik=2);

b) Nk(1)=0 pourk 1sicg 1(i=1;:::;9);

C) k(O) 0 pourk 2si q 0@l=1;:::;9);

d) Np( )d o pil hd® = C (constante de l'erreur (2.4));
i=1
e) 1( ) est lirkaire par morceaux, de pentel et avec des sauts de hautdyurux pointsg
(i= O

FIG. I.5: Le noyau de Peand1( ) d'une formule de quadrature

Les noyaux de Peano pour la formule du point milieu sont
(

3 si < 1= o ?%2=2 si 1=2
Ni() = si 1=2 NaCD= 0 e s 122
(voir la g.1.6). Pour la formule de Newton-Cotes € 5), ils sont dessinés dans la g.1.7.
N1( ) N2( )

FIG. 1.6: Noyaux de Peano pour la formule du point milieu

Grace au résultat du theoreme précédent, on pedefaent estimer I'erreur pour l'intervalle
entier[a; b. Pour une division arbitraire (équidistante ou non= x;+1  X;), notons I'erreur par
Zy X1oox
err = f (x) dx h; hf (x; + ch;): (2.7)
a . .
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N1( ) N2( ) Ns( ) /\
N N /\\/

oA

Na( ) Ns( )
Ne( )

FIG. I.7: Noyaux de Peano pour la formule de Newton-Cotes ave&

Théoreme 2.3Soitf : [a;d ! R k fois contitiment diférentiable et soit I'ordre de la formule
de quadratureegalap (p k). Alors, I'erreur (2.7) admet I'estimation

z 1
jerrj h* (b a)  jN()jd maxjf ®(x)j (2.8)
0 x2[a;b]
ou h =max; h;.
Démonstration. La formule (2.5) donne
z 1
JE(fxoh)j At jNk( ) if®@(xo+ h)jd
0
Z 1
h**1  jNy( )jd max jf ®(x)j:
0 x2[xo;xo+ h]

Comme l'erreur (2.7) est la somme des erreurs sur les soesaties de la division, on obtient

X 1 K 1 21
jerrj JE(f X5 hy)) het JNk( )i d max _jf ©(x)j
i=0 i=0 |.{Z-} 0 TZ[XJ- Xj +1{]Z
h by max jf ) (x)j
x2[a;b]J J
ce qui montre l'assertion (2.8), cgrj'\'zolhj =b a O

Exemples.Pour la formule du point milieu, on a

jerrj h* (b @) Z maxjf j;

pour la formule du trapeze

jerrj h* (b @) 5 maxjf )i;

pour la formule de Simpson

. . 4 1 i (8 fy\i-
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pour la formule de Newton-Cotes € 5)

1935360 XT[%]” ();:

jerrj h® (b a)
R
Le calcul de 0lep( )jd pour ces formules n'est pas dif cile. Considérons par eglnia for-
mule de Newton-Cotess(= 5). On constate qudlg( ) ne change pas de signe $0r1] (voir
g.1.7) et on utilise la propriété (d) du théoreme 2.2e€ donne

z, z

iNe( )jd = lNG()d = 3216 1216 3236 7 1
0 0

e e L
1935360

Q|
ENTES
O
o
N
O
o
N
O
o
N
O
o

1.3 Formules d'un ordre supérieur

Aber Gauss hat in den Gottinger Commentarien gezeigt, uhass durch schickliche Wahl
der Abscissen, fur welche die Ordinaten berechnet werden,Grad der Naherung auf das
Doppelte treiben kann ; ... Die grosse Einfachheit und Elegéer Gaussischen Resultate,
lasst einen einfachen Weg vermuten. (Jacobi 18zélle J.1, p. 302)

ayantun ordrg¢p s. On obtient les poidg soit par la résolution du systeme linéaire (1.6), soit
par la formule de I'exercice 1.

Question.Y a-t-il un choix des;; permettant d'avoir un ordre supérieur?

Théoreme 3.1 Soit(h; ¢);-; une formule de quadrature d'ordge s et soit
M) =(t c) ::: (t c: (3.1)

Alors, l'ordre est s+ m si et seulement si

z 1
M (t)g(t)dt=0 pour tout poly@dmeg(t) dedegé m 1 (3.2)
0

Démonstration. Soitf (t) un polyndme de degré s+ m 1. L'idée, due a Jacobi (1826), est de
diviserf (t) parM (t) et d'écriref (t) sous la forme

f(t) = M(t)g(t) + r(t)

ou degr s letdegg m 1. Alors, lintégrale exacte et I'approximation numéreu
satisfont
Z 1 z 1 Z 1
f(t)dt= M(t)g(t)dt+  r(t)dt
0 0 0
* bf * b * b
L (c) L M_{%i? g9(c) L (c)

Comme la formule de quadrature est exacte pdty (I'ordre est s par hypothese), elle est
exacte pouf (t) si et seulement sbl M (t)g(t) dt =0. O
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Exemple 3.2 Pour qu'une formule de quadraturesa 3 étages ait un ordre 4, il faut que
Z 1

0= (t c)(t o)(t c)dt= (Lt o+ Cs)% +(CiC + i3 + 0203)% C1C2Cs;
0

Bl

ce qui est équivalenta
o = 174 (¢ + ¢)=3+ =2,
3 1=3 (C]_ + C2):2 + C1C .

Exemple 3.3 Continuons I'étude de formules de quadraturea 3 étages et essayons de déter-
miner lesc;; ¢,; ¢z pour que l'ordre soip = 6. Par le théoreme 3.1, il faut que

1 1
C1C2C3 E(clcz + C1C3 + CC3) + 5(01 +C+ G)

1-010203 %(0102 + C1C3 + CyC3) + %(Cl + G+ G)

= (3.3)

ol gl M

1 1 1
301C2Cs Z(clcz + C1C3 + CC3) + g(cl +C+ G)

Ce systeme est non linéaire e ¢;; ¢z et para't dif cile a resoudre. Par contre, il est linéaen
1= C+C+ G, 2= CC+ CC3+ GGz et 3= ¢ CC3, qui sont les coef cients du polyndme

M() = (t c)(t c)(t ) = t3 gt?+ ot g

En résolvant le systeme (3.3) pour; »; 3, 0nobtient ; =3=2, ,=3=5et 3 =1=20, etdonc

P P
_ .3 3., 3 1 _ 1 5 ' 15 5+ 15 |
= —_ + _ — = _
M) = t* S+t t 5t ) t Tl

Par chance, le polyndnié (t) ne possede que des racines réelles. Elles sont toutefidtersalle
(0; 1), ce que nous convient. Avec les polglsobtenues par le systeme linéaire (1.6), nous avons

donc trouvé une formule de quadrature d'ordre 6 avec seulemerg = 3 étages:
Zy P-—= p__
5 5 15 8 1 5 5+ 15
g~ " + - + g ~_——" -
0 g(t) at 18Y 10 189 2 189 10

Théoreme 3.4 Sip est I'ordre d'une formule de quadratuges étages, alors
p 2s: (3.4)

Démonstration. Supposons, par l'absurde, que l'ordre satisfgsse 2s + 1. Alors, l'intégrale
dans (3.2) est nulle pour tout polyndmé) de degré s. Ceci contredit le fait que

Zl Zl
MM (@) dt=  (t ¢)? ;0 (t c)?dt> O 0
0 0

.4 Polyndmes orthogonaux de Legendre

Pour construire une formule de quadrature d'o28@vecs = 4;5;:::, on peut en principe faire
le méme calcul que dans I'exemple 3.3. Toutefois, I'appmavec les polyndmes de Legendre
simpli e les calculs, fournit des formules simples pddi(t) et donne beaucoup de comprehension
pour les formules de quadrature d'un ordre optimal.
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Pour rendre les formules plus simples (et symétriquesis faisons le changement de variable
=2t 1quitransforme l'intervalld0; 1] pourt en l'intervalle[ 1;1]pour .

Probleme.Trouver, pour chaque entier posiif un polyndmeP,( ) de degré tel que
Z 1
P«()g()d =0 si degg k 1 (4.1)
1

On sait que les fonctionX ,, et Yy, introduites dans l'analyse par Legendre, sont d'un tres-
grand secours dans plusieurs théories importantes, gaybar dans la théorie de l'attraction
des sphéro'des et dans celle de la gure des planetes ; ...

(O. BonnetJ.d.mathwvol. 17, 1852, p. 265)

Ces polyndmes ont été introduits en 1785 par Legendrergtdune importance dépassant
largement les formules de quadrature (voir citation). Gndppellepolyndbmes orthogonaugar

HP; Pji =0 pourk & j, ou 2

1
igi= f()g()d
est un produit scalaire sur lI'espace vectoriel des polyg®e coef cients réels. Le polyndome
Ps(2t 1) jouera le role dev (t) dans les théoreme 3.1 pour les formules de quadraturem@or
p=2s.
Théoreme 4.1 (formule de Rodrigues)Le polyromesP,( ), dé ni par

1
Pc( ) = * Kl

satisfait la condition (4.1). La constante (de mormalieajiest choisie pour avoiP, (1) = 1.

dk
T (7D (42)

Démonstration. Soitg( ) un polyndme de degré k 1. Il suft de montrer que le polyndome,
dé ni par (4.2), satisfaitP,; gi = 0. Plusieurs intégrations par parties donnent

hP;gi = Cy 1F(2 )¢ g()d
dkl 1 Zl dkl

Cx

Pkl(2{7]_)k g()}ck 1dk1(2 ]_)k go()d

== (0 1DF G ll( 2 1k g®()d =0;

carg®( ) =0, ce qui demontre I'af rmation (4.1).
En considérant la série de Taylor 8¢ ) = ( 1)¥g( ) autour de = 1, on voit que
f ((1)=k! = g(1). Ceci nous permet d'évaluer la dérivée dans (4.2) autpoinl. O

Les premiers de ces polyndmes sont

3 1 5 3
Po( )=1; Pu()=; PZ()_EZ > PS()=§3 >
(4.3)
_ 3 4 30 5, 3. _63 5 70 3, 15
P4()—§ 5 Tg PS()‘@ 3 T3
lls sont dessinés dans la g. 1.8 et sont alternativemestfdactions paires et impaires :
P =P sik est pair
k()= P ) p (4.)

Pe( )= Pe( ) sik est impair.
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Pi( )

Pa() Pa( )

5( )

Pa( )

FIG. 1.8: Polyndmes de Legendre

Théoreme 4.2 Toutes les racines d& ( ) sont ieelles, simples et dans l'intervalle ouvért1; 1).

de Pc( ) qui sont réelles, dans 1;1) et ouPy( )
change de signe. Le but est de montrer k. Sup-
posons, par l'absurde, que< k . Avec le polyndme
a( ) =( 1) i ( ) de degré <k ,ona

Zl
06 . Fi?zi; d = hPy; g =0;

ne change pas
de signe suf 1;1)

d'ou la contradiction. O

Théoreme 4.3 (formule de ecurrence) Les polyidbmes de Legendre satisfont pdur 1
(K+1) Peea( ) = (2k+1) Py( ) kPea(): (4.5)

Démonstration. Si on multiplieP,( ) par , on obtient un polyndme de dedté 1 qui possede les
mémes puissances dequePy.; ( ). On peut donc soustraire, avec un factatien choisi, pour
faire dispara‘tre le terme*. Le prochain terme,X 1, est éliminé par un multiple d&, 1( ); le
terme suivant® 2 par un multiple dé?, 3( ) etc. Donc on peut écrire

Pe()=a Pea( )+ b Pea()+c Pes()+d Pes()+ 10 (4.6)

Grande surprise: tous les coef cientsd; ::: sont nuls ! Pour voir cela, multiplions I'equation
(4.6) parP¢ 3( ) etintégrons le tout de 1a 1. Par orthogonalité, tous les termes vont s'annuler,

p.ex., z, 2

PO Pes()d = Pl | Pgs()d =0
o)

R A , A -
saufle terme ' (P, 5( ))2 d > 0, etcdoit étre zéro. La méme chose s'applique & etc.
En comparant dans (4.6) le coef cient d&* avec le terme dominant de (4.2), on trouve

k+1 _ _ -k
i1 etenposant=1,ontrouve b=1 a= j-—: 5
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.5 Formules de quadrature de Gauss

Dans ce paragraphe, nous construisons des formules deatjuaciyant un ordne = 2s. Avec
M(t)= C Ps(2t 1) (5.1)

ou Ps( ) est le polyndme de Legendre de degréous avons
Ps(2t 1)g(2t 1)dt= > Ps( )g( )d =0 sidegg s L
0 1

Toutes les racines d& (2t 1) sontréelles et situées dans l'intervalle ouy@rtl) (theéoreme 4.2).
Alors, le théoreme 3.1 nous donne le résultat suivant.

Théoreme 5.1 (Gauss 1814Pour chaque entier positi, il existe une formule de quadrature
uniquea s étages d'ordregp = 2s. Elle est donge par:

C1;:::;C sontlesracines dBs(2t 1);

by;:::; b sontdon@s par (1.6). 0

Pour de petites valeurs dglesformules de Gaussont faciles a obtenir: il suf t de calculer les
racines de (4.3) et de résoudre le systeme (1.6) tout eloiexpt la symétrie de la formule. Pour
s 5, on obtient ainsi:

Zl
s=1: g(t) dt g% (formule du point milieu)
0
Z, p_ p_
1 1 3 1.1 3
= : g = " 4+ g 4+ =
s=2: . g(t) dt 59 5 5 59 5 5
21 5 1 P15 8 1 5 1. P15
=19 - g —/ +_-—_g=>= + =g+ ——=
§=3: 0 g(t) dt 18g 2 1 18g 2 18g 2 10
Zl
-1 - 1 1 0 1 0 1
= - + = + ~+ + ~+
Zl
. 1 1 9 64 1 1. 9 1
= = + = —0g = Z+ + Z+
S S
_1 15+2°30, o_1 15 2’3, _1 "3. o_1_"30.
2 35 ’ 2 35 ’ 4 727 4 2’
S S
_ 1 3+2° 70, o_1 35 2I 70 . _ 322 13pﬁ)_ 0_ 322+13p%_
2 63 ' 2 63 ' 1800 ' 1800

Expérience nunerique. Apres av{gir trouvé de formules ogtimales, nous sommesr@ssés
réfaire les calculs pour les intégra Q%cos(x) exp(sin(x)) dx et ()zcosé() dx de la gure 1.4. Les
résultats correspondants peuvent &tre admirés en Igairels montrent une claire amélioration.

Calcul des coeffcients pours grand
Sisestgrand (disons 10), le calcul exact des racines Bg( ) n'est pas toujours possible et la

résolution exacte du systeme (1.6) peut poser des pradse Décrivons alors leur calcul pratique.
Calcul de nceud<£=n utilisant la formule de récurrence (4.5), on peut facéat calculer la valeur

fait par bissection (voir exercice 12), et on obtient les dsatde la formule de Gauss a l'aide de
G =01+ i)=2
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10° 10°g
‘z
10° o 10%F
erre A -
N C
10° \ 106
109 i 109?
1012 Il I | ‘ \\\\\ Il \‘ f\e | L1111 1012 é
10 10? 10°
oo Gaussg=1,p=2) == —a Gauss¢=4,p=8)
r—x—x Gauss$=2,p=4) *—+—« Gauss$=5,p=10)
a—a 4 Gauss$=3,p=6) nw--x--x Weddle6=7,p=38)

FIG. 1.9: L'erreur en fonction du travaile pour les formules de Gauss (en traitilles sont rep@&gsdsultats
pour Weddle de la gure 1.4)

Calcul de poidsAu lieu de résoudre le systeme (1.6), on peut aussi utilsstBrmule explicite

1 1 2
5 5= 3 5 (5.2)
@ APX ) s*(Ps (1)
qui estdonnée sans démonstration (voir M. AbramowitzA& $tegun, Handbook of Mathematical
Functions, page 887). La deuxieme identité de (5.2) estaamséquence de I'exercice 11.

Formules de Lobatto

Un avantage de la formule de Simpson est le fait que 0 etcs = 1. Le nceud poucs = 1
co’ncide avec le noeud poayr = 0 du pas suivantEn mettant ces valeurs ensemble, on peut ainsi
faire une petite économie.

Probleme.Trouver des formules de quadrature d'ordre maximal a domdguec; =0 etcs = 1.
La réponse, due a R. Lobatto (1852), et redécouverte peaRau (1880), est: on pose

M(t)= P2t 1) Ps o2t 1); (5.3)

h =

polyndme de degré8 3, nous obténons une formule de quadrature d'ore 2. A cause
dePs(1) =1 etdePs( 1) =( 1)° on auratoujourt (0) = M (1) = 0. Les racines restants de
M (t) sont réelles, simples eta l'intérieur @@; 1). Pour prouver ceci, on adapte la démonstration
du théoreme 4.2. Nous avons alors:

Théoreme 5.2 Pour chaque enties 2 il existe une formule de quadratuges noeuds d'ordre
2s 2 satisfaisant; =0 etcs = 1. |

Des cas particuliers sont la formule du trapeze @) et la formule de Simpsors(E 3). Pour
s=4 ets=5, on obtient

21 1 5 1 "5 5 1.°'5 1
. g(t) dt 1_29(0)+ 595 o + 9 5+ T + 1—29(1) (ordre6)

Z, P p__
1 49 1 21 16 1 49 1 21 1
= + —g> - +=—-g +-—Qg+—"" 4+ ,
0 g(t) dt 209(0) 1809 2 14 259 2 1809 2" 12 209(1) (ordres):
Une comparaison des formules de Gauss et de Lobatto (du on@ing montre une légere supério-
rité des formules de Gauss.
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1.6 Un programme adaptatif - TEGRAL

Posons-nous le probleme d'écrire un programme
FUNCTION TEGRAL (FCN, A, B, TOL)
qui, pour une fonctiorf : [a;d ! R donnée, calcule la valeur dRé’f (x) dx a une précision
relative deTOL. Sil'on xe la formule de quadrature (par exemple la formdieGauss d'ordr80
avecs = 15), il faut trouver une division = fa = Xg < x; <::: <Xy = bgde lintervalle
(a; b an que l'approximation numériqué satisfasse
zZ, zZ,
I f(x)dx TOL jif (X)) dx: (6.1)
a a

Pour une fonctiori ne changeant pas de signe garb), la condition (6.1) signi e qud'erreur
relative est bornée parOL. On a mis la valeur absolue sous l'intégrale de droite mitefr des
ennuis dans le cas o@f (x) dx est tres petit ou nul.

Pour écrire un tel programme, on est confronté aux deuslgmees suivants:

choix de la division pour que (6.1) soit satisfait;
estimation de I'erreut DF (x) dx.

Détermination de la division
Pour un sous-intervallgxo; Xo + h) de(a; b), on sait calculer les valeurs

X3

res(Xo; Xo+ h)=h  bf (xg+ ¢h); (6.2)
i=1
resabgxo;Xo + h) = h  hjf (Xo + Gh)j: (6.3)
i=1
Supposons, pour le moment, qu'on connaisse aussi une éstirda I'erreur
z Xo+h
err(Xo:Xo + h)  res(xo;xo+ h)  f(x)dx: (6.4)

X0
L'algorithme pour trouver une division convenable est leant:
i) on calculeres(a; b, resabqa;b) eterr(a;b. Si

jerr(a;bj TOL resabqa;b);

on acceptees(a; h comme approximation dRe;bf (x) dx et on arréte le calcul; sinon

i) on subdivise(a; b en deux sous-intervallds = (a;(a+ b=2) etl, = ((a+ bh=2;b) et on
calculeres(l,), resabql), err (1) etres(l,), resabgl,), err(lI,). On poseN = 2 et on
regarde si

X
jerr(l;)j TOL resabg(l;) : (6.5)
=1 i=1
Si (6.5) est véri €, on acceptes(l ;) + res(l,) comme approximation c@f (x) dx; sinon
lii) onposeN := N +1 etonsubdivise l'intervalle a I'erreur est maximalédisonsl ) en deux

sous-intervalles équidistants qu'on denote Ipaet | v +1 . Ensuite, on calculees, resabset
err pour ces deux intervalles. Si (6.5) est véri &€, on artetealcul et on accepte

X Zy
res(l;)  f(x)dx (6.6)

j=1

comme approximation de l'intégrale; sinon on répetedatie (iii) de cet algorithme.
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Estimation de I'erreur (6.4)

Malheureusement, les formules pour I'erreur, obtenues daparagraphe 1.2, ne sont pas tres
utiles pour un programme général, car on ne conna’t ggerarement IgfMe dérivee de la
fonctionf (x) (dans notre situatiop = 30).

L'idee est d'appliquer une deuxieme formule de quadrm(fr; bi)?:l et d'utiliser la difference
de deux approximations numériques comme estimation delledu moins bon résultat. Pour que
le travail supplémentaire soit négligeable, on suppgoses et on reprend les mémes évaluations
def, c.-a-d., on suppose = ¢ pour tousi. Une telle formule de quadrature s'appditemule
embdtég si pour au moins un indiceon aB 6 Nh.

Remarque.Si (h;G);-; est une formule de quadrature d'ordoe s, l'ordre d'une formule
embotéeesp s 1. Ce résultat découle du fait que, pour une formule de quacds d'ordre
s, les poiddhy sont uniguement déterminés par ses noguds

Pour la formule de Gauss € 15; p = 30), on obtient une formule embo"té®; G);., d'ordre
14 en enlevant le point miliegs = 1=2 (voir g.1.10), c.-a-d., on posé} = 0. L'expression
calculable
xS xs
ERR1:=h hf(xe+ch) h Bf(xe+ch) Ch¥® (6.7)
i=1 i=1

est une approximation de I'erreur de la formule embo'tee,

xs z Xo+h z Xo+h xs
ERR1= h° bf (xo+ Gh) f(x)dx + fx)dx h~ Bf(xo+ Gh) :
= e O 2= }
= Ch* + O(h%) = Ch¥®+ O(h')

Pour le programm&EGRAL, on considere encore une deuxieme formule embotéeaqubur
nceudd ¢;; C4; Cs; Cio; C12; C140 €t un ordres (voir la g.1.10). On dénote les poids de cette formule

de quadrature p% et on dé nit

xS xs
ERR2:=h Rbf(xo+ gh) h Bf (Xo+ Gh) Coh': (6.8)

i=1 i=1

000 o o o o o6 o o o o 0 0d formule de Gauss, ordiz0
e e o o o e e e o o eoee formule embo’tée, ordrid

le o o I o o o formule embo’tée, ordré
0 5 1

FiG. 1.10: Formule de Gauss et ses formules embo’tées
Il'y a plusieurs possibilités pour dé nirr (Xo; Xo + h) :

err (Xo; Xo + h) := ERRZ cette estimation est trop pessimiste. En général, ladite de
Gauss donne un résultat largement meilleur que la formuleo&ée d'ordrel4.

dans le programmeEGRAL, on a choisi I'approximation
ERR1 2 h'> 2

R h31
ERR2 '’

err (Xo; Xo + h) := ERR1 ~

ce qui donne de bons résultats.
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]

FIG. |.11: Division choisie par TEGRAL pouir (x) = 2 + sin(3 cos(0:002(x  40)?)) sur(10; 110)

Exemples

1) Si l'on applique le programmeEGRAL avecTOL = 10 *°alafonctionde la g.1.1, on obtient
le résultat avec une erreur 8® 10 4. La division choisie est donnée dans la g.1.11.

2) Appliquons le méme programme a la fonction
_Ps 1
f(x)= " x logx sur (0;1); (6.9)

qui a une singularité au poirtt dans la dérivée. Les divisions successives de l'intérvaar
l'algorithme sont présentées dans la g.1.12. On voit dugervalle ou I'erreur est maximale
est toujours celui qui est tout a gauche. Les erreurs som@gs dans le tableau 1.2. La conver-
gence est tres lente et on se demande s'il n'y a pas de plitgsidaccelérer la convergence de la
suitef Sy g.

TAB. |.2: Résultat de TEGRAL pour (6.9)

R

N Sk erry = Sy o f(X)dx | erry=erry
1| 0:4446200164956040 0:176 10 % —

2| 0:4445133092592463 0:689 10 % 0:392

3 0:4444711927155809 0:267 10 % 0:388

4 0:4444547502264998 0:103 10 % 0:385

5| 0:4444483881989292 0:394 10 % 0:383

6| 0:4444459448772270 0:150 10 % 0:380
21| 0:4444444444449657 0:521 10 *? 0:366
22| 0:4444444444446350 0:191 10 *? 0:366

I 3 3 3

FIG. 1.12: Division choisie par TEGRAL pour (6.9)
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|.7 Lepsilon-algorithme

Etant donnée une suifeSy; S;; Sy; : ;g qui converge lentement vers la valesir Le but est de
trouver une autre suite avec la méme limite, mais qui c@e/ptus rapidement.
Souvent, on peut observer que la suite satisfait

She1 S (Sy S); (7.1)
ou de fagon équivalente
S S+C ™ (7.2)

Par exemple, la suit8, du tableau .2 satisfait approximativement (7.1) avec0:366 Un autre
exemple frequent est donné par la méthode des apprarimsatuccessiveS,.; = g(S,) pour
calculer un point xe deg(x), c.-a-d. unS satisfaisans = g(S). Sig est differentiable,

S S=9(S) 9S) dIS) (S 9
Ceci est (7.1) avec = g{S).

Le procéde 2 d'Aitken (1926)
L'idée estde remplacer “” par “="dans (7.2) et de calculerC etS de trois formules consécutives.
Avec la notation

Sh =S S, (difference nie); (7.3)
on obtient alors
S\=C"( 1 S =C " D) ’Sp=C (1%
ou °S,=( Si)= S Sh = Sh2 25,41 + S, estladeuxieme difference nie. On
en déduit que
Sn Sn+l )

S= Sn+1 C n+l = Sn+1 (74)

23,
Si (7.2) n'est pas satisfait exactement, la valeuSdians (7.4) va dépendre de On obtient ainsi
une autre suitéS°g dé nie par (procédé 2 d'Aitken)

Sn Sn +1 |

Sr? = Sn+1 2g
n

(7.5)

qui, en général, converge plus rapidement &gie la suite originaléS, g.

Exemple. Pour la suitd S,g du tableau 1.2, le résultat est donné dans le tableau 1.3.

TAB. 1.3: Accélération de la convergence pd@&,g du tableau 1.2

n S, S0 S0

1| 0:4446200164956040 0:4444437305042874 0:4444444444444444
2 | 0:4445133092592463 0:4444442199284397 0:4444444444444444
3| 0:4444711927155809 0:4444443729666139 0:4444444444444444
4| 0:4444547502264998 0:4444444214607878 0:4444444444444444
5 | 0:4444483881989292 0:4444444369930052 0:4444444444444444
6 | 0:4444459448772270 0:4444444420118825 0:.4444444444444444
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L'epsilon-algorithme
Pour généraliser l'idée d'Aitken, on considere unetstiS, g pour laquelle on suppose, au lieu de
(7.2),

S, S+ C; 2"‘ C, g: (76)

Cette fois, on & parametres a déterminer. Alors, on prefidormules consécutives de (7.6),
on suppose egalite, et on calc8eC;; 1;C,; ,. La valeur deS ainsi obtenue est dénotée par
S Shanks (1955) a fait ce calcul et il a trouve la formule @ajoutons une formule semblable
pourS?)

Sn Sn +1 Sn +2 '

det Sn Sn+1 det %Snﬂ Sn+2 Sn+3 X
S0 = Sn+1_ Sn+2 . 00— Sh+2 Sheza Shua
n ZSn ' n det ZSn ZSn 1
28n +1 an +2

(sans démonstration). Mais, pour un calcul numériqus,foemules ne sont pas tres pratiques.
Wynn (1956) a trouvé une formule beaucoup plus simple:

Théoreme 7.1 (-algorithme) Etant donie la suitd Sy; S;; S;; :::g. Sil'on dé nit (k”) par
" =o0; M= s,

1
=Tt s K 0N O

_ (7.7)
(n+1) (n)’
k k

alors, M =50, (M= g0 (M - gooo. .-

La demonstration d&)” = S se fait par un simple calcul d§" et de {:

M =04 1 _ 1
Sn+l Sn Sn
1 S S
(2n)=Sn+l+ 1 1 :Sn+l+sn—sn+l: Sr?:
n n+1
Sn+l Sn

Le cas général est moins évident et est donné sans diération. Tous les détails (démonstration
et autres propriétés) sont donnés dans un livre de B3kZin

ExemplePour la suite

S, = *( ]f)Hl; (7.8)

i=1 I

qui converge versog(2), les erreurs de(k”); k = 0;2;4;6;::: sont données dans la g.1.13.
L'amélioration de la convergence par-ilgorithme se voit clairement.

2C. Brezinski (1977):Accelération de la Convergence en Analyse Nuigue. Lecture Notes in Mathematics,
Nr. 584, Springer-Verlag. [MA 00.04/3 584]
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FIG. 1.13: Erreur de (k”) en fonction den pour la suite (7.8); les lignes pointillees indiquent gaieneéme
nombre des5; est utilisé.

10—15

.8 EXxercices

1. Soit(h; )=, une formule de quadrature d'ordres. Montrer que

21, s ¥(x ).
b = o i(X) dx ou i(X)—j:l W

i6i
2. Siles nceuds d'une formule de quadrature satisfontl Csi1 i (pour tous) et sila formule a un
ordrep s, alors on a nécessairemdnt= bsi1 i, c'est-a-dire la formule est symétrique.

3. Soient une parabole et une droite se coupant comme sur le
petit dessin. Utiliser la regle de Simpson pour montrer que
(Archimede, 283-212 av. J.-C.)

airg(parabolé = g airg(triangle):

4. Calculer les formules de Newton-Cotes pour
(6)=(0;1=3,2=3;1);  (c)=(0;1=4;2=4;3=4;1)
et déterminer l'ordre de ces formules de quadrature.
Indication. Les calculs se simpli ent en utilisant I'exercice 2.

5. Calculer la constante d'erreur pour la formule de Simpetate Newton. Expliquer pourquoi, malgré
le fait que la méthode de Newton possede une constanteedteplus petite, la méthode de Simpson
est meilleure si on compare l'erreur avec le trat@ivoir la g.1.4).

6. Calculer les noyaux de PeaNg( ) (k = 1;2) pour la regle du trapeze et les dessiner. Remarquer
une relation avec les polyndmes de Bernoulli et la formifigr-Maclaurin?

7. Montrer que, pour une formule de quadrature symétritpsanoyaux de Peano satisfont

Nk )=( 1FNk():

SHairer & WannerAnalysis by Its HistoryUndergraduate Texts in Mathematics, Springer, 2nd mgntio97.
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8. Calculer les noyaux de PeaNQ( ) (k = 1;2; 3;4) pour la formule de Simpson. Les dessiner. Est-ce
gueNy4( ) change de signe sur l'intervall®; 1]?

9. Soitp l'ordre d'une formule de quadrature et supposons que leundgaPean®( ) ne change pas
de signe suf0; 1]. Montrer qu'avec un 2 (Xg;Xg + h)
z Xo+h x3 hp+l 1 x3
f(x)dx h Bbf(xo+ gh)= b fP():
. T0ECh bfGoran= S ot ad 100)

10. (Formule de Radau). Détermire@r by; b, dans la formule de quadrature

z 1
. g(t)ydt bg(0) + kpg(c)

a n que son ordre soit maximal.
Résultat. c; =2=3, b, =1=4, b, =3=4 etp=3.

11. Pour lepolyrdmes de Legend@emontrer la formule
@ AP )= kPy()+kPyx 1( ): (8.1)

Indication. Ecrire le polyndme(1l 2)P,?( )+ k P ( ) sous forme d'une combinaison linéaire de
Pr+1( ); Pk 1( );::: comme dans la demonstration du theoreme 4.3.

12. Calculer les racines du polyndme de Legemif ) en utilisant laméthode de bissection

(a) Localiser les racines en calculdhts(i=n) pouri =0;1;:::;n et avec um grand,;
(b) Si[a; b est un intervalle aveB,(a) Pn(b) < Oalors

10 CENTR=(A+B)/2.D0
PC=P(N,CENTR)
IF (CENTR.EQ.A.OR.CENTR.EQ.B) GOTO 40
IF (PA »PC.LT.0.D0) THEN
B=CENTR
PB=PC
ELSE
A=CENTR
PA=PC
END IF
GOTO 10
40 CONTINUE
Pour écrire I&FUNCTION P(N,X) qui calcule la valeur de la fonctioBy( ), utiliser la for-
mule de récurrence (4.5)Bp( )=1,P1( )=

13. Calculer la constante d'erre@xg pour la formule de Gauss avemoeuds d'ordres.
Indication. Cq est I'erreur de la formule quand elle est appliquée a ulypinrine de degr@s de la
formet?s=(2g)!+ ::: . EssayeK (Ps(2t 1))?, et utiliser la formule de récurrence de l'exercice 11
pour evaluer 11 Ps( )?d . Le résultat est

G
Cs= Gs+ 2

14. Montrer que pour les formules de quadrature de Gausee(prd 2s) le noyau de Peand,s( ) ne
change pas de signe.
Indication. Faire une démonstration par I'absurde et utiliser le @@ de Rolle.
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15. Soient!”; d¥;:::; ¢ les nceuds de la formule de quadrature de Gauss d'@soeec®™ ; &+ |
e chll) ceux de la formule d'ordr@s + 2. Montrer qu'on a alors

0<cP™ <cl®<ch™ <P <iiicc® <P <1

Indication. Procéder par récurrence en utilisant le fait quBsti ) = 0, alorsPs 1( ) etPs+1( )
sont de signe opposé (voir formule (4.6)).

16. (Formules de Radau). Montrer qu'il existe une uniquenide de quadrature d'ordizs 1 qui
satisfaitcs = 1.
Indication. Utiliser M (t) = Const (Ps(x) Ps 1(x)).

17. Considérons une formule de quadrature d'omlre 1 satisfaisan ¢ 1. Montrer que, pour
toute fonctionf : [a;b! R intégrable au sens de Riemann, on a

Zy

X x
f (x) dx h; bf(x;+chj) ! O
a j=0 =1

lorsqueh = max; h; tend vers zéro.
Indication. Pour uni x&, I'expression J-NZO h; f (x; + ¢hj) est une somme de Riemann.

18. Soitf : R ! R, donne par

f(X)=ap+ X (ak coskx) + by sin(kx)); ag; b 2 R:
k=1
R
(a) Quelle est la valeur exacte f(x)dx ?
(b) Appliquer la regle du trapezeab2 f (x) dx avech =2 =N . A partir de quelle valeur do , le
résultat est exacte?
(c) Appliguer une formule de quadrature d'ordre plus élgvar exemple celle de Gauss d'ordre 6,
voir exemple 3.3) et répondez a la méme question que $Mus (
(d) Quelle formule de quadrature proposez-vous poureration numérique d'une fonction pér-
iodique?

19. Considérons la suifex,g donnée pakn,+1 = Xn +1  x2=2; Xxo =0.

(@) Quelle est sa limite?
(b) Appliquer l'algorithme 2 d'Aitken pour accélerer la convergence.

20. Considérons une suit&, g qui satisfait

a) Montrer que la suitéS0g, donnée par le procédé? d'Aitken converge plus vite verS que la
suite originale, c.-a-d.,

s s

5, S! 0 pour ntl

b) Donner une suite divergent&, g pour laquelle la suité S2g converge.
Indication. Nous savons que S, = ( n  1)(Sn  S), trouver une formule similaire pour?S,.



Chapitre |l

Interpolation et Approximation

Le probleme de interpolation consiste a chercher des fonctions “simples” (polyndnpesy-
ndémes par morceaux, polyndmes trigonométriques) papgsa des points donnés

(X0; ¥0); (X13Y1); 2255 (Xn; Yn); (0.1)

c.-a-d., on cherchg@(x) avecp(xj) = y; pouri = 0;1;:::;n. Si les valeurs dg; satisfont
yi = f(X;) ouf (x) estune fonction donnée, il est intéressant d'étuderréur de lapproximation
f(x) p(x)=2 (0.2)

Bibliographie sur ce chapitre

J.H. Ahlberg, E.N. Nilson & J.L. Walsh (1967T:he Theory of Splines and Their Applications
Academic Press, New York. [MA 65/4]

C. de Boor (1978)A Practical Guide to SplinesSpringer-Verlag. [MA 65/141]

G.D. Knott (2000)interpolating Cubic SplineBirkhauser. [MA 65/431]

H.J. Nussbaumer (1981Fast Fourier Transform and Convolution Algorithn®&pringer-Verlag.
H. Spath (1995)One Dimensional Spline InterpolatioAK Peters. [MA 65/362]

1.1 Diff erences diviges et formule de Newton

Etant donnés les + 1 points (0.1) ou lex; sont distincts mais pas nécessairement ordonnés, on
cherche un polyndmg(x) de degrén qui satisfasse

p(xi) = i pour i=0;1:::;n: (1.1)
Casn =1. Le polyndme de degrk (une droite) qui passe péXo; Yo), (X1; Y1) est donné par

PX) = yo+(x xo) 210 (1.2)
X1 Xp

Cas n = 2. Pour obtenir un polyndbme de deg@gune
parabole) qui passe par les trois poif%s;Yo), (X1;VY1),
(X2;¥2), on ajoute un terme de correction (de degy@a
la formule (1.2). Comme ce terme doit étre z&ro aux points
Xo etXq, on a nécessairement 0%

1 yO+a(x Xo)(X  Xy): (1.3)
X1  Xp

P(X) = Yo+ (X Xo)
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10

FIG. 11.1: Polyndme d'interpolation de degke

Le coef cient a est déterminé pap(xz) = Yy.. Un calcul simple (soustrairg(x;) de p(x;) et
diviser par(Xo  Xg)(X2 X1)) nous donne

1 Y2 Y1 Y1 Yo . (1.4)
X2 Xg X2 X1 X1 Xo . .

a=

Un exemple pour le cas = 5 avec dex; non équidistants est donné dans la g.Il.1. Pour les
casn > 2les formules deviennent plus complexes et il est recommadhdtroduire une notation
convenable pour simpli er les expressions comme dans.(1.4)

Dé nition 1.1 (diff érences diviges) Pour(X;;y;) donnésx; distincts) on dé nit

yIxi] :=yi
1= Y] YIXi]
y[xi; ] = >J<,- X
2y[xi; i 5 xi] 1= y[xj;X;k] X%[Xi;xi]
ik ] im Y] YD X ],

P(X) = Y[Xo] + (X Xo) Y [XoiXa]+ (X Xo)(X X1) 2Y[Xo;X1;X2]

(1.5)
(X Xo) (X X1) i (X Xn 1) "Y[XoiXariiinXal:

Démonstration. Pourn = 1 etn = 2 la formule (1.5) est équivalentea (1.2) eta (1.3)—(1P9ur
démontrer le cas général, nous procédons par re@gar&upposons que
P(X) = Y[Xo] + (X Xo) Y[Xo;Xa]+ 1ii+ (X Xo) i (X Xn 2) " Y[XorXiiiiiiXe 1]

soit le polyndme unique de degre 1 qui passe patx;;y;) pouri = 0;1;:::;n 1. Alors,
comme dans (1.3), le polyndnpéx) est nécessairement de la forme

p(x) = pu(X)+ a (X Xo)(X X1) i (X Xn 1); (1.6)

ou a est déterminé pai(X,) = Y,. Il en résulte l'unicité du polyndme d'interpolation.
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Pour montrer qua = "y[Xo; X1;:::;Xn], Ce qui acheve la démonstration, nous considérons
également le polyndme de degré 1

P2(X) = Y[X1]+ (X X1) Y[XiXo]+ tii+ (X X1) i (X X 1) " OYy[XaXoriiiiXa]

Q00 3= 5 (i P00+ (X Xo)Pa(x) (1.7)

Il s'agit d'un polyndme de degré qui satisfait la condition (1.1) pour le poirg (ici, le facteur
(X Xp) est nul), pour le poink, (ici, le facteur(x, x) est nul), et pour les points, i =
1,:::;n  1(ici, les deux polyndmep,(X) etp,(x) sont égaux g;). Par l'unicité du polyndme
d'interpolation on a alorg(x) = p(x). En comparant le coef cient de" dans (1.7) avec celui de
(1.6), nous obtenons

1 n 1
Xn XO
ce qui démontre la formule (1.5). |

a=

TAB. II.1: Differences divisées pour les données de la g. 1.1

Xi | Vi y 2y 3y y %y
ol 1
1
21 1 38
5= 77=120
4| 6 17=6 1672960
6 34 287-9600
5| 0 5=3 1=8
2=3 1=4
8l 2 1=6
10| 5

Exemple 1.3 Pour les données de la g.ll.1, les differences diviséeat présentées dans le
tableau Il.1. Le polyndme d'interpolation est alors denpar

_ 3 77 167
p(x)= 1+ x+ x(X 2)§ X(x  2)(x 4)H)+ X(x  2)(x 4)(x 5)%
287
X(x  2)(x 4)(x 5)(x 8)W00:
ou mieux encore pour la programmation (ou le calcul a la fnain
_ 3 77 167 287
pxX)= 1+x 1+(x 2) §+(X 4) 1—20+(x 5) 960 (x 8)@)

Remarque.L'ordre desf x;g n'a aucune importance pour la formule de Newton (1.5). Sil'o
permute les donné€s;;y;), on obtient évidemment le méme polyndme. Pour I'exeropbiessus
et pour led x;g choisis dans l'ordré 4; 5; 2; 8; 0; 10g, on obtient ainsi

17 8) 167, 287

px)=6+(x 4) 6+(x 5) F+(X 2)§1+(X 960 9600

2y[x2; X3;X1] = 2y[X1; X2; X3], voir I'exercice 2), on peut utiliser les valeurs calcidétans le
tableau II.1.
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Pour diminuer I'in uence des erreurs d'arrondi, il est resmandé d'ordonner lebx;g de
maniere a ce que les valeurs situées au milieu soienepds&abord et les valeurs aux extrémités a
la n. Pour ce choix, les expressiofis Xg), (X Xgo)(X Xi1),(X Xo)(X X)(X X»),etc., sont
en général plus petites que pour un autre choix et I'anepliion des erreurs dans les difféerences
divisées est moins importante.

1I.2 Erreur de l'interpolation
Supposons que les poir(ts;; y;) soient sur le graphe d'une fonctién: [a;9! R, c.-a-d.,
yi = f(X); 1=0;1;:::;n; (2.1)

etudions alors l'erreuir (x)  p(x) du polyndme d'interpolatiop(x). Deux exemples sont donnés
dansla g.11.2. A gauche, on voit un polyndme d'interpatat pour la fonctiorf (x) = sin x, eta
droite pour la fonctiorl=(1 + x?). Pour mieux voir l'erreur, on a dessiné la fonctiofx) en une
courbe pointillee.

FIG. 11.2: Polyndme d'interpolation powsinx (gauche) et pout=(1 + x2) (droite)

Les résultats suivants sont dusa Cauchy (1840 les fonctions interpolaire€.R. XI, p. 775-789,
Oeuvresser. 1, vol. V, p. 409-424). Commencgons par une relati@gr@ssante entre les differences
divisées pour (2.1) et les dérivées de la foncfigr).

Lemme 2.1 Soitf (x) n-fois differentiable ety; = f (x;) pouri = 0;1;:::;n (x; distincts). Alors,
il existe un 2 (min x;; maxx;) tel que

"Y[X0; X1; 111 Xn] = ; (2.2)

Démonstration. Soit p(x) le polyndme d'interpolation de degrépassant pagx;;y;) et notons
d(x) = f(x) p(x). Par dé nition dep(x), la differenced(x) s'annule em + 1 points distincts:

d(xj)=0 pour i=0;1::;n:

Commed(x) est differentiable, on peut appliquer fois le théoreme de Rolle (voir le cours
d'Analyse I) et on en déduit que

dqx) a n zeéros distincts dangmin x;; maxx;):
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Le méme argument appliqué&i(x) donne
d{x) an 1 zéros distincts dangmin x;; maxx;);

et nalement encore
d™(x) a1 zérodans(min x;; maxx;):

Notons ce zéro dd™(x) par . Alors, on a

FMC)=pM()=n! "yXo; X111 Xnl: (2.3)
La deuxieme identité dans (2.3) résulte du fait qlg[Xo; X1; : : :; Xn] est le coef cient dex" dans
P(X). 0O

Théoreme 2.2Soitf : [a;d! R (n+ 1)-fois differentiable et soip(x) le polyrome d'interpo-
lation de degé n qui passe patx;;f (x;)) pouri =0;1;:::;n. Alors, pourx 2 [a;H, il existe un
2 (min(x;; x); max(x;; X)) tel que

f (n+1) ( )
f(xX) p(xX)=(xX Xgo) ::: (X Xp) W (2.4)
Démonstration. Six = Xx; pour un indicei 2 f0;1;:::;ng, la formule (2.4) est véri ée car

p(x;) = f (x;). Fixons alors urx dans[a; i qui soit different dex; et montrons la formule (2.4)
pourx = X.

L'idée est de considérer le polyndonpéx) de degrén + 1 qui passe pafx;;f (x;)) pouri =
0;1;:::;netpar(x;f (x)). Laformule de Newton donne

P(X) = p(X)+ (X Xo) ::: (X Xn) "ryxer:iiiXn:X]: (2.5)

Si I'on remplace la difference divisée dans (2.5) p&r? ( )=(n + 1)! (voir le lemme précédent)
et si I'on posex = X, on obtient le résultat (2.4) pour = x carp(x) = f(x). Commex est
arbitraire, la formule (2.4) est véri e pour toxit O

Exemple 2.3 Dans la situation de la g.1.2, on @ + 1 = 7. Comme la7®M€dérivée desinx
est majorée pat, on a que

jip(x) sinxj j x(x L5 3)(x 45X 6)(X 7H)(x 9) %

par exemple
jip(4) sin4  0:035 ou jp(1) sinl 0:18%
Pour le deuxieme exemplé(x) = 1=(1 + x?), la 7®M€dérivée est donnée par

al (x+1)(x 1x(x2 2x 1)(x2+2x 1)

fO(x) = TEEOL ,

qui est maximale poux 0:176326980n obtient ainsi

j (x* 2025)(x* 9)(x* 2:25)] %?21

p(x)

1+ x2

Alors, I'erreur peut étré392fois plus grande que pour l'interpolation denx.
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1.3 Polynomes de Chebyshev

La formule (2.4) montre que l'erreur de l'interpolation est produit de lgn + 1) M€ dérivée de
f (x), évaluée a un point inconnu, avec I'expressfgn Xp) ::: (X Xp) quine dépend que de

Probleme interessante :chercher, pour un donnég, la division déa; i pour laquelle

L=max j(x Xo) ::: (X Xp)j est minimal. (3.1)
x2 [a;b]
Exemple 3.1 Considérons l'intervallg 1;1], le casn = 2, et une distribution symétrique des
Xi. On cherche alorp(x) = (x + )x(x ) = x® ax satisfaisant (3.1). Nous voyons en
gure 1.3 que, poura = 0, nous avond. = 1; puis cette valeur diminue quamdcrot, jusqu'au
moment ou la courbe touche les borrels et L a l'intérieur de[ 1;1] (poura = 3=4); apres,L
recommence de grandir. La solution optimale est du®¢ = x> 3x=4.

' = ' 1- 1 1
a=0 |_=1/ a=06 L=04 a=075'L=025 a=09 'L 03
: | :

: 7 : :
-1/0/1 -?@t@é -?@iwél -1/0/1
1

1 1 1

FIG. I.3: Valeurs maximales de(x) = x3  ax

Pourn arbitraire, la réeponse au probleme posé se trouve dartsamail de P.L. Chebyshev
(transcription francaise : “Tchebychef”, 1853&uvresl, p. 109). Elle peut &tre donnée a l'aide de
polyndmes de Chebyshev; voir la gure 11'4.

Dé nition 3.2 (Polyndmes de Chebyshev) T
Pourn=0;1;2;::: etpourx 2 [ 1;1], on ck nit

T, (X) = cos(n arccosx) (3.2)
(projection du cosinus sur un tambour).

Propri étés des poly@mes de Chebyshev.
a) Les fonctiong,,(x) satisfont la Ecurrence

To(X) =1; T1(X) = x; Thet (X) =2XTo(X)  Th 12(X): (3.3)

Par congquenceT, (x) est un polydme de ded¥n dont le coef cient dex" est2" 1,
c-a-d., T,(x)=2" X"+ :::.
b) jT.(X)j] 1 pourx2][ 1;1].

c) T COSk? =( 1 pourk=0;1;:::;n.
d) T, COS% =0 pourk=0;1;:::;n 1,

Pour une étude des “courbes blanches” dans la g. I1.4 ¢ty voir la page 209 du livre: Th.J. RivliGhebyshev
Polynomials 2nd ed., John Wiley & Sons, 1990 [MA 41/36]
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FIG. 11.4: Les premiers 4 (a gauche) respetivement 30 (a droitqa e Chebyshe

e) Les polydmesT,(x) sont orthogonaux par rappoa la fonction de poidS?L:p 1 x?
zZ, z sin=m=0
piT(x)T (x)dx=_ =2 sin=m60
-0 sin 6 m.
Démonstration. La formule (3.3) est une conséquence de

cos(h+1)' )+cos((n 1) )=2cos" cosf')

sil'on posecos = x et' = arccosx. La méme transformation donne
zZ, z
piT (X)Tm(x)dx = cosf' )cos(n' )d'
0

et la propriété (e) résulte de l'orthogonaliteatesh' ). |

Revenons maintenant a la question de trouver une divisibsfaisanta (3.1).

Lemme 3.3 Soitg(x) un polyrome de deg¥n dont le coef cient dex" est2" ! (comme pour le
polyndme de Chebyshev) et sqfk) 6 T,(x). Alors,

Jnax, ja(x)i > Jnax, JTa(X)j = 1: (3.4)
Démonstration. Supposons, par I'absurde, que %) T (X
Jnax ja() - max jTn(x)] /
(voir la gure pourn = 5) et considérons la difference i
d(x) = g(x) Tn(x). Cette fonction s'annule au moins —
une fois dans chacun des intervalles fermés
|
cos(k+n1) ;cos'% ; k=0;1:::;n 1 (3.5)

Alors, d(x) posseden zéros dang 1;1](siuneracine 2 ( 1;1)estal'extrémité de l'intervalle
(3.5), elle doit &tre comptée deux fois car a un tel pdifit ) = 0 etg{ ) = 0). Commed(x)
est un polyndme de degreé 1 (le coef cient dex" est le méme pougy(x) etT,(x)), ceci est une
contradiction ad(x) 6 O. O



30 Interpolation et Approximation

Le lemme précédent montre que

Xgr[laf;(llj(x Xo) it (X Xp)j est minimal
sietseulementgx Xp) ::: (X Xp)=2 "Th(X),c.-a-d., si
- (2k+1) -

(points de Chebyshev). Pour répondre a la question (3.1aut encore utiliser la translation
x 7! 222+ 22y quienvoie l'intervalld 1;1]sur[a; . On obtient alors

seulement si

Xk =

atb b a (2k+1) e :
> + > cos T k=0;1;:::;n: (3.7)

Exemple 3.5 Considérons la fonctioh(x) = 1 =(1 + 25x?) sur l'intervalle[ 1;1](cf. la g.11.2).
Dans la g.11.5, on compare le polyndme d'interpolations@asur des points équidistants¥ 8)
avec celui basé sur les points de Chebyshev (auss8). On observe une nette amélioration.

FIG. 1.5 Interpolation avec des points équidistants (a gauchisgtoints de Chebyshev (a droite)

1.4 Convergence de l'interpolation

La précision du polyndme d'interpolation ( gure 1.5 aagche) est certainement insuf sante,
guandx se rapproche des bords. On pourrait na’'vement croire qdedeen n'est pas encore
assez élevé. Mais le contraire se produit: quand on augmela catastrophe s'intensi e davan-
tage C'est lephenoneme de Runggvoir le dessin de la gure 11.6).

Le phénomene de Runge (1901).Nous considérons des fonctions rationnelles (ou mérphes)
f (x), dé nies sur l'intervalle] 1; 1], et la suite des divisiorsquidistantes

x" = 1+2n_k; k=0;1:::;n: (4.1)

2Carl David Tolmé Runge (1856-1927) est le pere des mattigmes appliquées en Allemagne. L'article sur ce
phénomene a été publié en 1901 dans le joudgtschr. Math. u. Physikol. 46.
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n=14

0 J-Lu c; \JJ
n=18 n=20

FIG. 11.6: Le phénomene de Runge pour la fonctiofx) = 1 =(1 + 25x?)

Nous notons pap,(x) le polyndme d'interpolation de degré satisfaisant ap(x(k”)) = f (x(k”))
pourk = 0;1;:::;n. Le but est d'étudier la convergence pgx) versf (x). On peut observer
dans la g.l1l.6 que, dans un certain intervalle autour deijme, p,(x) converge vers (x), mais
au bord de l'intervalld 1;1], on a divergence.

Excursion en analyse complexelLe meilleur moyen de comprendre ce phénomene est la famul
de Cauchy (1831), voir le cours “Analyse 11",
z= (1)

Z | . | |
f(x):% Zf(zz(dz: 1 X 1 4.2)

Dans cette formule, est une courbe fermée autour xletelle quef (z) n'a pas de singularité
a l'intérieur de la courbe. Si la courbe est donnée pardeamétrisation : [a; ! C avec
(a) = (b), lI'intégrale dans (4.2) est dé nie par

Zo£( (1)
a (t)

17 1@
21 zZ X

1
dz = > qt) dt:

Une formule pour le polyndme d'interpolation. En utilisant la notation
W)= (x x) (x o x{V) no(x x() (4.3)
pour la division équidistante (4.1), nous obtenons popolgndme d'interpolation

RAC G NCI I

= e (4.4)

P = 5o

Ici, estune courbe fermée autour du segniieit 1]telle quef (z) n'ait pas de singularité (pole)
a l'intérieur de la courbe (voir la petite gure dans (4)2)

En effet, la partie droite de (4.4) est un polyndme de degggx car( n(z) n(X))=(z X)
M) AAririink 2f0 -+ - -

en estun. En posart= x,’ pourunk 2 f0;:::;ng, on a
Z (n) Z
1 f(2) n(2) n(Xk ) 1 f(2) (n)
— dz= — —=dz="f ;
2i 7z x\V n(2) T x{" 2= T
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ce qui montre la formule (4.4). La difference de (4.4) et4i2) nous donne la formule suivante
pour I'erreur de l'interpolation :

y4
(00 p0= 5 0 o)

2 x () dz: (4.5)

Il est important de se rappeler queest une courbe fermée autour du segnjerit 1] telle que
f (z) n'ait pas de singularité a l'intérieur de.

Etude de la convergence. La formule (4.5) nous permet de procéder de la maniereastiv: si,
pour unx 2 [ 1; 1], on peut choisir la courbetelle que

i n(X)j "I n(2)] pourtout z2 (4.6)
avec un < 1, alors, | | 7 @
1) ) o= ﬂldzj (4.7)
et on a convergence poar! 1 . Il faut alors étudier Iafonctior(i11 jnﬂ pourn!1

Lemme 4.1 Pour la divisionéquidistante (4.1) et pour le polgme ,(z) de (4.3)on a

iim Vi .@i= 6
ou

G(z) = exp %<((z+1) log(z+1) (z 1)logz 1)) 1: (4.8)
Démonstration. En prenant le logarithme d%j n(2)j, on obtient
09" | 2@ = logj @)= L logiz xj+ ii+logiz X ;

ce qui représente une somme de Riemann pour la fontt‘f(bn% logjz tj, xf(”ﬁl xf(”) =2=n.
On obtient ainsi (observer quegw = log jwj + i argw)

g —— 1%1 1 41
Iimlog | n(2)]= 2 logjz tjdt= =< log(z t)dt:
nii 2 2 1

En considérant comme parametre, une primitive de la fonctig(t) = log(z t) est donnée par
(z t) (z t)log(z t).Ceciimplique

1im Iogﬂj n(z)j:%< (z+1)log(z+1) (z 1logz 1) (z+1)+(z 1);

et demontre la formule du lemme. O

‘MWW%:;

gy LT,
By B

@5@%

FIG. Il.7: Lignes de niveau pour les fonction%j 10(X)j et G(z); division équidistante.
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Pour unx réel et compris dans 1;1),ona

G(X)= e 3 1+ X)L X)X

en particulierG(0) = 1=¢ G( 1) = 2=e Les lignes
de niveaufzjG(z) = Consty sont dessinées dansla 1 o 1
g.11.7 (dessin a droite).

Théoreme 4.2 (Runge 19018if (z) n'a pas de singularié danszjG(z) G( )g, alors
nI'ilm pn(x) = f(x) pour x2( ; )

Démonstration. Nous considérons une courbeelle que l'intervallg 1; 1] ainsi que I'ensemble
fzjG(z) G( )gsontalintérieur, mais tous les poles fi€z) a I'exterieur. Pourux 2 ( ; )
Xé, ceci entra’ne que

G(x)<G() rznzin G(2):

Commeﬂj n(X)] ! G(x) et min,, ﬂj n(2)] ' min,, G(z) (convergence uniforme sur,
pour le voir il faut élaborer la démonstration du lemme) 4ah peut trouver un (0< < 1) tel
gue, poum suf samment grand, on a

b

. : f- .

J n(X)] J n(2)] pour  z2 :

Cecivérie (4.6) pourx 2 ( ; ) etlaconvergence est une conséquence de (4.7). m|
ExempleLa fonctionf (x) = 1 =(1+25x2) possede une singularité eri=5. La ligne de niveau de

G(z) qui passe par i=5 coupe l'axe réel au point  0:726 Alors, la convergence du polyndome
d'interpolation (avec des points équidistants) estlaaiourjxj < 0:726(voir g.1l1.6).

Convergence en utilisant des points de Chebyshevraisons la méme étude en remplacant la
division équidistante (4.1) par les points de Chebyshev

2k +1)
2n+2

x\" = cos ; k=0;1;:::;n: (4.9)
L'expérience de la g.11.6 avec la fonctioh(x) = 1=(1 + 25x?) est répétée dans la g.11.8. On
observe une convergence uniforme sur toute l'interall& 1].

Pour comprendre I'absence d'un “phénomene de Runge”sidénons le polyndme,(x) de
(4.3) mais pour la division (4.9). Dans ce cas (voir (3.2)36))

un+l +Uu (n+1)

n(2)=2 "Th+1(2)=2 "cos(h+1)' )= (4.10)

2n +1

foN
hoo\
\
-, NS 4 \
| | |

R

n=10 n=14 n=18

ou' =arccosz etu= € .

FiG. I1.8: Interpolation de la fonctiof (x) = 1 =(1 + 25x2) en utilisant des points de Chebyshev.
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pouru, dont les solutionssont= z+ 22 1,u =z zZ 1. Eleveesalgn +1)-eme
puissance, la plus grande de ces grandeurs va nir par dorfaidre. Ainsi,

G(z) = !]i!rln ﬂj n(2)j = %maxfj zZ+ P z2 1j;jz P z2  1jg: (4.11)

Larelationz = cos' = (¢ +e! )= f(u+u?) d8nne I'equatioru> 2uz+1=0

Les lignes de niveau de la fonction limite deviennent peledla 'intervalle[ 1; 1] (voir g.11.9).
Ainsi, un p0le se trouvant en dehors de l'intervdllel; 1] ne peut empécher le polyndmg(x) de
converger sur tout l'intervalle (voir g.11.8).

FIG. 11.9: Lignes de niveau pour les fonction%j 10(X)] et G(z); points de Chebyshev.

Remarque. La convergence (uniforme) de la suite de polyndmes d'ptkation avec les points
de Chebyshev peut étre démontré pour toute fondt{on) qui est continiment difféerentiable sur
[ 1;1]. Ladémonstratiorutilise le théoreme de Stone-Weierstrafl3 (voir par exengthapitre Il
du livre de Werner & Schabagkour plus de details).

II.5 In uence des erreurs d'arrondi sur l'interpolation

Représentation en virgule ottante. Chaque nombre ré&l6 0 peut s'écrire sous la forme
x= a 10 (5.1)

ou a, la mantissesatisfaitd:1 a < 1 et I'exposanbest un nombre entier. Cette représentation
dex est unique. Supposons maintenant qu'on ait seulement ubnmeomi de chiffres (disons)
a disposition pour la mantisse, et pas de restriction pexpbsant. Sa dénote I'arrondi de, on
va calculer en fait avec le nombre
arr(x)= a 10

au lieu dex. Par exemple, le nombre= 3:141592653: : est représenté par

arr( ) = 0:31415927 10 (5.2)

siI'on calcule avec = 8 chiffres en basé&0.
Précision de l'ordinateur. On dénote paepsle plus petit nombre positif tel que

arr(1+ ep9 > 1L
Pour un calcul en bas avec™ chiffres dans la mantisse on a

arr(0: 105, :049: :: 10 =1

arr(0: L0 :950: :: 10Y =0: 10;,:1 10 > 1:

3H. Werner & R. Schaback (1979Praktische Mathematik ISpringer-Verlag, 2. Au age. [MA 65/23]
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Dans cette situation, on a alors ‘
eps=5 10 : (5.3)

Si I'on fait le méme calcul en base(comme tous les ordinateurs le font) on obtient
eps=2 : (5.4)
Par exemple, sur ur@JUN workstation on a

REAL 4 eps=2 ** 596 108
REAL 8; eps=2 > 1:11 10 1°
REAL 16 eps=2 3 963 10 *:

Théoreme 5.1 Pour unx 6 0 on a
jarr(x)  Xj
JX]

c.-a-d., I'erreur relative duea I'arrondissement est bogée pareps

eps; (5.5)

Démonstration. Soitx = a 1P etarr(x) = a 10°. Sil'on arrondita’ chiffres signi catifs, on a
ja a 5 10 I llenrésulte

jarr(x) xj _ja a 10 510 !

iXj jaj 10 E 5 10 =eps
carjagg 1=10. 0
L'estimation (5.5) peut aussi étre écrite sous la forme
arr(x) = x(1+ ) ou j] eps: (5.6)

Cette formule est la base pour toute étude d'erreurs didiro

In uence des erreurs dansy; sur le polyndme d'interpolation. Supposons que les donnggs
soient erronées et qu'on calcule en fait avec

v=yi@+ i) ou jil  eps: (5.7)

Pour étudier la difference entre le polyndme qui passéxpay;) et celui qui passe p&Kk;; ¥ ), on
utilise la formule du lemme suivant.

Lemme 5.2 (formule de Lagrange)Le polyrome d'interpolatiorp(x) qui passe patx;;y;) pour
i =0;1;:::;nestdon@é par

X0 e
p(x) = Yyii(x) ou i(x) = (5.8)
Y

Xj Xj .

Démonstration. Le polyndme’;(x) satisfait’j(x;) = 1 et 'j(xx) = 0 sik 6 i. Ainsi, les deux
cotés de la formule (5.8) valegt pourx = xi (k = 0;1;:::;n). Commep(x) et L, Vi i(x)
sont des polyndmes de degné cette formule est une conséquence de l'unicité du potym”
d'interpolation (voir le theoreme 1.2). O
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FIG. 11.10: Polyndmes de Lagrange a points équidistants poarl0

FIG. 1l.11: Polyndmes de Lagrange a points de Chebyshev poud0

Les polyndmes passant pai; ;i) et(X;; ¥) sont respectivement

X X
p(x) = Vii(x) et p(x) = B i(X):
i=0 i=0
Siy estdonné par (5.7), la difference satisfpik) p(x) = P Lo iVi i(X) eton obtient
jp(x)  pO)i eps max jyj - ji(X)i: (5.9)
i=0

P N N , :
La fonction [, j i(x)j décrit I'ampli cation de I'erreur dans les données. Sdeva maximale

X0
= max i (X)] 5.10
n xﬂwwiwj'()J (5.10)
s'appelle laconstante de Lebesgassociée aux pointg; X1;:::; X, eta l'intervalle[a; . Cette

constante peut &tre calculée numériqguement (voir lescees 9 and 10).

Points équidistants. Pour la divisionx, = a+ %(b a) de l'intervalle[a; 4, on a

2n+1
20 3 104 0 109 s
e n logn
Points de Chebyshev. Si I'on choisitxx = 252+ 2.2 cos(3*U-), ona
n 3 pourn 20
n 4 pourn 100

n 2 logn sin est grand.
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n =230 n =40 n =50

FIG. 11.12: In uence des erreurs dans lgssur l'interpolation

Expérience nurérique. Considérons la fonctiofi(x) = sin x sur l'intervalle[0; 5]. Pourn 25,
l'erreur de l'interpolation est bornée p&f°=26! 3:69 10 ° quelle que soit la division choisie
(voir le théoreme 2.2). Prenons lgs= sin x; en simple précision (erreur relativeeps 5:96

10 8) et faisons le calcul dp(x) en double précision. Dans la g.11.12 nous voyons le pagre
d'interpolation obtenu de cette maniere (avec des padausidistants). Son erreur devient bien
visible a partir den = 32, la valeur oueps | dépassd. Evidemment, l'interpolation avec les
points de Chebyshev ne montrera pas ce phénomene.

1.6 Transform ée de Fourier discete (DFT)

Dans le traitement de signaux, ou on est confronté a umaanse quantité (plusieurs milliers ou
millions) de valeurs numériques, la transformée de owst un outil inévitable. De plus, les
données ont souvent une certaine périodicité ce quiletrdnsformée plus ef cace. Elle est, par
exemple, tres utilisee dans le traitement des sons (aog.lll.13) ainsi que pour la compression
d'images (voir le paragraphe I1.7).

Transformée de Fourier (continue)ou série de Fourier. Une série trigopnométrique (ou série de
Fourier) est une série de la forme

*
%,

JOER-

a, coskx + h sinkx : (6.1)
k=1
En cas de convergence, elle représente une fon2tiguéeriodique, c.-a-df (x +2 ) = f (x) pour
toutx 2 R. Les formules deviennent plus simples en passant aux caggl&race aux identités
€X = cosx+isinx, cosx = (€ +e X)=2 etsinx = (€% e X)=2i, la série précédente devient
simplement
* .
f(x) = G e (6.2)
k=1
La clé fondamentale permettant le calcul des sériesriagetriques a été découverte par Euler
(1777,0peravol 16, Pars |, p. 333) et réside dangdéation d'orthogonalie
z, z, , .
e g gx= gk max= O SI KB

0 0 2 si k=". (6.3)

Cette propriété nous permet de calculer les coef cieptdl suf t de multiplier (6.2) pare ™ et
intégrer terme par teri@le0a 2 . Tous les termes, sauf un, disparaissent et on obtient
Z
1 2

&= 5 f(x)e * dx: (6.4)

4Pour une justi cation voir les cour&nalyse Ilou Mathematiques pour Informaticiens
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Pour marquer la dépendancefdg), nous écrivons souveff(k) := ¢, pour les coef cients de
Fourier. Rappelons que les coef cierfk) convergent vers zéro polr! 1, et on af(k) =
O(jkj P) sile prolongemen? -périodique dé (x) estp-fois continment differentiable.

Transformée de Fourier discete (DFT). Supposons 4 V7
maintenant que la fonctidh -périodique (x) soit seule-
ment connue pour lesde la division équidistante

_ 2.

X; N j=0;1;::;N 1

et posong; = f(x;). Si nécessaire, on peut prolondgyga une suiteN -périodique en posant
Yj+n = Y; pourtoutentiej (N =8 dans la petite gure).
Par analogie avec (6.2) on cherche a exprimer cette suite pa

X1 oo X1

z M avec | =™ (6.5)

k=0 k=0

Cette fois, larelation d'orthogonalie discete(observer qué N = 1)

8
Pk IN . N
Xy w2 X e S e =0 si k8 (modN) 6.6
=0 =0 : N si k=" (modN)

nous aide a trouver lex a partir de (6.5). Par parfaite analogie avec la preuveessds pour (6.4),
on multiplie I'equation (6.5) par ’ eton additionnedg=0aj = N 1. Tous les termes, sauf
un, disparaissent et on obtientittansformee de Fourier diseete(DFT)

= M 7
Zy Nj:oyj (6.7)

Siy; = f(xj), nous écrivons aust), (k) := z pour les coef cients de la transformée de Fourier
discrete. Commey = Yo, la valeurz, de (6.7) peut &tre interprétée comme le résultat dedéer

du trapeze appliquée a l'intégrale dans (6.4). Toutefn, = f (k) n'est pas une approximation
dec, = (k) pour toutk, carf z,g est une suit&l -périodique (ceci est une conséquence immédiate
de! N = 1) alors que(k) converge vers zéro &i! 1  (voir le paragraphe 11.9 pour une étude
détaillee de l'erreufd(k)  f (k)).

Compression des donges. Etant donnée une suife -périodiquef y; g et sa transformée de
Fourier discretd z,9. L'idée est de supprimer dans la représentation (6.5) gotous les termes
dont la valeur absolue dg est en-dessous d'un certain seuil (par exemp®,du coef cient
maximal).

ExempleLe premier dessin de la g.11.13 montre la digitalisatiomud'son. On a enregist&2000
impulsions par seconde, doh®24sont dessinées (ceci correspontili®4-22  46:5 millisecon-
des). On observe bien une certaine périodicité des dmnné

Pour lesN = 1024 nombresfy;g on a calculé la transformée de Fourier discietgg. La
suite de leurs valeurs absolugg,jg est dessinée dans la deuxieme image de la g.11.13 pour

dessiner les valeurs polar N=2; pour170< k < N= 2lesjzj sont inferieurs @:072).
La théorie de ce paragraphe est basée sur le fait (x)eest une fonction périodique. Cepen-
dant, la période du signal n'est visiblement pas égadie a 1024, mais elle est plutdt proche de
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FIG. 11.13: Spectrogramme, compression et décodage du son “a” préergardviartin

N = 997. Sil'on calculel024valeurs dd (x) sur une période exacte (par interpolation linéaire)
ainsi que leur transformée de Fourier discrete, on obtatroisieme image de la g.11.13. Cette
fois, on peut beaucoup mieux observer la frequence pahe 22006997 110HZz) ainsi que
les harmoniques (multiples de la fréquence principale).

Maintenant nous supprimons tous les coef ciemtsdont la valeur absolue est inférieure a
10% de la valeur maximale. Lek6 coef cients restant sont dessinés dans le quatriemeimdless
la g.11.13. Pour un seuil d&% ils resteraientt6 coef cients, et pour un seuil d& pas plus de
87. Ainsi, la vraie information contenue dans le signal ne mmtquel6 (respectivemem6 ou
87) nombres complexes au lieu d@37valeurs réelley; .

Pour décoder le signal, nous utilisons la formule (6.5cdgsz, restant apres la compression.
Le résultat (décodage) est déssiné en bas de la g..IIQ1B peut constater que le signal original
est tres bien réproduit.

La conclusion de cette expérience est la suivante : au kestatker le®97valeurs du signal
original, il suf t de stocker quelques coef cients de lamisformée de Fourier discrete sans perdre
de l'information visible.
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II.7 Transform ée cosinus disoete (DCT) et JPEG

L'algorithme du paragraphe précédent marche tres hikrsslonnées ont une certaine périodicité.
Si elles ne sont pas périodiques (par exemple pour la casipred'images), on utilise souvent
une variante de la transformée de Fourier discrete. Gati@ante a en plus I'avantage d'éviter le
calcul avec des nombres complexes.

Transformée de Fourier en cosinus. Soitf (x) une fonction continue, dé nie sur l'intervalle
[0; ]. On la prolonge en une fonction paire gdr x) = f (x) et en une fonctior?2 -périodique
parf (x +2 )= f(x). La série de Fourier (6.1) d'une telle fonction contientlsenent les termes
en cosinus et s'écrit

a, X
f(x) = —+ ax Coskx: (7.1)
2 k=1
Sur l'intervalle[0; ], les fonctionsoskx (pourk  0) véri ent la relation d'orthogonalié
z 1Z E 0O si k6"
cos'x coskxdx = > cos( + K)x+cos(C K)x dx=_, =2 si k=60 (7.2
0 0 . . ~
si k="=0.

La démarche habituelle (multiplier (7.1) paos x et intégrer terme par terme dea ) nous
donne 7

a = 2 f (x) coskx dx: (7.3)
0

Transformée cosinus disaete (DCT). Commef (0) 6
f ( ) engénéral, nous considéronsikepoints au milieu
des sous-intervalles, c.-a-d. les points
- @ +1)
XIT TN
et nous posong = f (x;) (N =4 dans la petite gure). Par analogie avec (7.1), nous expmsno
cette suite par (voir la g.11.14 pour les fonctions de bas®sk; )

j=0;L::;N 1

Zy K1
yj = =+ Zi COSKX; : (7.4)
2 k=1
Avec larelation d'orthogonalie discete(pour0  k;- N 1)
g 1 1% 1 g 0O si ké"
COS'Xj COSkXj = > cos( + K)x; +cos(C  Kk)x; =. N=2 si k=60 (7.5
i=0 j=0 N si k="=0.

nous trouvons (multiplier I'equation (7.4) paos x; et additionnerdg = 0aj = N 1)la
transfornmee cosinus disete(DCT)

Zx = — Yj COSKX;: (7.6)

00000000 Q—
%% S I R S = R Nd
o S S N S - X B L T S JRNARS
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FIG. 11.14: Fonctions de base pour la transformée cosinus disdwete 8)
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FiG. I1.15: Fonctions de base pour la transformée cosinus discrefadenensions§ 8 pixels)

Transformée cosinus discete en dimension 2. Une image digitale est donnée par un tableau
fYi; g, oui parcourt les pixels verticalementjehorizontalement. La valeur dg; représente le
niveau de gris (ou la couleur) du pix@lj ). Motivé par Il'algorithme précédent, nous essayons
d'exprimer ces données par
K 1K 1
Yij = 2, coskx; COSX; (7.7)
k=0 =0
ouXx;j =(2j+1) =2N comme pour la transformée cosinus discrete. Pour congpémfacteutl=2
dans (7.4), nous utilisons la notati®y.c = Zo.0=4, Zx.0 = Zk.0=2, Bo» = Zo-=2 et By = Zy-.
La relation d'orthogonalité (7.5) nous permet de calcldsiZ,.- par la formule
4 X 1x 1 .
Zy- = Yij COSKX; COS X;: (7.8)

- 2
N i=0 =0

Les fonctions de baseoskx; cos'x; (k;” =0;:::;N 1) sontillustrées dans la g.11.15.
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FIG. 11.16: Une image toujours mieux reconstituée en zig-zag par JPEG

JPEG. Lutilisation de cette base dans la compression d'imagésiee a Ahmed, Natarajan
et Rao (IEEE 1974}. On décompose l'image entiere en blocs 8le 8 pixels et on calcule
pour chaque bloc la transformée cosinus discrete (7.8% doef cientsZy.- sont alors quanti és

et ceux qui sont en-dessous d'un seuil sont remplacésquar Pour des images contenant des
parties uniformes (par exemple : ciel bleu), seulement aeuixois coef cients vont rester ce qui
donne un important facteur de compression.

La reconstruction de l'image a droite (un conglomératewmtstérix, Mickey
Mouse et Donald Duck, dessiné par Gerhard) est illustegs da g.11.16. Le
premier dessin (en haut a gauche) correspond au premieetde la somme
(7.7). En rajoutant un terme apres l'autre, et en suivanthagmin astucieux en
zig-zag, lareconstruction est démontrée.

SPour des explications plus détaillées et réferencesREG still image data compression standaat W. B. Pen-
nebaker et J. L. Mitchell, Van Nostrand Reinhold, New Yor892.
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1.8 Transform ée de Fourier rapide (FFT)

Pourfy; g',* donnés, un calcul direct de la transformée de Fourieretistz gi_," (voir (6.7))
nécessite N ?2 multiplications et additions. Dans ce paragraphe, noasgnfons un algorithme
(un des “Top 10 Algorithms” du 20eme siecle) qui fait le mé travail enN log, N opérations.
Cet algorithme est dil a Cooley & Tukey (1965); il est basédes idées de Runge (1925).

Nous supprimons le facted=N dans (6.7) et nous utilisons la notation

1

FNYy=2z ou  z= vl 1y = @™ (8.1)
j=0
Lemme 8.1 Soientu = (Ug; Ug;:::;Un 1),V =(Vo;Va;:::;Vn 1) et &g nissons
Y = (Uo;Vo; Uz;Va; il UN 13 VN 1): (8.2)

Alors,pourk =0;1;:::;N  Lona(y = €N =e™)

(Fon YDk = (Fn Wi+ ! o8 (P V)

) (8.3)
(Fan Y)ken = (Fn Uk ! oy (Fn VK
Démonstration. En utilisant! 3, = ! y, une séparation des indices paires et impaires nous donne
pour unk arbitraire
X% 1 : K 1 K 1 .
F = ' jk: 1 2‘k+ . | (2+l)k: F u +| kF V)i:
(Fan Yk o Yi' o - R’g} ER - P’_2{2+_1} (2N (Fn Uk on (Fn V)
T 'k V- I k | 'k
* N 2N * N
La deuxieme formule de (8.3) résulte di¢] =1 etde! ), = 1. m

La formule (8.3) nous permet de calculer (aleanultiplications et2N additions) le vecteur
Fon Yy a partir deFy u etFy v. La méme procédure peut étre appliquée récursivemensuites
etv si elles ont une longueur paire. Si l'on suppose jue 2™, on obtient l'algorithme présenté
dans le schéma suivant (pdir= 8 = 2 3)

vo ! Fn=s8Yo = Yo

0o 1 0,1 =i
Yo zo ’ N=4 Y4 n FN=3 Ya = Ya
=N % 2% /

51 ' N=2 @y, Y2 | Fn=sY2= Yo

i y N N Freyes

F Y3 & ; 61 6 N=8 Y6 = Y6 (8.4)

54 yi . Fs Yi | Fn=sY1=Y1

5 = _

Ve Fn=2 %ﬁ% / Ys N Fnogys = ¥s

y7 V7 Frs Y3 | Fn=sY3=VY3

Y7 n Fuesyr=yr

La programmation de cet algorithme se fait de droit a gau€habord, on met ley; g dans
I'ordre exigé par l'algorithme (8.4). Apres, on effectles opérations de (8.3) comme indiqué
dans le schéma (8.4). Pour une explication détaille@ gedgrammation voir le livre “Numerical
Recipies™

6W.H. Press, B.R. Flannery, S.A. Teukolsky & W.T. Vetterli@i®89): Numerical Recipies. The Art of Scienti ¢
ComputingFORTRAN Version). Cambridge University Press.
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TAB. I1.2: Comparaison de nombres d'opérations

N N2 | Nlog,N | quotient
2>=32 10° 160 6:4
210 108 10° 10 100
220 10P 1042 2 10 5 10

Pour passer d'une colonne a une autre (dans le schema 4 besoin d&N=2 multipli-
cations complexes et dd additions (ou soustractions). Comme = log, N passages sont
nécessaires, on a le résultat suivant.

Théoreme 8.2PourN = 2™, |e calcul deFy y peutétre effecté en Nilog2 N multiplications
complexes el log, N additions complexes.

Pour mieux illustrer I'importance de cet algorithme, noasnparons dans le tableau 11.2 le
nombre d'opérations nécessaires pour le calcuFgey — avec ou sans FFT.

Linverse de la transformée de Fourier discete. Pour le decodage il faut calculer igsa partir
desz, a l'aide de la formule (6.5). Pour en obtenir un algorithrapide, il suf t de remplacet ,\\
dans (8.3) par & .

Larelationz, = %! 2h|l<=2(F2N ¥)« pour la transformée cosinus discrete (7.6) nous permebdeer
un algorithme rapide (méme deux fois plus rapide que la FFT)

Transformée cosinus rapide en dimension 2. Pour le calcul de (7.8) il faut évaluer la somme
surj pourchaque 2f0;1;:::;N 1g, etensuite encore la somme su€eci correspondl +1
transformées cosinus discretes. Le travail est alorpgntmnnela(N + 1) N log, N a la place de
N4 pour un calcul direct. En plus, |é¢ premieres DCT peuvent &tre calculées en parallele.

11.9 Interpolation trigonom eétrique

Pour la division équidistante

ijﬂ; j =0;%:::;N
de l'intervalle[0; 2 ] et pouryo;y1;:::;yn 1 donnés, on cherche un polyndme trigonométrique
(une combinaison linéaire nie de fonctioe¥* ) passant pafx;;y;) pourj =0;L;:::;;N 1
Théoreme 9.1 (polydme d'interpolation trigonom étrique) Pouryp;ys;:::;yn 1 donrés, soit

f z,g sa transfornee de Fourier disaete (6.7). SN est pair, le polydme trigonoratrique

=2
. 1 o o X .
Pn (X) = 0 zke'kx = é Z N=2© INX=2 4 ZszeINX_ 2 + zke'kx (91)
k= N=2 jkj<N= 2

satisfaitpy (xj) = y; pourj =0;1;:::;N L

, . . ey L o P N= e
Démonstration. La suitez,€**i estN -périodique erk. Ainsi, py (Xj) = 'Q'ZZNfzzke"‘XJ =

P . o i :
N tz.@i. Commedi = I ¥ une comparaison avec (6.5) montre guéx;) = ;. O

’Van Loan,Computational Frameworks for the Fast Fourier Transfoi®AM, Philadelphia, 1992. [MA 65/326]
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Remarque Si lesyy sont réels, leéz,g satisfontaz = z, et le polyndmey (X) est une fonction
réelle, c.-a-d. une combinaison réellesiekx et coskx.

Erreur de l'interpolation trigonom étrique. Supposons maintenant que= f (X;) ou
* .
f(x)= a€*; o = (k) (9.2)
k=1

est une série de Fourier qui converge absolument pouxtdedur étudier I'erreurf (X)  pn (X),
ou py (X) est le polyndme d'interpolation trigonométrique dudh@me 9.1, il faut savoir comment
lesz, = f (k) de la transformée de Fourier discrete approximent leg cieats de Fourier

o = (k).
Lemme 9.2 Si la €rie (9.2) est absolument convergente, alors

(k) k) = X ok + 'N): (9.3)

60

Démonstration. La transformée de Fourier discrete aygec f (x;) de (9.2) est donnée par

1™1 X _ . »® 1% 1 . ®
(k) = N nye™i 1, M = (n) N P ko Pk + "N):
j=0 n=1 n=1 j=0 =1
La derniere égalité est une conséquence de la relatosthdgonalité (6.6). O

On sait que, si la fonctioh (x) est globalement lisse, les coef cients de Fourier convarge
rapidement vers zéro. Pour une telle fonctifa(k) est une bonne approximation k) pour
jkj  N=2, mais elle est mauvaise polgj > N=2.

Théoreme 9.3Soit f (x) donrée par (9.2) avec uneése absolument convergente. Alors, le
polyrome trigonoratrique (9.1) pousy; = f (x;) satisfait pour touk 2 R

X
i) i 2 k) (9.4)

ikj N=2

Démonstration. On soustrait (9.1) de (9.2) :

2
F) mO)= oy Buke o pge:

k= N=2 jkj N=2
L'assertion est donc une conséquence de (9.3) et de 8iitégle triangle. O

Ce théoreme permet une interprétation intéressant@sidérons une fonctiod -périodique
de frequence maximaM (c.-a-d.,fo(k) = 0 pourjkj > M ). Alors, le polyndme trigonométrique
pn (X) donne le résultat exagh( (x) = f (x) pour toutx) si

N > 2M: (9.5)

Ce résultat — I¢héoreme déchantillonnage- nous donne une formule pour le nombre d'échantillons
nécessaires pour une représentation exacte d'une eeldidn.
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N =256
......... P N H Y R
10 20 30 40
N =128
......... P P E Y R
10 20 30 40
N =64
......... P S E N R
10 20 30 40

FIG. 11.17: Interpolation trigopnométrique

Reprenons I'exemple de la g.11.13. Dans le deuxieme dest cette gure on voit que les
frequences dominantes du son sont situées dans l'itkefka  60. Comme la longueur de
l'intervalle dans la g.11.13 est dd.024-22000secondes, la valeur maximaié = 60 correspond
a 60 220061024 1390Hz. Alors, N = 128 échantillons sont suf sants pour représenter
correctement le signal. Dans la g.11.17 sont dessinéspelyndmes trigonométriqugs (x)
(pourN =64, 128et 256) passant par

Yi pour j =0(mod1024N)

ouy; sontles données de la g.11.13. On voit que la représémtatst bonne a partir dd = 128.
Il suf t alors d'utiliser chaqueB®M€échantillon (une autre possibilité de compression desédes).

11.10 Interpolation par fonctions spline

Le mot “spline” (anglais) signi e “languette élastique’On s'intéresse a la courbe décrite par
une languette forcée de passer par un nombre ni de poima&®o(disons pax;;y;) pouri =

10r
i 5(x)
1 /./.
I | . | . |
0: B- 8 10
5L

FIG. 11.18: Spline cubique (a comparer avec g.11.1)
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FIG. 11.19: Un dessin en zig-zag (a gauche) et en splines (a droite)

0;1;:::;n). La g.11.18 montre le spline passant par les mémes desrgue pour la g.11.1 (pour
pouvoir le comparer avec le polyndme d'interpolation).

La théorie des splines a été développée dans les sri®&® par 1.J. Schoenberg pour servir
au calcul scienti que (approximations;:) ; de nos jours elle est constamment appliquée pour la
représentantion de courbes et surfaces en Computer Gsgpbir la g. 11.19).

Formulation mathématique du probleme: pour des pointgx;;y;) avec des; ordonnés, on
cherche une fonctios : [a;! R (oua= X, b= X,) satisfaisanta

(S1) s(xi)=vy; pouri =0;1;:::;n;
(S2) E(X) est2 fois continlment differentiable (c.-a-d. de clas®g ;

b
(S3) (s%¢x))?dx ! min.

Lintégrale dans (S3) représente I'énergie de la latigugeformée qui, par le principe de Mauper-
tius, est supposée minimale.

Théoreme 10.1Soita= Xg<X1<:::<X , = bunedivisiondonee etsoits: [a;! R une
fonction \eri ant (S1), (S2) et qui est un polpme de ded¥3 sur chaque sous-intervallg; 1;X;].
Pour toute fonctiorf :[a;d! R veériant (S1), (S2) et

s fYp sYb =s%a) fqa) s%a) (10.1)
on a alors que z, z,
(s°¢x))? dx (f %)) % dx: (10.2)

Démonstration. Chaque fonction véri ant (S1) et (S2) peut étre écriteisda formef (x) =
s(x)+ h(x)ou 2 R eth(x) est de class€? satisfaisanta

h(x;) =0 pour i=0;1:::;n: (10.3)

La condition (10.2) devient alors
Zy Zy
(s°%x))* dx (s%) + h%x))*dx
: z Zy Zy
= () dx+2  S%x)hx)dx+ 2 (h%x))%dx:
a a a
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Sil'on xe h(x), cette condition est satisfaite pour toypositive et négative) si et seulement si
z

b
sfx)h%x) dx =0 (10.4)
a
ce qui est équivalenta (apres une intégration par esyti
Zyp
Sohtx) © SBOhYx) dx =0 (10.5)
a

L'hypothese (10.1) implique que la premiere expressien(#0.5) est nulle. Comme&®®¥) est

constant sufx; 1;X;), disons égala ;, la deuxieme expression de (10.5) devient
z zZ,

b X Xi xXo
s"B)h(x) dx = i hqx) dx = i(h(xi) h(xi 1))=0
a i=1 Xi 1 i=0
par (10.3). Ainsi, (10.4) et par conséquent (10.2) ausdi géri és. O

Le théoreme précédent montre que les candidats a tdgisolde (S1)-(S3) sont des fonctions
de classe& qui sont des polyndmes de de@par morceaux.

Dé nition 10.2 (spline cubique) Soita = Xo < X3 <::: <X, = b une division dda; . Une
fonctions : [a;d ! R s'appelle spline (cubique) si elle e&tfois contiriment diférentiable et
si, sur chaque intervallf; 1;X;], elle est un polydme de degs 3.

Pour satisfaire la condition (10.1), on a plusieurs pobtabi
spline naturel:on suppose que

sa) =0 et s =0: (10.6)
spline scek: on suppose données les pentes aux extrémités
sYa) = po et sAb) = pn: (10.7)
spline geriodigue:on suppose que
sYa) = s{b) et s{a) = s°{b): (10.8)

Evidemment, pour le spline scellg, la condition (10.1)sestlement satisfaite si la fonctidrix)
véri e aussi la condition (10.7). Alors(x) minimise l'intégrale de (S3) seulement dans la classe
de fonctions dont les pentes sont xées aux extrémit@sir R spline périodique, la situation est
analogue.

Le but suivant est de dériver une construction du splimearé s(x;) = y; pouri =0;1;:::;n
et une des conditions (10.6)-(10.8).
Interpolation d'Hermite. Considérons un seul sous-

intervalle[x; 1;X;] et cherchons un polyndonmg(x)
de degré véri ant

si(Xi 1) = Vi 1 si(Xi) = Vi;
sXi 1)= P 1 sAxi) = pi:
La solution peut étre obtenue par la formule de Newton eipltagant les deux dernieres conditions
de (10.9) pasi(Xi 1+ )=V 1+ pi 1etsi(X; )=V, pi, etenconsidérantlalimite! O.
Les differences divisées correspondantes aux dond@e8) (sont présentées dans le tableau 11.3
(hy 1:= X X; 1). En utilisant les valeurs encadrées pour la formule dethiewon obtient

Si(X)= Vi 1+ (X Xi 1) Y[Xi;xi 4] (10.10)
(x_ xi 9)(x X
T,

(10.9)

Xi 1 Xj

(B yXixi DX X )+(p1 yXsx d)(x x)
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TAB. |I.3: Differences divisées pour l'interpolation d'Hermite

Xi1] Vi
Pi1
Xi1|[¥i1 hi 4(y X% 1 pioa)
y[Xi;Xi 1] haE+p 1 2y[XiX )
Xi |V hi a(p yIxiixi 1))
Pi
X Yi
Construction du spline interpolant. Pour chaque choix de pentgg, p;;:::;pn, la fonction

s:[a;d! R, déniepars(x)= si(x) pourx 2 [X; 1;X], satisfaita
a) s(xj)=vy; pouri=0;1;:::;n;
b) s(x) estde class€! et s{x;) = pi pouri =0;1;:::;n;
c) sur chaque intervall; 1;x;], s(x) est un polyndme de degg&

Pour construire le spline interpolant, il reste a déterniles pentepo; p1;:::; pn de maniere a ce
ques®®x) soit continue, c.-a-d.,
i) = 8% (xi); i=1;::;n 1 (10.11)

et qu'une des conditions (10.6)-(10.8) soit satisfaite dénivant (10.10) deux fois, on obtient

Siogxi) = %(Zpi +p 1 3Yy[XiiX 1))

2
s{xi 1) = h_—(pi+2|0i 1 3YyXiX a):
i1
La condition (10.11) devient alors (pour 1;:::;n 1)
Pi 1 1 1  p«a yXisXi 1] Y [Xier; Xi]
+n 2 - 4+ — + =3 + . 10.12
e P2 TR T 1 h (10.12)
Cecidonnen 1 équations linéaires pour les+ 1 inconnuegy; p1;:::; pn. Les deux dernieres

conditions sont données par le type du spline. Par exempple,lespline scek, les valeurs deg
etp, sont explicitement données et le systeme linéaire ab#nu s'écrit matriciellement

Oy 1,1 1 1
ho = h1 hy 0 1 0 1
1 2 14 1 1 P1 C1
hi h1 ha h2 P2 C
% 2 % + % Pz &= C.3 (10.13)
- 1 : :
hn 2 Cn
i L, i 1, i 1 Pn 1 1
I {7 n 2 n 2 n 1 }
A
avec dea; donnés par (10.12). La matrigeest symétrique et tridiagonale.
Théoreme 10.3Soit Ap = ¢ avec deg; satisfaisanfcj pour touti. Alors,
ipij g ou = _max h (10.14)
i=0;:;

En particulier,A est inversible (poser = 0).
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Démonstration. Soit p une solution deAp = c¢ et choisissons l'indice de maniere a ce que
jpj ] pj pourtout. Laligne™ du systemeAp = ¢ donne

P2y s e

et, en prenantsa valeur absoljej 2 -+ jpj po+ g + ,onendéduit
. h- h 4 max(h-; h- ;) h
Pl R h, 2 2

carh-+h ;2 min(h;h ;). O

Conclusion.Le spline scellé&xistetoujours et il esunique La méme démonstration s'applique
aussi au spline naturel et au spline périodique.

La résolution du systeme linéaire (10.13) se fait pan&lation. On élimine la variablp, dans
la ligne 2 a I'aide de la lignel, puis la variabley, dans la ligne3 a l'aide de la ligne2, etc. On
obtient alors un systeme bidiagonal qui est facile a vese.

[I.L11 L'erreur du spline

Soient une fonction differentiable : [a; ! R et une divisiora = Xo <Xx;<:::<X,=h
Considérons le spling(x) satisfaisant (spline scellé)
s(xi) = T (xp); i =0;1::5;n (8.1a)
sYxo) = f Axo); sUxn) = fqxXy): (8.1b)
Ce spline est donné par (10.10) ou les coef cigptsatisfont (10.12)pg = f AXo) etp, = f {x,).
Le but est d'étudier I'erreuf (x)  s(x) pourx 2 [a; 4.

Lidée importante est de considérer (9t 1;X;]) €galement le polyndme d'interpolation
d'Hermite g (x), dé ni par

g )=f(xi 1), gx)=fx): i )=F%% 1); )= FAx): (11.2)

Il est aussi donné par (10.10) si I'on remplageparf {x;). On va estimer séparément les deux
termes dans la formule

fFO) six)=(f(x) a(x)+(a(x) six)): (11.2)

Théoreme 11.1Soitf (x) de classeC* et g (x) le polyrdbme de degr 3 satisfaisant (11.1) (inter-
polation d'Hermite). Alors, pouk 2 [X; 1;Xi], ona
4

T a0t 5g, ,max JEEON: (11.3)

Démonstration. Si I'on calcule le polyndme d'interpolation de de@®assant par
(Xi 1 f (i 1)); Xi 2+ 5 F (G 1+ ), xi P ) (xi; f(xi))

avec la formule de Newton, on obtient pout 0 exactement le polynomg(x) (voir le tab-
leau 11.3 des differences divisées). L'erreur de ce poiye peut étre majorée par (voir le para-
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graphe 11.2)
. RO
J X )(x X )X X+ )X Xi)] TR
Donc, pour ! 0,
PO a0 O xi )7 xi)™ 25 max JEE ()
Comme la fonctiorfx  X; 1)?(x x;)? possede son maximum au milieu de l'intervalte 1; Xi],
on obtient I'estimation (11.3). O

Pour estimer la deuxieme expression de (11.2), nous sywasts la formule (10.10) powy(x)
de la formule analogue pogr(x) et nous obtenons

(X X )X x)
h?

Il nous faut encore une estimationt®x;) p;.

g(x) si(x)= FUx) p)x xi D+(FAx 1) B DX x) @ (11.4)

Lemme 11.2 Soitf (x) de classeC! sur[a; d et notonsh = max; h; ouh; = Xj+1  X;. Silesp;
satisfont (10.12)py = f {Xo) etp, = f {x,),

3

h
i . i £ (4) i
F) P 4 sz[%]lf (X (11.5)

Si la division esequidistante et §i 2 C%[a; l, alors

h4
if Uy TR £ (5) (y\i-
it Pl g maxif® ) (11.6)
Démonstration. Voici les idées pour lecas équidistant. gsont dé nis par (voir (10.12))
1 3
h pi 1+4p + P e f(Xi+1) f(Xi 1) =0: (11.7)

Pour estimer la differendeqx;) pi, nous calculons le défaut qu'on obtient en remplagapiar
f Ax;) dans (11.7):

1 3
n FAi 1) +4F ) + F A1) 2 f(Xi+r) f(xi 1) =0 di (11.8)
En utilisant la formule de Taylor (voir le cours d'Analyseppurf (x; h) etf {x; h), on obtient
S v @y
o 3 T4l

Comme la fonctio{1 t)3=3! 3(1 t)*=4!ne change pas de signe $0r1], ceci nous donne
I'estimation

g =h fO(x +th)+ fO(x th) dt

S vt o

jdj h dt 2 max jf(5)(x)j:
10 3!

{z 4! } X2[Xi 1;Xi+1]
=1=30

Notonsd = (dy;:::;d, 1)" ete=(e;:::;e, )T oug = fYX;) pi. En prenant la difference
entre (11.8) et (11.7), on obtieAt = d ou A est la matrice de (10.13). Le théoreme 10.3 implique
iaj max;jdi j h* max jf © (x)j;
1el 2 1G] 60 x2[a;b]J I

ce qu'il fallait demontrer. |
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Théoreme 11.3 (erreur du spline scedl) Soitf : [a;lj! R declasse&C!, a= xg<x;<:::<
X, = bune division arbitraire es(x) le spline qui passe pak;;f (xj)) pouri = 0;1;:::;n et
qui satisfaitsq{xq) = f {xo) etsAx,) = f {x,). Alors, avedy; = x;»1  X; eth =max; h; ona

- 5 e maxit @)
1) s(x)i g5 h @[%Jf () (11.9)

Si de plus la division estquidistante et §i 2 C°[a; 4,

4

h hs
- - . (4) - +
P st zgz maxit =i+ 574

. (5) .,
rzn[%jf ()j: (11.10)
Démonstration. Considérons de nouveau le cas équidistant. RoRir[x; 1;X;], nous estimons
séparément les deux termes dans (11.2). L'estimatiorrelmigr terme résulte de (11.3). Pour le
deuxieme terme, nous utilisons (11.4) et (11.6). Ceci @onn

. ! . (X Xi 1)(Xi X) ) h4 . (5) . h5 . (5) ..
ja(x)  si(x)] e i1 gg Maxif™=() 5750 Maxif™ ()i i
Exemple. Considérons encore une fois (voir les g.11.5 et 11.6) lanfdion
f(x)= _ sur [ 1;1] (11.11)
~ 1+25x2 ’ '
et calculons le spline interpolant (scelle) pour la desiéquidistantes; = 1 + 2i=n, i =

0;1;:::;n. Dans la g.11.20, les4 dessins du haut montrent le splisg) pourn = 3,n = 9,

n = 27 etn = 81. La fonctionf (x) est dessinée en pointilles. Ldglessins du bas montrent
les erreurs. Cette fois, la fonctidrt f ¥ (x)=384(h = 2=n) est inclue en pointilles (on a choisi
I'echelle sur I'axey de maniere a ce quie* f ) (0)=384soit toujours au méme endroit). Pour des
petitsh, quand le deuxieme terme de (11.10) est négligeable, ontges bien observer la validité
de l'estimation (11.10).

-5 5
n=3 1 n=9 n=27 n=81
i i 00
5k it .0000
Bt .0ff
:"; erreur ."E erreur il erreur & erreur
! ! 0
L_.XJ{\/-_J l\ lll ‘. /A L l:' '\I pol L 1
-5 AL 5 *5 \/ \/ 5 -5 \a N 5 -5 5
1 | ! 1
\\J' ‘\/I ‘/’ ‘\I H

FIG. 11.20: Spline interpolant (scellé) pour la fonction (11.11)



Interpolation et Approximation 53

11.12 EXxercices

1. Calculer le polyndme d'interpolation passant par leistso
0;0); (L;3); (31); (52; (82);

en utilisant la formule de Newton.

2. Démontrer que la difference divis€®y[xo; X1;:::;Xn] est une fonction symétrique; c.-a-d.
"YIX )X @);iinix ml = MyIXorXaiii Xl
pour toute permutation def0;1;:::;ng.

3. Nous savons que l'erreur pour l'interpolation linéadlesf aux pointsxg, X3 est

)fo? (x)).
5

f(x) p(x)=(x Xxo)(x X1 Xo <X<X 1;

sif 2 C?[xq:x1]. Déterminer la fonction (x) explicitement dans le cas du(x) = % Xo =1,
X1 =2, ettrouvemax; x » (x) etming x 2 (X).

4. On veut tabuler la fonctiop = sin x aux points équidistants; = jh; j 0.

(a) Majorer l'erreur d'interpolation dans l'intervallg;; Xj+1 ] lorsqu'on fait passer un polynéme
de degré 3 paxi 1;Xi;Xj+1;Xj+2.
(b) Quelh peut-on prendre pour que cette erreur soitO & pour touti > 0?

5. (a) Montrer que la formule de quadrature

Z1 @2k 1)

f (x)
dx >

— — 12.1
11 x? S ( )

f (), Ck = COS
k=1

est exacte pour tout polyndnfi€x) de degré 2s 1.

(b) Effectuez le changement de variables cos(t) dans (12.1), a quelle formule de quadrature
se ramene t'on ?

6. Considérer la fonctioh(x) = x3 sur l'intervalle[ 1;1].

(a) Déterminep tel que la droited(x) = px satisfait

. . .
X2n[1al>;<1]1f(x) d(x)j! min:

(b) Pour quels, la droite trouvée peut étre interprétée comme un oty d'interpolation pour
f(x)?
(c) Y-a-t'il une relation avec les points de Chebyshev? S$iexpliquer laquelle.
7. Pour un polyndme(x) = ag + a;x + ::: + a,x", l'algorithme de Horner permet de calculer
bo = p(xo) par:
b, = ap
b= a + Xob+1; i=n 1::::L0:
Notonsq(x) = by + bpx + :::+ byx" L.

a) Montrer quep(x) = by + (X x0)q(x) et quepYxo) = q(Xo)-
b) Généraliser l'algorithme de Horner pour calcuybéxo) et pYxo) en méme temps.
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8. Sur lintervalle[ 1;1], on considere la fonction

3 4 _
(x2 9)(5x2 8x+4)’

f(x) =

Faire une représentation graphiqud @e) et calculer ses poles. Utiliser la gure I1.7 pour détenei
approximativement l'intervalle maximél, ] [ 1;1]ou la suite des polyndmes d'interpolations
(pour les divisions équidistantes = 1+ 2i=n) converge (quand ! 1 ).

9. Pour une divisionxg <x1 <:::<X ,(n 2), étudier la fonction

A . Y (x X))

(x)= i) ; i(X) = ﬁ : (12.2)
i=0 jgi \ J

a) Dessiner( x) pourn = 2 en considérant la divisioh 1;0;1g.

b) Montrer que, sur l'intervallgx; 1;X;], on a l'identité

() * osii o1

(O s . (12.3)

| oo
I 1 1(X) = (X)) ; avec =
i=0

c¢) Montrer que la fonction( x) de (12.2) ne possede qu'un seul maximum local sur chageevaite
X %]
Indication Etudier les extréma du polyndme (12.3).

10. Calculer les constantes de Lebesgue

X
n:szn[a>1<;l]i=OJi(x)J, n=1;2,3;:::
a) pour la division équidistante, = 1 + 2k=n,
b) pour les points de Chebyshey = cos((X +1) =(2n +2)).
Pour calculer le maximum de la fonctiérix) = = {Ly j"i(X)j sur[x; 1;x;] utiliser la recherche de

Fibonacci.
11. Calculer a la main la transformée de Fourier disctetda suitef 0; 1;2; 3;0; 3; 2; 1g.

12. Pour une fonction continué : [a;b ! R et une formule de quadratu(®;c)i-; a poidsh
positifs, estimer la difference
I b

oul estle résultat pour la division= fa= Xg<X; < < Xp = bg (sans tenir compte des
erreurs d'arrondi), P est le résultat obtenu en tenant compte des erreurs diimlans I'évaluation
def (x), c.-a-d. en remplagarit(x; + cih;) par

B = f0qg+ah)@+ ") Yl "
Justi er la condition (6.1) du paragraphe I.6.

13. (@) Calculer les coef cientB(k) de la série de Fourier pour la foncti@n-périodique

(

(%) = 4x= pourjxj < ;
0 pourx =

avecf , la fonction de l'exercice précédent.
(c) Veérier le résultat obtenu dans I'exercice 11 pdur= 8.
(d) Estimer la differencgzc  f'n (K)j.
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14. Pour deux suitel -périodiquesy etz, on dé nit la convolutiony z par

N 1
(y 2= Yk jZ:
j=0
Montrer quey z est égalemenritl -périodique et que
FN(y 2= Fyy Fnz (12.4)

ou la multiplication dans (12.4) est effectuée élémeant élement.
15. Démontrer I'egalité de Parseval (1806) pour la tfamsée de Fourier discrete.
K 1 K 1
N jzd®= jwd®
k=0 k=0

16. SoitN un nombre pair epy (X) le polyndme trigonométriqgue qui passe far;y ) pour =
0;1;:::;N 1 (voir laformule (9.1)). Montrer que

N 1
pn (X) = y:Sn(x  x) (12.5)
-0
> in(N=2) cos§=2)
sin(xN= cos=
Sn (X) = N Sin(=2)’ (12.6)
17. La fonctionSy (x) de (12.6) permet d'étudier I'in uence des erreurs dansyesur le polyndme
trigonométrique interpolant. Montrer q& (x) est2 -périodique et que pour towt2 [ ; ]
sin(xN=2) 2
SN N2 N

18. Calculer la main le spline nature®xq) = s°x,,) = 0) qui passe par les points
( 305 (20); ( L0); (01); (1,0) (20); (30):

Dessiner les graphes (si possible avant les calculsg(xe s{x), s°¢x), s°%%).
Indication. Pour des données symeétriques par rapport 0, le spline naturel est une fonction paire.
Avec cette observation, on peut réduire la dimension diesysdes;.

19. Pour la fonction

3 .
f)= X SiX 0
0 six O,
calculer les differences
f(x); %f (x); %(x); et BX)= “*(X)

ou g(x):=gx+1) gKx)et ?g:=( 0),etc.

Montrer queB (x) est une fonction “spline” (appelée “B-spline”) a suppodmpact, c.-a-d. qu'elle
est nulle en dehors d'un intervalle borné.

Calculer les valeurs dB (x) pourx entier et dessinds (x).

20. (Spline riodiqug. Soient donnégx;;y;i) pouri =0;1;:::;n avecy, = Y. Montrer |'existence et
l'unicité d'un spline qui passe par tous les;;yi) et qui satisfait

So(xn) = SO(XO) ; SO?Xn) = SO?XO) :
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21. (Formule deNewton-Gregory Soitf :[a;b! R une fonction differentiable et = a+ ih, (avec
h = (b a)=n) une division équidistante de; . Montrer que l'intégration du spline, dé ni par
s(xj) = f(x;) pouri =0;1;:::;n,s4a) = fqa) etsqb) = f Qb), donne la formule de quadrature

suivante;
Zy

f (x)dx h}f(x)+f(x)+"'+f(x )+}f(x) h—2f°(x) f {xo) :
a 2 0 1 n 1 2 n 12 n o) -

Pourqguoi cette formule est-elle exacte pour tout polyndimeegré 3?



Chapitre lll

Equations Differentielles Ordinaires

Ce chapitre est consacré a la résolution numérique gygteme d'équations differentielles ordi-

naires Yo=fatyninive): Yalto) = yiol
: (0.1)
Yo =fa(GY1::5%n);  Ya(to) = Yno:
En notation vectorielle, ce systeme s'écrit
yo=f(ty);  y(to) = Yo (0.2)
ouy=(yg;::5;yn)T etf :RR"! R". Voici quelques livres qui traitent de ce sujet.
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1.1 Quelques exemples typiques

Pour des équations différentielles d'un intérét graé on trouve rarement la solutig(t) exprimée
avec une formule exacte. On est alors obligé d'utiliserrdéthodes numériques.

Exemple 1.1 (mocetle de Lorenz) Une équation tres celebre est celle de Lorenz (1979)

y5’= Y1t Yo y1(0)= 8
yg = Yiystry:r Yo y2(0) =8 (1.1)
y3=vyiy. by ys0)=r 1

avec =10,r =28 etb=8=3. La solution est chaotique et ne devient jamais périodi§oei
la composantg, (t) comme fonction dé sur l'intervalle[0; 100]

MMWM L UMH Wil wwxw MU |
YHWXWNNH HHNH IR IR R

Les méthodes classiques comme nethodes de Runge—Kutfaoir le paragraphe I11.2) ou
les méthodes multipagparagraphe 111.5) nous permettent de trouver sans difasides bonnes
approximations.

La solutiony(t) = (yi(t);y2(t); ys(t))" peut aussi &tre interprétée comme une courbe para-
métrique dans I'espacR ® (avec parametré). Leurs projections sur le plan des composantes
(y1;¥2) et (y1;y3) sont dessinées dans la gure lll.1. Lintervalle d'intégjon est[0; 25] La
valeur initiale est marquée par un point noir épais.

20

valeur initiale 10

I
-20

FIG. lll.1: Deux vues de la solutiog(t) = ( yl(t);yz(t);yg(t))T du probleme de Lorenz (1.1)
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When the equations represent the behaviour of a systemimioigta number of fast and slow
reactions, a forward integration of these equations besdaiiieult. (H.H. Robertson 1966)

Exemple 1.2 (actions chimiques)L'exemple suivant de Robertson (1966) est devenu célebre
comme équation test pour des études numériques (Whlop974): la réaction chimique
A 0:04 B (lente)
7
B+B f’li C+B (tres rapide)
B+C 1Y A+ C (rapide)
conduit au systeme dguations di#rentielles raides

A: yi = 0:04y; +10%,ys y1(0) =1
B: ys= 0:04y; 10%,ys 3 1073 y2(0) =0 (1.2)
C: ys = 3 1073 y3(0) = 0:

Si on utilise une méthode classique (par exemple, la ndetlie Runge—Kutta DOPRIS5) on est
obligé de prendre des pas d'intégration tres petits paienir une approximation correcte (voir
la gure 111.2). Dans le paragraphe 111.9 nous étudierores anéthodes numériques adaptées a ce
type de problemes (dont un représentant est RADAUS).sEllennent une grande précision avec
des grands pas d'intégration.

solution RADAUS: 14 steps[ol= 10 2

000036} " \,

.000034+
solution DOPRI5: 345 step3pl= 10 2
-« 1 _ 3
1000034" transient 337 stepsTol= 10
‘ | | ‘ t |

FiG. 111.2: Solution numérique pour (1.2) obtenue par unehnét classique (DOPRI5) et par une
méthode pour des équations differentielles raides (RIAD)

Exemple 1.3 (inEégration a long terme du syseme plaretaire) Comme dernier exemple, consi-
dérons le probleme & corps qui est important aussi bien dans I'astronomie (mmeve des
planetes) que dans la biologie moléculaire (mouvemesitadiemes). Les équations sont

oo_ ~X Yi i
y| G 6i mJ ky, Vi k3 (13)
ouy; 2 R? estla position dieme corps,m; sa masse, eB la constante gravitationnelle.
En introduisant la vitessg = y° comme nouvelle variable, on obtient un systeme d'équitio
differentielles pour ley; etv; de dimensio®N ou N est le nombre des corps considérés.

Comme exemple concret, considérons le mouvement de camgtels extérieures autour du
soleil (N = 6 corps)! La gure IIl.3 montre la difference entre une méthode sigsie (méthode
d'Euler explicite) et une méthode adaptée a ce problerog le paragraphe 111.10 pour une expli-
cation.

La constanteS, les massem; est les valeurs initiales pour les positions et vitesses dmmnées dans le para-
graphe 1.2.3 du livr&seometric Numerical Integratiothe Hairer, Lubich & Wanner (2002).
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explicit Euler,h = 10 symplectic Eulerh = 100

FiG. 111.3: Solution numérique pour (1.3) obtenue par unehode classique (méthode d'Euler
explicite) et par une méthode étudiée au paragrapHlll.

Avant de discuter la résolution numérique des équatiiffesrentielles, nous rappelons un théo-
reme sur l'existence et l'unicité de la solution (pour wmonstration, voir le cours d'Analyse ).

Théoreme 1.4 Soitf (t;y) une fonction contibiment diférentiable dans un voisinage @®; o).
Alors, il existe > Otel que le probdmey®= f (t;y), y(to) = Yo pos®de exactement une solution
sur l'intervalle (to  ;to+ ). 0

1.2 M éethodes de Runge-Kutta

Pour calculer une approximation de la solution de

yo=f(ty); y(to) = Yo (2.1)

sur l'intervalle[to; T], on procede comme suit: on subdiv[sg T] en sous-intervalles d'extrémités
to<t;<:::<ty = T,ondénoth, = t,s; t, eton calcule I'approximatiog, y(t,) par
une formule de type

Yn+1 = Yn + o (th;Ynshn): (2.2)

Une telle formule s'appelle “méthodasmpas”, car le calcul dg,.; utilise uniquement les valeurs
Pnita;Yn €tnonhn 15ty 15yn 15000

M éthode d'Euler (1768).La méthode la plus simple est

Y1 = Yo+ hf (to; Yo)

(pour simpli er la notation nous considérons uniquement

le premier pasr{ = 0 dans (2.2)) et nous notorg =

h). Elle est obtenue en remplagant la solutydt) par sa  ts;y

tangente au poinfty; yo). Le dessin a droite montre Iat , ///°

solution numeérique pour le probleme 1’9// o,:g;"'
e

yo=t?2+y% y( L5)= 14

et pourh = 1=4, h = 1=8, etc. On peut observer la con- . tg;y,
vergence vers une fonction qui, comme on verra dans le
paragraphe 111.3, est la solution du probleme.
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Pour la dérivation d'autres méthodes numériquesgnués (2.1) dégato + h
Z

Yo+ h)= Yo+ F(iy()d: (2.3)

0
Si I'on remplace l'intégrale de (2.3) paf (to; Yo), on obtient la méthode d'Euler. L'idée évidente
est d'approcher cette intégrale par une formule de quadratyant un ordre plus élevé.

Méthode de Runge (1895).0n prend la formule du point Yr

milieu

h h
y(to+ h) yo+ hf to+ EJY(to+ 5)

et on remplace la valeur inconnyéy + h=2) par la méthode
d'Euler. Ceci nous donne

h h
Yy1= Yo+ hf to+ > Yot Ef (to; Yo) :

N[
—t
[y

M éthode de Heun (1900)On prend une formule de quadrature d'or8re

h 2h 2h
y(to+ h) yo+ 2 f (to;yo) +3f (to + ?;y(t0+ ?)) (2.4)
et on remplace la valeur inconny@, + 2 h=3) par I'approximation de la méthode de Runge. Ceci
nous donne
h 2h 2h h h
y1=Yo+ 7 f(to;¥o) +3f to+ =iyo+ Zf to+ Ziyo+ 3f(toiyo) (2.5)

En généralisant cette idée a une formule de quadratuseg&nérale et en introduisant la no-
tationk; = f (:::) pour les expressions d€t;y) qui apparaissent, on est conduit a la dé nition
suivante (Kutta 1901).

Dé nition 2.1 Une nméthode de Runge-Kuttas étages est dorae par
ki = f (to; Yo)
ko = f (to + Coh; Yo + hagiky)
ks = f (to + csh;yo + h(asiky + as2kz))

(2.6)
ks = f(to + ch;yo + h(asiky + 111+ ass 1Ks 1))
Y1 = Yo+ h(bky + 10+ buks) a
ou G; &; ; b sont des coef cients. On la repsentea I'aide du sclema bj
Exemples.Les méthoded d'Euler, de Runge et de Heun sont donnéesptatileaux suivants:
0
0 1=3| 1=3
0 1=2 | 1=2 2=3| 0 2=3
1 \ 0 1 14 0 34
Par la suite nous supposerons toujours que; leatisfont
i 1
¢, =0; G = g, 1=2;:18: (2.7)

j=1
Ceci signi e quek; = f (to + ¢h;y(to + ch)) + O(h?). Nous étendons maintenant la notion de
I'ordre (voir la Dé nition I.1.2 pour les formules de quaature) aux méthodes de Runge-Kutta.
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Dé nition 2.2 On dit que la néthode (2.6) a I'ordrep si, pour chaque proleimey® = f (t;y),
y(to) = Yo (avect (t;y) suf samment difrentiable), I'erreur apes un pas satisfait

y1  Y(to+ h) = O(h"*1) pour h! o (2.8)
La difference (2.8) s'appelle erreur locale de l&thode.

La méthode d'Euler est une méthode d'orgre 1, car
y(to+ h) = yo + hyYte) + O(h?) = yo + hf (to;yo) + O(h?) = y; + O(h?):
La méthode de Runge est basée sur la formule du point ngjlieest une formule de quadrature

d'ordre 2: ) )
y(t0+ h) = Yo+ hf to + E;y(t0+ E) + O(hg):

En remplacany(to + h=2) par la valeuryy + ( h=2)f (to; yo) de la méthode d'Euler, on ajoute un
terme d'erreur qui est d®(h®) grace au facteun devantf . Ainsi, cette méthode a l'ordne= 2.
De la méme maniere on voit que la méthode de Heun a I'opdre3 .

Pour construire des méthodes d'ordre plus élevé, ild&welopper la solution exacyét, + h)
et la solution numériqug; = y;(h) en série de Taylor autour de= 0. Une comparaison des

est simple, mais I'exécution de ce plan est loin d'étreiate (8 conditions pour l'ordrep = 4,
200pourp = 8 et 1205pourp = 10). Mais c'est de cette maniere que Kutta (1901) a trouvé des
méthodes d'ordrd. Les plus célebres sont données dans le tableau lll.lle @e gauche est basée
sur la formule de Simpson, l'autre sur la formule de quadeatie Newton.

TAB. Ill.1: Méthodes de Kutta (1901)

0 0
1=2 | 1=2 1=3| 1=3
1=2| 0 1=2 2=3| 13 1
10 0 1 1 1 1 1
16 26 26 176 18 38 38 18
“La” méthode de Runge-Kutta regle 3/8

Les méthodes de Runge-Kutta, qui sont actuellement lesutllisées, ont &€té construites au-
tour de 1980 par Dormand et Prince (Angleterre). Pour debades d'ordrgp =5 avecs = 6 et
d'ordrep = 8 avecs = 12, des programmes informatiques DOPRI5 et DOP853 sont disiesn
sur la page internet http://www.unige.ch/ hairep .

Expérience nunerique. Considérons les cing méthodes vues jusqu'a mainteriaunief, Runge,
Heun et les deux méthodes du tableau Ill.1 de Kutta) et coomgdeurs performances pour le
probleme (équation Van der Pol)

yo=y, y1(0) = 2:00861986087484313650940188
y2=(1 ydy2 y1  y2(0)=0:
La valeur initiale est choisie pour que la solution soitip&ique de période
T = 6:6632868593231301896996820305

Nous subdivisons l'intervall¢0; T] en n parties équidistantes et appliquamdois la méthode.
L'erreurala nde l'intervalle est alors dessinée en foion du travail (nombre total d'évaluations
def ) dansla gure lll.4.

(2.9)
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= e Euler . Euler
s.erreur pouy; Nt

103 S 10°% &
N E

10° - 106 E

10° - 10°F
Tt Tt 1 | \‘ 1 L1 ‘
107 10° 10t 17 1068 10

RK classique (tableau Ill.1, a gauche)
regle 3/8 de Kutta (tableau IIl.1, a droite)

FIG. lll.4: Erreur globale en fonction du travail numérique

Comme dans la g.1.4 (intégration numérique), on peutstater quéog,,(err) dépend liné-
airement deéog,,(fe) et que cette droite est de pentg, ou p est I'ordre de la méthode. Il est donc
important d'utiliser des méthodes d'ordre éleve.

I11.3 Convergence des neéthodes de Runge-Kutta

Dans la gure Ill.4, on a constaté que pour un calcul avec ples constants, I'erreur globale

se comporte commieg,,(err) Co p log,y(fe), ce qui est équivalentarr  Cy(fe) P
C,hP. Ceci montre que la solution numérique converge vers latieol exacte sh ! 0. Dans ce
paragraphe, nous allons démontrer ce résultat.
Nous appliquons une méthode a un pas
Ynt1 = Yo+ o (th;Yn; hn) (3.1)

a une équation differentieltg’= f (t;y), y(to) = Yo, €t nous cherchons a estimeeiiteur globale
y(tn)  Yn.

Théoreme 3.1 Soity(t) la solution dey®= f (t;y), y(to) = Yo sur[ty; T]. Supposons que

a) l'erreur locale satisfasse pour2 [to; T] eth  hpax
ky(t+ h) y(t) h(ty(t);hk C h* (3.2)
b) la fonction ( t;y; h) satisfasse une condition de Lipschitz
kK( ty;h) (tz;h)k ky zk (3.3)
pourh  hpna €t (t;y); (t;z) dans un voisinage de la solution.
Alors, I'erreur globale admet pout,, T I'estimation
ky(t,) ynk hP = el ) 1 (3.4)

ou h = max; h;, sous la condition qubk soit suf samment petit.
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y(tn)
solution exacte E,= e,

Yo
En 1

méthode de Runge-Kutta

o 5] s ts3 th, = T
FIG. Ill.5: Estimation de I'erreur globale

Démonstration. Lidée est d'étudier Iin uence de l'erreur locale, conise aui®M€ pas, sur
I'approximationy,,. Ensuite, on va additionner les erreurs accumulées.

Propagation de I'erreur.Soientf y, g etf z,g deux solutions numériques obtenues par (3.1) avec
pour valeurs initialey, et zo, respectivement. En utilisant la condition de LipschitBj3leur
difference peut étre estimée comme

Kyns1 ZnsnK K Yo zok+ hy kyn zok=(@1+ hy) kyn  zk €™ ky, z.k: (3.5)
Récursivement, on obtient alors
kyn zk €ent @z i@l ky; zk= el Wky  zk:
et I'erreur propagé€&; (voir la gure 111.5) satisfait
kEik el Wkgk ChPfielt t: (3.6)

Accumulation des erreurs propags.L'inégalité du triangle et I'estimation (3.6) nous domte

X X
ky(tn)  Ynk KEk C hPielt ® et 1)
i=1 =1
ChP hoe( b ) 4 -oe g hy, Ze( th Xt 1) 4 h, 1
Z. 1 .
Ch? eltn )g = ChP—eltn ) ¢
t to >
ChP o(t to) to t; to th 1 t,
=—e " 1:

Cette estimation montre que, pdusuf samment petit, la solution numérique ne sort pas du
voisinage ou satisfaita une condition de Lipschitz. Ceci justi e lediasations dans (3.5). O

Supposons maintenant que (3.1) représente une méthdderdg-Kutta et véri ons les hy-
potheses du théoreme précédent. La condition (3.23assfaite pour une méthode d'ordoépar
dé nition de I'ordre). Il reste a véri er la condition d&ipschitz (3.3) pour la fonction

x
(ty;h)= ) bki(y) (3.7)

i=1

P .
ou ki(y)= f(t+aghyy+h [_fak(y).
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Lemme 3.2 Sif (t;y) satisfait une condition de Lipschitf (t;y) f(t;z)k Lky zk dans
un voisinage de la solution dg’= f (t;y), I'expression( t;y; h) de (3.7) ri e (3.3) avec
X X X
=L jhj+(hmax|—) jhaijj+(hmax|—)2 jhaij a~jkj+ el (3-8)
i i ik

Démonstration. La condition de Lipschitz pour(t;y) appliquée aki(y) ki(z) nous donne

kki(y) ki(2)k=kf(t;y) f(t;z)k Lky zk

kka(y) ka(2)k  Lky z+ hax(ki(y) ki(z))k L(1+ hmaxLjaaij)ky zk

etc. Ces estimations insérées dans

K(tyih)  (tzhk - jhj kk(y) k(2k

i=1

impliquent (3.3) avec donné par (3.8). O

I11.4 Un programme a pas variables

Pour résoudre un probleme réaliste, un calcul a pasteotsest en général inef cace. Mais com-
ment choisir la division? L'idée est de choisir les pas aured'erreur locale soit partout environ
egale aTol (fourni par l'utilisateur). A cette n, il faut conna‘trene estimation de I'erreur locale.
Inspiré par le programm@EGRAL pour l'intégration numérique (voir le paragraphe 1.6hus
construisons une deuxieme méthode de Runge-Kuttagveamme approximation numeérique, et
nous utilisons la difféerenc, y; comme estimation de I'erreur locale du moins bon résultat.

Méthode embdiée. Soit donnée une méthode d'ordpe s étages (coef cients;; a; ;). On
cherche une approximatign d'ordre p < p qui utilise les mémes évaluations tdec.-a-d.,

¥ = Yo+ h(Biky + 111+ Biko)

ou lesk; sont donnés par la méthode (2.6). Pour avoir plus de é&bert ajoute souvent un terme
avecf (x1;y1), qu'il faut en tous cas calculer pour le pas suivant, et omatiesp, de la forme

Y= Yo+ h Brky+ i+ Bk + B (xq5y) (4.1)

Exemple. Pour la méthode de Runge, basée sur la regle du pointunilie peut prendre la
méthode d'Euler comme méthode embo’tée. L'expressiosr h(k, k;) est donc une approxi-
mation de I'erreur locale (pour la méthode d'Euler).

Pour une méthode générale, il faut développekietf (x1;y1) en série de Taylor et comparer
avec la solution exacte. Comme lg<et lesa; sont déja connus, on obtient un systeme linéaire
pour leB .

En faisant ce calcul pour la méthode “re@e8” (ordre p = 4, tableau Ill.1), les coef cients
d'une méthode embotée avpe 3 sont

_ c _ c _ c _ c _ C.
B=b . B=b+: B=b - B=h ¢ B=Z @42
et avecc = 1 on obtient donc
err = 2h_4 ki +3ky, 3ks 3Kg+4f (X101 (4.3)

comme estimation de l'erreur locale.
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Calcul du h “optimal”.  Si l'on applique la méthode avec une certaine valgurestimation de
l'erreur satisfait p < p)

yi m=(y1 Yo+ h)+(y(to+h) %)= O(Pt)+ OhPt) C WP (4.4)

Le h “optimal”, noté parhgpt, est celui ou cette estimation est procheloé
Tol C hio: (4.5)

En éliminantC de (4.4) et de (4.5), on obtient

s

pr1 Tol
hopt=0:9 h _ 4.6
opt Y (4.6)

Le facteur0:9 est ajouté pour rendre le programme plus sir. En géo@raupose en plus une
restriction du typ@:2h  hgpt  5h pour éviter des grandes variations dans
Pour la norme dans (4.6) on utilise en général

Elxn Yii Wi 2
Kyp, ¥Wk= N e ou  sG =1+ max(jYio;]jyii) (4.7)

=1 SG

(Vio: Vi1; ¥i1 est 1ai®M€ composante dgo; y:; ¥, respectivement). Ceci représente un mélange
entre erreur relative et erreur absolue.

acceptegﬁep sizes

— initial h‘

FIG. II.6: Sélection du pasiol = 10 4, 96 pas acceptés 32 pas rejetés
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Algorithme pour la sélection automatique du pas. Au début, l'utilisateur fournit un sous-
programme qui calcule la valeur @€t; y), les valeurs initialet; yo et un premier choix da.
A) Avec h, calculery,, err = ky; Y.k ethopt de (4.6).
B) If err Tol (lepasestaccepté)then
to:=to+ h; Yo:=y1; h:=min(hopttend to)
else (le pas est rejeté)
h = hopt
end if
C) Sito = tengOn a terming, sinon on recommence en (A) et on calcule leyiaar.

Exemple numérique. Cet algorithme a été programmé (en utilisant la “regg8” et I'estimation
de l'erreur (4.3)) et il a été appliqué au probleme (u@aation chimique, le “Brusselator”)

yr=1+ Yy, 4y yi(0)=15
Y9 =3y1  Yiyo y2(0) = 3
sur l'intervalle[0; 20]. Les résultats obtenus avéol = 10 * sont présentés dans la gure 111.6:
i) en haut, les deux composantes de la solution avec tousteaqeeptés;
i) au milieu les pas; les pas acceptés étant relies,desgietés étant indiqués par
iii) les dessin du bas montre I'estimation de I'erreur lecalr, ainsi que les valeurs exactes de
I'erreur locale et de I'erreur globale.

(4.8)

1.5 M éthodes multipas (multistep methods)

Déja longtemps avant la parution des premieres méthatdeRunge-Kutta, J.C. Adams a résolu
numeériguement des équations differentielles (1855Jipulans un livre de Bashforth 1883). Son

pour obtenir une approximation précise ylg,+1). C'est la raison pour laquelle ces méthodes
s'appellent aujourd'hui méthodes multipas (contrairateux méthodes a un pas).

Méthodes d'Adams explicites. Soit donnée une divisioty < ::: < t, < thyg < ::: de
l'intervalle sur lequel on cherche a résoudre I'equatitifferentielley® = f (t;y) et supposons

(y; y(tj)). Comme pour la dérivation des méthodes de Runge-Kuttantegre I'équation
differentielle pour obtenir

z th+1
y(ta) = y(t) +  FOY () d: (5.1)

n

Mais, au lieu d'appliquer une formule de quadrature stashddlintégrale de (5.1), on remplace
f (t;y(t)) par le polynomep(t) de degrék 1 qui satisfait (on utilise I'abréviatiofy = f (t;;y;))

p(y) = fosp o p(t)
pour 1:n k+1

j=nmn L::;n k+1:

L'approximation dey(t,+1) est alors dé nie par t rot t 1 1 toeq
n

th+

Yne1 = Yn t p( )d: (5.2)

n
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Sil'on représente le polynon&t) par la formule de Newton (voir le paragraphe 11.1)

K1yl .
p(t) = (t thi) fltartn ity ] (5.3)
j=0 =0
la méthode (5.2) devient
‘X 1 Z th+1 JY 1 .
Yn+1 = Yn t (t t,;)dt Jf[tn;tn [ j]: (5.4)
j=0 =0

Caséquidistant. Dans la situation; = to + jh les difféerences divisées peuvent étre écrites sous
la forme _
jf [t cf g t ] = ﬂ (5 5)
nstn 1r---5n j J'hJ .
our f,=f,,rf,="f, f, r2f,=r(rf,)="F, 2f, 1+ f, ,;:::sontlexdifferences
nies régressivesa distinguer des differences nies progressivek, = f,.;  f,). La formule
(5.4) devient alors (posér= t, + sh)

K1
Ynsr = Yn+ h ir'fq (5.6)
j=0
ou
121jY1 Z, S+ | 1!
i = (i+s)ds= . ds: (5.7)
Vo o 0 J

Les premiers coef cients; sont donnés dans le tableau I11.2.

TAB. 111.2: Coef cients pour les méthodes d'Adams explicites

j 101 2 3 4 5 6 7 8
_ 1 5 3 251 95 19087 5257 1070017
! 2 12 8 720 288 60480 17280 3628800
Des cas particuliers sont:
k=1: Yn+1 = Yo + hf, (méthode d'Euler)
3 1
k=2: Yn+1 = Yn + h éfn éfnl
23 16 5
k=3: Yns1 = Yo+ h 1—2fn 1—2fn 1+1—2fn2
55 59 37 9
k=4: Yns1 = Yo+ h 2—4fn ﬂfn 1+2—4n2 2—4fn3:

Si I'on veut appliquer cette méthode (par exemple avee 3) a la résolution de/° = f (t;y),
y(to) = Yo, il faut conna’tre trois approximations initialgg, y; ety,. Ensuite, on peut utiliser la
formule récursivement pour calculgs; y,4, etc. Adams a calculé la série de Taylor de la solution
exacte (autour de la valeur initiale) pour déterminer lpgraximations initiales qui manquent.
Evidemment, on peut aussi les obtenir par une méthode asin p

Remarque. Dans la construction de la méthode (5.4), on a utilisé lgr@one d'interpolatiorp(t)
en-dehors de l'intervallft, «+1;t,]. On sait bien (voir le chapitre 1) que ceci peut provoquer de
grandes erreurs. La modi cation suivante est aussi du€aAldams (1855).
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Méthodes d'Adams implicites. Lidée est de considérer le polyndnpe(t) de degrék qui
satisfasse

p(t)=" pour j=n+1;nn 1;:::;n k+1 (5.8)
(attention:f ,4; = f (th+1; Yn+1) €St €ncore inconnu) et de dé nir I'approximation numeegpar
tn+1
Yne1 = Yn t p()d: (5.9)
Comme précédemment, la formule de Newton donne
Xyl :
p(t)= (t thiva)  F[thaste it ja] (5.10)
j=0 =0
et la méthode devient
X z th+1 JY 1 .
Y1 = Yn + t (t tha)dt  Mflthasts it jal (5.11)
j=0 ™ i=0

Pour le cas équidistant, on a

X :
Ya+1 = Yn*+ h i’ e (5.12)
j=0
ou les coef cients ; sont donnés par (voir tableau I11.3)
1 Zijyt Z, !

= (i 1+s)ds= S+J. 5

= ds: 5.13
ot o g 0 j ( )

TAB. I11.3: Coef cients pour les méthodes d'Adams implicites

jlo 1 2 3 4 5 6 7 8
} i i E i 863 275 33953
J 2 12 24 720 160 60480 24192 3628800

Des cas particuliers sont:
k=0: Yn+1 = Yo+ hfnir = Yo + 0 (tha1;Yne)

1 1
k=1: Yn+1=Yn+h§fn+l+§fn
5 8 1
k=2: Yne1 = Yot h 1—2fn+1+1—2fn 1—2fn 1
9 19 5 1
k=3: Yne1 = Yo+ h ﬂf”"l-l_ﬂf” ﬂf” 1 Zlfn 2
Chacune de ces formules représente une équation nairérgoury, .1, de la forme
yn+l = n + hf (tn+l;yn+1) (514)

(par exemple, pok =2 ona =5=12et , =y, + h(8f, f, 1)=12). On peut résoudre ce
systeme par les méthodes du chapitre VI (méthode de Ngwiosimplement par la méthode des
approximations successives.

M éthodes pgdicteur-correcteur. La solution de (5.14) est elle-méme seulement une approx-
imation dey(t,+1). Ainsi, il n'est pas important de résoudre (5.14) a urestgrande précision.
L'idée est de calculer une premiere approximation par mméhode explicite et de corriger cette
valeur (une ou plusieurs fois) par la formule (5.14). Avetalgorithme, un pas de la méthode
prend la forme suivante:
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P: on calcule le prédicteug,.; = y,+h P {2 jr 1f, parlaméthode d’Adams explicitg;
est déja une approximation g€t +1);

E: evaluation de la fonction: on calcug,; = f(the1; ¥Pn+1);

C: l'approximation corrigée est alors donnée pgt; = ,+ h .,

E: calculerf iy = f (th+1; Yn+1).

Cette procédure, qu'on dénote PECE, est la plus utilisB&autres possibilités sont: de faire
plusieurs itérations, par exemple PECECE, ou d'omettoetaiere évaluation de (c.-a-d. PEC)
et de prendrd),., a la place dd ., pour le pas suivant.

M éthodes BDF (backward differentiation formulas). Au lieu de travailler avec un polynéme
qui passe par lef§, on considere le polyndomgt) de degré, dé ni par

q(tj) =Y q(t) Yn 1 Yn Yn+1
pour yn k+1

j=n+1;n;:::;n k+1
et on déterming,,, de facon telle que th k1 th1 ty e
tner) = f (ther; Atns)): (5.15)
Comme dans (5.10), la formule de Newton donne
X iyl :
q(t) = - i=0(t th iv1)  IY[tsaites it el (5.16)

Chaque terme de cette somme contient le fagteurt, ., ). Alors, on calcule facilemerf{(t,.1)
et on obtient
X iyl :
(ther taie1)  Y[taenstniiiite jea] = F(thea s Yoea): (5.17)
j=1 i=1
Pour le cas équidistant, cette formule devient (utili&eb))

X 1 .
=r Yype1 = hf g (5.18)
j=1

Des cas particuliers sont:

k=1: Yn+1  Yn = hfpig

3 1
k=2: éYn+1 2y, + éYn 1= hfnig
11 3 1
k=3: FYnﬂ 3yn + EYn 1 §Yn 2= hfpi
25 4 1
k=4: 1—2)/n+1 4y, +3Yn 1 éYn 2t ZYn 3= hfhu

De nouveau, chaque formule dé nit implicitement I'apphmation numeérique,+; (les méthodes
BDF sont tres importantes pour la résolution de problemi¢s “raides”, voir le paragraphe 111.9).

Expérience nunerique. Pour plusieurs valeurs de nous avons appliqué la méthode d'Adams
explicite (en pointillés dans la gure lll.7%& = 1; 2; 3; 4) ainsi que la méthode d'Adams implicite
(sous laforme PECE, trait continki= 0; 1; 2; 3; 4) au probleme (2.9). Comme dans la gure 1114,
le travail numérique est dessiné en fonction de I'errdabgle a la n de l'intervalle.
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FIG. lIl.7: Erreur globale par rapport au travail numérique

On constate que cette erreur se comporte cormfngour les méthodes explicites et comme
h**1 pour les méthodes implicites. Pour pouvoir expliquer a@portement, nous allons étudier
I'erreur locale (ordre), la stabilité et la convergencs dethodes multipas.

1.6 Etude de I'erreur locale

Toutes les méthodes du paragraphe précédent sont derla fo

X X
iYn+i = h ifnei (6.1)

i=0 i=0
ou «60et] oj+] o > 0. Une méthode est explicite si = 0, sinon elle est implicite.

Dé nition 6.1 Soity(t) une solution dg°= f (t;y)
et soity,+ x la valeur obtenue par la éthode (6.1) en y(t)

utilisanty; = y(t;) pouri = n;:::;n+k 1(valeurs W
sur la solution exacte, voir la gure). Alors, Yn+k

erreur locale := y(th+k)  Yn+k:

On dit que la nethode (6.1) a I'ordrep si l'erreur th Tnn ek 1 tavk
locale estO(hP*).

Théoreme 6.2 Une nethode multipas a l'ordre, si et seulement si ses coef cients satisfont

X X x
i=0 et i9=q i9'  pour g=1;:::;p: (6.2)
i=0 i=0 i=0
Démonstration. Le développement en série de Taylor du défaut de (6.1nelon

: X : X hd
y(t+ih) hT e+ ih) = T dey () — (6.3)
i=0 i=0 q 0 g
ou dO:Pi ietdq:Pi 1K qPi ii9 1. Commey; = y(t;) pouri = n;:::;n+ k 1dans
la dé nition 6.1, on af; = f (t;;y(t)) = yqt;) pouri = n;:::;n+ k 1, et en soustrayant la

formule (6.1) de (6.3) on obtient

X ha
k Y(thek)  Yoek Dok F(theio Y(thek)) (s Ynek) = dqy(q)(tn)a3
qo ’

et la condition que I'erreur locale sali(hP*') devientdy = d; = ::: = d, = 0. O
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Exemple (méthode d'Adams explicite & pas). Poug Kk, considérons I'équation différentielle
y%= gt ! avec comme solutiop(t) = t9. Dans cette situation, le polyndorpé&) de (5.2) est égal
af (t;y(t)) et la méthode d'Adams explicite donne le résultat exaed;d. le défaut (6.3) est zéro.
Ceci impliqued, = 0. Ainsi, I'ordre de cette méthode est k (on peut en fait montrer qu'il est
égal ak).

De la méme maniere, on montre que la méthode d'Adams oitpla I'ordrep = k + 1 et la
méthode BDF l'ordre = K.

I1l.7 Stabilit &

La structure simple des conditions d'ordre pour les mégisadultipas (voir (6.2)) permet de con-
struire des méthodes avec un ordre maximal. Mais, cesadésisont-elles utiles?

Exemple (Dahlquist 1956). Posoris= 2 et construisons une méthode explicite € 0; normal-
isation , = 1) avec un ordre maximal. Les conditions (6.2) apec 3 nous donnent la méthode
d'ordre 3 suivante

Yn+2 ¥ 4Yne1  Syn = h(4fhip + 21): (7.2)

Une application a I'équation differentiel@ =y, y(0) = 1 donne la formule de récurrence
Ynrz 41 h)ynar  (5+2h)y, =0: (7.2)
Pour résoudre (7.2), nous insérgRs= " et obtenons I'équation caractéristique
2441 h) (5+2h)=0 (7.3)
avec comme solutiom, =1+ h+ O(h?); ,= 5+ O(h). Lasolution de (7.2) est alors
Yn=Ci{+Cap (7.4)

ou les constante§, et C, sont déterminées pgp = 1 ety; = € (on a choisi la valeuy; sur la
solution exacte). Pour grand, leterm&, J C,( 5)" estdominant et on n'a aucun espoir que
la solution numérique converge vers la solution exattegure I11.8).

h=C(

0 5 10
FIG. I11.8: Instabilite de la méthode (7.1)

La raison de la divergence de la solution numériqgue dan®igle précédent est que le
polyndme
X i
():= i (7.5)

i=0
possede une racine qui est plus grande fjaa valeur absolue.
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Pour trouver une condition nécessaire pour la convergawesidérons le problemg’ = 0

KYn+k t 110t oyn =0 (7.6)

et est donnée par une combinaison linéaire de

e si est une racine simple dé€ ) =0,
N si est une racine double d¢ ) =0,
o Miioon YN sio estune racine de multiplicité

Pour que la solution numérique reste bornée, il faut qaectanditions de la dé nition suivante
soient remplies.

Dé nition 7.1 Une neéthode multipas est stable, si les racines du potya ( ) satisfont
) si (9)=0alorsj?j 1,
i) si (P)=0 etjb =1 alors Pest une racine simple ded ).

Pour les méthodes d'Adams, on a

()= “* 1 (7.7)

Elles sont donc stables. Les méthodes BDF sont stablesrsent pouk 6 (voir les exercices
17 et 18).

RemarqueDonnons encore sans demonstration un résultat intaregsi s'appelle “la premiere
barriere de Dahlquist”. Pour une méthode stable, I'ordreatisfaitp  k + 2 (si k est pair),
p k+1(sikestimpair)ep k (sila méthode est explicite).

111.8 Convergence des néthodes multipas

Pour I'étude de la convergence des méthodes multipas nous contentons du cas équidistant,
le cas général étant trop technique.

Théoreme 8.1 Supposons que lds valeurs de @part satisfasserky(t;) yk CohP pour
i =0;1;:::;k 1. Silanethode multipas (6.1) est d'ordpeet stable, alors elle est convergente
d'ordre p, c.-a-d. que l'erreur globale satisfait

ky(t,) ynk ChP pour X, Xo= nh Const (8.1)

Démonstration. Le point essentiel de la démonstration est le suivant: @it formellement
la méthode multipas (6.1) sous la forme d'une méthode pamet on applique les idées de la
démonstration du paragraphe II1.3.

Formulation comme uneé&hodea un pas. Avec ¢ =1, la méthode multipas (6.1) devient
K1

Ytk = iVo+ei F W ( thiYn; it Ynek 13 h): (8.2)
i=0

Pour une méthode explicite = 0), I'expression est donné par
K1

((thsYnr it Ve D) = | if (theisYnei);

i=0
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sinon elle est dé nie implicitement. Considérons mainatet les super-vecteurs

et écrivons la méthode (8.2) sous la forme

Yn+1 = AYn + h( t,; Yn; h) ou (8.3)
0 1 0 1
k 1 k 2 il 1 0 (tY;h)
1 0 o 0 0 0
A= 1 - 0 et (tY;h)= 0 (8.4)
1 0 0
(si lesy; étaient déja des vecteurs, il faudrait rempladedans (8.3) paA |, etc; cependant

nous n'utiliserons pas cette notation jugée trop lourde).

Y(t ) - (y(tn+k 1)' e ;y(tn+l) y(tn)) (8-5)
et appliquons une fois la méthode multipas. Ceci donne
Vo1 = AY (1)) + h( ty; Y (tn); h):

La premiere composante o Y (th+1) est exactement I'erreur locale (dé nition 6.1), tandis
gue les autres composantes sont égales a zéro. Comnethade a I'ordrep par hypothese, nous
avons

k9.1 Y(ths)k  CihP* pour ths to=(n+1)h Const (8.6)

Propagation de I'erreur (stabil#). Considérons une deuxieme solution numérique, dé rae p
Zn+l = AZn + h ( tn;Zn;h)
et estimons la differencé,.; Z,.+1. Pour les méthodes d'Adams, on a

0 1 1 0 1
Yn+k  Zn+k Ynrk 1 Zn+k 1 (tn;Yn;h)  ( th;Znsh)

0
%yMk 1 . Zn+k 1§ %yn+k 1 Zn+k 1§+ h% O

Yn+1  Zn+1 Yn+t1 Znwa 0

Y (tn)
En= 6
Y (to)
Yo \Y(tl) En 1
1 .
Y2 ?: E-
Y3 %’ El
e
méthode multipas > Vi

t() t]_ t2 t3 tn =T
FIG. 111.9: Estimation de I'erreur globale pour des méthodes multipas
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En utilisant la norme in nie et une condition de Lipschitzyso (qui est une conséquence de celle
def (t;y)), on obtient
kYn+l Zn+l k (1 + h ) kYn Zn k: (8.7)

Pour une méthode générale, on est obligé de choisir utre aorme pour arriver a (8.7). La
stabilité de la méthode implique que ceci est possiblér (dairer, Ngrsett & Wanner (1993),
paragraphe 111.4).

Accumulation des erreurs propags.Cette partie de la démonstration est exactement la méme qu
pour les méthodes a un pas (voir le paragraphe 111.3 et laegll.9). Au lieu de (3.2) et (3.5), on
utilise (8.6) et (8.7). O

111.9 Equations diff eérentielles raides (stiff)

The most pragmatical opinion is also historically the rsteo(Curtiss & Hirschfelder 1952):
stiff equations are equations where certain implicit methon particular BDF, perform better,
usually tremendously better, than explicit ones. (Hairer & Wanner 1991)

L'exemple 1.2 d'une équation differentielle, modéhsaine réaction chimique, a montré qu'une
méthode de Runge—Kutta explicite est obligée de prendsepas d'intégration tres petits pour
obtenir une approximation acceptable. Une caractéustag cette équation differentielle est que
la solution cherchée est tres lisse et les autres solis@pprochent rapidement de celle-ci.

Pour mieux comprendre le phénomene de I'exemple 1.2,idérans le probleme plus simple

"yO= y+cost; o<" 1 (9.1)

qui possede les mémes caractéristiques (voir la gulré0)).
Solution exacte. L'équation difféerentielle (9.1) est linéaire inhomege. Cherchons une solution
particuliere de la formey(t) = A cost + B sint. En introduisant cette fonction dans (9.1)

"Asint+ "B cost= Acost B sint+ cost;

une comparaison des coef cients donhe= 1=(1 + "?) etB = "=(1 + "2). Comme la solution
générale de (9.1) est la somme de la solution généralégleation homogene et d'une solution
particuliere, nous obtenons

y(t) = e ¥'C +cost + "sint+ O("?): (9.2)

ﬁl{> TTTTTT I I I TTTTITTT] TTTTTTTTITTTTTTIT] [TTTTTITTTTITTT]
A explicit Euleh= 1.95/50 impl. midpoint= 0.25 implicit Euleth= 0.5
.0
i
| Q
| B
1 HHNLN \\ m.o 1 1
i ?’%»;ﬂ\ \ e ¥ \ ¥
WEY A R
Nl \ f
ATk \ T
Loy It 'Io\\\\ \
+% ..‘f ﬁ\. \e
..yi\ \
0 1 0 1 0 1

FIG. l11.10: Solutions exactes et numériques pour le probleme (9. Qudéss & Hirschfelder,’ = 1 =50.
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Solution numeérique (Euler explicite). La méthode d'Euler explicite/,+1 = yn + hf (tn;yn),
appliguée au probleme (9.1) avec des pas constants, gwet, = nh

Yner = 1 2 Yn t 2 Costp: (9.3)

Ceci est une équation aux differences nies qui est lirggé@t inhomogene. La solution est obtenue
comme pour une équation différentielle. On cherche d’dlume solution particuliere de la forme
Yn = Acost, + B sint,. On l'introduit dans (9.3) et, en utilisatt.; = t, + h et les theoremes
d'addition poursin(t, + h) etcost, + h), on obtient ainsi

A cost, cosh sint, sinh + B sint, cosh+ cost, sinh
= 1 E A cost, + B sint, + E cost,:
En comparant les coef cients dmst, etsint,, on obtient deux équations linéaires pduet B

dont la solution esA = 1+ O(h") etB = " + O(h?"). En ajoutant la solution générale de
I'equation homogene a la solution particuliere, on i@t (dessin a gauche de la gure 111.10)

Vo= 1 E "c + cost, + "sint, + O(h"): (9.4)
On voit que la solution numériqug est proche de la solution exacte seulemeijtsi h="j < 1,

c.-a-d. sih < 2". Si" est tres petit (par exemple= 10 ) une telle restriction est inacceptable.

Solution numérique (Euler implicite). Pour la méthode d'Euler implicite, le méme calcul donne

h h
1+ - Yni1 = Yn+ - COStyig; (9.5)

dont la solution peut étre écrite sous la forme
ya= 1+ 1 "C4cost,+ "sint, + O(h"): (9.6)

Cette fois-ci nous n'avons pas de restriction sur la longaeupas, caij(1 + h=") 1j < 1 pour
touth > 0. Le dessin a droite de la gure 111.10 illustre bien la bonapproximation méme $i
est tres grand.

Le calcul précédent a montré que ce n'est pas la soluttiqoliere qui pose des dif cultés a
la méthode explicite, mais c'est I'approximation de lagmn de I'equation homogenty°= .
Nous considérons donc le probleme un peu plus général

yo=y (9.7)

commeéquation de testDahlquist 1963). Sa solution exacte g$t) = e' C et elle reste bornée
pourt 0si< 0. La solution numérique d'une méthode de Runge—Kutta one’'méthode
multipas, appliquée avec des pas constants au problemg (@ dépend que du prodait. Il est
alors intéressant d'étudier pour quelle valeuhdda solution numérique reste bornée.

Dé nition 9.1 (A-stabilit €) Considerons une rathode dont la solution nugniquefy,g, o pour
I'équation de test (9.7) est une fonctionzde h . Alors, I'ensemble

S=1fz2 C; fy,gn o estboregy (9.8)
s'appelledomaine de stabilitée la néthode. On dit que la &thode esA-stablesi
S C ou C =fz2C;<z O0Og

Pour la méthode d'Euler explicite le domaine de stabdgéS = fz; j1+ zj 1g, le disque
de rayonl et de centre 1. Pour la méthode d'Euler implicite il est = fz;jl1 2z 19,
I'extérieur du disque de rayohet de centre-1. Seulement la méthode implicite est A-stable.
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ffjm% :
()
R

FIG. 1ll.11: Domaines de stabilité pour les méthodes de Runge—Kuttasadtages et d'ordre = s

Domaine de stabilie des neéthodesa un pas. Pour une méthode de Runge—Kutta, la solution
numeérique est de la formg,.; = R(h )y, ou la fonctionR(z) s'appellefonction de stabili@
(voir I'exercice 2). Le domaine de stabilité est alors

S=1z;jR(2)] 1lg

Si la méthode explicite a étages (dé nition 2.1) a l'ordre = s, R(2) est le polyndme de degré
s obtenu par troncature de la séele= 1+ z + %22 + ::: . Les domaines de stabilité pour ces
méthodes d'ordrd jusqu'a4 sont dessinés dans la gure Ill.11. CommR¢z) est un polyndme,
S est borné et la condition de stabillié 2 S impose une restriction séveréna Ces méthodes ne
sont donc pas recommandées pour la résolution des égsalifférentielles raides.

Domaine de stabilie des néthodes multipas. Si I'on applique une méthode multipas (6.1) au
probleme (9.7), on obtient I'equation aux difféerenceses

(i h j)ynsj =0: (9.9)
i =0

() z()=0; ()= ;5 (= h (9.10)

Le domaine de stabilit& d'une méthode multipas est alors I'ensemble de&s C, tel que toutes
les racines de (9.10) sont majorées haPour étudier et dessingr il est plus simple de considérer
le bord@ $car (par continuité dg (z))

22 @S ) (€) z(¢)=0 pourun 2[0;2):

Il suf t alors de dessiner lacourbe 7! (€ )= (€ ) (la*“rootlocus curve”) qui sépare I'ensemble
S du reste. Pour savoir, quelle composante connexe apgdatril suft de le véri er pour un
seul point.

Les méthodes d'Adams explicites et implicites (a I'extiep de la méthode d'Euler implicite
et de la regle du trapeze) ont toutes un domaine de stalibtné et petit. Ces méthodes ne sont
donc pas utilisables pour des problemes raides. Pour é¢sads BDF, par contre, le domaine de
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FIG. 1ll.12: Domaines de stabilité pour les méthodes BOE@as.

stabilité contient une grande partie du demi-plan gauebe (@ gure 111.12). La méthode BDF
aveck = 2 (ordrep = 2) est méme A-stable. Ceci est une conséquence du fait quaotalocus
curve’

_ i \— (a )~ 3 i 1. 2
z= (e')—(e')—5 2e + 5e
satisfait 3 L
<z= 2cos + =cos2 =(1 cos)? O

2 2

Les méthodes BDF sont beaucoup utilisees pour résowdréagluations differentielles raides
méme si elles sont A-stables seulement pour 2 (voir la gure 111.12). La célebrebarriere
de Dahlquist(1963) dit que I'ordre d'une méthode multipas A-stable eefgpas étre plus grand
gue?2. Ce résultat négatif a motive la recherche d'autreshodes d'intégration qui permettent de
combiner A-stabilité avec un ordre élevé.

M éthodes de Runge—Kutta implicites (Radau IIA)

Comme pour la dérivation des méthodes de Runge—Kuttacéegl nous partons de la formule
intégrée (2.3) de I'équation differentielle. Nous &gpons une formule de quadrature avee 1
ayant I'ordre maximals 1 (formules de Radau, a comparer avec les exercices |.106&t Par
exemple, pous =2 on a

h h h
y(to+ h) = y(to) + 2 3f to+ §iY(to+ 5) +f to+ hy(to+ h) +0O(h*: (9.11)

Pour approximer la valew(to + h=3), nous intégrons I'équation differentielle tga to + h=3 et
nous appliguons une formule de quadrature qui utilise kesas évaluations deque dans (9.11):

h h h h
y(to + 5) = y(to) + o Sf to+ §JY(to+ 5) f to+ hyy(to+ h) +O(h%: (9.12)

En supprimant les termes du reste et en ndtaet k, les deux évaluations de nous arrivons a

h h

ky = f to+ Yot 1—2(5k1 k2)

ky = f to+ hiyo+ 2(3k1+ ko) (9.13)
Y1 = Yot 2 3k + ka
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TAB. lll.4: Coef cientsc; a; eth pour les méthodes Radau IlA avees 2 ets =3, ordrep=2s 1

4 pé 88 7p6 296 169pé 2+3p6
10 360 1800 225
[ p_ (o o
11 5 1 4+ 6| 296+169 6 88+7 6 2 36
3|12 12 10 1800 360 225
1 3 1 1 16 P 6 16 + P 6 1
T4 4 36 36 9
3 1 16 ' 6 16+ 6 1
4 4 36 36 9

qui est une méthode de Runge—Kutta comme dans la dé nibpmais ou la matricéa; ) n'est
plus triangulaire inférieure (voir aussi le tableau [)l.lles deux premieres équations de (9.13) con-
stituent un systeme non linéaire pdyretks,, qu'il faut résoudre avec les techniques du chapitre VI
(méthode de Newton simpli ée).

Lemme 9.2 La methode (9.13) a I'ordre3 et elle est A-stable.

Démonstration. L'ordre 3 est une conséquence des formules (9.11) et (9.12). |l suig la
formule (9.12) soit d'ordre car le terme correspondant dans (9.11) est mulitpliépar
A-stabilite. Si l'on applique la méthodeg’= vy , on obtient aveez = h

hky = zyo + 152(5hk1 hky);  hko = zyo + %(3hkl+ hks):
Onrésoud ce systeme linéaire pdik; ethk,, et on introduit la solution dans la troisieme formule
de (9.13). Ceci donng; = R(z)yo avec comme fonction de stabilité
P(z) _ 1+2z=3 _
Q(z) 1 2z=B+72=6

R(z) = (9.14)
Sur I'axe imaginaire, on a
y* 2

. . .0 . . 0 4 2 y2 _ 1 4 )
QMy)i” j Ply)i"= 1 % +gy° 1+5 =y O

Ceci implique jQ(iy)j IOj_ P(iy)j et aussijR(ly)] 1. Les singularités d®(z) (les zéros de
Q(2)) sontzy;, =2 1 2dans le demi-plan droit. Dong(z) est analytique dans le demi-plan
gauche et, par le principe du maximuRy(z) est majoré pat pour<z 0. O

Cette contruction peut étre généralisée pour obtezsrrdéthodes de Runge-Kutta implicites
qui sont A-stables et d'ordrds 1. Elles s'appellent méthodes Radau IlA et sont, comme les
méthodes BDF, souvent employées pour résoudre desi@usidifferentielles raides. La méthode
RADAUS, utilisée pour le calcul de la gure 1ll.2, est celevecs = 3 et ordrep = 5. Les
coef cients de la méthode (9.13) et de celle ager 3 sont données dans le tableau 111.4.

Remarque. Apres la publication remarquable de Dahlquist en 1963 ¢herche sur la résolution
des équations difféerentielles raides a rapidement présplace importante en analyse numérique.
Des nouvelles méthodes d'intégration, des nouvellesribs (par exemple, étoiles d'ordre) et des
programmes informatiques performants ont été déelBhis de détails peuvent étre trouvés dans
le livre “Solving Ordinary Differential Equations 1. Stiff and Dérential-Algebraic Problems”
par Hairer & Wanner (1996).

Beaucoup plus récente est I'eétude sur les propriégesngtriques des intégrateurs numeériques.
Ca sera le contenu du paragraphe suivant. Le f@eometric Numerical Integrationpar Hairer,
Lubich & Wanner (2002) est consacré a ce sujet.
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111.10 Int égration geometrique

On cherche des méthodes d'intégration pour des proldesimeilaires a I'exemple 1.3 qui donnent
des bonnes approximations pour un calcul a long terme. Avada place dey; et aveqy = m;¢C
I'equation differentielle (1.3) peut étre écrite sdagorme (systeme Hamiltonien)

rou@;  o=r T(p); (10.1)

ou T(p) = %P .m; *p'p est I'energie cinétique etJ(q) = GF> > mimj=kg gk est

I'energie potentielle du systeme. Pour simpli er la pemtation, nous supposons par la suiteue
etqsont des fonctions scalaires (par conséqueht(q) = UYq) etr T(p) = TYp)).

0 —

p

Un exemple typique et intéressant est I'equation du plenaathématique -~
ou I'eénergie cinétique est (p) = p?=2, I'énergie potentielldJ(q) = cosq

et I'énergie totale cosq—\1

H(p;0 = CO0sq:

I\)ll—‘

Le systeme (10.1) possede deux propriétés tres @stantes:

Conservation de I'energie. Un calcul direct montre que I'énergie totate(p; g = T(p) + U(q)
reste constante le long des solutions de (10.1); gure3l(dauche). Ceci découle du fait que

%H (P(t); a(t) = THP() L) + UXa()dlt) =0

—Z2—— ' _ 3(A -/

/%///\\‘“‘ >
e "'/’ A\

FIG. 1l1.13: Conservation de I'énergie (gauche) et symplecticitei(dj du ot pour I'eéquation du pendule.

Symplecticité (préservation de l'aire). Nous utilisons la notation (po; o) := (p(t); g(t))"
pour le ot de I'équation differentielle (10.1) et noud@hs démontrer que, pour un sous-ensemble
A de I'espacdp; g), I'aire de A reste invariante par rapport a I'applicatibn, c.-a-d.

aireg(’ ((A)) = airg(A) pour toutt (10.2)
(voir la gure 111.13, droite). Comme air@d) = RF,i d(po; o) et

77 7
aire (A) = dpig= - det @@Séopoq:;))

2La formule de changement de variables pour les intégralablds peut &tre trouvée dans le livre “Analyse au |
de l'histoire” de Hairer & Wanner a la page 338.

d(po; ®);
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il suft de demontrer que le déterminant de la matrice Jaenone de ; est égal al en valeur
absolue. En dérivant I'eéquation différentielle (10gBr rapporta la valeur initialpy, on obtient

@t @ @dqt @
O - Yopgy @8, @) _ (t)
@p @p @p @p

Une différentiation par rapport gy donne des formules analogues. En changeant I'ordre de la
differentiation, on en déduit que

d 4 @) _d @MEn emew _.._,.

dt @po; ®) d @p @9 @ @p
Il suit de' o(po; ) = ( Po; )" que le déterminant de la Jacobienne devautl. Par conséquent,
il vaut 1 pour toutt, ce qui démontre (10.2).

T%p(1))

Dans une simulation numérique d'un systeme (10.1) on eaihgue les propriétés géomeé-
triques du ot exact soient préservées aussi bien queilplessRegardons ce qui se passe avec
des méthodes classiques. Les gures I11.14 et 111.15 memitie résultat pour la méthode d'Euler
explicite et pour la méthode d'Euler implicite. Pour la ipriere, la solution numérique tourne
vers l'extérieur, I'eénergie augmente et I'aire d'un emdde cro't. Pour la méthode implicite, c'est
exactement l'inverse. Aucune de ces deux méthodes dormepproximation de la solution qui
est qualitativement acceptable.

M éthode d'Euler symplectique. Nous traitons une équation de (10.1) par la méthode dtEule
explicite et I'autre par la méthode implicite. Ceci donne

Pre1 = Pn hr U(q) ou Prez = Pn hr U(Gh+1) (10.3)

Gher = G+ hr T(pns1) Cher = Gy + hr T(py):

La variante (A) est la méthode de gauche, la variante (B¢ ciel droite.

S L

1/ NN
plggtique( -~ Eul \

— Euler symplectique (B)

— Euler sym

FIG. I11.14: lllustration du ot numérigue pour I'équation du pendule= =4.
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Les deux méthodes sont parfaitement explicites. Pourdmjere on calcule d'aborg,.; et
ensuite, 1 ; pour la deuxieme dans I'ordre inverse. La gure lll.14 mimune nette amélioration
pour ce qui concerne la conservation de l'aire.

Lemme 10.1Si 4 : (Pn;Gh) 7' (Pn+1;Ch+1) représente une deséthodes de (10.3), alorsy
préserve l'aire, c.a-d. aire( L(A)) = airg(A). On dit que cette gthode est symplectique.

Démonstration. Nous partageons le membre droit du systeme (10.1) comme

p°= ot p°= r U(g)
o°=r T(p) o°=0:

Les deux systemes peuvent étre résolus de maniereeeXaatirs solutions sont

(10.4)

p(t) = po ot p(t) = po tr U(p)
q(t) = g+ tr T(po) q(t) = :

Les ots’ §T) et EU) des deux systemes (10.4) préservent l'aire car ils sendéaix sous la forme
(10.1). L'af rmation du lemme est alors une conséquencdaiuque les deux méthodes (10.3)

sont respectivement”) ' (N et' (T (),

@

explicite implicite symplectique (A) symplectique (B)

FiG. Ill.15: Solution numérique de differentes méthodes d'Eulerigppes a l'oscillateur harmonique
(10.5) avech = 0:15. La valeur initiale est le grand point noir.

On voit par des exemples tres simples qu'on n'a pasaleservation de &nergie totaleni pour
les méthodes classiques (Euler explicite ou implicitepair la méthode d'Euler symplectique.
L'expérience de la gure II1.15 montre la solution num@uie pour lbscillateur harmoniqueui
est un systeme linéaig®= g, °= p possedant

1
H(pid= 5 PP+ ¢ (10.5)

comme énergie totale. Seulement les deux variantes detlaoahé d'Euler symplectique donnent
une solution numérique qui reste proche du cektlg; g = Const (solution exacte).

Lemme 10.2 Pour l'oscillateur harmonique (10.5), la solution némque(p,; ¢,) de la néthode
d'Euler symplectique reste sur une courbe femgl'ellipsep? + ¢  hpg= Const) pour toutn.

Démonstration. Considérons, par exemple, la premiere méthode dan8)(&0appliquons-la a
I'oscillateur harmonique (10.5). On obtient ainsi
1 0 pn+l 1 h pn

h 1 = 0 1 o : (10.6)
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Une multiplication pafp,+1 ; th+1) donne la premiere égalité de

2

Pris + i1 NPrsiCher = PrsaPn+ Chet G NPnesCh = PE+ &f  hpath:

et une multiplication pafp,; ¢,) la deuxieme. On en déduit qu& + ¢  hp,g, = Const, ce
qui signi e que la solution numériqu@;,; g,) reste sur une ellipse pour tooit O

La méthode d'Euler symplectique est malheureusemengseiit une méthode d'ordpe= 1.
Peut-on trouver des méthodes avec un ordre plus élevpagsedent le méme comportement
concernant la conservation de l'aire et de I'énergie &aloici une méthode d'ordre deux qui est
la plus importante dans le contexte de l'intégration gétsique. Elle est beaucoup utilisée dans
des simulations en dynamique moléculaire et elle est la pasr plusieurs généralisations.

La méthode “Stormer—Verlet”.  Pour introduire plus de symétrie dans la discrétisatimus
considérons la composition d'un demi-pas d'une des véggade la méthode d'Euler symplectique
avec un demi-pas de l'autre. Ceci conduita

h h
Preiz2 = P ST U(ah) Che1=2 = Ch + of T(pn)
Ch+et = Ch+ hr T(Prs1=2) ou Prer = Pn hr U(thei=2) (10.7)
h h
Prs1 = Psazz 5 U(Gha) Cher = Ghar=z+ 5T T(Phea):

De nouveau on appelle variante (A) la méthode a gaucheretnta (B) celle de droite.

Lemme 10.3 Les deux variantes (10.7) de l&éthode “Sbrmer—\Verlet” sont symplectiques, &--
d., consiérees comme applicatiqip,; ¢,) 7' (Pn+1; Gh+1) €lles peservent l'aire.

Pour l'oscillateur harmonique (10.5), leur solution nénque (p,; ¢,) reste sur une courbe
fermee ('ellipsep? + (1  h?=4)¢? = Const) pour toutn.

Démonstration. Avec la notation de la démonstration du lemme 10.1, nougrebas que la
variante (A) correspond a l'application’?) ' {7+ (Y et la variante B)a () * (¥ (7).
Comme les ots des deux systemes (10.4) préservent |'alesst vrai aussi pour la composition.

Pour le problemg®= ¢, °= p, la variante (A) de (10.7) devient

|
Prer 1 h2=2 h+ h3=4’ Pn . (10.8)
Che1 h 1 h=2 o '
Un calcul direct montre quez,; + (1 h?=A),; = p2+(1 h®=4)¢. O

M éthodes de “splitting”. Sil'on a besoin d'une tres grande précision, I'ordre deleda méthode
“Stormer—Verlet” ne suft pas. Une idée élégante pobtemir des méthodes avec un ordre élevé
est de considérdipn+1;Gh+1) = n(Pn; ), 0U n est une composition de ots (comme dans la
démonstration du lemme 10.1)

_I(T) v (U I(T) v (U I(T) v (U).

Pourm =1 eta; = by = 1 on obtient la variante (B) de la méthode d'Euler symplagticpour
m=2,a=1=2,b=1,a =1=2, b, =0 on obtient une des méthodes Stormer—Verlet. De cette
maniere on peut construire des méthodes avec un ordrigaarbiment grand et pour lesquelles les
af rmations du lemme 10.3 restent vraies.
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11.11 Exercices

1. Trouver une méthode numeérique pour le probleyie f (t;y), y(to) = Yo dans l'esprit de celle de
Runge (voir le paragraphe II1.2), mais basée sur la reglaabeze.

2. Appliquer la méthode d'Euler, de Runge et de Heun au probl
yo= Ay; y(0) = yo: (11.1)
Montrer que la solution numérique est donnée par
yn = R(hA)"yo;
et calculerR(hA) pour les trois méthodes.
3. Ecrire I'equation differentielle
2% z=0;z(00)=1; 2Y0)=1;

sous la forme (11.1). Calculer la solution exacte et la gmiutumérique avec la méthode de Runge
sur[0; 1]avech = 1=2.

4. Montrer que l'ordre d'une méthode de Runge-Kutta exidioie peut pas &tre plus grand que le
nombre d'étages, c.-a-¢gh  s.
Indication. Appliquer la méthode °= vy, y(0) = 1 et observer qug, est un polyndme eh de
degrés.

5. Donner la famille a un parametre des méthodes de RKi@tgs, d'ordrep =2 as = 2 étages (avec
comme parametre libre;). Etudier le comportement de la solution numérique pottecamille
guandc, ! 0.

6. Pour le probleme de Van der Pol
y? =y y1(0) = 2;
y2=(@1 ydy2 i y2(0) = 1=2;
calculer le terme dominant de I'erreur localee( le coef cient du termehP*1) pour la méthode de
Runge d'ordre 2.
7. Calculer I'erreur locale d'une méthode de Runge-Kutiard'@quation différentielle

yi=x"t  yi(0)=0
y3=x9ty1  y5(0)=0
avecr etqdes entiers positifs. En déduire la condition
s K1 1
b b oad = : r+q p

pour une méthode d'ordne

8. (Runge 1905). Considérons une méthode de Runge-Kidtatages avec l'ordr@ = s 4 et
supposons que tous les coef ciemis eth soient non-négatifs. Montrer que la constante de Lipachit
de ( x;y;h) (voir le lemme du paragraphe l11.3) satisfait

1+h) €

ou L est la constante de Lipschitz pour la fonctibfx;y). En déduire que I'estimation (3.4) reste
vraie sil'on remplace parL.
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9. Soiterr; une estimation de I'erreur deeme pas et dé nisson's; par
erri="4; hi:

Si on a fait le calcul jusqu'an-eme pas, c.-a-d., si on conna’t les valeurshdeterr; pouri  n, il
faut trouver une valeur raisonable pdy. 1 .

(@) L'hypothese' h+1 = ' » nous conduit a la formule courante du cours.
(b) (Gustafsson 1992). Montrer que I'hypotheda ' = In 'y 1 (c.-ad.,' pe1="n =
"'n="nh 1) hous conduita la formule

h2  Tol err, 1 ¥

h, 1 erry, errq

hn+1 = O 9

10. (“Dense output”). Soity,g la solution numérique obtenue par une méthode de Rungie-Kordre
4 (avec des pas constants). PounuB (Xn;Xn+1), Nous considérons le polyndraéx) de degré3
qui satisfait

U(xn) = Yn;  UXn) = F(Xni¥n)i U(Xne1) = Ynsas UXXne1) = F (Xnsa s Ynea)
(interpolation d'Hermite, voir 11.7). Montrer que, pourttx 2 (Xn;Xn+1), On a

u(x) y(x) = o(h%:
11. Montrer que la formule dililne

h
Yn+1 = Yn 1t 3 fnr +4fn+ fn 1

est une méthode multipas d'ordteyui est stable. Expliquer pourquoi ses coef cients sonhiésnes
gue pour la formule de quadrature de Simpson.

12. Calculer la solution générale de
Yn+3  SYn+2 +8Yn+1  4yn =0;
puis donner une formule pour la solution particuliere catidfaityo = 1,y1 =0,y2 =4.

13. (a) Appliquer la méthode d'Adams explicite
3 1

Yn+1 = Yn + h Efn Efn 1

avech = 1=8 au problemey®= y2,y(0) = 1,y(1=2) =?
Poury; utiliser la valeur obtenue par la méthode d'Euler expicit
(b) Appliquer la méthode d'Euler explicite au méme peshk, également avéc= 1=8.
(c) Comparer les deux résultats numériques avec la ealettactey(1=2) = 2.
14. En utilisant le theoreme binomial généralisé (Amsa 1), moBtrer que pour les coef cientg des
méthodes d'Adams explicites, fanction gerératrice G(t) := j1=0 jt! devient
G(t)= t=((1 t)log(1 t)).
En déduire la formule

o=1: 1)

+1 +1 + i+
m 2ml 3m2 m+1

Calculer a l'aide dg(1) les j pourj =1;2;3;4.
Indication. Utiliser I'egalite **1 * =( 1y °.



86

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Véri er que la méthode BDF & pas est d'ordrgp = K.
Quel est le polyndm¥ ) de la méthode d'Adams explicitelapas?

Montrer que le polyndme( ) de la méthode BDF & pas est donné par

XK . )
()= LTwic gy
j= ]

En utilisant la transformation = 1=(1 z), montrer que la méthode est stable si toutes les racines
de

X o1
p(z) = -z (11.2)
j=1

sont en dehors du disqje 1j 1; elle est instable si au moins une racine de (11.2) se troane d
ce disque.

Remarquele polyndme (11.2) est une somme partielle de la série pdag(1  z).

En calculant numériquement les racines du polyndrh),imontrer que la méthode BDF est stable
pourl Kk 6, maisinstable pouk =7.

Une méthode multipas est dite symétrigue si

kK i= iy ki= iy pouri=0;1:::k:
Démontrer que I'ordre (maximal) d'une méthode syméiteast toujours pair.
Soit% ) un polyndme quelconque de dedr&atisfaisan®41) = 0 et%1)°6 0.

(@) Montrer gu'il existe une unigue méthode multipas irojpdi d'ordrep = k+1 dont le polyndme
caractéristique esty ).

(b) Montrer gu'il existe une unique méthode multipas exipdi d'ordrep = k dont le polynme
caractéristique e$ty ).

Le polynme caractéristique

%)= <22 1)
dé nit les méthodes de Nystrom ou de Milne-Simpson. @lcpourk = 2 la méthode explicite et
implicite a I'aide de I'exercice précédent.



Chapitre IV

Sysemes d'Equations Lineaires

Considérons un systeme d'équations linéaiggs fj donnés)

aXp+ appXe + il apXn = by
X1+ ApXat+ il apXn = by

(0.1)

An1X1+ An2Xo + 111+ A Xn = by
et cherchons sa solution; :: :; X,. Tres souvent, il est commode d'utiliser la notation maglie
Ax = b: (0.2)

Rappelons que le systeme (0.2) possede une solution esicet seulement sietA 6 0.
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IV.1 Elimination de Gauss

L'élimination dite “de Gauss” a été pratiquée pendags diecles sans grand tam-tam, notamment
par Newton et par Lagrange (en 1781 dans ses calculs astigquesi Toutefois, Gauss ayant le
souci deprouverl'existence des solutions pour spnncipium nostrundes moindres carrés (voir
notices historiques du coursAlgebre Lirgaire, p. 17) décrit I'algorithme explicitement :
Soit donné le systeme (0.1) et supposons deeA 6 0. Sia;; 6 0, on peut éliminer la
variablex; dans les équatiorsa n a l'aide de I'equationil, c.-a-d., on calcule
ai1

1= — pour i=2;:::;n (1.1)
an
et on remplace la lignepar
lignei Yin o lignel:
De cette maniere, on obtient le systeme équivalent

1 1 1 — {1
alix,+ alx, + i1+ ajnx, = Y

1 1 1
oy it adxy = b

. (1.2)
alx, + 11+ aBx, = Y
o 1) 1)
i’ = ag; o= 9. San .
D DA UM pour i=25:n (1.3)
bi” = by; B =h il

(sia;; = 0, on échange la premiere ligne de (0.1) avec une autre [)goe arriver aa;; 6 0; ceci
est toujours possible cdetA 6 0).

Le systeme (1.2) contient un sous-systeme de dimensionl sur lequel on peut répéter
la procédure pour éliminex, dans les équation8a n. On multiplie la ligne2 de (1.2) par
Yip = a,%):a(zlz) et on la soustrait de la ligne Apresn 1 étapes

(A:b) I (AD: D)y 1 (A@:pP)y 1 o1 (A DG Dy = (R;0Q)
on obtient un systeme triangulaire
M1X1+ rXo + 200+ Ip Xy

G
FooXo+ i+ IonXy = C

(1.4)
R L, . R R rnnxn = Cn
qui se résoud facilement par “back substitution”
X .
Xn = Ch=lnn: Xi = (¢ Fij Xj)=ri pour i=n 1;:::;1 (1.5)
j=i+l
Théoreme 1.1 SoitdetA 6 0. L'élimination de Gauss donne
PA=LR (1.6)
ou P estune matr(i)ce de permutation et 0 L
1 ri rio - Tr1n
) 1 r S
L:%fl oo E; R:% = f”g: (1.7)
‘nl i \n;n 1 1 IMin

La formule (1.6) s'appelle@omposition LR (left - right) de la matrice.
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Remarqueles colonnes et les lignes d'une matrice de permutdi@ont des vecteurs unité. On

adetP = 1. Un exemple est
0 1 0 . 1 0 . 1
010 lignel ligne2
P= %}1 0 OX ; P %}Iignezg = %)Iignelg :
0 0 1 ligne 3 ligne3

Démonstration. Supposons que toutes les permutations nécessaires dejifidites avant que
I'on commence I'élimination des variables (par abus deatioh, nous écrivoné au lieu deP A
dans cette démonstration). En utilisant les matrices

o 1 0, 1
1 1 0o 1
L= a1 001 ; L,=g0 ' 1 S (1.8)
1 0 i 0 1 0 "2 1 0 1

le premier pas de I'élimination de Gauss correspond a unéptication deA avecL 4, le deuxieme
avecL,, etc.,

LiA= AL LLAW =A@ e L Al D= Al D = R
Par conséquent,
R=(Ln 1Ln 2 ::: Ly) A et A=(L, 1L, 2 20 L)t R:

Il reste a montrer que la matride de (1.7) est égale@_,, 1L, » ::: L) 1. Pour ceci, nous
appliguons la méme procédure a la matticd_a multiplication de_ avecL ; élimine les éléments
de la premiere colonne en-dessous de la diagonale, puisligpiitation aved. , élimine ceux de
la deuxieme colonne, etc. Finalement, on obtignt L, » ::: L;) L = | =identitg, ce qu'il
fallait demontrer. O

Calcul du déterminant d'une matrice. La formule (1.6) implique queletP detA = det L
detR. CommedetP =( 1) ,ou estle nombre de permutations dans I'elimination de Gauss,
on obtient

detA=( 1) ryp i rpn: (1.9)

Résolution de systmes lireaires.En pratique, on rencontre souvent la situation ou il fagtidre
une suite de systemes linéaires = b, Ax°= I, Ax%= P9 etc., possédant tous la m&me matrice.
Tres souvent, on connaX® seulement apres la résolution du premier systeme.

C'est la raison pour laguelle on écrit, en général, legpaonme pour I'€limination de Gauss en
deux sous-programmes :

DEC - calculer la décomposition LR (voir (1.6)) de la matrice;

SOL — résoudre le systemax = b. D'abord on calcule le vecteur (voir (1.4)), dé ni par
Lc = Pb puis on résoud le systeme triangulaig = c.

Pour le probleme ci-dessus, on appaliee foisle sous-programmeEC et puis, pour chaque
systeme linéaire, le sous-programs@L.
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Codt de I'élimination de Gauss.Pour le passage dea A, on a besoin de

n 1 divisions (voir (1.1)) etde

(n 1) multiplications et additions (voir (1.3)).
Le calcul deA® nécessite 2 divisions et(n  2)? multiplications et additions, etc. Comme le
travail dG aux divisions est ici négligeable, le colttate la decomposition LR s'éleve a environ

(N 1P2%+(n 2%+ :::+22+172 x?dx= —  operations

(opération= multiplication+ addition).

Le calcul deb® nécessiten 1 opérations (voir (1.3)). Par conséquent, on obteatec

(n 1)+ :::+2+1 n2=2opérations. Similairement, la résolution du systemd) $e fait
enn?=2 opérations.

En résume, l'appel au sous-programmEC nécessite n3=3 opérations, tandis queOL a
seulement besoin de n? opérations (sur des ordinateurs sériels). A titre de Gaipon, la
formule habituelle pour le déterminant d'une matnce n contientn! n"=€" termes.

V.2 Le choix du pivot

Dans I'élimination de Gauss, il faut au début choisir wegpation (ave@;; 6 0; cet élement
s'appelle “le pivot”) a I'aide de laquelle on &limine, dans les autres équations. Le choix de cette
equation (choix du pivot) peut-il in uencer la précisidn résultat numeérique, si l'on fait le calcul
sur ordinateur en virgule ottante?

Exemple 2.1 (Forsythe)Considérons le systeme

1:00 10 # x; + 1:00 x, = 1:00 2.1)
1:00 x; + 1:00 x, = 2:00 '
avec pour solution exacte
0:9998
= —— =1:00010001::: = ——— =0:99989998: :: 2.2
*1= 5:9999 ! 2= 5:9999 (2.2)

Appliquons I'élimination de Gauss et simulons un calcuk@gule ottante avec3 chiffres signi-
catifs (en basel0).
1 —

a) Sil'on prenda;; = 1:00 10 4 comme pivot, on obtient,; = ax=a;; = 1:00 104, a3, =
1:00 1:00 10*= 1:.00 10fethy’ =2:00 1:00 10*= 1:00 10*. Par conséquent,

Xp = b(zl) =a§12) = 1:00 (exacte!), mais poux; nous obtenons

X1 = (b, a;pXz)=ay; = (1:00 1:00 1:00)=(1:00 10 %) =0:

Le résultat numérigue, obtenu pouyr, est faux.

b) Sil'on échange les deux équations de (2.1), le pivoLgdl et I'élimination de Gauss donne:
"5 =1:00 10 4, a) =1:00 1:00 10 4 =1:00eth” =1:00 2:00 1:00 10 * = 1:00,
De nouveau, on obtient, = b(zl):a(zlz) = 1:00. Mais cette fois le résultat pouy est

X1 =(b apXxy)=a; =(2:00 1:.00 1.00)=1.00 = 1:00:

Les deux valeurs numériques (poyret aussi pouk;) sont correctes.
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Pour mieux comprendre dans quelle partie de I'eliminatienGauss on a perdu une informa-
tion essentielle, considérons les sous-problemes fjaddisoustraction, multiplication, division)
séparément et étudions leur “condition”.

Condition d'un probl eme. Considérons une applicatidh : R" ! R, le probleme consistant

perturbations dans sur le résultaP (x).

Dé nition 2.2 La condition d'un problemeP est le plus petit nombre tel que
Ri Xi jP(R) P (x)]
jxi JP (X)]
On dit que le prol#meP est bien condition®, si n'est pas trop grand. Sinon, il est mal condi-
tionné.

eps :) eps (23)

Dans cette dé nitiongpsreprésente un petit nombre. &psest la précision de I'ordinateur
(voir le paragraphe I1.5) alorsy; peut étre interprété comme l'arrondi e Remarguons en-
core que la condition dépend des donnégs et du problemeP, mais qu'elle ne dépend pas de
I'algorithme avec lequel on calcuke(x).

Exemple 2.3 (multiplication de deux nombres éels) Soient donnés les nhombrgs et x,, con-
sidérons le probleme de calcule(x;; x;) = X; Xp. Pour les deux valeurs perturbées

Ry = X1(1+ 1), Ry = X2(1+ 2); Ji] eps (2.4)
Oona
R Ry X1 Xz
X1 Xz

Commeepsest un petit nombre, le produif , est négligeable par rapportjaj + j ,j et on
obtient

=1+ )A+ 2) 1= 1+ 2+ 1 2

R1 R X1 X2
X1 X2
On adonc =2 et ce probleme est bien conditionné.

2 eps (2.5)

Exemple 2.4 (soustraction)Pour le problemd® (x1; X2) = X3 Xy, un calcul analogue donne

(1 k) (X1 X2) _ X111 X22 X1+ X9 e

X1 X2 X1 X2 lel iz ij}

ps (2.6)

Sisignk; =  sigmx, (ceci correspond a une addition et non pasa une sousirgana =1;le
probleme est bien conditionné.

Par contre, sk;  Xp la condition = (jx1j + jX2j)3X1  X,j devient tres grande et on est
confronté a un probleme qui est extrémement mal coadité. Pour mieux illustrer I'effet de cette
grande condition, considérons I'exemple numérique

1 1 250

Xp = = pour lequel =100:

(1=50)
En faisant le calcul ave8 chiffres signi catifs (en basd0), on obtientk; = 0:196 10 1, k, =
0:192 10 letk; %, =0:400 10 3. Comme les deux premiers chiffres sont les mémes pour
etk,, la soustraction les fait dispara’tre et on n'a plus qu'tiffe qui est signi catif (le résultat
exact esi=(51 52) = 0:377 10 3). On parle déxtinction de chiffres
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Explication du choix du pivot. Si ",; est tres grand (ce qui est le cas dans la situation (a) de
I'exemple de Forsythe) alors,

W )

< < (1)
Ay = Ap 21812 21812 X = b; b 2.7)
1 N N - T . .
b(z) o) 2101 2101 a(zlz) a1z
Cette valeur, obtenue poxs, est en général correcte. Mais le calculde
X1 = (b aoXz)=an

nécessite une soustraction qui est tres mal conditiemaga; ,x, by et, a cause de l'extinction
de chiffres, on perd de la précision.

La conclusion de cette étude est qu'il faut éviter desgrop grands.

Recherche partielle de pivot. L'idée est de ne pas se contenter d'un pivot qui soit différde
zéro @11 6 0), mais d'échanger les équations de (0.1) a n guesoit le plus grand élément (en
valeur absolue) de la premiere colonneAleDe cette maniere, on a toujours;j 1. La méme
stratégie est repétée pour les sous-systemes appandidans |'élimination de Gauss.

avec coef cientsa; uniformément distribués darfs 1; 1] et des solutions; uniformément dis-
tribuées danp 1, 1]. Alors on calcule edouble pécisionlesly pour cette solution exacte. Ensuite
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FIG. IV.1: Erreurs pour 1 million de systemes linéaires deelirsionss 5a55 55
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on applique l'algorithme de Gauss, une fois sans recherelpdt, et une fois avec recherche de
pivot, ensimple pécision L'erreur max; jx"UM  x® de chaque résultat est représentée par un
petit point dans les dessins supérieurs de la gure |V.EnBjue nous ne soyons pas surpris par les
nombreuses erreurs sans recherche de pnmtiquescas demeurent inacceptables a droite ; bon
nombre de résultats restent cependant bons!

Faisons un@leuxemeexpérience : une matrice aveg uniformément distribués darpis 1; 1]
pourj > i estcomplétée pas; = a;, pour assurer qu® = (I A) (I + A) soit orthog-
onale. Cette matrice est calculée en double précisioredte de I'expérience continue comme
auparavant (voir les résultats au bas de la gure IV.1) t€fetis-ci il n'y a pas d'exception dans la
bonne performance de l'algorithme de Gauss avec recheepe/dt. Nous allons démontrer ces
observations dans les paragraphes suivantes.

V.3 La condition d'une matrice

En principe, un probleme avan données eh solutions possedm n coef cients décrivant la
sensibilité de lan-eme solution par rapport a la-eme donnée. Devant cette myriade de valeurs,
il est parfois préférable d'exprimer la conditigar un seul nombreOn réussira cela a I'aide de
normes de vecteurs et de matrices (recherche initiée paurng 1948).

Rappel sur la norme d'une matrice. Pour une matrice a lignes etn colonnes, on dé nit
kAXK

kAk = max KAxk = max ok (3.1)
c.-a-d., la norme dé est le plus petit nombrieAk qui possede la propriété
kAxk k Ak kxk pourtout x2 R": (3.2)

EvidemmentkAk dépend des normes choisies dRrisetR ™. |l y a des situations ou I'on conna’t
des formules explicites powAk. Par exemple, sil'on prend la méme norme dans les deux espac
alors, b

pour kxk; = ;jxjj, ona

kAk; = max jaji ; (3-3)
=L i=1
pour kxk, = (© 1Ly jxij)*?, ona
q

kAk, =  plus grande valeur propre d&TA; (3.4)

pour kxk; = maXi=1:::n jXij, ona

X1 . .

kAky = max — jaj (3.5)

La normekAk d'une matrice satisfait toutes les propriétés d'une rarnkn plus, elle vérie
kl k = 1 pour la matrice d'identité #kA Bk k Ak kBk.

Apres ce rappel sur la norme d'une matrice, essayons destia condition du problemax =
b. Pour ceci, considérons un deuxieme systeme liné®fre= Bavec des données perturbées
B =a L+ 4);  Jql A

3.6
B:h(l"‘ i); j il by (3.6)
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ou A et p spécient la précision des données (par exemple eps , epsou epsest la
précision de l'ordinateur). Les hypotheses (3.6) imp#gt (au moins pour les normks k; et
k ki) que

kR Ak A KAk KB bk, kb (3.7)

Notre premier résultat donne une estimatiorkde xk, en supposant que (3.7) soit vrai.

Théoreme 3.1 Consicerons les deux sysmes ligairesAx = betARk = Bou A est une matrice
inversible. Si (3.7) estari éetsi o (A) < 1, alorsona

ki xk (A)
kxk 1 A (A

(At b (3.8)

ou (A):= kAk kA k. Le nombre (A) s'appelle condition de la matricA.
Déemonstration.De B b= Rk Ax =(R A)k+ A(k x), nous déduisons que
2 x=A' (R Axr+(B b: (3.9)

Maintenant, prenons la norme de (3.9), utilisons l'iné&@alu triangle, les estimations (3.Kgk
kxk + kk  xk etklbk = kAxk k Ak kxk. Nous obtenons ainsi

ki xk k A 'k o KAk (kxk+ kk xk)+ , KAk kxk :
Ceci donne I'estimation (3.8). O

La formule (3.8) montre que poup  (A) 1, I'ampli cation maximale de I'erreur des
données sur le résultat est d@).

Propri étés de (A). SoitA une matrice inversible. Alors,

a) (A) 1 pourtouteA,

b) (A)= (A) pour 60,

C) (A) = @E‘:)i kAyk krzT:q kAzK.

La propriété (c) permet d'étendre la dé nition d§¢A) aux matrices de dimensian n avec
m 6 n.

Démonstration. La propriété (a) est une conséquencd dekl k = kAA 'k k Ak kA k. La
propriété (b) est évidente. Pour montrer (c), noussdiis
KA Ixk kzk . kAzk 1

1 = = = . O
KA K= maX e ~MaX Ak~ MW

Exemples de matrices ayant une grande conditionConsidérons les matricés, (matrice de
Hilbert) etV,, (matrice de Vandermonde) dé nies pay € j=n)

- 1 no. S
fn = i+j 1= R

Leur condition pour la normk k; est donnée dans le tableau IV.1.

Exemples de matrices ayant une petite conditionUne matriceU est orthogonale 27U = 1.
Pour la norme euclidienne, sa condition vauarkUk, = 1 etkU 'k, =1 (l'inverseU *= UT
est aussi orthogonale).
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TAB. IV.1: Condition de matrices de Hilbert et Vandermonde

n 2 4 6 8 10 12

(H)) |27 28 100 29 100 34 10° 35 10° 3:8 10
(V,) | 8 56 1¢° 37 100 24 1¢°¢ 1.6 10° 1.0 109

Concernant l'interpolation avec des fonctions splinesis@vons rencontré la matrice (voir le
paragraphe 11.10, cas équidistant)
1 9
2
1€ (3.10)

AP

04
%1
Le facteurl=h n'in uence pas (A). Posons alordh = 1. Avec la formule (3.5), on vérie
facilement quekAk, = 6. Pour estimekA 1k, , écrivonsA sous la formeA = 4(1 + N) ou |

est l'identité etN contient le reste. On voit queNk; = 1=2. En exprimantA ! par une série
géométrique, on obtient

A=

Ol

3

1 1
KA *k; 7 1*kNki + kKNKZ + kNK3 + ::: >

Par conséquent, (A) 3indépendamment de la dimension du systeme.

IV.4 La stabilit € d'un algorithme

Le but de ce paragraphe est d'étudier I'in uence des esgeleirrondi sur le résultat pour I'élimi-
nation de Gauss. Commencons par la dé nition de la stékdliun algorithme et avec quelques
exemples simples.

Un algorithmepour résoudre le problenfe(x) est une suite d'opérations €léementaifres : :,
f, (addition, soustraction, multiplication, division, &wvation d'une racine, d'une fonction élé-
mentaire; ::) telle que

P(X) = fo(fn 1(::f2(f1(X)) ::2): (4.1)

En général, il existe beaucoup d'algorithmes difféesgmbur résoudre le méme probleféx).

L'ampli cation de l'erreur, en faisant l'opératiofi;, est décrite par la condition(f;) (voir la
dé nition dans le paragraphe 1V.2). L'estimation

(P) (f)  (f2) 0 (fn): (4.2)
est une conséquence simple de la dé nition de la conddian probleme.
Dé nition 4.1 Un algorithme est nuBriquement stable (au sens de “forward analysis”) si
(f1) (f2) ::: (fn) Const (P) (4.3)
ou Const n'est pas trop grand (par exemple, CongD(n)).

La formule (4.3) exprime le fait que I'in uence des erreurardondi durant le calcul d@ (x)
n'est pas beaucoup plus grande que I'in uence d'erreurssdas données (qui sont inévitables).
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Exemple 4.2 Soitx = 10* et considérons le probleme de calculexx(1 + x)). Examinons les
deux algorithmes suivants :
% X & 1

a) X e 1 % X(x+1) ! Xx+1)°
Toutes ces opérations sont tres bien conditionnées lyiaragraphe 1V.3). Ainsi, cet algorithme
est numériquement stable.
b %  1=X & 1 1 1

) Y& x4l 1=x+1) % x x+1 x(x+1)’
Dans cet algorithme, seules les trois premieres op@rssont bien conditionnées. La soustraction,
ala n, est tres mal conditionnée cdex  1=(x + 1). Ainsi, cet algorithme est numériquement

instable

La veéri cation, si un algorithme (non-trivial) est stab{au sens de “forward analysis”), est
souvent tres complexe et dif cile. Pour cette raison, Wikon (1961, J. Ass. Comp. Mach. 8) a
introduit une autre dé nition de la stabilité d'un algtirime.

Dé nition 4.3 Un algorithme pour ésoudre le proldmeP (x) est nuneriquement stable (au sens
de “backward analysis”) si le esultat nurgriquey peutétre interpétt comme unésultat exact
pour des donées perturbesk (c.-a-d.,y = P(R)) et si
R X
JXi]

ou Const n'est pas trop grand et eps est I&gision de 'ordinateur.

Const eps (4.4)

RemarquePour I'étude de cette stabilité, il ne faut pas conndareondition du probleme.

Exemple 4.4 Considérons le probleme de calculer le produit scatajrex, + X3 X4. On utilise
l'algorithme

% X1 X2

(X1i X2 X3 Xa) o X1 Xz + X3 Xq (4.5)

0,
X3 Xg %

Le résultat numérigue (sous I'in uence des erreurs dadi) est

X1(1+ 1) X1+ 2)A+ 1)+ x3(1+ 3) Xa(l+ )1+ 2) (1+ 3)
ouj ij;j jj eps Cerésultat est égalia %, + ®3 R4 sil'on pose

Ry = X1+ A+ 1), Rz = X3(1+ 3)(A+ 2);
Ry = Xo(l+ 2)A+ 3); Ra=xa(1+ »A+ 3):

Ainsi, (4.4) est véri & poulConst= 2 (on néglige les produits ;). En conséquence, l'algorithme
(4.5) est toujours numériguement stable (au sens de “barckanalysis”).

Cet exemple montre bien qu'un algorithme peut étre staiieme si le probleme est mal
conditionné. Ainsi, il faut bien distinguer les notiongdbilité numérique” et “condition d'un
probleme”.

La stabilit &€ de I'elimination de Gauss.Soit donnée une matride (detA 6 0) ayant la decompo-
sition A = LR (on suppose que les permutations nécessaires sontfiiguées). En appliquant
I'elimination de Gauss, nous obtenons deux matritest R, qui représentent la deécomposition
exacte de la matric® := P R. Pour montrer la stabilitt numérique (au sens de “bacttwar

analysis”) de I'élimination de Gauss, on a besoin de troune estimation de la formj&;  &; |
jajj Const eps Entous cas, il faut estimer la differengg  a; .
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Théoreme 4.5 (Wilkinson) SoitA une matrice inversible dt, R le résultat nurgrique de lelimination
de Gauss (avec recherche de pivotaed-.jbij ] 1lpourtouti;j ). Alors,

j& aj 2 amin(i 1j) eps (4.6)
OuU a = maxXi;x ja1(1k)J
Démonstration. Lors de lak®M€étape de I'elimination de Gauss, on calcui‘]lé? a partir de -(J-k b,
Si I'on prend en considération les erreurs d'arrondi, otiesti
K) —rpk 1) P (k 1) y ;
ij = ( ij 1k j (1 + ijk ))(1 + ijk ) (47)

k 1 k 1
=Y Boal Ve oy

ou (en négligeant les term&Xep<))
. .o K): ek e (k1) s .
Pad B T i+ % e i jwi 2 a eps (4.8)
. P min(i P min(i .
Par dé nition de®, onal; = VB, by = )b (;( D et, en utilisant la formule

(4.7), on obtient pour> |

X X
k k
k=1 k=1
carai(j” = 0 dans cette situation. Pour j,ona
i 1 . X1
k 1 k 1
B = (B Y a0+ g+ B oa V= (4.9b)
k=1 k=1

car® =1. Les formules (4.9) ensemble avec I'estimation (4.8) démemt I'estimation (4.6). O
Congquencel'élimination de Gauss est stable (au sens de “backwarlysisd si le quotient
maxjaj  maxja (4.10)

n'est pas trop grand. En fait, il existe des matrices pathiglees pour lesquelles ce quotient
atteint2" 1, ou n est la dimension de la matrice (voir exercice 12). Mais heureusement cette
constante est en général beaucoup plus petite. Pourélic®ci, en suivant une idée de Trefethen
& Schreiber (1990, SIAM J. Matrix Anal. Appl. 11) nous avonsspun grand nombre de matrices
de dimensions allant d2a 24 dont les éléments sont des nombres aléatoires [dah4]. Nous
avons dessiné dans la gure IV.2 le quotient (4.10) en famcte la dimension de la matrice
(chaque point représente la moyenn&@échantillons). En échelle doublement logarithmique, le
résultat semble mystérieusement devenir une droite.

4+ quotient (4.10) xﬁ

i 1 1 ‘ 1
10° 10t

FIG. IV.2: Stabilitt numérique de I'€limination de Gauss




98 Sysemes d'Equations Li&mnires

IV.5 Lalgorithme de Cholesky

Etudions I'élimination de Gauss pour le cas important ou

A estsynetriqgue(AT = A) et

A estdé nie positive(x" Ax > 0pourx 8 0).
Le théoreme suivant montre que, dans cette situatioicpéere, il n'est pas nécessaire d'effectuer
une recherche de pivot.

Théoreme 5.1 SoitA une matrice sy#gtrique et @ nie positive.
a) L'élimination de Gauss est faisable sans recherche de pivot.
b) La decompositiorA = LR satisfait

R=DL"T avec D =diag(ri;:::;rmn): (5.1)
Démonstration. a) On aa;; = €] Ae; > 0 (avece; = (1;0;:::;0)") car la matriceA est dé nie

positive. Alors, on peut choisa;; comme pivot dans la premiere étape de I'élimination dei$za
Ceci donne

- an a’ I 1 - an a’
A a C ' A 0 co (5.2)
1 _ a1 A . L.
ougG” = g P aj; pouri;j =2;:::;n, ce quiest équivalenta
11
@ — 1 T
c¥=C — a a: (5.3)

ai

La matriceC™® est symétrique (trivial). Montrons qu'elle est aussi die positive. Pour ceci,
nous prenonsup2 R" 1y 6 0. Il faut montrer qugy" CWy > 0. La partition de (5.2) et le fait
gueA soit dé nie positive impliquent

dip aT X1

5 C = apx?+2x; y'a+y' Cy>0: (5.4)

(x1;¥")
En posank, = y'a=a dans (5.4), on obtient de (5.3) que
yICWy=yTcy S (yTa)?> 0
an

Par récurrence, on voit que la deuxieme et aussi les aatages de I'élimination de Gauss sont
faisables sans recherche de pivot.

b) La formule (5.1) est une conséquence de l'unicité dinfiination de Gauss pour des matri-
ces inversibles. En effet, on peut écrike= DPT et on obtientA = AT = RTLT = B(DLT),
douP=L.

Pour montrer l'unicité de I'élimination de Gauss, suppasA = LR = PR et considérons
lidentite P 'L = RR . Le produit de deux matrices triangulaires inférieuret@@ine matrice
triangulaire inférieure; de méme pour les matrices tridaires supérieures. Comme les éléments
de la diagonale dB L sont tous égaux &, on a

PL=RR *=1; (5.5)

ce qui impligue l'unicité de I'eélimination de Gauss. |
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La décomposition
A=LDLT (5.6)

s'appelledéecomposition rationnelle de CholedskyCommer; > 0 (A est dé nie positive), on
peut considérer la racin@*™? = diag(" T11;:::;" Tmn), et la décomposition (5.6) devieAt =

(LD ¥2)(D¥2LT) = (LD ¥?)(LD ¥¥?)T. Par abus de notation, en écrivanpour LD %2, nous
obtenons lalecomposition de Cholesky

0. 1
11 0
A=LLT ou L=t : - X (5.7)
‘nl N ‘nn
Une comparaison des coef cients dans l'iden#té& LL T donne pour
H— . — 2 N2 - N2
i>k : Ak = it kit It ik 1kk 17 ik Kk

et on en déduit I'algorithme suivant:

Algorithme de Cholesky.
fork::ltondoP
“kk = (Ak jkzll\Ej)lzz;
fori = k+1 tolg do
ik o= (@K ]!(:11‘ij K )= Kk

Le cdit de cet algorithmeEn négligeant les racines, le nombre d'opérations nécessaires est
X Z, n3
(n k) k (n x)xdx = E:
0

k=1

Ceci correspond a la moitié du colt de la decompositiBn L

Pour résoudre le systemfx = b, on calcule d'abord la décomposition de Cholesky (5.7).
Puis, on résoud successivement les deux systémes betL"x = c, dont les matrices sont
triangulaires.

Comme pour I'elimination de Gauss, on peut étudier laistakle I'algorithme de Cholesky.

Théoreme 5.2 SoitA une matrice sy#trique et & nie positive. Noton® = P BT, ouP estla
matrice triangulaire obtenue par l'algorithme de Choleskyors,

jB; &) a min(i;j) eps (5.8)
ouU ap = max;; jajj = max; jaj. O

Ce résultat demontre que l'algorithme de Cholesky egbtog numériquement stable. Il n‘est
donc pas nécessaire de faire une recherche de pivbtesi symétrique et dé nie positive.

ILe “Commandant Cholesky” (1875—-1918) entra Bdble Polytechnique a I'age de vingt ans et en sortit dans
I'arme de I'Artillerie. Affecté a la Section de Géodesdu Service géographique, en juin 1905, il s'y t remarquer
de suite par une intelligence hors ligne, une grande fagidur les travaux mathématiques, un esprit chercheur,
des idées originales, parfois méme paradoxales, majsuauempreintes d'une grande élévation de sentiments et
gu'il soutenait avec une extréme chaleur. (...) Choledigrda ce probleme en apportant dans ses solutions, ... une
originalité marquée. Il imagina pour la résolution aéegiations de condition par la méthode des moindres carrés
procédé de calcul tres ingénieux ... (copiéRluletin geocesiqueNo. 1, 1922).
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IV.6 Systemes surdterminés — nethode des moindres cares

Considérons un systeme d'équations linéaires
a1X1 + @2Xp * IIl+ AnXn = by
A1X1 + apXy * 1l t @nXn = by
(6.1)
am1X1 + @moXz + 111+ @mnXn = b
ou m n (matriciellement:Ax = bavecx 2 R" etb 2 R™; A est une matricen n).
Evidemment, le systeme (6.1) ne possede, en généraldpaolution. L'idée est de chercher un

vecteurx tel que
g KAX bk ! min 6.2)

pour la norme euclidienne. Une justi cation probabiliste cette condition sera donnée dans le
paragraphe IV.8. Le nom “méthode des moindres carréstjualle choix de la norme dans (6.2)
(la somme des carrés des erreurs doit &tre minimale).

Théoreme 6.1 SoitA une matricen n (avecm n)etsoitb2 R™. Le vecteux est solution
de (6.2) si et seulement si
(6-2) ATAx = ATb: (6.3)

Leséquations du systne (6.3) s'appellentéquations normales”.
Démonstration. Les minima de la fonction quadratique
f(x):= kKAx bB®=(Ax DT(Ax b= x"ATAx 2x"ATb+ b'b
sont donnés pd = f {x) = 2(xTATA b'A). m

Interprétation geonetrique. L'ensembleE = fAx j x 2 R"g est un sous-espace linéaireRE€'.
Pour unb 2 R™ arbitraire,x est une solution de (6.2) si et seulemenAzi est la projection
orthogonale ddo surE. Ceci signie queAx b? Az pour toutz 2 R". On en déduit que
AT(Ax b) =0 eton aainsi établi une deuxieme demonstration de (6.3).

Exemple 6.2 Pour étudier le phénomene de la thermo-électricitéadt I'expérience suivante. On
soude un | de cuivre avec un | de constantan de maniere gealr une boucle fermée. Un point
de soudure est maintenu a température Xg ( 24 C), alors que I'on fait varier la températufe
de l'autre. Ceci génere une tensibh laquelle est mesurée en fonctiondgvoir le tableau 1V.2
etla gure IV.3). Les données du tableau IV.2 sont prisesivhe de P.R. Bevingtoh

On suppose gue cette dépendance obéita la loi

U= a+ bT+ cT? (6.4)

et on cherche a déterminer les parametigset c. Les données du tableau IV.2 nous conduisent
au systeme surdéterming € 3, m = 21)
Ui = a+ bT, + cT?; i=1;:::;21 (6.5)

En résolvant les équations normales (6.3) pour ce pnedjeon obtienaa = 0:886 b = 0:0352
etc = 0:598 10 4. Avec ces parametres, la fonction (6.4) est dessinée ldaggire 1V.3. On
observe une tres bonne concordance avec les données.

Remarqueles équations normales (6.3) possedent toujours au numiesolution (la projection
surE existe toujours). La matric&™ A est symétrique et non-négatived ATAx = kAxk? 0).

2P.R. Bevington (1969)Data reduction and error analysis for the physical scienddsGraw-Hill.
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TAB. IV.2: Tensions mesurées en fonction de la tempérakure

i TC U | i TC U |iTC U

0O 089 8 35 04215 70 188
5 069 9 40 06116 75 210
10 05310 45 082|17 80 231
15 03411 50 103[18 85 254
20 015|12 55 12219 90 278
25 Q02|13 60 145(20 95 300
30 020]14 65 168|21 100 322

~No ok owWDNPE

To T

| T |
0 50 100
FIG. IV.3: Tension en fonction de la température et schéma de lréspée

Elle est dé nie positive si les colonnes desont linéairement indépendantés(6 0 pourx 6 0).
Dans cette situation, on peut appliquer l'algorithme de I€ky pour résoudre le systeme (6.3).
Mais, souvent, il est préferable de calculer la solutimeatement de (6.2) sans passer par les
équations normales (6.3).

IV.7 Deécomposition QR d'une matrice

Dans I'elimination de Gauss, on a multiplié I'équatié® = bpar la matrice triangulaire,

L, L;. De cette maniere, on a réduit le probleme originda = c ou R est une matrice
triangulaire supérieure. Malheureusement, la multgtian deAx bavecL; ne conserve pas la
norme du vecteur.

Pour résoudre (6.2), nous cherchons une matrice orthéeyQnizlle que
0 0
Q(Ax B=Rx c= S x G (7.1)
ou R%(une matrice carrée de dimensiohest triangulaire supérieure @ c®yT est la partition
dec= QTbtelle quec®2 R" etc®2 R™ ". Comme le produit par une matrice orthogonale ne
change pas la norme du vecteur, on a

KAx bk3=kQ"(Ax bk5=kRx ck5=kR% c%35+ kc’ks: (7.2)
On obtient alors la solution de (6.2) en résolvant le syste

R% = ¢ (7.3)
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Le probleme consiste a calculer une matrice orthogoiGake.-a-d.,Q"Q = 1) et une matrice
triangulaire supérieur® telles queQT A = R ou de fagon équivalente

A = QR: (7.4)
Cette factorisation s'appelle la “decomposition QR” denatriceA. Pour arrivera ce but, on peut

se servir des rotations de Givens (voir exercice 11 du aeagjtou des ré exions de Householder.

Ré exions de Householder (1958)Une matrice de la forme

H=1 2uu' ou u'u=1 (7.5)

a les propriétés suivantes :
H est une ré exiona I'hyper-plafix j u™x = 0g
car Hx = x u (2u™x) et Hx + x ? u.
H est symétrique.
H est orthogonale, car

HT™H=(1 2uu)"( 2uu™)=1 Aduu"+4uu’uu’ = I:

En multipliantA avec des matrices de Householder, nous allons essayendétraerA en une
matrice de forme triangulaire.

Lalgorithme de Householder - Businger - Golub. Dans unepremire étape on cherche une

matriceH; = | 2u;u] (u; 2 R™ etu]u; = 1) telle que
0 1
1
0
H1A:%: : :E: (7.6)
0

Si I'on dénote pai\; la premiere colonne da, il faut queH.A; = 16, =( 1;0;:::;0)" eton
obtientj 1j = kH;A1k, = kA.k,. La forme particuliere déi, implique que

H]_Al = Al 2U1 U-]I_-A]_ = 164
L'expressionu] A; est un scalaire. Par conséquent,
uu=C v, ou vy = Ay 161 (7.7)

et la constant€ est déterminée p&u.k, = 1. Comme on a encore la liberté de choisir le signe
de ., posons

1= signa;;) kAkz (7.8)
pour éviter une soustraction mal conditionnée dans leutdev, = A; 161.
Calcul deH;A. Notons pai; et(H;A); lesj$M®Scolonnes deA etH ;A respectivement. Alors,
ona 5

(HiA); = A} 2ujuiAj = A VIA] Vi ou = — (7.9)
Vi Vi

Le facteur peut étre calculé a l'aide de

viv 1
1= 121 = > ATA; 2 jap+ § = 1(a11 1)’ (7.10)
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Dans unedeuxemeétape on applique la procédure précédente a la sous-matiecdimension
(m 1) (n 1)de (7.6). Ceci donne un vectews 2 R™ ! et une matrice de Householder
H, = | 2upul. En posanu, = (0;u,)", une multiplication de (7.6) par la matrid¢¢, =

| 2u,ul} donne

0
1 1

1 0 1 O
1
0 -
oS N B S FE

0 0 0 0

En continuant cette procédure, on obtient aprésapes (apres 1 étapes sin = n) une matrice
triangulaire

RO
,—in 27 HzH}A— R = 0
QT
Ceci donne la décomposition (7.4) av@€ = H,, ::: HyH;.

Colt de la decomposition QR.La premiere étape exige le calcul de par la formule (7.8) ( m
opérations), le calcul d2=v; v; par la formule (7.10) (travail négligeable) et le calcul(ébA);
pourj =2;:::;nparlaformule (7.9) ( (n 1) 2 m opérations). En tout, cette étape nécessite
environ2mn opérations. Pour la decomposition QR, on a alors besoin de

2(n?2+(n 1>+ :::+1) 2n3=3 opérations sin = n (matrice carrée);

2m(n+(n 1)+ :::+1) mn?opérationssin  n.
En comparant encore ce travail avec celui de la résolutematuations normales (mn2=2
opérations pour le calcul d&"A et n3=6 opérations pour la décomposition de Cholesky de
ATA), on voit que la décomposition QR coflite au pire le double.

Remarque. Si les colonnes de la matrig® sont linéairement indépendantes, tous lesont
non nuls et I'algorithme de Householder—Businger—Golulapplicable. Une petite modi cation
(échange des colonnes Ag permet de traiter aussi le cas général.

Concernant la programmation, il est important de ne calaulles matriced;, ni la matrice

toutes les informations nécessaires pour la decompasitomme pour I'élimination de Gauss,
on écrit deux sous-programmes. DECQR fournit la décoimtipasQR de la matricéA (c.-a-d.
les i, v; et la matriceR). Le sous-programme SOLQR calculE b et la solution du systeme
triangulaireR% = c®(voir (7.3)). Le calcul deQ"b= H,, ::: H,H;bse fait avec une formule
analogue a (7.9).

Exemple 7.1 Si les colonnes d& sont “presque” linéairement dépendantes, la résaiudio
probleme (6.2) a I'aide de la décomposition QR est prable a celle des équations normales.

Considérons, par exemple, 0 1 0 1

11 1
A= %} 0% ; b= %}OE
0 0
ou est une petite constante, disoAs< eps Avec un calcul exact, on obtient

1+ 2 1 ATp L

TA = .
AA= 1 1+ 2 1
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et la solution est donnée par

1 1 .
o 2- 2t O

X1 = Xo =

Un calcul en virgule ottante fait dispara’tre 18 dansAT A et cette matrice devient singuliere. On
n'obtient pas de solution.

Par contre, l'algorithme de Householder—Businger—Golong: (en négligeant) ;= 1,
vi=(2;;0),:::etalan
0 1 1 1 0 pl 1
r=Bo "2 & Q=B ="2%:
0 0 = 2

La résolution de (7.3) donne une bonne approximation dellgien exacte.
IV.8 Etude de I'erreur de la méthode des moindres cares

d'une loi
X0

G(H)x =b (8.1)
j=1
qui relie les variables et b (les fonctions; (t) sont données, p. ex;(t) = t' ). Supposons que
pour plusieurs valeurs d€disonsty;:::;t,,, m  n)l'on puisse mesurer les quantités:::; b,.
On obtient ainsi le systeme surdéterminé

X .
aj x; = h; i=1;::::m (8.2)

i=1
ou a = G(tj). En pratique, ledy sont des mesures légerement erronées et il est naturel de

les considérer comme des valeurs plus ou moins aléatditeside de I'erreur de la solutior,
obtenue par la méthode des moindres carrés, se fait @nsdelcadre de la théorie des probabilités.

Rappel sur la théorie des probabilites

Considérons degariables akatoiresX (dites “continues”) qui sont spéci ées par une fonction
de densitd : R ! R, c.-a-d., la probabilité de I'evénement que la valeard se trouve dans
I'intervalle [a; b est donnée par

Zyp
P(a X<b)= f(x)dx (8.3)

R
avecf (x) Opourx2 Ret 7 f(x)dx=1.
On appelleesgerance(mathématique) de la variable aléatofde nombre réel
Z 1
« = E(XX)=  xf(x)dx; (8.4)
1

etvariancela valeur
Z 1 Z 1
2 = Var(X)= . (x  x)F(x)dx = . x*f(x)dx  %: (8.5)
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Exemple 8.1 Si une variable aléatoire satisfait (8.3) avec (voir larguV.4)

X 2

(8.6)

NI =

f(x)= pz_li exp

alors on dit que la variable aléatoire satisfaitdanormaleou laloi de Gauss — Laplacgue I'on
symbolise palN(; ?2). On véri e facilement que est l'espérance et? la variance de cette
variable aléatoire.

La loi normale est parmi les plus importantes en probasilitJne raison est due au “théoreme

de la limite centrale” qui implique que les observationsrdatplupart des expériences physiques
obéissent a cette loi.

95%

2 + +2

FIG. IV.4: Fonction de densité pour la loi normale

ona .
P(a Xij<bj;i=1;:::;n)= P(a Xi<b): (8.7)

Lemme 8.2 SoientX etY deux variables d@atoires in@épendantes avec comme fonctions de
densiéf (x) etg(y) respectivement et soient 2 R avec 6 0. Alors, les variables &atoires
X + etX + Y posedent les fonctions de deresit

1, X Z1
j—jf et 9= Tz yoydy: (8.8)
Leur esggrance matbmatique est
E(X + )= E (X)+ ; EX+Y)=EX)+ E(Y) (8.9)
et leur variance satisfait
Var(X + )= 2var(X); Var(X + Y) = Var(X)+ Var(Y): (8.10)

Démonstration. La fonction de densité pour la variable aléatoXe + découle de (pour> 0)

Z _ Z
b )= b
a x< 2 = f(x) dx = LI

(a )= a

P@ X + <b)=P

Les propriétés (8.9) et (8.10) po¥ + en sont une conséquence directe.
CommeX etY sont supposées indépendantes, on obtient (en ppsant+ y)
zz Z,Z,
Pla X+Y<b)= T ()o(y) dxdy = f(z y)a(y)dydz
a X+y< a 1
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et on trouve la fonction de densité poir+ Y. Un calcul direct donne
Z 1 Z 1 Z 1 Z 1
EX+Y)= z f(z yey)dydz= (x+y)f()gy) dydx= E(X)+ E(Y)

et, de fagon similaire, on obtient
Z 1 Z 1
Var(X +Y) = 22tz yay)dydz %y
le b 1 1
= ey gy dydx  (x+ v)°=Var(X)+ Var(Y): o

RemarqueSi X etY sont deux variables aléatoires indépendantes qui ed@is la loi normale,
les variables aléatoireX + etX + Y obéissent aussia cette loi (exercice 16).

Revenons maintenant au probleme (8.2). Pour pouvoir estierreur du résultat numérique
X, faisons les hypotheses suivantes :

H1: La valeurh est la réalisation d'une épreuve pour une variable aigaB;. On suppose que
lesB; soient indépendantes et qu'elles obéissent a la loi des&d_aplace aveg comme
espérance et> comme variance (les; sont inconnus, mais les sont supposés connus).

H2: Le systeme surdéterminé (8.2) possede une solutioguensi I'on remplace leg par les
nombres ;, c.-a-d. qu'il existe un vecteur2 R"telqueA = ou =( 1;:::; m)'.

Motivation de la méthode des moindres cares. Par I'hypothese H1, la probabilité qug& soit
dans l'intervallglh; b + dhy) avecdh (in nitésimalement) petit est

P(b B;<b;+ dh) pz_l— exp % b ? dh:
Comme ledB; sont indépendants, la formule (8.7) implique que
. A 1 1 b i 2
P(h Bi<bi+dh;i=1;:::;m) pz_— exp > dh (8.11)
i=1 i i
P
Xn : NG n g
= C exp % Lz:Cexp% d =82

i=1 i i=1 i

Selon une idée de Gauss (1812), la “meilleure” répoageour les ; (inconnus) est celle pour

de facona ce que

Xn X' . 2
ba % mine (8.12)
i=1 b =1 i
Sil'onremplaceh = ; parh eta; = ; para; , la condition (8.12) est équivalentea (6.2). Par la suite
Nnous supposerons que cette normalisation soit déjatafeddonc, ; = 1 pouri =1;:::;n).

Estimation de l'erreur

La solution de (8.12) est donnée par= (ATA) 'ATh La solution théorique satisfait =
(ATA) AT | Alors,

xXn
x =(ATA) 'AT(b ) ou xio = 5l )
j=1

ou j estl'elementij ) de la matricfATA) *AT. Lidée est de considérer la valexy comme
la réalisation d'une variable aléatoiXg dé nie par

xXn
Xi = i Bj ou Xi P = i (Bj j): (813)

j=1 j=1



Sysemes d'Equations Limnires 107

et ; =1 comme variance. Alors, la variableé&dtoireX;, dé nie par (8.13), satisfait
E(Xi) = et Var(Xi) = i (8.14)
ou ; estlei®M€element de la diagonale dATA) 1.

RemarquelLes autres éléments ¢&TA) * sont les covariances d& etX;.

Démonstration. La formule (8.9) donnd=(X;) = ;. Pour calculer la variance d¢;, nous
utilisons le fait quévar (B;) = 1 etla formule (8.10). Cecidonne avec= (0;:::;0;1;0;:::;0)T
que N
>2(i = ﬁ = qu(ATA) 1ATk§ - QT(ATA) lATA(ATA) la — qT(ATA) le = i -

j=1

Exemple 8.4 Pour I'expérience sur la thermo-électricité (voir lerggraphe IV.6), on a supposé
gue les mesurelg ont été faites avec une précision correspondanta 0:0L Pour le systeme
surdéterminé (on écrdy; Xo; X3 poura; b; ceth pourU;)
1 Ti T? :
= X+t =4 X+ x3=H; i=1;::::21
i i i i

la matrice(ATA) ! devient

1
0:356 10 4 0139 105  0:113 10’
(ATA) 1= 8 0139 10° 0765 107 0713 10 °K (8.15)
0113 107 0:713 10° 0713 10 1

et on obtient
x, =0:60 10 ?; x, =0:28 10 3 x; =0:27 10 >
Ceci implique qu'avec une probabilité % la solution exacte (si elle existe) satisfait

a= 0886 0012 b=0:0352 0:0006 c=0:598 10 * 0:054 10 “:

Test de con ance du moctle
Etudions encore si les donnégs b)) sont compatibles avec la loi (8.1). Ceci revient a justi er
I'nypothese H2.

En utilisant la décompositioQR de la matriceA, le probleme surdétermingx = bse trans-
forme en (voir (7.1))

RO c? o
0 X7 o ou 00 = Q'b: (8.16)

La grandeur dé&c®k3 est une mesure de la qualité du résultat numérique. ridnéament, si I'on a
alaplace ddbet alaplace de, cette valeur est nulle.
Notons les ’Sléments de la matri@eparq; . Alors, les éI’emerts du vectear= Q"b sont

donnés pac, = = 1, g b et ceux du vectewrsatisfontaussi; = [, gi(h ). Il estalors
naturel de considérer les variables aléatoires
X :
C = gi (Bj i) i=n+1;::;m: (8.17)

o : ., P
Le but est d'étudier la fonction de densité d&  ,, C2.
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Lemme 8.5 SoientB;:::; By, des variables a@atoires in@épendantes satisfaisant la loi normale
N( i;1). Alors, les variables &atoiresC,.1;:::; Cn, dé nies par (8.17), sont inependantes et
satisfont aussi la loi normale avec
E(Ci)=0; Var(Cij) =1: (8.18)
Démonstration. Pour voir que le<C; sont indépendants, calculons la probabiteey, C; <
bh;i=n+1;:::;m). Notons paiS I'ensembleS=fy2 R™ja y,<bj;i=n+1;:::;mg
et parC etB les vecteur§Cy;:::;Cy)" et(By;:::;Bm)T. Alors, on a
P(a Ci<bi=n+1;:::;m=P(C2S)=P(Q"(B )259)
zz
_ (@) e s ..
= P(B 2 Q(9) = P——exp = VY dyi::i:dyn (8.19)
Q) (2 )™ 2
zZ VA 2
(b) 1 e R L R Z :
= ——exp = z dz:::dz, = —exp — dz:
sCzym P 27 e PP o
Lidentité (a) est une coq§équencpe de l'indépendanesBdeet (b) découle de la transformation
y = Qz,cardetQ =1et ;y?= z?(lamatriceQ est orthogonale). En utilisa® = fy 2
R™ja vy <big, on déduit de la méme maniere que
Z b 1 72
P(az Ci<b)=P(C2S)=:::= p?exp —2' dz: (8.20)
a
Une comparaison de (8.19) avec (8.20) démontre I'indépece d&C,,.1 ; : : : ; Cpy (Voir la dé nition

Théoreme 8.6 (Pearson)SoientYs;:::; Y, des variables d@atoires in@pendantes qui @issent
a laloi normaleN (0O; 1). Alors, la fonction de dengtde la variable aatoire
Y2+ Y+ i+ Y2 (8.21)
est donee par (voir gure IV.5)
1 _ _
f = n=2 1 X=2 29
n(X) 2n=2 ( n:2) X € (8 )

pourx > Oetparf,(x) =0 pourx O(“loide 2an degees de liberg”). L'espérance de cette
variable akatoire vauin et sa variancen.

0 10 | 20 | 30 40
FIG. IV.5: Fonction de densité (8.22)

Démonstration. Considérons d'abord le cas= 1. Pour0 a<b,ona

P(a Y2<b)= P(pé Y1<pB)+ P( P32 v.> pB)
ZPg Zyp 1
p=— e p-;
a 2
ce qui démontre (8.22) poar=1 car (1 =2) = P .
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Pour le cas général, nous procédons par récurrences ttdisons le résultat du Lemme 8.2
qui af rme que la fonction de densité &6?+ :: :+ Y,%; estla convolution de celle d&?+ :::+ Y2
avec celle de&r2, . Le calcul

z
— n 1 X 1=2 , (x t)=24n=2 1, t=2
(fn f)(X)= P A=2) 22 (n=2) o (x t) ~e t e ~“dt
e 2 Z x I
- p_ - (X t) l—2tn—2 ldt
2 (1=2) 272 (n=2) o
X(n+l)=2 1e x=2 VA 1
= p— - (1 s) ¥2s"™2 s = 41 (X)
2 (1=2) 272 (n=2) o
nous permet de conclure. O

Pour les variables aléatoir€ de (8.17), ce theoreme montre que

xXn
C? (8.23)

i=n+1

est une variable aléatoire ayant comme fonction de dehgit, (x) (on rappelle qu'apres normal-
isation, on a ; = 1 pour les variables aléatoir@s).

Appliquons ce résultat a I'exemple du paragraphe IV.6r(\@ formulation (8.12)). Dans ce
cas, on &c’%3 = 25:2etm n = 18 degrés de liberté. La gure IV.5 montre que cette valeur de
kc®%3 est suf samment petite pour &tre probable.

Si I'on avait travaille avec le modele plus simple

U=a+bT (8.24)

(a la place de (6.4)) on aurait troukek3 = 526:3etm n = 19. Cette valeur est trop grande
pour étre probable. La conclusion est que, pour les dandéadableau V.2, la loi (8.24) est a
rejeter sur la base de ces mesures.

IV.9 Exercices

1. Pour calculer l'inverse d'une matrice dont la dimensioest tres grande, il existe un algorithme qui
exige enviromn? opérations. Donner cet algorithme.

2. Supposons que la decompositibR de la matriceA est a disposition. Pouw; v; b des vecteurs
donnés, trouver un algorithme ef cace pour résoudre &esye

(A+uvx=b

qui utilise uniquement la résolution des systerdestb et A u. Cet algorithme est connu sous la
formule de Sherman - Morrison - Woodbury.
Indication. Calculer d'abord une formule powr x.

3. Considérons le probleme de calculer le produit soalair

) X
byl = XiYi -
i=1

Quelle est sa condition?
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SoitA une matricen  m a coef cients réels. Montrer que

kAk; = KATk; et kAk, = kATks :

Considérons une matrice-bande avec une largeur énf&p et une largeur supérieupg (c'est-a-
dire,a; =0sii j>p-etsij i>py). Montrer que les matrices etR de la decomposition
LR avec et sans la recherche de pivot ont aussi une structurardke b Pour le cas tridiagonal,
p- = py =1, donner les largeurs des bandes apparaissants dansdespiisitions et estimer le colt
en opérations des algorithmes.

Pour résoudre le systeme linéaire
d % = h; i=1:::::n (9.1)

(matrice du type Vandermonde), dériver un algorithme @aiessite seuleme@t(n?) opérations.

Indications.
(@) Le systeme (9.1) est équivalent a

X
p(G)xj = b(p) ~ pour degp n L

j=1

P R .
ou b(p) = [ diy etp(i)= " dil
(b) Choisir poutp(t) les éléements de labadet ci;(t c)(t ©);(t c)(t c)(t c3);:::

(a) Pour la matrice

0, !
A=@ 1 4A
4 1

calculerkAks, kAk, etkAk; .

(b) Démontrer que pour des matrices symétriques noussaeoiourskAky k Akj.

. Les valeurs de la suitg, = exp(k?2 (k 1)%3) peuvent étre calculées par les formules:

b =exp(k®2 (k 1)%3);
be = exp(k*®)=exp((k  1)*7));
be=exp(k D=k +(k(k 1)*2+(k  1)7):

Calculer a 'aide d'une calculatrice la valeur pdar= 100000 (le résultat est
b100000 = 1:01446656424210809769528199%8@0 pourk grand, quelle formule est préferable pour
un calcul en virgule ottante?

. Les racines du polyndme 2px q= 0 peuvent &tre calculées par

q q
1= pt+ pPtaq; 2= p  pPPtQ:

Montrer que poup > 0 (grand) etg > O (tres petit) cet algorithme est numériquement installe.
l'aide de larelation 1 , = @, trouver un algorithme qui est numériguement stable.
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10. Soient donnés;;x»;:::;Xn. Une estimation de la variance peut étre calculée panrteades deux
formules suivantes:
. 1 X, 2 . 1 X 2
= 1 Xf n = Xi
n i=1 i=1
1 P n 1 z
ou = -~ i Xj estl'espérance. Quelle formule est la plus stable?

a) Appliquer les deux algorithmes a I'exempie= 2, x; = 3001, X, = 3003 et simuler un calcul en
virgule ottante aved chiffres.

b) Etudier I'in uence des erreurs d'arrondi pour les deugaithmes, sh = 2 mais quex; et X,
sont arbitraires.

11. a) Calculer la decomposition de Cholegky LL T pour la matrice de Hilbert

1
A= —— ; n=3,;6,91215
I+ 1 i =1;5n

b) Comparer le résultat numérique avec les valeurs exacte

P g oy

KE TR Gk D)

(9.2)

Combien de chiffres sont exacts?
c) SiP déenote le résultat numérique, calculer le residu PRT .
Calculer aussi le résidd  LL T pour la matrice_, donnée par (9.2).

12. Pour une matricA = ( &; ) notons pal(ai(jk)) les matrices des étapes intermédiaires de I'élimimatio
de Gauss. Montrer qu'avec une recherche de pivot partaiie,
maxje;j 2" ' maxiay j: 9.3)
ij; i

Pour la matrice suivante, on a égalité dans la formule:(9.3

0 1 11

1 1 1

A= 1 1 1 1
1 1 1 11

13. SoitA une matrice an lignes etn colonnesih  n). On dé nit pour les matrices non-carrées,

(A) = max jjAxjj=min jjAyjj:
jixii=1 jiyi=1
Pour la norme Euclidienne, montrer quex(ATA) = ( 2(A))2.
Indication. Transformer la matrice symétrique' A sous forme diagonale; 2 i n O
et montrer que
max kAxk3 = 1; min kAxk3= ,:
kxk,=1 kxk,=1
14. Voici quelques valeurs pour la dengltée I'eau en fonction de sa températdre

T[C]|] © 5 10 15 20
%T) | 0:999868 0999992 0999728 0999126 (998232
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15.

16.

17.

18.

19.
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(&) Approcher ces valeurs par un polyndme de degré 2 @déetdes moindres carrés).
(b) Pour quelle valeur d&, la densité est-elle maximale et quelle est cette valesimade?

Indication. Si vous préférez calculer avec des nombres plus petitssfia transformatiox = T=5,
f(T)=1 RT).

SoitA une matrice inversible de dimensian Montrer que la decompositicdRR (ou Q est orthogo-

SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes obéissaatlai InormaleN ( 1; 1) et
N( 2; 2) respectivement. Montrer quX + (pour > 0)etX + Y obéissent aussi a cette
loi.

SoitX une variable aléatoire qui obéit a la lo? avecn degrés de liberté (c.-a-di,(x) de (8.22)

est sa fonction de densité). Montrer que

E(X)=n et Var(X)=2n:

Effectuer une étude complete de l'erreur du modedeté a I'exercice 14. Pour cela, trouver les
écarts types des coef cients du polyndme et effectuereshde con ance du modele.
Indication. kc®%? = kAx  bk2.

Les élements de la diagonale@e= (ATA) *jouent un rdle important pour I'eétude de l'erreur de
la méthode des moindres carrés. Supposons que nousadgosition la deécompositid@R de la
matriceA.

(a) Démontrer queC = (RTR) 1.

(b) Trouver un algorithme pour calculer la diagonale@len n3=6 opérations (1 = nombre de
colonnes dé\; 1 opération = 1 multiplication + 1 addition).



Chapitre V

Valeurs et Vecteurs Propres

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent degdiégsalifferentielles (Lagrange 1759,

théorie du son Lagrange 1781, des matricés 6 dans le but de calculer les perturbations
séculaires des orbites des 6 planetes connues a l'ap@guvresV, p. 125-490). Aujourd’hui,

le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensianie toutes les branches de la sci-
ence, en particulier pour la solution des systemes deatims differentielles linéaires, en théorie
de stabilité, pour les questions de convergence de puaseéEsatifs, et en physique et chimie

(mécanique, circuits, cinétique chimique, équatiorsdarodinger).
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FIG. V.1: Une application linéaire comme champ de vecteugache) ; transformée sur la base
des vecteurs propres (a droite).

Observons en gure V.1 (a gauche) le champ de vecteurs cBgution differentiellg®= Ay.
Deux directions sautent aux yeux : ce sont les directioris @ecteurAv prend la méme direction
gue le vecteuy, i.e., ou

Av = v ou (A 1)v=0: (0.1)

Si cette équation est véri ée, 2 € s'appellevaleur proprede la matriceA etv 2 C" (v 6 0) est
le vecteur proprecorrespondant. L'équation (0.1) possede une solutioon nulle si et seulement
Si

a( )=det(A 1)=0: (0.2)

Le polyndme A( ) est lepolyrbme caractristiquede la matriceA. Les valeurs propres dé&
sont alors les zéros du polyndme caractéristique.
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V.1 La condition du calcul des valeurs propres

A cause des erreurs d'arrondi, les eléments d'une ma#jqaour laquelle on cherche les valeurs
propres, ne sont pas exacts. lls sont plutdt égaax a= a; (L + ) avecj j j eps(eps

la précision de l'ordinateur, est supposée étre trastg)e Il est alors tres important d'étudier
I'in uence de ces perturbations sur les valeurs propresuetiess vecteurs propres de la matrice.
Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

A()= A+ C ou jj eps et joj j aj (1.1)
(souvent, la derniere hypothese va étre remplacé&@ar k Ak).

Théoreme 1.1 (Gershgorine)SoitA une matricen n (avec de€léements danR ou dansC).

a) Si estune valeur propre d&, alors il existe un indice tel que
- - X1 - -
Pooa o dayl; (1.2)
j=1
i6i
c.-a-d. que toutes les valeurs propresAlese trouvent dans
l'union des disques lvp 2vp 1vp
- - X - -
Di=f ;]  a] IETRECE
i6i
. S .
b) Si une composante connexe dg, D; consiste dé&
disques, elle contient exacteméntaleurs propres dé.

Démonstration. Soitv 6 0 un vecteur propre et choisissons l'indicéel quejvij | v;j pour
toutj . La lignei de I'équationAv = v donne
X
aj Vi = ( & )Vi:
i6i
En divisant paw; et en utilisant I'inégalité de triangle, on obtient
. . X Vj X
J aii) = a —
i6i
L'af rmation (b) est vraie siA est une matrice diagonale. Le cas général est obtenu par un
argument de continuité en faisant tendre les élémentiebars de la diagonale vers zéro (voir le
cours “Analyse II” concernant la dépendance continue diecas d'un polyndme en fonction d'un
parametre). O

jai j:
Vi il
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et soitA( ) = A+ C. Alors, pour chaque valeur proprg ) deA( ), il existe un ; avec
FC) bbb 12 (T) kCky:

Démonstration. Nous transformons la matricR( ) = A+ C par la méme matrice, qui trans-
formeA sous forme diagonale :

Si I'on dénote pawl; les éléments d& !CT, le theoreme de Gershgorine implique I'existence
dunindicei telquej () ( i+ €i)j ] ] jeil€].Linégalite de triangle donne alors
X
POy ) maxjej o j o] kT 'CTky j j KT 'ky kCky KTky ;
j
ce qui demontre I'af rmation du théoreme, cay (T) = kTky; KT 'k, (condition deT). m|

La condition du calcul des valeurs propres depend de la ttondie la matrice de transfor-
mationT. Sila matriceA est symeétriqueT est orthogonale), le probleme est bien conditionné.
Toutefois, observons qu'on obtient seulement une estomgiour l'erreur absolueet non pour
I'erreur relative.

Théoreme 1.3 (diferentiabilit & des valeurs propres)Soit ; une racine simple dea( ) = 0.
Alors, pourj j suf samment petit, la matricA( ) = A + C pos®de une valeur propre unique
1( ) proche de ;. Lafonction ;( ) est diferentiable ("@me analytique) et on a

u,Cvy 2
= 1+ —+0 1.3
R AR (13)
ou v, estle vecteur propra droite (Av; = 1V;) etu; estle vecteur propragauche(,A = u,).
On peut supposer quen k = kuk=1.

Démonstration. Soitp(; ):= a+c( )=det(A+ C 1 ). Comme
P0=0 et 2 5080

le theoreme des fonctions implicites garantie I'existed'une fonction différentiable;( ) (méme
analytique), tel que1(0) = ;etp( 1(); ) =0. Il existe donc un vectewn( ) 6 O tel que

A() 1)1 va( ) =0: (1.4)

La matrice dans (1.4) étant de rang 1, on peut xer une composantehet appliquer la regle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sontrag®ifs rationnelles des éléments
de la matriceA + C 1( )1 et donc differentiables. Apres la normalisationg )"v,( ) =1,
la fonctionv,( ) reste differentiable.
Pour calculer 9(0), nous pouvons dériver I'équation (1.4) par rapport at poser ensuite
= 0. Ceci donne
(A 1)V0)+(C  3(0))vi=0: (1.5)

En multipliant cette relation par,, on obtientu,(C 2(0)1))v, = 0, ce qui permet de calculer
2(0) et demontre la formule (1.3). O
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Constquences. La formule (1.3) du thoreme précédent montre que le fdugecteur propre de
droite est parallele au vecteur propre de gauche, le migwualeur propre correspondante lesn
conditionrée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux wectont identiques); le
plus ils se rapprochent de I'orthogonalité, le plus la ualgropre esmal conditioniée

Sila matrice n'est pas symétrique (ou normale), le caleuld(valeur propre simple) peut étre
mal conditionné. Considérons par exemple la matrice

A= L ou Vi = L U, = 1 1
- O 2 1—- 0 ’ 1—- pﬁ
Dans cette situation, la formule (1.3) nousdonpe) 1= (Ci1 C 1)+ O( ?) etle calcul

de ; =1 estmal conditionné si est grand.

Exemple 1.4 Considérons la matrice (bo'te de Jordan)

0 19
1 3
A= % o 1}%3 n (1.6)
L
Le polyndbme caractéristique de+ C satisfait
det(A+ C 1)=( 1 )" (1" cu+O(H+0O( j1 J)

Sic,; 6 0, lesterme®©( ) etO( j 1 j) sont négligeables par rapportac,;. Les valeurs
propres déA + C sont alors approximativement données par les racines de

(¢ )" (1" cu=0; c.-a-d. 1+ (0 G (1.7)
(observer qué c,1)*™" donnen valeurs complexes distinctes — multiples des racines aéé)

Expérience nurérique. Prenons la matrice (1.6) avec

1 =1etn =5. Les éléements de la matri€ sont des 1l
nombres aléatoires dans l'intervalle1;1]. Le dessin - *
ci-contre montre le$ valeurs propres dé& + C pour * *

=10 %10 5:::;10 % L'erreurest 10 !pour = *u
10 et 10 2 pour = 10 0 ce qui correspond a la 9 . 11 "
formule (1.7) poun = 5. « %
Consquence. Si la dimensiom d'une bo'te de Jordan * *
est plus grande quk le calcul de la valeur propre de cette ~1r

matrice estres mal conditiona

Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ou toutes les valeurs propre& dent distinctes. La démonstration du
théoreme sur la differentiabilité des valeurs propmesntre (voir formule (1.4)) que les vecteurs
propres normaliség( ) deA+ C sontdes fonctions différentiables dePour étudier la condition

du calcul des vecteurs propres, nous exprimd(®) dans la base des vecteurs propres (de droite)

v1(0) = o (1.8)

i=1
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La formule (1.5) donne alors

1) jvi +(C  %0))v,=0: (1.9)
j=2

En multipliant (1.9) par le vecteur propre de gauchgobserver ques;v; = 0 pouri 6 j), on

obtient ; (pouri  2) de larelation( ; 1) iU;Vvi+ u; Cvy = 0. La normalisatiorkv, ( )k% =1

donne (en la dérivant);v(0) = O et on en déduit que; = ", ivyv. Sil'oninsere les

formules pour ; dans (1.8), on obtient powi( ) = vi + v2(0) + O( 2) la relation

u, Cvy

i)U; Vi (Vi vavav) + OC%):

vi( )= vi+ (1.10)

i=2 ( 1

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vectgoprev; dépend de la grandeur

u; v; (comme c'est le cas pour la valeur propre; voir la formul@)jlet aussi de la distance entre
1 et les autres valeurs propresAle

Un algorithme dangereux

La premiere méthode (déja utilisée par Lagrange) malculer les valeurs propres d'une matrice
est la suivantecalculer d'abord les coef cients du polygme caracéristique A( ) et determiner
ensuite les&ros de ce polydme Si la dimension dé est tres petite (disons  3) ou si I'on fait
le calcul en arithmétique exacte, cet algorithme pewt @#s utile. Par contre, si I'on fait le calcul
en virgule ottante, cet algorithme peut donner des malesasirprises.

Considérons, par exemple, le probleme de calculer lemuvalpropres de la matrice diagonale

A =diag(1;2;3;:::;n) (1.12)
dont le polyndme caractéristique est
=(1 2 3 o (n
()= He )@ ) ) 112
=( )" "+a, + 8, 2 +ll+a; + Qg

Les coef cients calculés satisfolt = a(1 + ;) avecj ;j eps Cette perturbation dans les
coef cients provoque une grande erreur dans les zéros .d@)1Les résultats numériques pour
n=9;11 13 15(aveceps 6 10 & simple précision) sont dessinés dans la gure V.2.

Conclusion. Eviter le calcul des coef cients du polyndme caractégisé. Un tel algorithme est
numériquement instable.

n=9 20 n=11
oo & % & X LA O = & & &k & ofs e & X
-2 H
n=13 “ - o] n=15
=
* *
R o K Rxfm = B B ©§ © B @O 07 Z:(ZX{:(DEEDDDDDDD
x
® *
= x 21

FIG. V.2: Zéros de (1.12) avec des coef cients perturbés
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V.2 Lameéthode de la puissance

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres @'omatriceA est basé sur l'itération

Yk+1 = Ayk (2.1)

0u Yo est un vecteur arbitraire. Dans le théoreme suivant,@natitre qug, = Ay, (méthode de
la puissancgtend vers un vecteur propre deet que lequotient de Rayleigh, Ay«=Y, Yk est une
approximation d'une valeur propre de

Théoreme 2.1 Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres:::; . et de vecteurs
propresvy;:::;V, (normaligs parkvik, = 1).
Sij > 2 ] 3 ::i] n],lesvecteuryy de l'itération (2.1) eri ent
Ve = f(@vi+ O 2= 4j%)) (2.2)
(le nombrea; est ¢ ni par yg = P  &Vi). Le quotient de Rayleigh satisfait @i 6 0)
A
W - 1o 2", (2.3)
Y Yk 1

Si A est une matrice normale (e-d. que les vecteurs propres sont orthogonaux), I'erreamsd
(2.3) estO(j 2= 1j%).

Démgnstration. Exprimons le vecteur de déparg dans la base des vecteur propres, c.-a-d.,
Yo= [, &V;. Parrécurrence, on voit que

K X k k X i K
Yo =A%Yo= & {Vi= javit & — Vi; (2.4)
i=1 i=2 1
ce qui déemontre la formule (2.2). De cette relation, onuiteglie
XL X —K ks
VAYK = ViYier = aidd i® i+ aa; vy (2.5)
i=1 i6]
— o ok, X —* :
YWYk = Jal it a vy (2.6)
i=1 i6]

Sia; 6 0, laformule (2.3) est une conséquence de

YiAYk _ jasj? j 4* 1 A+ 0( o= 1jk)): 2.7)
Y Yk jarj? j 1 (14 O(j 2= 41j%))

Pour une matrice normale, le deuxieme terme dans les f@{@15) et (2.6) est absent et I'expression

O(j 2= 1j*) peut étre remplacée p&(j ,= 1j%) dans (2.7) et dans (2.3). O
0 1
2 10
Exemple 2.2 Considérons la matrice A = %1 2 1K dontlavaleur propre la plus grande
01 2

est ; = 2(1+cos(=4)) 341421356237309%uelques itérations de la méthode de la puis-
sance nous donnent

Yo=(1;5D)7;  y1=(3:;43)";  y2=(10;1410)
et une premiere approximation de est obtenue par

YiAy: _ YYe _ 1165 0076

YiY1 Y1Y1 34
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RemarquesLes éléments du vecteyg croissent exponentiellement aviec Il est alors recom-
mandé de normalisef, apres chaque itération, c.-a-d. de remplagepar y,=kyik. Sinon, on
risque un “over ow”. Sij ,= ;j est proche d4, la convergence est tres lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modi cation suivante.

M éthode de la puissance inverse de Wielandt

Supposons qu'on connaisse une approximatiote la valeur propre cherchég (il n'est pas

nécessaire de supposer quesoit la plus grande valeur propre dg. Lidée est d'appliquer

l'itération (2.1) a lamatric A | ) . Les valeurs propres de cette matrice oat ) 1. Si
est proche deq, on a

1 .
. . . . pour i 2
| J
et la convergence va étre tres rapide. L'iteration devadorsy,.1 = (A | ) y,ou
(A1 )Yie1 = Yk (2.8)
Apres avoir calculé la decomposition LR de la matrce | , une itération de (2.8) ne colte pas

plus cher qu'une de (2.1).

Exemple 2.3 Pour la matricéA de I'exemple précédent, choisissons 3:41ety, = (1;1:4;1)T.
Deux iterations de %2 .8) nous donnent

0 1
236134453781513 560419461902408
y1 = ©33394957983193% ; Yo = ©792552785820218
236134453781513 560419461902408
et on obtient L A g
Yal ) Y1 - Yi¥2  537398870774159
1 341 YiY1 YY1

De cette relation, on calcule et on obtient I'approximatio:41421356237333 es13premiers
chiffres sont corrects.

La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est impt@tpour la compréhension
d'autres algorithmes. Si I'on veut calculer toutes les uadepropres d'une matrice, on utilise
des méthodes encore plus sophistiquées. En pratiquepoede de la maniere suivante:

on distingue les casA symétrique olA quelconque.

on chercheT telle queT AT = H devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice
tridiagonale, sA est symétrique); voir V.3.

on applique l'algorithme QR a la matridé (voir V.6).

siH est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut egai¢ appliquer la méthode de
bissection (voir V.4).

V.3 Transformation sous forme de Hessenberg (ou tridiagore)

Avec la transformation = Tu (ou T est une matrice inversible) le probleme
Av = v devient T 'ATu= u:

Donc, les valeurs propres de et deT AT sont les mémes et les vecteurs propresle A

se transforment par, = Tu;. Le but de ce paragraphe est de trouver une matritelle que

T AT devienne “plus simple”. La situation idéale serait treesiT AT devenait diagonale ou
triangulaire — mais une telle transformation nécessitdéga la connaissance des valeurs propres.
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Alors, on cherchd tel queT AT soit souforme de Hessenberg
0 1

TlAT=H=% :E; (3.1)

c.-a-d.,h; =0 pouri>j +1. Pour arrivera ce but, nous considérons deux algorithmes

a) A l'aide des transformations élémentaires

Comme pour I'eélimination de Gauss, nous utilisons lesdfarmationd.; pour faire appara’tre les
zéros — colonne par colonne — dans (3.1).

Dans un premier pas, nous choisissbns 2tel quejayx1j j a1 pourj  2etnous permutons
les lignes2 etk, c.-a-d., nous formonB A ou P est une matrice de permutation convenable. Pour
ne pas changer les valeurs propres, il faut eégalement pertes colonneg etk (ceci correspond

au calcul deA®= PAP lcarP?2 =1 etdoncP = P 1). Siad, = 0, on a aussd’, = 0 pour
i 3etle premier pas est terminé. Sinon, nous déterminons
0 1 0
1 ay ap oA,
0 1 ay ay i &,
L,=B0 "3 1 telleque L,A°=F O s
0O 2 :: 0 1 0

Pour ceci, on dé nif;, = a%,=&;. Une multiplication a droite avec

0 1 1
0 1
|_21: 0 32 1
O n2 O 1

ne change pas la premiere colonnelgé°.

On répete la méme procédure avec la sous-matri¢e,48_, ! de dimensiom 1, et ainsi de
suite. A cause des multiplications a droite avec', cet algorithme codite deux fois plus cher que
I'elimination de Gauss (donc 2n3=3 opérations).

ExemplePour la matrice

0 1 0 1
3 21 1 0 0
A= ?@2 1 32 on prend L, = %}O 1 02
1 3 1 0 1=2 1
et on obtient
0 1 0
3 2 1 3 52 1
LLA=®2 1 3 K; pus LAL, =B2 52 3 K=H:
0 52 1=2 0 94 1=2

Cet exemple montre un désavantage de cet algorithme :rspbot avec une matrice symétrique
A, la matrice de Hessenbek), obtenue par cet algorithme, n'est plus symétrique e@gén
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b) A l'aide des transformations orthogonales

Il est souvent préférable de travailler avec des ré eside Householder (voir le paragraphe I1V.7).
Commencons par une ré exion pour les coordonn2ges:;n laissant xe la premiere coor—
donnée:Q, = |  2u,ul (kuzky = 1) tel queQ,A; = .6 0u Ay = (a@z;:::;a01)".
posantu, = (O;uy)™ etQ, = | 2u,ul, la matriceQ,A contient des zéros dans la premlere
colonne a partir du troisieme élément. La multiplicatia droite ave®,* = QJ = Q; ne change
pas cette colonne:

0 1 0 1
i1 A2 aAi3 all ai a13 a

%321 Ay A3 Q, A § Q A Q2 % |:|§ X

11
7! ! 2
az1 a3z aAz3 o[ 1]

Dans le pas suivant, on applique la méme procédure a Is-s@irice de dimension 1, etc.
Finalement, on arrive a la forme de Hessenberg (3.1) aveatdormationT 1= Q, 1 ::: Q,
qui est une matrice orthogonale (c.-a-8.,' = TT).
Nous avons un double avantage avec cet algorithme:
il ne faut pas faire une recherche de pivot;

si A est symétrique, alofE AT est aussi symeétrique, et dotricliagonale

V.4 Meéthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale
0
d &

%ez d & E
A= e . : (4.1)
S <%

e Oy
On observe tout d'abord que si un élémenest nul, la matricé\ est déja decomposée en deux
sous-matrices du méme type, qui ensemble fournissenalears propres da.
On peut donc supposer, sans restreindre la généraligé, q
660 pour =250 (4.2)
Pour cette matrice, il est possible de calculer la valedr ) du polyndme caractéristique sans
conna’tre ses coef cients. En effet, si I'on pose

1

0 1
d &
Ar=(d);  Ap= g; 32 . As= e d ek
& d3
etsil'ondénit pi( ):=det(A; | ), onobtient
Po( )=1
pu( )= ds (4.3)
p()=(d  Ip () €&p o) Pi=2505m

La formule de récurrence dans (4.3) est obtenue en dgwahbfe déterminant de la matriée |
par rapport a la derniere ligne (ou colonne).

En principe, on peut maintenant calculer les valeurs psoge® (c.-a-d. les zéros dp,( ))
de la maniere suivante : chercher un intervallgoe( ) change de signe et localiser une racine de
pn( ) = 0 par bissection. Les évaluationsplg ) sont faites a l'aide de la formule (4.3). Mais il
existe une astuce interessante qui permet d'amélioreigetithme.
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Théoreme 4.1 Si (4.2) est &ri €, les polydpmesp () dé nis par (4.3) satisfont

a) (®)pn 1(°) < 0sip(®)=0 (P2 R);
b) p 1(P)psr(P) < 0 si pi(P)=0 pouruni 2f1;:::;n 1g;
c) po( ) ne change pas de signe 9.

Démonstration. L'af rmation (c) est triviale.

Sip(P) = 0 pouruni 2 f1;:::;n 1g, la formule de récurrence (4.3) donne linégalité
pi.1(P)p 1(P) 0. Pour demontrer (b), il suft d'exclure le cas.1 (P)p 1(P) = 0. Si deux
valeurs consécutives de la suitg(?)g sont nulles, la formule de récurrence montre gi€) = 0
pour touti, ce qui contredip(?) = 1.

Nous démontrons par récurrence que

toutes les racines dg( ) sont réelles, simples et séparées par cellgs dé¢ ). (4.4)

Il n'y a rien a démontrer pour = 1. Supposons la propriété vraie pauet montrons qu'elle est
encore vraie pour+ 1. Comme les zéros; <:::< ;dep/( ) sontséparés par ceuxge( )
et commep (1 )=+ 1, nousavonssign 1( ;) = ( 1)*'. Alors, on déduit de (b) que
signpi+1( ) = (1) . Ceci et le fait quepa () = (1)t ™1 + ::: montrent quepi1 ()
possede un zéro réel dans chacun des intervalles oyverts 1), ( 1; 2);:::;( i;1).

L'af rmation (a) est maintenant une conséquence de (b)eefdd4); voir la gure V.3. m|

R —— 5 o)
| N =

e e

\//\\/ p4( )

FiG. V.3: Suite de Sturm

I ( ) = nombre de changements de signes@g( );pi( );:::;pn( )G; (4.5)
alors le polyromep, ( ) pos®de exactement
(b !(a) (4.6)
zeros dans l'intervallda; b) (sipi( ) =0, on c& nit signpi( ) = signp;, 1( )).

Démonstration. Par continuité, I'entiet ( ) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctionsp;( ) devient nulle. La fonctiompg( ) ne change pas de signe. Supposons alors que
pi(P) = 0 pouruni 2 f1;:::;n 1g. La condition (b) et la continuité de ( ) montrent que
seulement les deux situations suivantes sont possibjeti():

LJacques Charles Francgois Sturm (1803 — 1855), né le 26rabpt 1803 a Geneve.
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b b b, b b b,
)]+ F po( )
P ) 0 P ) 0
Pier( ) pa()] + + +

Chaque fois,ond (P+ )= 1(®)=1(® ) etlavaleurdé ( ) ne change pas sitraverse
unzérodgi( )pouri 2f1;:::;n 1g.

Il reste a étudier la fonctioh ( ) dans un voisinage d'un zéfdep.( ). La propriété (a)
implique que pour les signes @g( ) on a seulement les deux possibilités suivantes:

‘ b b by ‘ b b by
pn l( ) + + + pn l( )
Pn( ) + 0 Pn( ) o +

cad.,! P+ )=1(® )+1.Cecidemontre que la fonctidn( ) est constante par morceaux
et augmente d& sa valeur si traverse un zéro de,( ). m|

M éthode de bissectionSi I'on applique ce théoreme a la suite (4.3), la diffiéce! (b) ! (a) est
égale au nombre de valeurs propres de (4.1) dans l'interfzgl). On obtient toutes les valeurs
propres déA de la maniere suivante:

on cherche un intervallg; § qui contienne toutes les valeurs propresAd@.ex., en appli-
guant le theoreme de Gershgorin). On a donclq(e@® =0 et! (b = n.

on posec = (a+ b)=2 et on calcule! (c). Les differenced (c) !(a)et! (b ! (c)
indiquent combien de valeurs propresAlsont danga; ¢) et combien sont darfs; .

on continue a diviser les intervalles qui contiennent aunsone valeur propre d&.
On peut facilement modi er cet algorithme pour calculer &eur propre la plus petite ou &ame
plus grande valeur propre, etc.

Pour éviter un “over ow” dans le calcul d& ( ) (sinet sontgrands), il vaut mieux travailler
avec

fi( ):=p()=n () =10 (4.7)
et utiliser le fait que

I'( )= nombre d'éléements négatifs parrhf 1( );:::;fn( )g (4.8)

(attention: sp; 1( ) estzéro,onposg( )= 1 ;cette valeur compte pour un éléement négatif).
Pour une programmation de l'algorithme, on utilise la réence

fi( )= ds (

. - d ei2=fi () sifi ()60 (4.9)
L()=d jej=eps  sif; 1( )=0.

La formule pour le cas; 1( ) 6 0 est une conséquence de (4.3). fSiy( ) = 0 (c.-a-d.,
pi 1( ) = 0), on remplace cette valeur ppgj eps Ceci correspond a ajouter la perturbation

jej epsad ;.
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V.5 Lit ération orthogonale

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la métrmtemlissance (voir le paragraphe V.2)
a n de pouvoir calculer les deux (trois; :) valeurs propres dominantes en méme temps. Cette
généralisation motivera l'itération QR qui constittedorithme le plus important pour le calcul
des valeurs propres d'une matrice.

Geéreralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux valeurs progs domi-
nantes).Considérons une matride dont les valeurs propres satisfont

Ja>ja>ir> g (5.1)

La méthode de la puissance est basée sur l'itéeration = Ayy (voir (2.1)) et nous permet
d'obtenir une approximation de; a l'aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en méme
temps) la deuxieme valeur proprg, nous prenons deux vectewkset z, satisfaisany,z, = 0 et
nous considérons l'itération

a1 =A
Yk+1 Yk (5.2)
Zx+1 = Az k+1 Yk+1
ou .1 estdéterminé par la condition,, zx+1 = 0. Par induction, on voit que
= Ak
Yk kYo (5.3)
ze = A2 WYk
ou i esttel que
Yz = 0: (5.4)

Ceci signi e que le calcul déz.g correspond a la méthode de la puissance appliqguge@m-
binée avec une orthogonalisation (projectionAde, sur le complément orthogonal gg).

(on supposévik, = 1),

X0 xn
Yo= Vi = hv;
i=1 i=1
les vecteurgy; zx deviennent
X k X k
Y= & (Vi z= (b k&) {v: (5.5)
i=1 i=1

Comme nous I'avons constaté dans le paragraphe V.2,kpblir , le termea; ¥v; est dominant
dansyi (sia; 6 0) et on obtient une approximation du premier vecteur prapreQue peut-on
dire pour la suitez?

La condition (5.4) d'orthogonalité implique que

XX
alh  «q) vy =0: (5.6)

i=1j=1

Cette relation dé nit . Comme le terme avdac= j = 1 est dominant, on voit que, b =a.
Par la suite, nous allons supposer @yes 0 eta;b, aby 6 0. En divisant (5.6) par¥, on
obtient

a(b wa) K 1+0( 2= %) = a( @) § vivo+ O 2= )+ O( 3= ") :
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Maintenant, on peut insérer cette formule dans (5.5) enatéeluit

Z = iﬁ(bz k) Vo ViVo i+ O() o= )+ O( 3= 29 : (5.7)

Visiblement, le vecteug, s'approche (pouk ! 1 ) d'un multiple dev, v,v, v;, quiestla
projection orthogonale de, a I'hyperplanv;. Concernant les valeurs propres, on a le résultat
suivant.

Théoreme 5.1 Considerons les vecteung; z, donrés par (5.2) et notons
Uk = (Yk=Kykka; zx=kzcko) (5.8)

(observer quéJ, U, = 1). Si (5.1) estéeri &, on aque

U, AU, ! 01 pour k!l (5.9)
2

Démonstration. L'élement (1,1) de la matrict), AUy est le quotient de Rayleigh (2.3) qui con-
verge vers ;. En utilisant (5.7), on voit que I'élément (2,2) satisfai

z Az | (V2 viVe Vi) (22 ViV Vi) (1 vivej?) _
Z, % (Vo VviVvo vy) (Vo ViV V) 1 j vyvy)?

De facon similaire, on obtient pour I'élément (2,1)

ZkAyk I (V2 V1V2 Vl) 1V1 —
kzvko kykka ~ kv vivo viks kviks

Finalement, I'elément (1,2) dd, AUy satisfait

YiAZk ;o Va(av2  avave Vi) (2 1)ViVe,
H bl A e
kykks kzcks kviko kvo  vivo viks 1) vyVpj2
Cette expression est en général non nulle. O

RemarqueAvec la notation (5.8), l'itération (5.2) peut étre &ersous la forme
AUk = Uk+1 Rk+1 (510)

ou Ry+1 estune matric@ 2 qui est triangulaire supérieure.

M éthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeursopres) ou simplemenit ération
orthogonale. La généralisation de I'algorithme précédent au casau veut calculer toutes les
valeurs propres d'une matrice est évidente: on choisit ma&ice orthogonalé),, c.-a-d., on
choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnesldg qui jouent le rdle deyo; z, etc. Puis, on
effectue l'itération
for k=1;2;:::
Zy = AUy
URk = Zi (décomposition QR)
end
Si (5.1) est véri é et si la matricéJ, est bien choisiegq; 6 0, a;b, ab 6 0, etc), une
généralisation du theoreme précédent donne la cgevee de

Ty := U AU (5.11)
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vers une matrice triangulaire dont les éléements de lactialg sont les valeurs propres e On
a donc transform@ en forme triangulaire a I'aide d'une matrice orthogonalédomposition de
Schu).

Il'y a une possibilité intéressante pour calctlgde (5.11) directementa partir dg ;. D'une
part, on déduit de (5.10) que

Tk 1= Uk 1AUk 1= (Uk 1Uk)Rk: (512&)

D'autre part, on a
Tk = UkAUk = UkAUk 1Uk 1Uk = Rk(Uk lUk): (512b)

On calcule la décomposition QR de la matriGe ; et on échange les deux matrices de cette
décomposition pour obtenir.

V.6 L algorithme QR

La méthode QR, due a J.C.F. Francis eta V.N. Kublanovakagt la méthode la plus couram-
ment utilisée pour le calcul de I'ensemble des valeurs ®p : (P.G. Ciarlet 1982)
... the QR iteration, and it forms the backbone of the most gffeclgorithm for computing
the Schur decomposition. (G.H. Golub & C.F. van Loan 1989)

La version simple du célebre algorithme QR n'est rien tfawque la méthode du paragraphe
précédent. En effet, sil'on pos@c = U, ;U et si'on commence litération aveld, = 1, les
formules (5.11) et (5.12) nous permettent d'écrire I'aljone précédent comme suit:
TO =A
for k=1;2;:::
QR = Tk 1 (décomposition QR)
Tk = Rk Qx
end
Les Ty qui sont les mémes que dans le paragraphe V.5, convergegé(eral) vers une matrice
triangulaire. Ceci nous permet d'obtenir toutes les valguopres de la matric& car lesTy ont
les mémes valeurs propres qévoir (5.11)).
Cet algorithme important a été développé indépendantrpar J.G.F. Francis (1961) et par
V.N. Kublanovskaya (1961). Un algorithme similaire, quiisé la décomposition LR a la place
de la décomposition QR, a &té introduit par H. Rutisha(Ee58).

Exemple numérique. Appliquons la méthode QR a la matrice

%10 2 3 5
_36843%_

A—%O e 4 2% (6.1)
0 0 4 3

On peut montrer (voir exercice 14) que, pour une matrice desefgberd\, toutes les matrices,
sont aussi sous forme de Hessenberg. Pour étudier la gemaer vers une matrice triangulaire, il

suft alors de considérer les ’elémer‘(fﬁ;i (i=1;:::;n 1) delasous-diagonale. On constate
que

(k+1) :

i+1;i i+1 (62)

()

i+1;i
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;@ﬁé a
1@? DaoégAA
- a (e} AN
2? o OOOAAAAAA
E = o
10 ? o OOO AAAAAA
= DD oOO AAAA t43
4 tay © °5 Saa,
10° & 2 o o a,
i o Oo AAA
E DD t21 OoO AAAA
106 & : o4 °es,
= o o N
e o Oo A
£ ! 0 | ‘ ! ° ! ‘ 14
0 10 20 30 40 50

FIG. V.4: Convergence de la méthode QR (sans shift)

(1 143, , 786, 3 270 4 1:86). Commegj 1= ij < 1, les él’ement$i('j)l;i con-

vergent, pouk ! 1 | linéairement ver® (voir la gure V.4, ou les valeur?}ti(f)l;ij sont dessinées
en fonction du nombr& de l'itération).

Remarques. (a) Comme le calcul de la décomposition QR d'une matricenplest tres colteux
(O(n®) opérations), on applique I'algorithme QR uniquement awtrines de Hessenberg. Dans
cette situation une itération nécessite seuler@4nt’) opérations.

(b) La convergence est tres lente en général (seuletirerdire). Pour rendre ef cace cet
algorithme, il faut absolument trouver un moyen pour a&@klla convergence.

(c) Considérons la situation ol est une matrice réelle qui possede des valeurs propres com
plexes (I'hnypothese (5.1) est violée). L'algorithme QPRoguit une suite de matricéig qui sont
toutes réelles. Dans cette situation, Tgsne convergent pas vers une matrice triangulaire, mais
deviennentriangulaires par blocgsans démonstration). Comme la dimension des blocs dans la
diagonale vaut en générhbu 2, on obtient également des approximations des valeursgsop

Accéleration de la convergence
D'apres l'observation (6.2), nous savons que

t$) 1= 0@ o= o 1) 6.3)

La convergence vers zéro de cet €léement ne va étre rgpilsij »j | . 1j. Uneidée géniale
est d'appliquer l'algorithme QR a la matrick pl oup n. Comme les valeurs propres de
A plsont; p,onalapropriet¢ , p j i ppouri=1;:::;n let I"el'ementtﬂ;‘r)] 1
va converger rapidement vers zéro. Rien ne nous empéeneetbrer I'approximatiorp apres
chaque itération. L'algorithme QR avec “shift” devienbed:
To = A
for k=1;2;:::
déterminer le parametig 1
QR =Tk 1 p« 1l (décomposition QR)
Tk = ReQk + px 1l
end

Les matriced de cette itération satisfont

QcTk 1Qk = Qu(QxRk + P 11)Qk = RkQx + px 1l = Ty (6.4)

Ceci implique que, indépendamment de la spiteles matrices, ont toutes les mémes valeurs
propres qud = A.

Pour décrire completement l'algorithme QR avec shiftfailit encore discuter le choix du
parametrepy et il faut donner un critere pour arréter l'itération.
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Choix du “shift’-param etre. On a plusieurs possibilités:
pc = t&): ce choix marche tres bien si les valeurs propres de la oeasont réelles.
on considere la matrice I

t(k)l L t(k)l

n n n n .

& "o (6.5)
tg;r)w ot

Si les valeurs propres de (6.5) sont réelles, on choisit ppaelle qui est la plus proche d{éf%.
Sielles sontde laforme i avec 6 0 (donc complexes), on prend d'abgd= + i et
pour l'itération suivantgy.; = i

Crit ere pour arréter I'it €ration. L'idée est d'itérer jusqu'a ce qu k,)1 L ou tﬁk)l;n » Soit suff-

isamment petit. Plus précisément, on arréte l'iteratjuand

jtg;‘f) i eps (jtgk)l;\ JT jtg;‘f)j) pour "=n ou =n L (6.6)

Si (6.6) est véri & pour = n, on accepte{) comme approximation de, et on continue
I'itération avec la matriceéti(jk))i;j no1.

Si (6.6) est véri € pour = n 1, on accepte les deux valeurs propres de (6.5) comme approx-
imations de ,, et ,, 1 et on continue l'itération avec la matritéjk))i;j n 2.

Exemple nunmérique. Nous avons appliqué I'algorithme QR a la matrice (6.1)akeshiftp, =
tl). La convergence déf’l;i vers zéro est illustrée dans la gure V.5. Une comparaigeec la
gure V.4 nous montre que la convergence est beaucoup ppidegconvergence quadratique).
Apres5 itérations, on zjttg';)j 10 1. Encore4 itérations pour la matrice de dimensi8onnent
jt(3k2)j 10 5. Il ne reste plus qu8 itérations a faire pour la matrice de dimens@pour avoir
jt(zkl)j 10 *°. En tout,12itérations ont donné toutes les valeurs propres avec rauispon del5
chiffres.

|_\
Q

O TTTTTT ITTTTTTTT]

103
10°
10°

10-12

1015

| . . . . |
5 10
FIG. V.5: Convergence de la méthode QR (avec shift)

Le “double shift” de Francis

Dans la situation olA est une matrice réelle ayant des valeurs propres compliéxest recom-
mandé de choisir un shift-parameiequi soit complexe. Une application directe de I'algorithme
précédent nécessite un calcul avec des matrices coaglewbservation suivante permet d'éviter
ceci.

Lemme 6.1 SoitTy une matrice eelle,px = + i etpw = i . Alors, on peut choisir les
décompositions dans l'algorithme QR de memeia ce quely., soit réelle.
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Remarque.La décomposition QR d'une matrice est unique sauf qu'ort peonplacerQR par

Démonstration. La formule (6.4) montre que

Tks2 = (Qx+1 Qx+2) Ti(Qk+1 Qxs+2): (6.7)

Il suf t alors de démontrer que le produ@.1 Qk+2 estréel. Une manipulationa l'aide de formules
pour T, donne

Qi+1 Que2 Rk2 Ris1 = Qi1 (Tisr Prea I )Rksr = Quar (Rks1 Quar + Prl Prer | )Ria
(QustRis1)? + (P Pro1)Qs1 Rt = (T pel)?+ (o peea ) (T pxl)
T (Pt Peen) T+ PePren ! =0 M (6.8)

On a donc trouvé une décomposition QR de la matvicgui, en conséquence des hypotheses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans l'algorithme QRI8eomposition est choisie de maniere

a ce que les éléements diagonauxRg: et R¢.+» soient réels, alors, a cause de l'unicité de la
décomposition QR, les matric€+1 Qk+2 €tRy+2 Ry+1 sontréelles. |

Une possibilité de calculél., a partir deT, est de calcule de (6.8), de faire une décompo-
sition QR (réelle) déV et de calculeily., a l'aide de (6.7). Cet algorithme n'est pas pratique car
le calcul deT? nécessité (n®) opérations, méme 3i, est sous forme de Hessenberg.

Il y a une astuce intéressante pour obtdhir, a partir deT, enO(n?) opérations. Elle est
basée sur la propriété suivante.

Théoreme 6.2 SoitT une matrice donee et supposons que

QTQ=S (6.9)

Alors, Q et S sont cetermirees de mamire “unique” par la premere colonne d€).

RemarqueOn a “unicité” dans le sens suivant:@i T® est de type Hessenberg avec une matrice

Démonstration. Notons les colonnes d@ parg. Alors, la relation (6.9) implique
il
Tq = Si g ; qTg = sj: (6.10)
i=1
Siq est xé, la valeurs;; est donnée par la deuxieme formule de (6.10). Avec cetuvaon

obtient de la premiere formule de (6.10) qgeest un multiple d&8 ¢  s;101. Ceci déterminep
a une unitéd, pres. Maintenant, les valeuss;; S;,; S;> sont déterminées et est un multiple de

T Syth Sxn, etc. O

Si les hypotheses du lemme précédent sont véri éegert calculer la matrice réellg., en
O(n?) opérations de la maniere suivante:

calculerM ey, la premiere colonne diel (formule (6.8));

déterminer une matrice de Householtirtelle queH;(Me;1) = e q;

transformeH | TyH; sous forme de Hessenberga l'aide de matrices de Housetbde: :,
H, 1 (voir le paragraphe V.3); c.-a-d., calculdr TcH ouH = H{H, ::: H, 1.
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CommeH;e; = e, pouri = 2;:::;n 1, la premiere colonne dEl est un multiple de celle de
M (observer quéi] = H;). Par la formule (6.8), la premiere colonne @g.; Qx+» €st aussi un
multiple deMe;. Par conséquent, pour un bon choix des decomposi@ansRy+1 €t Qx+2 Ri+2,
on aH = Q.1 Qk+2 et la matrice obtenue par cet algorithme est eégdig.a (voir (6.7)).

Etude de la convergence
Supposons d'étre déja proche de la limite et consid&rpar exemple, la matrice

ou estun nombre petit. Avec le chopg = 1 pour le shift-parametre, on obtient

I p__— |

l"\l n . .

1l a "1+ 2 "1+ 2 1+ 2 ;liz

To pol = = = QiR
1+ 2 1+ 2 1+ 2
et

T1 pol = RiQ1 = a?
1+ 2

Si A est symétrique (c.-a-da= ) on atfﬁ?1 1 = O( ®), donc convergenceubique

si A n'est pas symétrique (p.ea.= 1) on atﬁl;zl 1 = O( ?), donc convergencguadratique

Ces propriétés restent vraies pour des matrices gesgsans démonstration).

V.7 EXxercices

1. Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagondite€nsionn, b ¢ > 0)

0 1
a c
b a c
A= % b a c EZ
b . .
Indication Les composants du vecteur profve; vz;:::;Vy)' satisfont une équation aux differences

nies avecvp = Vo4, = 0. Verierquev; = Const (), 1) ou

a b 1 n+l
+ = : = - i =1:
1t 2 c 1 2% ¢ ,
. P— j :
Résultat j=a 2 bc cos ; j=1;200n
n+1
2. Considérer la matrice 0 ol
1 n
AM=@ 1 0 1A
1 l+ n n

D'apres le théoreme 1.3 cette matrice possede une valepre de la forme
(")y=i+" d+ O("%:

Calculerd et dessiner la tangente a la courb@) au point (0).
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3. (a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus graaléur propre de la matrice

Og9 1 ot
A=@1 100 1A:
0 1 08

(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de cpemee, appliquer la méthode de la puis-
sance a la matricA  pl avec un choix intelligent dp.

(c) Avec quel choix dg obtient-on la valeur propre la plus petite?

4. Considérons la matrice tridiagonale

0
bh
A= %al b § :
a
Montrer que, sk ¢ > Opouri =1;:::;n 1, toutes les valeurs propres Aesont réelles.
Indication. TrouverD = diag(ds;:::;dy) telle queDAD ? soit symétrique.

5. SoitA une matrice symétrique &t quelconque. Montrer que pour chaque valeur progreleB il
existe une valeur propre, deA telle que

i A B KA Bka

Indication. Montrer l'existence d'un vecteur tel quev = (A ) Y(A B)v. En déduire que
1 k(A ) YA B)k k(A B) kk(A B)k.

6. (Schur, 1909). SoiA une matrice symeétrique. Montrer que pour chaque inditexiste une valeur
propre deA telle que q

J aii ) jsildij]
Indication. Appliquer l'exercice 5 avec unB convenable.

7. SoitA une matrice réelle avec pour valeur propre i . Montrer que l'itération

| A | Uk+1 _ Uy
| | A Vik+1 Vi
(ou et ) permet de calculer la valeur propret i et le vecteur propre correspondant.

Indication Considérer les parties réelles et complexes de lti@made Wielandt. On obtient alors

T T T T
Ug Aug + Vi Avg Ug Avk Vi Aug
uf Uk + v v uf Uk + v v

8. Considérons la matrice de Hilbert,
01 1= 14!
A= @1=3 1=4 1=5A
14 15 16
(&) TransformeA en une matrice tridiagonale ayant les mémes valeurs gopre

(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes lEguv& propres sont positives et qu'une
valeur propre est plus petite que 0.001.

(c) Calculer approximativement la condition depour la norme Euclidienne.
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10.

11.

12.

13.
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La formule de récurrence
(K+1)Prs1 () = (2 k + 1) xPy(x) kPx 1(x)
pour lespolyrbmes de Legendi@oir aussi (1.4.5)) ressemble a
PC)=Cd () efpoa( ) T=25m

pour les polyndmedet(A; | ). Trouver une matrice tridiagonalke de dimensiom telle que les
valeurs propres dA sont les racines d@, (x).

Soitp(x) un polyndme de degné et supposons que toutes les racines soient simples. Dé&nqoe
la suite dé nie par I'algorithme d'Euclid,

()= p(x); pn 1(x)= PIX)
P(X)= GgOOp 1(x)  fpo2(X); T=npiin2
est une suite de Sturm.
Pour le polyndme(x) = x° 5x*+3x3+3x%+2x +8.
(a) déterminer le nombre de racines réelles.

(b) Combien de racines sont complexes?
(c) Combien de racines sont réelles et positives?

Pour und donné notong = cos' ets=sin' . Lamatrice -, dé nie par
S 1 sii=j,] 6k,j6"
% c sii=j=koui=j="
(k) = s sii=ketj =~
§ s sii="etj=Kk
: 0 sinon,

s'appellerotation de Givens
a) Montrer qu'elle est orthogonale.

b) SoitA une matrice symétrique. Déterminertel que le k; *)-ieme élement dA°= A L
s'annule.

Resultat. ctg2 =(axk a)=(2ax).

Laméthode de Jacol{il846) pour le calcul des valeurs propres d'une matricestgiquie:
i) on choisitay: (k > ") tel quejaj = maxis; jaj J;
ii) on détermineA®comme dans I'exercice 11.

Montrer que, si on répete cette procédure, on a convemy@ers une matrice diagonale, dont les
élements sont les valeurs propreside

. P . 0. P .o . .
Indication. Montrer que 5 jalj® =" iy jayj* | axj?

On considere la matrice
7 05

0:0001 8
dont on cherche a calculer les valeurs propres.

A=

(a) Faire une itération de l'algorithme QR sans shift.
(b) Faire une itération de I'algorithme QR avec shift.
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14.

15.

16.

17.

(c) Estimer la position des valeurs propresfda I'aide du Théoreme de Gershgorine.
(d) Calculer les valeurs propres 8ea 'aide du polyndme caractéristique.

Montrer que si la matric = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale et syméjriglors
les matricesTy, k 1, construites par l'algorithm@®R sont également des matrices de Hessenberg
(tridiagonales et symétriques).

Donner une estimation grossiere du nombre d'opératigui sont nécessaires pour effectuer la dé-
composition QR d'une matrice de Hessenberg et pour calemiguite le produit RQ.

SoitTy une matrice de Hessenberg dont tous les éléments de kaBmonale sont non-nuls. Montrer

gue, sipg est une valeur propre d&, une itération de I'algorithme QR avec shig donnetf};?1 1=
0.

Expliquer, comment le calcul dg a partir deTy 1
QRk = Tk 1 px 1l; Tk = ReQk + px 1l

peut étre effectué sans soustraire (et additionnerjatgrhent la matricep 11 .

Indication. Laissez-vous inspirer par le “double shift” algorithme dar€is.



Chapitre VI

Methodes leratives — Equations Non
Lin eaires

En pratique, on est souvent confronté a la résolutiom@dysteme d'équations non linéaires. C'est-
a-dire pour une fonctiof : R" ! R" donnée, on cherche un pom2 R" tel que

f(x)=0: (0.1)

En général, il n'y a pas d'algorithme ni pour trouver unelstion. On est donc obligé d'utiliser
des méthodes itératives.

Sans hypotheses supplémentaires, on ne sait rien sistéexe d'une solution de (0.1). Par
exemple, pouf (x) = € il n'y a pas de solution, pour(x) = sin x il y en a une in nité. Mais,
le theoreme d'inversion localeous fournit un résultat sur I'unicité locale: 5{a) = 0 et si la
matrice jacobiennéYa) est inversible, il existe un voisinadge de a et un voisinagé/ deO tels
quef : U ! V soit bijective. Ceci implique qua est la seule solution de (0.1) dans le voisinage
U dea.

Bibliographie sur ce chapitre

P. Deu hard (2004):Newton Methods for Nonlinear Problems. Af ne Invarianced akdaptive
Algorithms Springer Ser. Comp. Math. 35, Springer, Berlin.

J.M. Ortega & W.C. Rheinboldt (1970}erative Solution of Nonlinear Equations in Several Vari-
ables Academic Press, New York.

A.M. Ostrowski (1966):Solution of Equations and Systems of Equatidtsademic Press, New
York, 2nd edition. [MA 65/27]

VI.1 M éthode des approximations successives

On considere le probleme du calcul d'yoint xe de l'application : R" ! R"; c.-a-d., on
cherchex 2 R" tel que
x=( X): (1.2)

Les problemes (0.1) et (1.1) sont équivalents et il y a beap de possibilités pour &crire (0.1) sous
la forme (1.1). Par exemple, on peut dé nircomme ( X) = x f(x)ou ( x) = x Bf (x)
(ici B est soit un nombre non-nul, soit une matrice bien choisie).

Pour résoudre (1.1), on se donne une approximation iaii@(arbitraire) et on considere la
méthode itérative

Xirr = (0 Xi): (1.2)
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Si la suitef x,g converge, disons ves2 R", et si la fonction( x) est continue em, la limite a
est une solution de (1.1). Mais que peut-on dire sur I'effeur

Théoreme 1.1Si ( x) est2fois contiriment diférentiable et sa 2 R" est une solution de (1.1),
l'erreur e, = X, asatisfait

&+ = (@) &+ O(kexk?): (1.3)
Démonstration. Commea = ( a), on obtient

a1 = Xk a= (x) (@)= Ya)ac+ O(kek?): o

On peut tirer plusieurs conclusions de la formule (1.3):

si Ya) possede une valeur propre satisfaisanf ;j > 1, la composante de, dans la
direction du vecteur propng va étre agrandie — l'itératione converge pagersa.

si toutes les valeurs propres d§a) satisfont ;j < 1, on peut choisir une norme daRs’
telle que pour la norme matricielle correspondantda)k < 1. Ceci et (1.3) impliquent
gue, pourkeck suf samment petit, on &ec.1 k keck ou  est un nombre entle {a)k
etl. L'erreur g, converge donc vers z€ro.

Exemple. Pour résoudre numériquemeyft= f (y), on peut appliquer la méthode d'Euler im-
plicite
Y1 = Yo+ hf (y1) (1.4)

qui dé nit implicitement I'approximatiory; de la solution apres un pas de longubut'équation
(1.4) est déja sous la forme (1.1) avéx) = yo + hf (x). Sih est suf samment petit, les valeurs
propres de {y1) = hf {y;) sont petites et I'itération (1.2) converge.

Crit ere pour arréter I'it ération. En pratique, on s'intéresse a une approximab@rgui satis-
fassekxy ak tol. Une possibilité est d'accept&; comme approximation de la solution des
quekxy Xx¢ 1k tol.

Le critere qui va suivre est basé sur I'hypothese qusoit une contraction et que

kX Xk 1K KXk 1 Xk oK avec < 1
En appliquant l'inégalité du triangle a l'identité
Xk @a=(Xk Xie1) +F(Xprr  Xia2) + 000

(en cas de convergence), on obtient

kxy ak kxk Xk 1K: (1.5)

1

Le facteur de contractivité peut étre estimé par
k= kX Xk 1k=kxyx 1 Xk 2k; k 2

Lidée est d'arréter l'itération quand

K
1

ka Xk 1k tol (16)

et d'acceptex, comme approximation de la solution.



136 Méthodes kratives — Equations Non Léaires
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FIG. VI.1: Convergence des itérations (1.7)
Exemples. Pour les deux itérations
Xk+1 1 Yk Xk+1 0 01 X
= +0:3 : X = 1.7
Yk+1 1 sinXy Yi+1 2 0 Yk (3.7)

la norme euclidienne de l'erreur dey;Yyx) est dessinée dans la gure VI.1 (a gauche pour la
premiere itération eta droite pour la deuxieme). Ontdgien observer la convergence linéaire. Le
rayon spectral de {a) vaut 0:177et 0:447respectivement. C'est la raison pour laquelle
la premiere itération converge plus rapidement que lasée. Le dessin a droite montre aussi que
la convergence n'est pas nécessairement monotone (poarrteek k;). Donc, le coef cient

de (1.6) peut étre plus grand glienéme si l'itération converge.

V1.2 M éthodes ieratives pour sysemes lireaires

Pour la résolution des systemes linéaires
Ax = b; (2.1)

il y a des situations ou les méthodes itératives sostutdes. Par exemple, si la matridepossede
une tres grande dimension et si beaucoup d'élémen#s sient nuls (matrice creuse), ce qui est le
cas pour les discrétisations des équations aux d&rpasielles.

Pour se ramener a un probleme de point xe, on considere dicompositiod = M N
(“splitting”) et on dé nit l'itération

MXks1 = NXxy + b; A=M N: (2.2)

Le choix de la decompositioA = M N est important pour la performance de la méthode.
D'une part,M doit &tre choisie telle que le systeme (2.2) soit beauquup facile a résoudre que
le systeme (2.1). D'autre part, les valeurs propres de lxioeeM N doivent satisfairg ;j < 1
pour que l'itération (2.2) converge.

Il'y a beaucoup de possibilités de dé nir la decomposito= M N. Sil'on dénote

0 1 0 1
0 0 app ::: a1n
a . . :
L=%?l. . E; U=% S E
: T T - 8n 1n
a1 i @1 O 0
etD =diag(as;:::;anm) (@nqueA = L + D + U) les itérations les plus connues sont:

Jacobi: M=D,N= L U;
Gauss-Seidel M =D+ L,N= U.
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Pour ces deux méthodes, la matrideest choisie de maniere a ce que le systeme (2.2) soit tres
facile a réesoudre. Un avantage de la méthode de GausglSast le fait que pour le calcul de

la composante*™ du vecteurx,,; on n'a besoin que des composarntés ;:::;x% du vecteur
. Alors, on peut utiliser la méme variable poyf! que pourxX. Une itération devient donc
simplement:
fori=1;::2n b
— i1 —
Xi =(h }:1 ajj Xj jn:i+]_ aj Xj)=aj.

Une modi cation intéressante de cet algorithme estéghode SOR'successive over-relaxation”):

Xk+1:(1 !)Xk'i'!h

2.3
Dr=0Db LX k+1 U Xy ( )

ou! est un parametre donné (pour= 1, SOR se réduit a Gauss-Seidel). Elle est aussi simple a
programmer que la précédente.
Les résultats suivants démontrent la convergence dagqups situations particulieres.

Théoreme 2.1 Si la matriceA est “diagonale dominante”, ca-d.
- - X - - -
j&i] > =T pour i=1;:::;n; (2.4)
j6i
alors l'itération de Jacobi converge.

Démonstration. Pour la méthode de Jacobi, oiva 'N = D (L + U). La condition (2.4)
impliqgue quekM Nk; < 1 (voir la formule (4.5) du chapitre IV). O

Pour étudier la convergence de la méthode SOR (en pagtipdur Gauss-Seidel), on I'écrit
sous la forme équivalente

D+ L)X =((L 1)D W)xc+ b
ou encoreXgs1 = H(! )xc+ ! (D + 'L ) bavec
H(!)=(D+!L) @ '")D 1U): (2.5)

Théoreme 2.2 SiA est syratrique et & nie positive et si 2 (0; 2), I'it ération SOR, @ nie par
(2.3), converge.

Démonstration. Il faut démontrer que toutes les valeurs propreblde) satisfonf j < 1. Soient
une valeur propre et 6 O le vecteur propre correspondant:

(@2 ")D W)x= (D+1L)x (2.6)
Comme(1 !)D U =D A +IL,laformule (2.6) devient
IAXx =(1  )(D + IL)x: (2.7)

En multipliant (2.6) et (2.7) avec , on obtient pour := x (D + 'L )x (observer qu&J = L)

+ 7 =(2 !)xDx> 0 @ ) =!x Ax= > O (2.8)
On en déduit o
0< + = + 1_ = 1 ] ) :
1 1 jr 2

ce quiimpliqug j < 1 O
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Pour quelques matrices, on conna't la valeurt dgeui minimise le rayon spectral dd (! )
et, par conséquent, qui accélere la convergence paorgppitération de Gauss-Seidel. D'autres
méthodes itératives pour des systemes linéaires SORY“symmetric successive over-relaxation”)
et la méthode du gradient conjugué (avec préconditiovamt). Voir le livre de Golub & Van Loan,
déja mentionné au chapitre 1V, et les livres classiques

L.A. Hageman & D.M. Young (1981 Applied Iterative MethodsAcademic Press, New York.
R.S. Varga (1962)Matrix Iterative MethodsPrentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.

VI.3 M éethode de Newton

Considérons le probleme de la résolution d'un systefgdguhtions non linéaires
f(x)=0 (3.1)

ou la fonctionf : R" ! R" est supposée étre au moins une fois differentiablexc @ R" est
une approximation de la solution cherchée, on linédr{s¢ autour dex,

f(x)  f(x0)+ fAXo)(Xx  Xo)

et on calcule le zéro de cette linéarisation. Si I'onatepcette procédure avec la nouvelle approxi-
mation, on obtient I'algorithme suivant:

for k=0;1,2;:::
calculerf (xi) etf {x)
fAx) Xk = f(X) (systeme linéaire a résoudre)
Xk+1 = Xk ¥ Xk

end for

Exemple 3.1 La méthode d'Euler implicite (voir (1.4)), appliquée'aduation differentiellex® =
y,y°=10(1 x?y x avec pour valeurs initiales=2, = 0:66, nous conduita I'equation

non linéaire
X= +hy

y= +h (10(L x3y x):
L'itération (1.2) ne converge que polisuf samment petit. Par exemple, pdur= 0:3 elle diverge
et on est obligé d'utiliser un autre algorithme. La méthoe Newton

(3.2)

1 h Xir1 Xk _ Xk hyi
h(20xkyk +1) 1 10h(1 X§)  Yess Yk Yk h(10(1  xQyk  X«)
converge sans dif culté avele = 0:3 si I'on commence l'itération avegy = etyp = (voirle

tableau V1.1 pour les valeurs dg; yi et les erreurs, mesurées dans la norme euclidienne).

TAB. VI.1: Convergence de la méthode de Newton

k Xk Yk erreur

0 | 2200000000000000 0:6600000000000005:31 10 *
1| 1:95099818511797 0:1633393829401093:38 10 ?
2 | 1:9608427941516B3 0:1305240194945824:27 10 *
3| 1:96072023704926 0:1309325431691496:65 10 @
4 | 1:96072021795300 0:1309326068233201:79 10 *°
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Pour étudier la convergence de la méthode de Newton, @emsis un terme de plus dans la
série de Taylor:

F00= T+ T X+ 2T X X x)+ Ok xkd):  (33)
Sil'on posex = adans cette formule (aveccomme solution de (3.1)) et si I'on soustrait
0="f(x)+ fUX) (X1 Xi)
(dé nition de xk+1 ), on obtient pour l'erreug, = X, alaformule
0= FIx)( @)+ 5f Mx)(ei @) + O(kek?):
On vient de démontrer le résultat suivant:

Théoreme 3.2 Supposons qui(x) soit 3 fois contidiment diférentiable et qud {x) soit in-
versible dans un voisinage de(solution de (3.1)). Alors, poux, suf samment proche da,
l'erreur ec = Xk ade la nethode de Newton satisfait

e = 300 i) e @) + Ofkedk)) 34

Donc, la convergence de cetté&thode est quadratique. O

Ce théoreme montre la convergerioeale de la méthode de Newton, c.-a-d. xgiest proche
d'une solutioma de (3.1), la suité x,g converge vera. Concernant la convergeng®bale on en
sait tres peu et on ne sait analyser seulement que quelgaatedonctions simples. L'exemple le
plus connu est

3 2
- 3 v X Xyc 1
f(z)=22 1 ou f(x;y) = Wy 3 (3.5)
(z = x + iy) pour lequel l'itération devient
2 1 1 1
41 = = - 2t = .

Zv1l = Z 322 3 Zy 22 (3.6)

Il est intéressant de déterminer les ensembles (bassitiadtion)
A(a)=fzg2 C jfzg converge versag (3.7)

pour les trois solutions, ( 1 iIO 3)=2def (z) = 0. Un calcul par ordinateur donne la gure VI.2.
Les zy du qpr_naine blanc entra’nent une convergence gers 1, ceux du domaine gris vers
a=( 1 i 3)=2etceuxdudomainenoirvees=( 1+i 3)=2. Onobserve que la suite,g
ne converge pas nécessairement vers la solution la plob@uez,.

Calcul numérique de la matrice jacobienne
En pratique, il arrive souvent que la forme analytique de ddritef {x) est inconnue. Dans cette
situation on approche les éléeme@¥=@xde la matrice jacobienne par

@(xl;:::;xn) Filkasznig + 5iitixn)  Filxaiiiiix),

@x

(3.8)
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FIG. VI.2: Bassins d'attraction pour l'iteration (3.6)

Mais comment doit-on choisir le? Pour simpli er la notation, considérons une fonctionrgeu
variable et notons-la pay(x).
Un développement en série de Taylor montre que

gx+ ) 9(x)

= g1+ 5 + O( ?; (3.9)

En conséquence, doit étre petit pour quéerreur de la disciétisationne soit pas trop grande.
D'autre part, la soustraction dans (3.9) est tres mal diothiée. Une étude desreurs d'arrondi
montre que l'expression obtenue par un calcul en virguléaiote vaut

gi(x+ )A+ ))A+ 2) gx)(A+ 5)

gix+ ) g9(x) 1

gx+ )x+ )1+ g(x+ )2 g(X) 3

ouj ij eps(epsestlaprécision de l'ordinateur, voir section 11.3). L&d est de choisira n que
les deux erreurs soient de la méme grandeur :

= o 1 1ieps (3.10)

Donc, on prend par exemple

q___
=Paps  ou = epql + jxj): (3.11)
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Modi cations de la m éthode de Newton

Si la dimension du probleme (3.1) est tres grande et/eudllation de la matricEqx) est tres
colteuse, on peut remplacer la dé nition de& par

fU%) Xk = f(X): (3.12)

Dans ce cas, il suf t de calculer une fois pour toutes la d@gosition LR def {x,), ce qui facilite
grandement la résolution des systemes linéaires ssiésedais on perd la convergence quadra-
tique car (3.12) n'est rien d'autre qu'une itération (1a®ec ( x) = x  (f {xq)) f (x) et Ya)
est non nul en général.

En cas de mauvaise convergence, on remplace la dé nitio.depar

Xk+1 = Xk + k Xk (313)

et on détermine de facona ce qukf (xx +  Xk)k soit minimale.

VI.4 M ethode de Gauss-Newton

Dans ce paragraphe, on va s'intéresser a des systemds@aires surdéterminés. On considere
une fonctionf : R" ! R™ oum > n et on cherche une solution d€x) = 0. Evidemment,
comme on a plus de conditions que d'inconnues, ce probles@ossede en général pas de solu-
tion. On se contente donc de trouver un vecte@rR " tel que

kf (X)k2! min: (4.1)

Si f (x) est differentiable, la fonctiofr (x) = kf (x)k3 est aussi differentiable et une condition
nécessaire pour quesoit un minimum local est d'avof {x) = 0, c.-a-d.

fAX)Tf(x)=0: (4.2)

Une possibilité pour résoudre (4.1) est d'appliquer ughade itérative, par exemple la méthode
de Newton, au systeme (4.2). Ceci nécessite le calcul dedaieme dérivée di(x).

Une autre possibilité est de linéaridefx) dans (4.1) autour d'une approximaticg de la
solution et de calculex; de

kf (Xo) + T Ax0)(X1 Xo)kz! min: (4.3)
Une répétition de cette idée donne l'algorithme suiamtthode de Gauss-Newton)
for k=0;1,2;:::
calculerf (xi) etf Ax)
déeterminer xi de kf (xi) + fqxy) Xk ! min (moindres carrés)
Xk+1 = Xkt Xg
end for
Pour calculer X, on peut soit résoudre les équations normales (secti@ IV.

F ) FO) xe = (F ) TF (%) (4.4)

soit calculer la decomposition QR €& x) et appliquer I'algorithme de la section IV.7.
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Etude de la convergence
Pour étudier la convergence de la méthode de Gauss-Nggéaeloppons la fonction

90 = (£ 0) T () a00= " Lot 4.5)
j=1 @X
en série de Taylor. Pour ceci, calculons
@g_X _@f | X ef .\ of
ox L, @@ 010 G g (4.6)
Matriciellement, la formule (4.6) s'écrit
gx) = BOO)(F (x); )+ (F4x))"f 4x) (4.7)
ouB(x): R™ R"! R" estlapplication bilinéaire dé nie par
N @f; .
B (x)(u; V) = i @x@x(x) U Ve

Avec cette notation, la formule de Taylor donne
9(x) = (F0i)) T (i) +(F 00 TF A xi)+ Ba)(F (xi)sx xi)+ O(kx xik?): (4.8)

Soit maintenané une solution de (4.1). Elle satisfaj(a) = 0. En posank = a dans (4.8) et en
soustrayant (4.4), nous obtenons ainsi le résultat stiivan

Théoreme 4.1 Supposonsque: R" ! R™ (avecm > n) soit3 fois contimiment diférentiable,
que le rang dé {x) soit maximal et qua soit une solution de (4.1). Alors, poxg suf samment
proche dea, l'erreur & = xx  ade la nethode de Gauss-Newton satisfait

ar = (FX)TFUx)  B)(F (xi)i8) + O(kack?): O

Une conséquence de cette formule est :

en général, la convergence est linéaire;
on a convergence quadratiqud ¢a) = 0;
sif (a) est trop grand, la méthode diverge.

Terminons ce chapitre avec une application typique de gerighme.

Exemple (Identi cation de parametres). La gure V1.3 montre une photographie de la Vallee
Blanche (prise par G. Wanner). On y reconna’t le Col des @sdorasses, I'Aiguille du Géant,
I'Aiguille Blanche de Peterey, I'Aiguille du Tacul, le PetRognon et I'Aiguille du Moine. La
gure V1.4 est une copie d'une carte géographique de céiggon. Le probleme consiste a trouver
la position de la caméra, ses caractéristiques (foydesetngles d'inclinaison.

Pour la formulation mathématique de ce probleme, nousseboisi des coordonnégs; v)
sur la photographie ( gure V1.3, l'origine est au centre)dets coordonnédg;y; z) sur la carte
(z représente l'altitude). Les valeurs mesurées poublpsints reconnus sont données dans le
tableau VI1.2.
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FIG. VI.3: Photographie de la Vallée Blanche

TAB. VI.2: Les données pour le probleme “Vallée Blanche”

Kk Uy Vi Xk Yk Z
1. Col des Grandes Jorasses 0:0480 00290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant 0:0100 00305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanche de Petereyy 0:0490 00285 2885 730 4107
4. Aiguille de Tacul 0:0190 00115 8900 7530 3444
5. Petit Rognon 0:0600 0:0005 5700 7025 3008
6. Aiguille du Moine 0:0125 0:0270 8980 11120 3412

Pour xer lesinconnuesnotons par¥; ¥; &) la position du foyer de la caméra, par le vecteur
(a; b; 9 la direction de vue avec norme correspondanta la distang#ash du Im et par l'angle
de rotation de la caméra autour du vectéarb; 9. On a donc7 parametres a trouver. De plus,
considérons la base orthogonale

Oal 0 1 0 ac 1
BbX; h= 19217%) ak: g=g ! B bc Kk (4.9
c a2+ b (@2 + ) (a2+ P+ ?) 24 2

dont les deux vecteutset g engendrent le plan du Imh étant horizontal eg vertical. Alors, le
vecteur dans I'espace qui montre du ceriligp; ) de la lentille vers le poinfuy; vi) sur le Im
est donné par

0 1 0 1
a

W1k .
cos Sin u
Bwa X = BbK + | h+ g ou “ o= - “
K Sin Ccos Vi
W3k Cc

Les conditions a satisfaire sont que les vectéurg; Woc; Wak) et (Xk R Yk ¥,z B) soient
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FIG. VI.4: Laregion de la Vallée Blanche

colinéaires. Ceci donne deux conditions pour chdqguklais, par symétrie, il est plus naturel de
considérer les trois conditions (pour chadgle

0 1 0 1 1
W (ze B) walyx 9)

W1k Xk R 0
0=Bwak By PX=Bwa(xe ® wu(z BK: (4.10)
Wz ze b Wi(Yk %) wax(Xk R)
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En tout, ceci donn& 6 = 18 conditions pouf7 inconnues. Voici le programmeORTRAN pour
la fonctionf : R7! R,

SUBROUTINE FCN(N,XSOL,M,F)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
PARAMETER(ND=50)
DIMENSION XSOL(N),F(M)
COMMON/DAT/NDAT XDAT(ND),YDAT(ND),ZDAT(ND),UDAVNIYND)

C - NOTATION LOCALE --------
X0=XSOL(1)

YO=XSOL(2)
Z0=XSOL(3)
A=XSOL(4)
B=XSOL(5)
C=XSOL(6)
THETA=XSOL(7)

(o VECTEUR HORIZONTAL ------
RAC=SQRT(A*A+B*B)

H1=B/RAC
H2=-A/RAC
H3=0.

C - VECTEUR VERTICAL --e-ems
RAC=SQRT((A*C)**2+(B*C)**2+(A*2+B*2)*2)
G1=-A*C/RAC
G2=-B*C/RAC
G3=(A**2+B*2)/RAC

[opm— LES POINTS =---ee-

DO I=1,NDAT
(o ROTATION INITIALE ------
U= UDAT(I)*COS(THETA)+VDAT(I)*SIN(THETA)
V=-UDAT(I)*SIN(THETA)+VDAT(I)*COS(THETA)
C - LES VECTEURS A ALIGNER -------
WI1=A+HI*U+G1*V
W2=B+H2*U+G2*V
W3=C+H3*U+G3*V
Q1=XDAT(I)-X0
Q2=YDAT(l)-YO
Q3=ZDAT(1)-Z0
[opm— LES FONCTIONS A ANNULER -----e-ee
F(3*(I-1)+1)=W1*Q2-W2*Q1
F(3*(1-1)+2)=W2*Q3-W3*Q2
F(3*(-1)+3)=W3*Q1-W1*Q3
END DO
RETURN
END

En appliquant la méthode de Gauss-Newton a ce systenearame valeurs initiales =
800Q ¥ = 15000 2 = 1000, a=0,b= 1,c=0, =0, apres peu d'iterations on obtient la
solutionk = 9664, ¥ = 13115 b = 4116 avec une précision dechiffres (voir le tableau VI.3). On
a donc bien trouvé la position de la caméra. C'est a I'AligiVerte (altitude 4122) que Gerhard a
pris cette photo.

TAB. VI.3: Convergence de la méthode de Gauss-Newton

Ry P« b a b c

8000| 15000| 1000| 0:000| 1:000| 0:000| 0:000
8030| 9339| 1169| 0:003| 0:085| 0:003| 0:047
8680| 11163| 4017 0:014| 0:114| 0:021| 0:017
9577| 13034| 3993| 0:040| 0:167| 0:.032| 0:094
9660| 13107| 4116| 0:043| 0:169| 0:.032| 0:074
9664 | 13115| 4116| 0:043| 0:169| 0:.032| 0:074
9664 | 13115| 4116| 0:043| 0:169| 0:.032| 0:074

O, WNPEO | X




146 Méthodes kratives — Equations Non Léaires

VI.5 Exercices
1. Pourune fonctiofi : R ! R, considérons litératiorixy;Xx 1) ! Xk+1 d€ nie par

Fix)  fFixk 1)

: 51
e X0 (5.1)

0=1f(xk)+

(a) Donner une interprétation géomeétrique.
(b) Démontrer que l'erreugx = jXx  j, ou estune racine simple dgx) = 0, satisfait

C . avec C= fo?)'
ek+:|. ekQ( 1, - qu) .

(c) Déduire de (b) que
0. 1 p_ )
e+1 Dey;, avec p= 5(1+ 5) 1618

(d) Soitf (x) un polyndme, nous avons que le travail pour évafuer) et f {x) est approxima-
tivement le mme. Supposons que le colit des opérationditi@us, de soustractions, de multi-
plications et de divisions sont négligeables par rapadévaluation de (x). Quelle méthode
choisiriez-vous entre la méthode de Newton et la méthedea décante (5.1) pour calculer une

racine de (x) a travail égal?

2. SoitD R etf : D! R" continlment differentiable. Pour wy 2 D supposons que(Xxg) 6 0
et quef {xo) soit inversible. Montrer que

po=fYx0) f (o)

est la seule direction ayant la propiété suivante:
Pour toute matrice inversibld, il existe o> Otelque poulD< < ¢

KAf (Xo+ po)ke < KAF (Xo)kz :



Chapitre VII

Travaux Pratiques

Cet appendice contient une collection de travaux pratiqdest les themes reprennent (dans
I'ordre chronologique) les sujets abordés dans le couesdérniere partie de cet appendice est
consacrée a une introduction au langu&g2RTAN90/95 qui n'a pas, et de loin, la prétention
d'étre complete.

VII.1 Introduction au FORTRAN 90
1. Le programme ci-dessous évalue la foncBor{x) x en des points équidistartis= r']— , OU
i=1;2;:::;20etn = 20. Essayer de le comprendre, puis dessiner au moygnujgot le
graphe(x;; f (x;)), pourn = 20;50dans les intervalle®; ]et[0;2 ].

program eval ! ce programme \'evalue une fonction
implicit none
integer, parameter :: n=20
integer :: i
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp), parameter :: pi=3.14159265358979324_dp
real(kind=dp) :: v,x,rn
real(kind=dp) :: f

open (8 file='sleval.out’) ! fichier qui stocke les donn\ ees
rn=n
do i=1,n

x=(@/rn)  *pi

v=f(X)

write(8,100) x,v ! Vecrit (x_i,f(x_i)) sleval.out
100 format(2f18.15) ! format des donn\'ees
end do
end program eval

function f(x) ! fonction \'a \'evaluer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) ::x,f
f=sin(x) *x

end function
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2. Ecrire (sur le modele du programme ci-dessus) un prograuwui évalue la fonction

(

F(x) = 2X si0 X

1
2
2 2x siz<x 1
enn points équidistants d@; 1) (n étant choisi par l'utilisateur). Dessiner les résultats

. o, . . P ,
3. Ecrire un programme qui détermine le plus petiel que |-, % M ou M est donné par
l'utilisateur. Combien de termes faut-ilBl = 3 ? Méme question en remplat;%nparki2
dans la fonction.

VII.2 Int égration par la regle du Trapeze et Simpson

. ) ., R ;
Le programme ci-dessous évalue I'mtegraff‘ex:os(x)es'n ) avec la regle du trapeze. Donner le
résultat poun = 2;4; 8; 16; 32, et dessiner sur une échelle logarithmique l'erreur ertion du
nombre d'évaluations de la fonction. Adapter ensuite og@amme pour la regle de Simpson.

program integration ! int\'egration avec la r\'egle du trap \'eze
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer :: i,n ...

real(kind=dp) :: a,b,res,err,...

open (7 file="trapeze.out’)

a=0. dp

b=3._dp

n=1

call trapeze(a,b,n,res)

write(7, *) 'n= ',n, res= 'res ! \'ecrit dans trapeze.out
subroutine trapeze(a,b,n,res) ! m\'ethode du trap\'eze

implicit none

integer, parameter :: dp=kind(1.d0)

integer :: n,i

real(kind=dp) :: a,b,res,f,h

h=(b-a)/n

res=0.5 dp = (f(a)+f(b))

do i=1,n-1

res=res+f(i * h)

end do

res=res =*h
end subroutine trapeze

function f(x) ! fonction \'a int\'egrer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) ::x.f
f=cos(x) *exp(sin(x))

end function
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VII.3 Calcul de racines par la méthode de la bissection
1. Ecrire un programme qui poardonné calcule les racines &g(x), le nieme polyndme de
Legendre, en utilisant la méthode de bissection.

Indications:

(a) Localiser les racines d&,(x) en utilisant celles d@,, 1(x).

(b) Si[a; g estunintervalle aveB,(a) P,(b) < 0, posercentre :%b; pa = P,(a);
pb = P,(b); pc = P,(centre ).

(c) TantqueP,(centre ) 6 0 etaBcentre etb&centre |, itérer
i. siPy(a) Pn(centre )< 0poserb=centre, pb=pc
il. sinon posel=centre, pa=pc

Pour écrire lgunction p(n,x) qui calcule les polyndmes de Legendtgx), utiliser
la formule de récurrence pour ces polyndmes qui s'écrit

N+D)Praa(X)=2n+1)xPy(X) nP, 1(X)

2. Al'aide du programme obtenu en 1, calculer les ptjgsour une formule de Gauss d'ordre
30.

VIl.4 Wegral: programme d'int egration d'ordre 8

1. Le butde ce tp est d'écrire un programme adaptatif dirétion numérique basé sur I'algorithme

expliqué au cours (1.6). On vous propose d'utiliser la fatende Weddle d'ordre 8 (voir
polycopié p.3). Il faut d'abord trouver une méthode entd®convenable, par exemple la
méthode de Newton d'ordre 4, puis programmer l'algorithoheadivision. Pour I'erreur sur
un sous-intervalle utiliser

abserr =abs (res -resem);

ou res est le résultat obtenu avec la formule de Weddleesem celui obtenu avec la
formule embo“tée. Le programme pourrait avoir la streesuivante:

program wegral ! programme adaptatif d'int\'egration
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer,parameter :: maxdiv=1000 ! borne les subdivisions
integer :: ndiv, ...
real (kind=dp),parameter :: a=...,b=...,tol=10._dp *x (-14)
real(kind=dp) :: centre,errtot,weedabs,...

R premi\'ere int\'egration h=b-a

call weddle(.,.,.,.,.)
I oeeee l'algorithme de subdivision
do ndiv=2,maxdiv
s on teste si la pr\'ecision est suffisante
if (errtot <= tol *weedabs) then
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end if
I e on cherche l'erreur maximale

Ioeeeee on divise lintervalle o\'u l'erreur est maximale
centre=
call weddle(.,centre,.,.,.)
call weddle(centre,.,.,.,.)

end do
end program wegral

subroutine weddle(a,b,res,abserr,resabs)
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer :: i,...
real(kind=dp) :: a,b,res,resem,abserr,resabs,f,h,...
real (kind=dp),dimension(4):: poidw
real (kind=dp),dimension(2):: poidn
data (poidw(i),i=1,4)/ 4.88095238095238096E-2_dp,\&
0.25714285714285712_dp,3.21428571428571397E-2_dp,\&
0.32380952380952382_dp/
data (poidn(i),i=1,2)/ 0.125 dp,0.375_dp/

end subroutine weddle
function f(x)

end function

2. Calculer a l'aide de votre programme les intégralesantes

Z 10 Z1 , Z, ,
e X dx; sinx<dx; cosx<dx:
0 0 0

3. On sait que

Z3 22 p_
(1+ce“dx! 4+ pour c!1l
1

Appliquer votre programme a l'intégrale ci-dessus avecsggurs valeurs de croissantes
(c=1;2;:::;10G:::). Observer et expliquer ce qui se passe.
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VIL.5 Interpolation

1. Le but de ce tp est d'écrire un programmewvton qui interpole une fonction donnée grace
au polyndme d'interpolation de Newton. Ensuite, on va@sace polyndme a l'aide de la
méthode de Horner (voir exercices théoriques) et calteleeur entre une fonction donnée
et son polyndme d'interpolation.

Remarque: Une facon plus élégante pour dé nir la précision desalales est d'utiliser un
module .

module accuracy
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
end module accuracy

Il suf td'insérer au début du programme principal ainsigidans les sous-routines l'instruction
use accuracy et l'extensiondp peut étre utilisée.

On vous propose la demarche suivante pour écrire votigr@name:

(a) Ecrire une sous-routireguidist  ainsi qu'une sous-routinehebychev pour cal-
culer des noeuds équidistants et des noeuds de Chebysipectigement. La sous-
routineequidist  pourrait avoir la structure suivante:

subroutine equidist(a,b,n,grid)
use accuracy ! l'extension dp est definie par le module
implicit none
real (kind=dp),dimension(0:n) :: grid
real (kind=dp) :: a, b
integer :: n

(b) Ecrire une sous-routindiffdiv qui calcule les differences divisées. Pour cela on a
seulement besoin d'un vectedd pour le résultat. La sous-routiniffdiv -~ pourrait
avoir la structure suivante:

subroutine diffdiv(n,noeuds,dd)
use accuracy
implicit none
real (kind=dp), dimension(0:n) :: dd
real (kind=dp), dimension(0:n) :: noeuds
integer :: n

2. Apres avoir écrit le programnr@wton , &crire une fonctiohorner qui évalue ce polyndme
a l'aide de la méthode de Horner. La sous-routitener pourrait avoir la structure suiv-
ante:

function horner(n,dd,noeuds,x)
use accuracy
implicit none
real (kind=dp) :: horner
real (kind=dp) :: x
real (kind=dp),dimension(0:n) :: dd, noeuds
integer :: n



152 Travaux Pratiques

3. En utilisantgnuplot  véri er votre programme en dessinant les fonctions cisdes ainsi
gue leurs polyndmes d'interpolation.

sinx; Xx2[0;5 ]

x2[ 1, 1]

1 .
1+25x2*

e =X ¥ 2 [ 4 4]

e ** x2[ 4 4]

4. Ecrire une sous-routine qui calcule I'erreur maximale
maxjf (xi)  pxi)j 1=0;1:00m,

sur une grille dan points donnés. Tester cette sous-routine sur les foretibdessus.

VII.6 Interpolation et erreur

Ecrire un programme qui, pour une fonction donnée, calsesepolyndmes d'interpolations (pour
des points equidistants et pour les points de Chebyshmsg), @ue I'erreur dans les differentes
normes suivantes:

ki  pky =rBaxX2[a;b]jf (X)  p(x)j norme maximalg
kf  pkei= 2jf(x) p(x)j normeL?;

K pke= Pjf(x) p(x)i2ck T normeL2:

Pour celail faudra utiliser le programme d'intégratiwegral ainsi que les programmes d'interpolations
du tp précédent.

1. Il sera utile de pouvoir passer une sous-routine commeagt d'une fonction en utilisant
l'instruction external . Par exemple la fonctiohmax , qui calcule le maximum d&n
(sous-routine) sur un intervalla; b

function fmax(fcn,a,b,m)
use accuracy
implicit none
integer :: m
real (kind=dp) :: a,b
external fcn
real (kind=dp) :: fmax,...

call fcn(fmax,a)
end function fmax

a comme argument la sous-routiice

subroutine fen(x,fx) I fx=f(x)
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Compléter cette fonctiofmax , nécessaire pour le calcul de I'erreur dans la norme maxi-
male.

2. Ecrire des sous-routinesrequ eterrch qui déterminent I'erreujf (x) p(x)j (au point
x) entref et ses polyndmes d'interpolatigr{basé respectivement sur des points équidistants
et sur les points de Chebyshev).

subroutine errequ(x,e) ! evalue e=|f(x)-p(X)|
use accuracy
use equi
implicit none
real (kind=dp) :: e
real (kind=dp) :: x

end subroutine errequ

Cette sous-routine va faire appel a la fonctlwrner . Pour pouvoir utiliser les parametres
de la fonctionhorner sans les passer comme arguments, on peux utiliseragtule . En
dé nissant

module equi
use accuracy
real (kind=dp),dimension(:),allocatable :: noeuds, dd
integer :: n

end module equi

et par l'instructionuse equi dans la sous-routinerrequ , les variables contenues dans
le moduleequi sont visibles et utilisables dans cette sous-routine. @egahles sont les
mémes que dans le programmewton si I'on ajoute dans ce dernier l'instructiarse
equi (elles n'ont alors plus besoin d'étre dé nies dans le pesgmenewton ). De méme,
on utilisera pour la sous-routirgrch  un module similaire.

3. Modi er le programmewegral (VI1.4) pour en faire une fonction

function wtegral(fcn,a,b,tol)
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real (kind=dp) :: a,b,tol
real (kind=dp) :: wtegral
external fcn

4. Finalement, modi er le programmeewton pour en faire un programme qui, pour une
fonction donnée, calcule ses polyndmes d'interpolafmur des points équidistants et pour
les points de Chebyshev), ainsi que I'erreur dans lesréifiiées normes du début de I'enonceé.
Appliquer votre programme aux fonctions de la série 4 endoites differentes erreurs pour
des polyndmes jusqu'au degré 20.
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VII.7 R ésolution d'equations differentielles et calcul de la tra-
jectoire des plaretes

1. On aimerait résoudre I'équation differentielle

0
1

y&’ = Y2 y1(0)

Y2 = yi ¥2(0)

dansl0; ;] avec les méthodes d'Euler et de Runge (voir le cours). Dotewrésultats
numeériques et calculer l'erreur en= ; (on conna't la solution exacte de cette equation
differentielle). Pour cela il faudra écrire des soustirmes Euler et Runge.

subroutine euler(n,fcn,y,x,xend,npas)
subroutine runge(n,fcn,y,x,xend,npas)

I n dimension du syst\'eme

I npas le nombre de pas dans lintervalle [x,xend]

I fcn la sous-routine qui contient la fonction y'=fcn(x,y)

'y vecteur qui contient les valeurs initiales \'a I'entr\'e e
! les valeurs y(xend) \'a la sortie

Résoudre ensuite a I'aide de votre programme I'équadif@rentielle de Ricatti (1712)

1
y'=xE4ysh o y(0)=0;  y(3)=?

Combien d'évaluations de la fonction sont nécessaires poriver a une précision de 6
chiffres, respectivement pour la méthode d'Euler et degeuh

Remarque: Cette équation differentielle ne possedelpa®lution eélémentaire.

Résultat (solution deé’f’erence):y(%) =0:04179114615468186322076

2. Ecrire une sous-routine
subroutine rk4(n,fcn,y,x,xend,h,tol)

qui permet la résolution d'un systeme d'équationsalifiitielles a I'aide de pas variables.
On veut que le programme puisse choisir le pas d'intégndtia n que I'erreur locale soit
partout environ égale a la tolérant#, fournie par I'utilisateur. Prenez la méthode Runge-
Kutta 3=8 avec la méthode embo™tée vue au cours.

Tester votre programme sur les équations differentaielessus.

3. Utiliser vos programmes pour calculer la position autdursoleil des 5 planetes Jupiter,
Saturne, Uranus, Neptune, Pluton en septembre 2004. &dfedes calculs avec differents
pas et differentes tolérances et observer la convergence

La loi de Newtornf = ma conduit aux équations du mouvement suivantes
o2 g © M a)
% K k3

jzojek <&k G

oulesqg 2 R 3 représentent la position des planetes et du smﬁ-ﬁ’lburs accélérations & =
2:95912208286L0 “la constante de gravitation. Les valeurs initiales du jmlel calculées
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TAB. VII.1: Valeurs initiales pour le systeme solaire

planete H masse position initiale | vitesse initiale
3:5023653| 0:00565429

Jupiter || m; = 0:000954786104043 3:8169847| 0:00412490
1:5507963| 0:00190589

9:0755314| 0:00168318

Saturne | m, = 0:000285583733151 3:0458353| 0:00483525
1:6483708| 0:00192462

8:3101420| 0:00354178

Uranus | mz =0:0000437273164546 16:2901086| 0:00137102
7:2521278| 0:00055029

11:4707666| 0:00288930

Neptune| m, = 0:0000517759138449 25:7294829| 0:00114527
10:8169456| 0:00039677

155387357 | 0:00276725

Pluton ms = 1=(1:3 10°) 252225594 | 0:00170702
3:1902382| 0:00136504

155

le 5 septembre 1994 sont données par le tableau ci-deggnude soleilg(to) = (0;0;0),

(to) = (0;0;0). Les unités de masse choisies sont des unités relativeslaill Pour
celui-ci on a encore rajouté les masses des planetes ggpainsim, = 1:00000597682
Les distances sont en unités astronomigups.U.] = 149597 87Qkm] et le temps est
compté en jours terrestres. Calculer la solution pigisr= 3652.

Remarque: Pour appliquer votre programme a cet exempdeidr transformer I'équation
differentielle en une équation du premier ordre.

_Euler expliciteh =10 Euler implicite,h = 10

FIG. VII.1: Solutions du mouvement des planetes par diffeeerméthodes pour de longs inter-
valles de temps
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VII.8 D écomposition LR
1. En utilisant I'algorithme d'élimination de Gauss avecherche de pivot résoudre le systeme
linéaire
Ax = b: (8.1)
ou A est une matrice carrée.

Pour cela, écrire une sous-routine de la forme

subroutine dec(n,A,ip)
use accuracy

integer, dimension(n) :: ip
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui effectue la decompositioRA = LR, ou P est une matrice de permutatioln,une
matrice triangulaire inférieure & une matrice triangulaire supérieure.

Les parametres sontnn = dimension de la matricéy = la matrice en entrée/sortigy = le
vecteur de permutationp(k) = index de la ligne dk-ieme pivot).

Ecrivez ensuite une sous-routine de la forme

subroutine sol(n,A,b,ip)
use accuracy

integer, dimension(n) :: ip

real (kind=dp),dimension(n) :: b
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui étant donné la matricA obtenue padec, résoud le systemél). La solution du
probleme se trouvera dans le vectéur

2. Ecrire un programme qui permet de résouklke= bet testez-le sur les exemples ci-dessous.

%0 1 1 1t 09t % 10°
_ 1212223§ _%2§ . _%35§
A-%l 31 32 33 B = 3 résultat: 50
1 41 42 43 4 24
0 1 0 1
1 11 1
A=%0 0 1x B=Bik:
0 0 1 1
Remarque: En utilisant les instructionallocate(A(ndim,ndim),...) on peut

utiliser les mémes tableaux pour des matrices (vecteerd)rdensions differentes. Il suft
d'écrire deallocate(A,..) puisallocate(A(ndim2,ndim2),...)
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VII.9 D écomposition QR et trajectoire d'un aséro'de
Pour résoudre un systeme surdéterminé
Ax=Db; x2R"; b2rea™; m n;

une méthode ef cace (voir le cours) est d'utiliser la dégaositionQR de la matrice A. On vous
propose dans la premiere partie de ce tp d'écrire un progra effectuant cette décomposition.
Dans une deuxieme partie on traitera un probleme sumi@té de facon complete (estimation de
I'erreur, test de con ance du modele).

1. Pour effectuer la décompostit@R, on utilise (voir cours) l'algorithme de Householder -
Businger - Golub. On commence par écrire une sous-rodgagr

subroutine decqr(m,n,A,alpha)
use accuracy
implicit none
integer :: m,n,...
real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A

qui effectue la décompositid@R d'une matriceA possedanin lignes etn colonnes. Cette
sous-routine doit retourner la matriéemodi ée comme suit:

(a) les vecteurs;, 2 R™ "1 j = 1:::::n (voir cours), dans la partie “triangulaire”
inférieure de la matric@,

(b) la matrice triangulairdR (sansles ;) dans la partie “triangulaire” supérieure de la
matriceA.

La diagonale de la matrice triangulaiRe(les ;) est stockée dans le vectaalpha . On
vous conseille de faire un schéma de la matAca la sortie, pour illustrer la description
ci-dessus.

2. Ecrivez ensuite une sous-routiselqr  qui calculeQT b ainsi que la solution du systeme
triangulaireRx = c.

subroutine solgr(m,n,a,alpha,b)
use accuracy
implicit none
integer :: m,n,...
real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m) :: b
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A

Pour réaliser la multiplicatio®' b, on effectue les multiplications successivéd i =

QR (H, ::: HyH;=Q").
Remarque On ne demande pas de traiter le cas ou les colonnds skraient linéairement
dépendantes.
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3. Ecrire un programme qui permet de résoullre = ba l'aide de la décompositio®@R

et testez-le sur I'exemple ci-dessous pour lequel la smuge calcule facilement (faire un
dessin). Vous pouvez aussi tester votre programme sur éesgs de la série 7.

X + 2y =1
3X + 4y =2
5« + 6y =3

. A n d'effectuer une estimation de I'erreur (pour des obh&gions donnant lieua un systeme

surdéterminé) on doit calculdiag(ATA) * (voir cours). On remarque que
(ATA)=(R'R);

ou R est la matrice triangulaire supérieure obtenue par l@mositionQR (a laquelle

on a rajouté la diagonalalpha(i) ”. On peut alors calculediag(ATA) ! en résolvant
successivement les systemes linéaires (peul ;:::;n)

R'c= g; ou e=(0;:::;1:::;0) ieme vecteur de base dR";

Rx = c:

(Sur les traces de Gauss
Un astéro'de en orbite autour du soleil a pu étre obsper&ant quelques jours avant de
dipara’tre. Voici 10 observations:

Xi=1:5  -1.024940 -0.949898 -0.866114 -0.773392 -0.671372

Xi=g:10 -0.559524 -0.437067 -0.302909 -0.155493 -0.007464

Yiz1:»5  -0.389269 -0.322894 -0.265256 -0.216557 -0.177152

Yi=s =10 -0.147582 -0.128618 -0.121353 -0.127348 -0.148885

On veut calculer sa trajectoire a partir de ces observatiam de pouvoir prédire l'instant
ou son orbite seraa nouveau visible. On suppose un madigbso dal pour I'orbite

x? = ay?+ bxy+ cx+ dy+ e:

Cela conduit a un systeme surdéterminé que l'on réspadles “moindres carrés” pour
déterminema; b; c; d; e Faire ensuite une estimation de I'erreur ainsi qu'un testah ance
du modele.

Faire la méme étude pour le modele parabolique
2 _ .
X°= ay+ e:

Quelle est la trajectoire la plus probable ?
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En janvier 1801, I'astronome italien G.Piazzi découvre mouvelle planet&€eres(entre
Mars et Jupiter), et observe son orbite pendant quelques,jauant que celle-ci ne dis-
paraisse. Tous les astronomes de I'époque s'attendemtjue cette planete réaparaisse a
la n de I'année 1801 ou au début de I'année 1802. Une dmeffervescence habite le
monde scienti que européen et plusieurs prédictionstjada trajectoire de l'orbite sont
effectuées.

Le 29 septembre 1801, un jeune mathématicien allemanis (@ connu), du nom de C.F.
Gauss, publie une trajectoire qui differe sensiblemestaildres prévisions, utilisant notam-
ment sa méthode des “moindres carrés”, Le 7 décembre, Z8fth, un des astronomes
les plus connus d'Allemagne, redécouvre la planete surdgectoire prévue par Gauss.
Ce résultat publié en février 1802 dans Msenatliche Correspondentait de Gauss une
célébrité européenne.

Esquisse de Gauss des orbites de Ceres et Pallasdfg@abcouverte en 1802Y.iré de W.K.
Buhler: Gauss, a biographical study.
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VII.10 FORTRAN 90/95

Le Fortran90 est la nouvelle version du language de programmdtmnran77 , largement
utilisé pour les calculs scienti ques. Les instructioreskbrtran77  sont pour la plupart encore
valables erfFortran90

Compiler

L'extension pour un programme en Fortran 90 est ”.f90”. Rmampiler un programme tap&0
nom.f90 et ensuitea.out pour I'exécuter.

Découpage des lignes en zones

La longueur de la ligne est de 132 caracteres, et commeséadpremiere colonne. Tout ce qui
est a droite d'un "!I” est en commentaire. Pour continuer ligee sur la ligne suivante, terminer
la premiere par un "&”. Pour écrire plusieurs instructsosur une méme ligne, les séparer par des

”.n
y

Structure d'un programme

program exemple
zone de d\'eclaration des variables

instructions ex\'ecutables
end program exemple

subroutine et function

Un programme peut appeler des sous-programmes qui sostidesitine  ou dedunction
Voir la série 1 pour des exemples de la structure et deibatilon des sous-routines et des fonctions.
Types de donrees

Fortran90 contient 5 types intrinseques:
1. Types nunériques: integer ,real etcomplex .
2. Types non nunériques: character  etlogical

Il est possible de dé nir de nouveaux types de donnéesrtirpes types intrinseques. Aux 5
types intrinseques sont associés un entier non négagiilé le“kind type parameter” (dépend
du systeme et indique en général le nombre de bytesasilmur stocker une valeur). Quand
celui-ci n'est pas spécifé, c'est la valeur par défautespi utilisée.

Exemples:
1. real (kind=8) :: X I X est de type réel double précision sur sun (ultra), sempl

précision sur Cray. La double précision correspond aype prédé ni qui donne environ 15
chiffres signi catifs, la simple précision ou précisiaoéelle par défaut en donne environ 7.
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2.

integer, parameter :: dp=kind(1.d0) I le parametralp (constante littérale)
prend la valeur de kind qui correspond a la double prénisio
real (kind=dp) :: x I x est de type réel double précision (dé ni ci-dessus)
.real :: x !xestde type réel par défault (simple précision)
. integer, parameter :: qg=select _real _kind(15,60) I choisi q de sorte
guereal (kind=q) possede au moins 15 chiffres signi catifs et une étenelgalé ou

supérieured 0 ©°; 1P° (pour autant que le compilateur en question supporte cettésion).
C'est donc une fagcon indépendante du compilateur deidées sous-types numériques.

. 1234 ! constante de type entier”

1234. ! constante de type "r\'eel”
1234. dp! constante de type “dp" (pr\'ealablement d\'ef ini)

Entr ées et Sorties

1.

3.
4.
5.

read(5, =) x ! litun caractere et l'assigne a la varialske L'étiquette 5 indique que le
caractere est lu du clavier.

. read(8, =) x ! comme ci-dessus, sauf que I'étiquette 8 indique que laatare est lu

dans le chier avec I'étiquette 8 (la lecture se fait dedacgséquentielle en commencant par
la premiere valeur du chier).

write(6, *) x ! écritle contenu de la variabbea I' écran
write(8, *) x ! écritle contenu de la variabledans le chier avec I'étiquette 8

write(6, ) 'valeur de X' I écrit les characteres entre apostrophes a I'écran

Remarque: L'étoile * (format par défaut) dans la description ci-das peut-étre remplacée par un
descripteur de format (voir les sorties formatées).

Affectation des variables

L'opération d'affectation des variables est la suivante:
variable réceptrice=expression source

Déclaration de parametres et initialisations

1.

2.

integer, parameter :: n=20 I dé ni un parametre entier et lui assigne la valeur
20. Cette assignation est dé nitive et ne peut plus étengée dans le programme.

real(kind=dp) :: =20 I dé ni une variablern réelle de typedp et lui donne
20 comme valeur initiale. Cette assignation peut-étre charm@ns le programme. On peut
aussi déclarem comme variableeal(kind=dp) et l'initialiser dans le programme.

Opérateurs et fonctions

+’-l

* [, ** (exponentiation)

abs(x) (valeur absoluekin(x), cos(x), sqrt(x) (racine carrée), etc.
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Opérations arithmétiques

Lors de calculs arithmétiques avec des constantes ou diebles, il est souvent dangereux de
mélanger dans une méme expression plusieurs types muagr Pour I'assignation

variable=expression,

ou variable  est une variable numérique expression  est une expression numeérique, Si
expression n'est pas du méme type quariable , expression va étre converti dans le
type devariable . Cette conversion peut donner lieua des pertes de poecisbrs d'opérations
arithmétiques mélangeant plusieurs types numéridegéypes moins précis” sont convertis dans
le “type le plus précis” de I'expression.

Exemples:

1. integer :: i)
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) :: a,b
a=1;b=3;i=1;j=3
write(6, *) a/b,alj,ilj
real(kind=dp) :: a,b

résultats0.33333333333333331, 0.33333333333333331, 0

Poura/b les entiers sont convertis afp (de facon exacte) et le calcul est effectué en
precisiondp. Poura/j le contenu de la variable entiefeest converti (de fagon exacte) en
dp et le calcul est effectué en precisidp. Pouri/j le calcul est fait en division entiere et
le résultat est faux.

2. integer, parameter :: dp=kind(1.d0O)
real(kind=dp) :: a,b
a=1.123456789;b=1.123456789 dp
write(6, *) a,b
write(6, *) a/b,a-b
a=1.123456789_dp;b=1.123456789
write(6, *) a/b,a-b
a=1.123456789_dp;b=1.123456789_dp
write(6, *) a/b,a-b

résultats:1.1234568357467651, 1.123456789
1.0000000416097581, 4.67467651255049077E-8
0.99999995839024369, -4.67467651255049077E-8
1., 0.E+O

L'expressiona=1.123456789 meélange le mode réep poura et le mode réel simple précision
(précision réelle par défaut) pour la constaht&23456789 . Lors de la conversion on perd 3
chiffres signi catifs. Ceci explique pourquoi toutes lgsapations arithmétiques ci-dessus mélangeant
plusieurs types numériques (excepté la derniere) datrohes résultats faux.
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Les sorties formates

Exemples:
1. write(6,i5) 123456 I écrit I'entier 123456 (“i” pour “integer”) dans un chame &
characteres
2. write(6,f10.5) 1.23456 I écrit le réel 1.23456 dans un champ de 10 characteres

dont 5 sont réservés pour la partie décimale.
Ces instructions peuvent également s'écrire

1. write(6,100) 123456
100 format(i5)

2. write(6,100) 1.23456
100 format(f10.5)

Remarque: L'étiquette 6 dans la description ci-dessus peut-etngptacée par un label indiquant
une autre sortie, par exemple une sortie chier (voir “ crg8).

Les chiers
Ecriture des résultats dans un chier:

open(8,file='fichl")

ouvre un chier chl et lui assigne I'étiquette 8
write(8, *) a

écrit dans le chier avec I'étiquette 8 la valeur de a
read(8, =*) a

lit dans le chier avec I'étiquette 8 la valeur de a.

Remarque: Le format par défaut dans la description ci-dessus peatrémplacé par un format
Spéci é par l'utilisateur (voir “sorties formatées”).

Structures de controles

1. if (expression-logique)then
traitements
else
traitements
end if

2. do variable=i,n,m
traitements
end do
ou i,n,m sont des entiers. La boucle se fait de ia n avec smpa

3. do while (expression-logique)
traitements
end do
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Les operateurs de comparaison

> : plus grand que;

>= : plus grand ou égal a;
== : égal,

== different de;

<= : plus petit ou égal a;
< : plus petit que.

Les tableaux
Exemple de déclaration:

real,dimension(2,3):: tabrl,tabr2

déclare untablea 3a valeurs réelles.

Remarque: Il est permis de créer des nouveaux tableaux a l'int&rgms fonctions et des sous-
routines.

Allocation dynamique:

Pour déclarer un tableau a deux dimensions, mais dontilla téest pas connue au début du
programme:

real,dimension(:,:),allocatable:: tabdynl
et plus loin dans le programme:
nl=4:n2=8
allocate(tabdyn(nl,n2))
Réferences

1. Programmer en Fortran 9@de Claude Delannoy.
Fortran 90 explainedle M.Metcalf et J.Reid.
Et sur l'internet:
www-curri.u-strasbg.fr/DOCtechnique/fortran.htm
http://perso.wanadoo.fr/jean-pierre.moreau/fortram|

http://csepl.phy.ornl.gov:80/CSEP/PL/PL.html

N oo o M w D

http://lwww.psc.edu/ burkardt/srcgfc.html



