
Analyse Complexe

−.4 .0 .4

−.4

.0

.4
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II.7 Théorème fondamental de l’algèbre . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 39
II.8 Principe du maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 40
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emples. Les numéros entre chrochets (p. ex. [MA 30/213]) vous permettent de trouver le livre
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sur l’adresse Internet http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/∼history/Mathematicians/ .

En ce lieu, nous aimerions remercier Assyr Abdulle, Stéphane Cirilli, Ghislain Jaudon, Gilles
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TABLE DE MATI ÈRE 1

Analyse complexe
“COMPLEXE adj. (lat.complexus, qui contient). Qui contient plusieurs éléments différents
et combinés d’une manière qui n’est pas immédiatement claire pour l’esprit, qui est difficile à
analyser.” (Petit Larousse illustré 1983)

L’analyse complexe moderne a été développée au 19 ème siècle par trois mathématiciens célèbres :

• A.L. Cauchy (1789–1857)considère des fonctions différentiables danslC (fonctions holo-
morphes ou analytiques). Sa théorie est basée sur une représentation intégrale de telles
fonctions (formule de Cauchy) et sur les résidus.

• B. Riemann (1826–1866)publie sa thèse “Grundlagen für eine allgemeine Theorie der
Functionen einer veränderlichen complexen Grösse” en 1851. Pour lui, la conception géo-
métrique occupe une place prépondérante.

• K. Weierstrass (1815–1897)appuie sa théorie sur les fonctions développables en séries
entières (fonctions analytiques), il en résulte une approche algébrique de l’analyse complexe.

Aujourd’hui, les trois approches sont confondues et inséparables. De cette manière il est possible
de simplifier la théorie et de trouver des résultats importants.

“La théorie de Cauchy contenait en germe à la fois la conception géométrique de Riemann et la
conception arithmétique de Weierstraß,. . . la méthode de Riemann est avant tout une méthode
de découverte, celle de Weierstraß est avant tout une méthode de démonstration.”

(H. Poincaré 1898,Acta Math.22, p. 6–7)

Dans ce cours nous abordons la théorie du calcul différentiel dans lC (chapitre I) et des fonctions
holomorphes selon Riemann. Nous suivons ensuite le cheminement de Cauchy (intégrales com-
plexes, formule de Cauchy) dans le chapitre II et nous démontrons que toute fonction holomorphe
est analytique (possède un développement en série enti`ere). Nous traitons les singularités et le
calcul de résidus dans le chapitre III.

Cauchy Riemann Weierstrass



Chapitre I

Diff érentiabilit é dans lC

L’objet de l’analyse complexe est l’étude de fonctionslC → lC. Nous rappelons les règles de calcul
avec les nombres complexes et nous discutons la différentiabilité danslC (qui est différente de la
différentiabilité dansIR2). Les fonctions holomorphes (c.-à-d., différentiable dans lC) possèdent
des propriétés surprenantes qui seront analysées par lasuite. Nous terminons ce chapitre par l’étude
des séries entières (fonctions analytiques).

I.1 Les nombres complexes et le plan complexe

Les nombres complexes ont leur origine dans l’impossibilité de résoudre certaines équations qua-
dratiques (Cardano 1545); au cours des siècles suivants, ils deviennent de plus en plus importants
(Descartes 1637; voir [HW, pages 57–61]1 pour plus de précisions). Euler découvre leur grande
utilité dans toutes les branches de l’analyse, et introduit (en 1777) le symbole

i =
√
−1 c.-à-d. i2 = −1, (1.1)

grâce auquel les nombres complexes prennent la forme

z = x+ iy. (1.2)

Dès le début du 19ème siècle (Gauss 1799, Argand 1806), on identifie les nombres complexeslC
avec leplan de Gauss(ou plan d’Argand)IR2 (voir Fig. I.1 à gauche)

lC = {x+ iy ; x, y ∈ IR} ≃ IR2 = {(x, y) ; x, y ∈ IR}. (1.3)

On notex = Rez, y = Im z lesparties ŕeelleset imaginairesdez, et z = x − iy le nombre
complexe conjugúe.

Le corps des nombres complexes.En tenant compte de (1.1), le produit de deux nombres com-
plexesc = a + ib et z = x+ iy donne

c · z = ax− by + i(ay + bx). (1.4)

Avec l’addition c + z = a + x + i(b + y) l’ensemble lC devient uncorps commutatif. L’élément
inverse dez pour la multiplication est

1

z
=

z

z z
=

x− iy

x2 + y2
=

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
. (1.5)

1On utilise l’abbreviation HW pour le livre de E. Hairer & G. Wanner,L’analyse au fil de l’histoire. Ce livre nous
sert de référence sur le sujets traités au cours Analyse I.
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FIG. I.1: Plan complexe (gauche), addition complexe (milieu),multiplication complexe (droite)

En identifiant un nombre réelx avec le nombre complexex + i · 0, l’ensembleIR peut être
considéré comme un sous-corps delC.

Coordonnées polaires. Si l’on dénote parr la distance du pointz = x+ iy à l’origine, et parϕ
l’angle entre l’axe horizontal et la droite qui relie l’origine avec le pointz (voir Fig. I.1 à gauche),
nous avonsx = r cosϕ et y = r sinϕ . La distancer s’appellemoduleouvaleur absoluedez, et
ϕ = arg z est sonargument. Ainsi le nombre complexez peut être écrit comme

z = r (cosϕ+ i sinϕ). (1.6)

Cette représentation des nombres complexes permet une interprétation géométrique du produit.
Pour c = s (cosα+ i sinα) et z = r (cosϕ+ i sinϕ), le produit (1.4) devient

c · z = sr (cosα cosϕ− sinα sinϕ+ i(sinα cosϕ+ cosα sinϕ))

= sr (cos(α + ϕ) + i sin(α + ϕ))
(1.7)

à l’aide des identités trigonométriques connues ([HW, p. 43]). Ainsi, la multiplication de deux
nombres complexesmultiplie les valeurs absoluesetadditionne les arguments(Fig. I.1 à droite).

Espace ḿetrique. Avec l’identification (1.3) delC avecIR2, la valeur absolue dez = x+ iy

|z| = r =
√
x2 + y2, (1.8)

correspond à la norme euclidienne deIR2. Elle fait de lC un espace normé. La distance entre deux
nombres complexes est ainsid(z1, z2) = |z2 − z1|.

Les concepts de convergence, limites, continuité, convergence uniforme, ensembles ouverts et
fermés, compacité, etc. sont les mêmes qu’en Analyse I etn’ont donc pas besoin d’être répétés.
Nous utiliserons la notationDr(c) = {z ∈ lC ; |z − c| < r} pour le disque ouvert centré au point
c et de rayonr.

I.2 Fonctions complexes d’une variable complexe

SoitU ⊂ lC un ensemble (généralement ouvert) etV ⊂ lC un autre ensemble. Une fonction qui
associe à chaquez ∈ U unw = f(z) ∈ V est unefonction complexef : U → V .

Nous pouvons aussi identifierz = x + iy ≃ (x, y) ∈ IR2 et w = f(z) ≃ (u, v) ∈ IR2 et
arrivons àdeuxfonctionsu(x, y), v(x, y) (les coordonnées du pointw) de deuxvariables réelles
x, y (les coordonnées du pointz); voir Fig. I.2.
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FIG. I.2: Fonction complexew = (z + 0.2)2

Si un pointz1 se met en mouvement le long d’une courbeγ, alors le point imagew1 bougera
le long d’une autre courbef(γ); si un pointz2 remplit une surfaceH (“the horse of Sarah”), alors
le point imagew2 remplira une surfacef(H); voir Fig. I.2.

Plusieurs exemples vont nous aider à nous familiariser avec cette matière. On va constater que
des formules très simples donnent déjà lieu à des situations assez compliquées.

Exemple 2.1 (application lC-lin éaire) Pour un nombre complexec fixé, considérons la fonction

w = f(z) = c z. (2.1)

Elle est lC-linéaire, c.-à-d., elle satisfaitf(c1z1 + c2z2) = c1f(z1) + c2f(z2) pour toutc1, c2 ∈ lC
et pour toutz1, z2 ∈ lC.

Vue comme application deIR2 dansIR2 (z = x + iy, c = a + ib = s(cosα + i sinα),
w = u+ iv), nous pouvons l’écrire sous forme matricielle (cf. la formule (1.4))

(
u
v

)
=

(
a −b
b a

)(
x
y

)
= s

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
x
y

)
. (2.2)

Cette application linéaire est unerotationorthogonale d’angleα = arg c, suivie d’unehomoth́etie
de rapports = |c| (voir Fig. I.3). Elle sera fondamentale, plus tard, pour toute la compréhension
des fonctionslC-différentiables.

−1 1

−1

1

−1 1

−1

1

z
c

w = c z

c

FIG. I.3: Produit avec une constante,w = c z
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1

−1 1

−1

1

z
c wc

FIG. I.4: ApplicationIR-linéaire de (2.3)

Exemple 2.2 (applicationIR-lin éaire mais pas lC-lin éaire) Considérons la fonction

w = f(z) = (0.3 − i)z − (1.1 − 0.5 i)z. (2.3)

Elle n’est paslC-linéaire, carf(i) 6= if(1). Par contre, elle estIR-linéaire c.-à-d., elle satisfait
f(c1z1 + c2z2) = c1f(z1) + c2f(z2) pour toutc1, c2 ∈ IR et pour toutz1, z2 ∈ lC. Comme
application deIR2 dansIR2 elle devient

(
u
v

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
(2.4)

sans structure particulière de la matrice apparente. En contraste avec l’exemple précédent, nous
observons que l’orientation n’est pas préservée et que lagrille ne reste pas orthogonale (Fig. I.4).

Exemple 2.3 (fonction carŕee) La fonction

w = f(z) = z2 (2.5)

est illustrée en Fig. I.5. En coordonnées réellesu + iv = (x + iy)2 = x2 − y2 + 2ixy elle est
donnée par

u = x2 − y2, v = 2xy. (2.6)

−1 0

−1

1

−1 1

−1

1

z =
√
w w = z2

FIG. I.5: La fonctionw = z2
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Les images des lignes verticales (poserx = a) deviennentu = a2 − y2, v = 2ay et en éliminant
y on trouve des parabolesu = a2 − v2

4a2
. Les lignes horizontales (y = b) deviennent des paraboles

aussi (voir Fig. I.5). Nous observons que pour chaquew 6= 0, cette fonction possède 2 préimages
(un chat gris foncé et un chat gris clair). Ce phénomème vaencore nous intéresser.

Exemple 2.4 (transformation de Cayley)Une fonction intéressante est

w = f(z) =
z + 1

z − 1
, (2.7)

elle est illustrée en Fig. I.6. C’est uneinvolution, c.-à-d., elle satisfaitf(f(z)) = z. Donc, la
fonctionf(z) est bijective comme applicationlC \ {1} → lC \ {1} et on af−1(z) = f(z).

L’importance de cette formule fut découverte par Cayley (Crelle J.vol. 32, 1846, p. 119) pour
le calcul matriciel: elle métamorphose des matrices antisymétriques en matrices orthogonales.
Dans lC, elle transforme l’axe imaginaire en cercle unitaire (et vice-versa):

w =
iy + 1

iy − 1
=
iy + 1

iy − 1
· −iy − 1

−iy − 1
=

−1 + y2

1 + y2
− i

2y

1 + y2
= u+ iv (2.8)

où

u = −1 − y2

1 + y2
, v = − 2y

1 + y2
satisfont u2 + v2 = 1. (2.9)

Ces expressions ne nous sont pas étrangères. . ., elles créent une représentation rationnelle du
cercle (cosϕ et sinϕ) et les nombres pythagoriciens (voir [HW, p. 124]).

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

−2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

z
w

FIG. I.6: Transformation de Cayley

Exemple 2.5 (transformation de Joukovski, 1910)La fonction

w = f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
(2.10)

est illustrée en Fig. I.7. Elle transforme respectivementles cercles centrés en0 et les rayons passant
par0 en une famille d’ellipses et d’hyperboles confocales. Pourprouver ce fait, nous utilisons des
coordonnées polairesz = r (cosϕ+ i sinϕ), z−1 = r−1(cosϕ− i sinϕ) et nous obtenons

w =
(r
2

+
1

2r

)
cosϕ+ i

(r
2
− 1

2r

)
sinϕ (2.11)
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1

−1 1

−1

1
z

w

FIG. I.7: Transformation de Joukovski

d’où u = ( r
2

+ 1
2r

) cosϕ et v = ( r
2
− 1

2r
) sinϕ et on voit que

u2

( r
2

+ 1
2r

)2 +
v2

( r
2
− 1

2r
)2 = 1 et

u2

cos2 ϕ
− v2

sin2 ϕ
= 1. (2.12)

Remarque.L’image d’un cercle astucieusement placé (voir Fig. I.7; en trait
discontinu; le cercle doit passer par le pointz = 1), pourrait ressembler à un
profil d’aile d’avion. Cela montre l’importance (historique) de la transforma-
tion de Joukovski en aérodynamique.

I.3 Équations de Cauchy–Riemann

Avec l’identification (1.3) chaque fonctionf : U → lC (avec un ouvertU ⊂ lC) est équivalente
à une fonctionU → IR2 (nous utilisons la même lettre pour{(x, y) ; x+ iy ∈ U} ⊂ IR2 et pour
U ⊂ lC), (

x
y

)
7→
(
u(x, y)
v(x, y)

)
, (3.1)

où z = x+ iy etu(x, y), v(x, y) sont les parties réelles et imaginaires def(z).

IR-diff érentiabilit é. Comme vu au cours Analyse I [HW, p. 302], la fonctionU → IR2 de (3.1)
est IR-différentiableen (x0, y0) ∈ U , s’il existe une matriceA et une fonctionr : U → IR2,
continue en(x0, y0) et satisfaisantr(x0, y0) = 0, telle que

(
u(x, y)
v(x, y)

)
=
(
u(x0, y0)
v(x0, y0)

)
+ A

(
x− x0

y − y0

)
+ r(x, y) ·

∥∥∥∥
(
x− x0

y − y0

) ∥∥∥∥. (3.2)

Les éléments de la matriceA, appelée matrice jacobienne, sont les dérivées partielles de (3.1):

A =
(
∂u/∂x ∂u/∂y
∂v/∂x ∂v/∂y

)
(x0, y0). (3.3)

Avec la notation complexe, la formule (3.2) s’écrit

f(z) = f(z0) + λ(z − z0) + µ(z − z0) + r(z) · |z − z0| (3.4)

(voir l’exercice 8). En négligeant le rester(z) · |z − z0|, la fonction f(z) − f(z0) est approchée
par une fonctionIR-linéaire.
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lC-diff érentiabilit é. La fonction f : U → lC est dite lC-différentiableenz0 ∈ U , s’il existe une
constantef ′(z0) ∈ lC et une fonctionr(z), continue enz0 et satisfaisantr(z0) = 0, telle que

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + r(z) · |z − z0|. (3.5)

La constantef ′(z0) est la dérivée def(z) enz0. Cette fois, la fonctionf(z)−f(z0) est approchée
par une fonctionlC-linéaire.

D’une manière équivalente, la fonctionf : U → lC est lC-différentiable enz0 ∈ U , si la limite
suivante existe danslC:

lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
= f ′(z0). (3.6)

Dans cette limite,z peut se rapprocher arbitrairement dez0.

Premiers exemples.De la même manière que pour des fonctions réelles d’une variable réelle on
démontre que la somme, le produit, le quotient et la composition de deux fonctionslC-différen-
tiables sontlC-différentiables. Les mêmes règles de calcul sont valables (règle de Leibniz, dérivée
en chaı̂ne). Comme la fonction constante et la fonctionf(z) = z sont lC-différentiables, les
polynômes enz et les fractions rationnelles enz sont égalementlC-différentiables (en dehors
de singularités). Les fonctions considérées dans les exemples 2.1, 2.3, 2.4 et 2.5 sont donclC-
différentiables.

Par contre, la fonctionf(z) = z n’est pas lC-différentiable (mais elle estIR-différentiable).
Pour voir ceci, on laisse d’abord tendrez horizontalement versz0 dans (3.6) ce qui donne+1, et
ensuite verticalement ce qui donne−1. La fonction de l’exemple 2.2 n’est paslC-différentiable.

Une conséquence immédiate des définitions est quelC-différentiabilité impliqueIR-différen-
tiabilite (en effet, la formule (3.5) implique (3.4) avecλ = f ′(z0) etµ = 0).

Théorème 3.1 (́equations de Cauchy–Riemann)Si la fonctionf(z) = u(x, y) + iv(x, y) (avec
z = x+ iy) est lC-différentiable enz0 = x0 + iy0, alors on a ńecessairement

∂u

∂x
=

∂v

∂y
et

∂v

∂x
= −∂u

∂y
. (3.7)

FIG. I.8: Equations de Cauchy–Riemann (autographe de Riemann,[Neuenschwander, p. 94])

Démonstration. Une matrice2 × 2 représente une applicationlC-linéaire seulement si elle est de
la forme

A =
(
a −b
b a

)
(3.8)

(voir les exercices 8 et 9). Une comparaison avec (3.3) donnela condition (3.7).
Donnons encore une deuxième démonstration de ce théorème. Pour cela nous considérons

l’identité f(x+ iy) = u(x, y)+ iv(x, y) et nous la dérivons une fois par rapport àx et ensuite par
rapport ày. Ceci donne

f ′(x+ iy) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y), i f ′(x+ iy) =

∂u

∂y
(x, y) + i

∂v

∂y
(x, y).

Après multiplication de la première équation pari, une comparaison des parties réelles et imagi-
naires donne l’affirmation.



Différentiabilit́e dans lC 9

Théorème 3.2Si la fonction (3.1) estIR-différentiable en(x0, y0) et si les conditions de Cauchy–
Riemann (3.7) sont satisfaites en ce point, alors la fonction f(z) donńee parf(x+iy) = u(x, y)+
iv(x, y) est lC-différentiable enz0 = x0 + iy0.

Démonstration. Le fait que les conditions de Cauchy–Riemann soient satisfaites implique que la
matriceA dans (3.2) possède la structure (3.8). Elle correspond alors à une applicationlC-linéaire
et peut être écrite sous la forme (3.4) avecµ = 0.

Contre-exemple. Dans le théorème 3.2 la condition de laIR-différentiabilité ne peut pas être
remplacée par l’existence de dérivées partielles. La fonction

f(z) =
z5

|z|4 (3.9)

est continue, possède des dérivées partielles par rapport àx ety et satisfait enz = 0 les conditions
de Cauchy–Riemann (3.7). Pourtant, elle n’est paslC-différentiable.

Corollaire 3.3 Si les deriv́ees partielles∂u
∂x
, ∂u
∂y
, ∂v
∂x
, ∂v
∂y

existent, sont continues dans un ouvertU et
satisfont les conditions de Cauchy–Riemann surU , alors la fonctionf(z) donńee parf(x+ iy) =
u(x, y) + iv(x, y) est lC-différentiable surU .

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate du théorème précédent et du théorème 3.6
de [HW, p. 304].

I.4 Propri étés de fonctions holomorphes

Définition 4.1 (fonctions holomorphes)Une fonctionf : U → lC qui est lC-différentiable dans
un ouvertU ⊂ lC s’appelleholomorphe dansU . On dit qu’une fonction estholomorphe en un
pointz0 si elle est holomorphe dans un voisinageDε(z0).

Fonctions conformes.
“Die Theile einer gegebenen Fläche auf einer anderen gegebenen Fläche so abzubilden, dass
die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird.”

(Gauss 1825,WerkeIV, p. 189.)

Gauss a adressé l’article mentionné ci-dessus à la Soci´eté Royale de Copenhague. Pour traiter
des problèmes en géodésie et en cartographie, on recherche des applications “similaires dans leurs
plus petites parties”, c’est-à-dire pour lesquelles des triangles infinitésimaux (ou des courbes qui
se croisent) préservent leurs angles.

Pour deux courbes différentiablesγ : (−ε, ε) → lC et δ : (−ε, ε) → lC qui se croisent enz0
(c.-à-d.,γ(0) = δ(0) = z0 et γ̇(0) 6= 0, δ̇(0) 6= 0) on dénote l’angle entre les deux directionsγ̇(0)
et δ̇(0) par<) (γ, δ).

Théorème 4.2 (Riemann)Si la fonctionf : U → lC (U ⊂ lC ouvert) est holomorphe enz0 avec
f ′(z0) 6= 0, alors elle pŕeserve les angles (et leur orientation), c.-à-d., pour deux courbes qui se
croisent enz0 on a

<) (γ, δ) = <) (f ◦ γ, f ◦ δ).
Une fonction qui pŕeserve les angles s’appelle conforme.

Démonstration. Les directions de courbesf ◦ γ et f ◦ δ sontf ′(z0)γ̇(0) et f ′(z0)δ̇(0); chaque
fois multipliés par la même constantec = f ′(z0). Nous avons analysé en détail dans l’exemple 2.1
qu’une applicationz → c z est une rotation avec homothétie, et préserve donc les angles.
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z

H

α1

z1

α2

α3

α4

z4

α5

z5

α6

α7

α8

w = f(z)

f(H)

α1

w1

α2

α3

α4

w4

α5

w5

α6

α7

α8

FIG. I.9: Exemple de fonction conforme,w = (z + 0.2)2

Ce théorème est illustré dans Fig. I.9 où un animal pratique sa gymnastique matinale sous
l’influence dew = (z + 0.2)2. A certains angles apparents de son contour, nous avons attaché des
rapporteurs, avant et après le “stretching”. Nous voyons que les angles restent invariants, mais les
rayons sont agrandis par le facteur|f ′(zk)| et subissent une rotation d’anglearg f ′(zk). Pour ceux
qui voudraient vérifier, voici quelques valeurs:

z1 = 0.16 + 0.06i f ′ = 0.72 + 0.12i |f ′| = 0.73 arg f ′ = 0.17
z4 = 0.56 + 0.06i f ′ = 1.52 + 0.12i |f ′| = 1.52 arg f ′ = 0.08
z5 = 0.53 + 0.18i f ′ = 1.47 + 0.37i |f ′| = 1.52 arg f ′ = 0.25 .

On peut observer, sur tous les dessins des exemples 2.1, 2.3,2.4 et 2.5, que l’image d’une grille
orthogonale reste orthogonale partout oùf ′(z) 6= 0. La fonction de l’exemple 2.2 ne préserve pas
les angles (elle n’est pas conforme).

Fonctions biholomorphes. Une fonction holomorphef : U → V (avecU, V ⊂ lC)
s’appellebiholomorphe, si elle est bijective et si sa fonction inversef−1 : V → U est aussi
holomorphe.

L’exemple le plus simple est la fonctionlC-linéairef : lC → lC donnée parf(z) = az avec
a 6= 0. Son inverse estf−1(w) = a−1w qui est aussilC-linéaire et donc holomorphe. Nous verrons
plus tard (quand nous considérerons des fonctions exprim´ees par des séries) que chaque fonction
holomorphe satisfaisantf ′(z0) 6= 0 est localement biholomorphe, c.-à-d., elle est biholomorphe
entre des voisinages dez0 etw0 = f(z0).

La transformation de Cayley(2.7), illustrée dans la Fig. I.6, est biholomorphe de

lC \ {1} → lC \ {1} mais aussi de lC− → D1(0),

du demi-plan gauche à l’intérieur du cercle unitaire (elle est sa propre inverse).
La transformation de Joukovski(2.10) est biholomorphe de

D1(0) \ {0} → lC \ [−1, 1] (4.1)

(voir Fig. I.7). Mais comme elle est symétrique enz et z−1, elle est aussi biholomorphe entre
l’extérieurdu cercle et le plan fendu et joue un rôle important en mécanique des fluides.

La fonction carŕef(z) = z2 (voir l’exemple 2.3) est biholomorphe comme application

f : lC+ → lC \ (−∞, 0]. (4.2)

En passant aux coordonnées polaires on voit directement labijectivité. Nous laissons comme
exercice la vérification du fait que la fonction inversef−1(w) =

√
w est holomorphe (exercice16).
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Fonctions harmoniques et applications en physique.
“Eine vollkommen in sich abgeschlossene mathematische Theorie, welche. . . fortschreitet,
ohne zu scheiden, ob es sich um die Schwerkraft, oder die Electricität, oder den Magnetismus,
oder das Gleichgewicht der Wärme handelt.” (manuscript deRiemann 1850,Werkep. 545)

Théorème 4.3 (Riemann 1851)Soitf = u + iv holomorphe dansU avecu et v deux fois2 con-
tinûment diff́erentiables dansIR2. Alors

∆u = uxx + uyy = 0 et ∆v = vxx + vyy = 0, (4.3)

i.e.,u et v satisfont “l’équation de Laplace” (u et v sont des fonctions “harmoniques”).

Démonstration.Les équations de Cauchy–Riemann sontux = vy et vx = −uy. On dérive la
première équation par rapport àx et la deuxième par rapport ày. Cela donneuxx = vyx et
vxy = −uyy. Comme (voir le théorème de Schwarz, [HW, p. 317])vyx = vxy, on obtient la
première équation de (4.3). Pour la deuxième, on dériveles équations de Cauchy–Riemann par
rapport ày etx respectivement.

−2 −1 0 1 2

−1.5

−1.0

−.5

.0

.5

1.0

1.5

FIG. I.10: Champs d’un dipôle dansIR2, w = log(z + 1) − log(z − 1)

Grâce à cette découverte, Riemann a ouvert l’application des fonctions holomorphes à de nom-
breux problèmes de la physique, puisque cette équation est satisfaite par le potentiel gravitationnel
d’un corps (Laplace 1785, voirOeuvresI, Mécanique céleste, publié 1843, p. 157), par les champs
électriques et magnétiques (Gauss et W. Weber à Göttingen) et par la chaleur en équilibre (Fourier
1807; cf. citation de Riemann ci-dessus). Il faut rajouter `a cette liste certains mouvements de
liquides (les mouvements sans rotationnel; d’Alembert 1752, Helmholtz 1858).

Exemple 4.4 Le potentiel d’un dipôle (ou l’écoulement d’un liquide sortant d’une source et ren-
trant dans un trou) est créé par la fonction holomorphew = log(z + 1) − log(z − 1) (pour des
nombres complexes le logarithme est défini parlog z = log |z| + i arg z; voir plus tard pour une
discussion détaillée). La Fig. I.10 montre les courbes deniveau des fonctions harmoniquesu(x, y)
et v(x, y), données comme parties réelle et complexe def(z) = log(z + 1) − log(z − 1).

2Nous allons voir plus tard que chaque fonction holomorphe est infiniment différentiable. L’hypothèse concernant
les deuxièmes dérivées sera donc superflue.
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I.5 Séries et fonctions analytiques

Pourc ∈ lC et pourak ∈ lC, k = 0, 1, . . ., considérons la série

a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + a3(z − c)3 + . . . =
∞∑

k=0

ak(z − c)k (5.1)

et étudions le domaine où elle représente une fonction, c.-à-d., où la série converge. La définition
de la convergence de (5.1) est la même que pour une série dans IR avec la seule différence que la
valeur absolue est maintenant définie surlC et pas surIR. Comme lC ≃ IR2 est un espace complet,
on a aussi le critère de Cauchy (voir les paragraphes III.2 et III.7 de [HW]).

Rappelons que (5.1) convergeabsolument, si la série de terme général|ak| · |z − c|k converge.
Elle convergeuniformementsurA ⊂ lC, si pour toutε > 0 donné il existe unN (indépendant de
z ∈ A) tel que |∑m

k=n ak(z − c)k| < ε pourn,m ≥ N et pourz ∈ A.

Définition 5.1 (rayon de convergence)Pour une śerie avec coefficientsa0, a1, . . . on d́efinit

ρ := sup
{
|ζ | ; la série

∞∑

k=0

akζ
k converge

}
(5.2)

et on appelleρ le rayon de convergence de la série.

Théorème 5.2Soitρ le rayon de convergence de la série (5.1). Alors,

• pour chaquez avec|z − c| < ρ, on a convergence absolue;
• pour chaquez avec|z − c| > ρ, on a divergence;
• pour chaquer avecr < ρ, on a convergence uniforme sur le disqueDr(c).

Une série (5.1) définit alors une fonction complexe sur le disqueDρ(c). La démonstration de
ce théorème repose sur le critère des majorants.

Lemme 5.3 (critère des majorants) Supposons que|ak| ≤ γk pour toutk et que la śerie réelle∑
k≥0 γk r

k converge avec unr ≥ 0. Alors, la śerie (5.1) converge absolument et uniformement
surDr(c) et son rayon de convergenceρ satisfaitρ ≥ r.

Démonstration. Pourz ∈ Dr(c) nous avons|∑m
k=n ak(z− c)k| ≤ ∑m

k=n γk r
k et l’affirmation est

une conséquence du critère de Cauchy.

Pourdémontrer le th́eor̀eme, choisissons unz0 satisfaisantr < |z0 − c| < ρ, pour lequel la
série converge (Fig. I.11). Une condition nécessaire estak(z0 − c)k → 0 et il existe donc unM
tel que |ak(z0 − c)k| ≤ M pour toutk. Par conséquent,|ak| ≤ M/|z0 − c|k =: γk. Comme
r/|z0 − c| < 1, la série

∑
k≥0 γk r

k converge et on peut appliquer le critère des majorants pour
z ∈ Dr(c).

z

z0

c

ρ

r lim sup
|a1|

2
√

|a2|

3
√

|a3|

4
√

|a4|

FIG. I.11: Preuve de la convergence uniforme et absolue pour|z − c| ≤ r < ρ.
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Théorème 5.4Le rayon de convergence de la série (5.1) est donńe par

ρ =
1

lim supk→∞
k

√
|ak|

(critère de la racine, Hadamard 1892). (5.3)

Si la limite suivante existe, le rayon de convergence est aussi donńe par

ρ = lim
k→∞

|ak|
|ak+1|

(critère du quotient). (5.4)

Démonstration. Si |ak| · |z − c|k ≤ rk avec unr < 1, le critère des majorants garantit la

convergence de la série (5.1). Cette condition peut être ´ecrite sous la formek

√
|ak| · |z − c| ≤ r ,

et elle est satisfaite avec unr < 1 pourk suffisamment grand silim supk→∞
k

√
|ak| · |z − c| < 1.

Ceci implique queρ ≥ (lim supk→∞
k

√
|ak| )−1. L’inégalité stricteρ > (lim supk→∞

k

√
|ak| )−1

n’est pas possible, car sinon il existerait unz avec|z − c| < ρ et lim supk→∞
k

√
|ak| · |z − c| > 1,

c.-à-d., |ak| · |z − c|k ≥ 1 pour un nombre infini dek.
Pour la démonstration du critère du quotient on part avec la condition |ak+1| · |z − c|k+1 ≤

r · |ak| · |z − c|k pour unr < 1. En écrivant cette condition comme(|ak+1|/|ak|
)
|z − c| ≤ r , le

reste de la preuve est identique à celle du critère de la racine.

La considération des séries (5.1) avec argument complexez ∈ lC nous permet d’élargir le
domaine de définition d’un grand nombre des fonctions importantes. Voici quelques exemples:

La fonction exponentielleest définie par la série

exp z := 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ . . . =

∞∑

k=0

zk

k!
. (5.5)

Le critère du quotient donneρ = ∞. Ainsi, cette série converge pour toutz ∈ lC et la fonction
exponentielle est définie sur tout le plan complexe.

Les fonctions trigonométriques sont définies par

cos z := 1 − z2

2!
+
z4

4!
+ . . . =

∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
z2k

sin z := z − z3

3!
+
z5

5!
+ . . . =

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1.

(5.6)

Commeexp z, les fonctionscos z et sin z sont définies pour toutz ∈ lC. En remplaçantz par iz
dans (5.5) et en rassemblant les termes sans et avec le facteur i, on obtient laformule d’Euler

exp iz = cos z + i sin z pour toutz ∈ lC (5.7)

(attention: on effectue un réarrangement d’une série, cequi va être justifié dans le paragraphe I.7).

La série logarithmique est donnée par

log(1 + z) := z − z2

2
+
z3

3
∓ . . . =

∞∑

k=1

(−1)k+1

k
zk. (5.8)

Le rayon de convergence de cette série estρ = 1. Le logarithme est donc défini par cette série
sur le disque de rayon1 centré enc = 1. Pour le moment, on n’a pas encore démontré que le
logarithme est la fonction inverse de la fonction exponentielle (voir le paragraphe I.8).
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Définition 5.5 (fonction analytique) Une fonctionf : U → lC avecU ⊂ lC ouvert s’appelle
analytique, si pour chaquec ∈ U il existe une śerie de la forme (5.1) avec un rayon de convergence
ρ = ρ(c) > 0 telle que sur l’ensembleU ∩Dρ(c) on a

f(z) = a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + a3(z − c)3 + . . . =
∞∑

k=0

ak(z − c)k. (5.9)

Au paragraphe I.6 nous allons démontrer que chaque fonction analytique est holomorphe, nous
discuterons le calcul avec des séries en présentant des exemples importants, et nous démontrerons
qu’une série (5.1) est analytique dans le disque ouvertDρ(c), siρ désigne le rayon de convergence
de la série.

I.6 Holomorphie et analyticité des śeries entìeres

Considérons une fonctionf(z) définie par une série avec un rayon de convergenceρ > 0 (pour sim-
plifier la discussion, mais sans perdre la généralité nous supposons que le centrec est à l’origine):

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . . =
∞∑

k=0

akz
k. (6.1)

Cette fonction est continue surDρ(0), car la série converge uniformément surDr(0) pourr < ρ
(appliquer le critère de Weierstrass; voir [HW], page 217).

Théorème 6.1La fonctionf(z) de (6.1) estlC-différentiable sur le disqueDρ(0) et sa d́erivée est

f ′(z) = a1 + 2a2z + 3a3z
2 + 4a4z

3 + . . . =
∞∑

k=1

kakz
k−1. (6.2)

Démonstration.On obtient la série (6.2) en dérivant (6.1) terme par terme. Comme k
√
k → 1, le

critère de la racine montre que les deux séries (6.1) et (6.2) possèdent le même rayon de conver-
gence. Il faut encore justifier la différentiation terme par terme, c.-à-d., qu’il est permis d’échanger
différentiation et sommation.

Pour voir cela, nous considéronsz etz0 satisfaisant|z|, |z0| ≤ r < ρ, et nous soustrayons

f(z0) = a0 + a1z0 + a2z
2
0 + a3z

3
0 + . . . =

∞∑

k=0

akz
k
0 .

def(z). Ceci donne
f(z) − f(z0) = ψ(z)(z − z0)

avec
ψ(z) = a1 + a2(z + z0) + a3(z

2 + zz0 + z2
0) + a4(z

3 + z2z0 + zz2
0 + z3

0) + . . . . (6.3)

On voit tout de suite queψ(z0) sera la dérivéef ′(z0) annoncée en (6.2). Il nous reste à vérifier que
la fonctionψ(z) estcontinueenz0. Le k-ième terme de la série pourψ(z) donne l’estimation

|ak(zk−1 + zk−2z0 + . . .+ zk−1
0 )| ≤ k|ak|rk−1. (6.4)

C’est le terme général, en valeur absolue, de la série (6.2) prise au pointr. Nous savons que
cette série converge absolument, et nous avons trouvé unesérie convergente qui majore la série
(6.3) indépendamment dez. Le critère des majorants (Lemme 5.3) assure alors la convergence
uniforme et, avec elle, la continuité.

Corollaire 6.2 Une fonction qui est analytique surU est aussi holomorphe surU .
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Le théorème précédent peut être appliqué à la fonction f ′(z) et on voit itérativement qu’une
fonction analytique n’est pas seulement une fois mais infiniment lC-différentiable (des exemples
sontexp z, cos z et sin z sur lC). La j-ième dérivée de (6.1) satisfait pour|z| < ρ,

f (j)(z)

j!
=

∞∑

k=j

ak

(
k

j

)
zk−j , (6.5)

et pour toutj cette série possède le même rayon de convergence que (6.1).

Théorème 6.3 (śerie de Taylor) La fonctionf(z) de (6.1) est
analytique sur le disqueDρ(0). Pourc ∈ Dρ(0) etz satisfaisant
|z − c| < ρ− |c| on a

f(z) =
∞∑

j=0

cj(z − c)j avec cj =
f (j)(c)

j!
.

z

c

ρ
ρc

r−|c|

Le rayon de conv́ergence de cette série estρc ≥ ρ− |c| > 0.

Démonstration. En utilisant le théorème binomial on obtient

f(z) =
∞∑

k=0

ak(c+ z − c)k =
∞∑

k=0

ak
k∑

j=0

(
k

j

)
ck−j(z − c)j =

∞∑

j=0

(
∞∑

k=j

ak

(
k

j

)
ck−j

)
(z − c)j .

Il reste à vérifier que l’échange de la sommation dans la dernière égalité est permis sous les hy-
pothèses du théorème. Comme|z − c| ≤ r − |c| avecr < ρ, une partie finie de la série double
peut être majorée par
m∑

k=0

k∑

j=0

|ak|
(
k

j

)
|c|k−j|z − c|j ≤

m∑

k=0

k∑

j=0

|ak|
(
k

j

)
|c|k−j(r − |c|)j ≤

m∑

k=0

|ak|rk ≤
∞∑

k=0

|ak|rk =: B.

Le Théorème 7.1 du paragraphe suivant justifie cet échange et démontre la formule pour le rayon
de convergence.

I.7 Calcul avec des śeries
Dans les anńees 1870, Weierstrass a passé ses vacances en Suisse (au Rigi) et avait avec lui la Thèse
de Riemann comme lecture d’ét́e. Il a alors rencontŕe le physicien Helmholtz et s’est plaint auprès de
lui de sa grande difficult́e à comprendre les ḿethodes de Riemann. Helmholtz lui demanda le travail et,
quelques jours plus tard, dit̀a Weierstrass: “moi je les trouve faciles et naturelles” (pour le texte original
cf. A. Sommerfeld, Vorl.̈uber Theoret. Physik, Vol. II, p. 124 ou [Remm91, p. 430]).

Il ne s’agit certainement pas d’un manque d’intelligence chez Weierstrass, mais plutôt d’une conception
différente du mot “comprendre”! Chez Weierstrass, “compris” signifie “démontŕe avec toute la rigueur
dont on est capable”. Absolument rigoureux sont seulement l’algèbre et les polyn̂omes avec un passageà
la limite prudent (śeries infinies et leur convergence uniforme).

Le but de ce paragraphe est de démontrer rigoureusement quela somme, le produit, la com-
position, . . . des fonctions analytiques donnent des fonctions analytiques. Pour la somme, ceci
est simple, mais les autres opérations nécessitent de travailler avec des réarrangements et avec des
séries doubles. Commençons par rappeler un résultat du cours Analyse I [HW, p. 192–198].

Réarrangement de śeries doubles. Considérons une famille{aij}i,j=0,1,2,... de nombres com-
plexes disposés en tableau comme dans Fig. I.12 et supposons que nous voulions tout additionner.
Il y a bien des manières de le faire. On peut additionner les ´eléments de la lignei, dénoter le
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a00 + a01 + a02 + a03 + . . . = s0

+ + + + +
a10 + a11 + a12 + a13 + . . . = s1

+ + + + +
a20 + a21 + a22 + a23 + . . . = s2

+ + + + +
a30 + a31 + a32 + a33 + . . . = s3

+ + + + +
: : : : :
= = = = =
v0 + v1 + v2 + v3 + . . . = ???

(7.1)

FIG. I.12: Tableau d’une série double

résultat parsi, et calculer
∑∞
i=0 si ; on peut aussi additionner les éléments de la colonnej, dénoter

le résultat parvj, et calculer
∑∞
j=0 vj . On pourrait aussi écrire tous les éléments dans un arrange-

ment linéaire. Par exemple, nous pouvons commencer para00, ensuite additionner les élémentsaij
pour lesquelsi+ j = 1, puis ceux aveci+ j = 2, et ainsi de suite. Cela donne

a00 + a10 + a01 + a20 + a11 + a02 + a30 + a21 + a12 + . . . .

La question qui se pose est la suivante: les différentes possibilités de sommation fournissent-
elles la même valeur? A-t-on

s0 + s1 + s2 + . . . =
∞∑

i=0

( ∞∑

j=0

aij
)

=
∞∑

j=0

( ∞∑

i=0

aij
)

= v0 + v1 + v2 + . . . , (7.2)

et les arrangements linéaires convergent-ils aussi vers cette même valeur?

Théorème 7.1Supposons que la série double (7.1) soit telle qu’il existe unB avec
m∑

i=0

m∑

j=0

|aij| ≤ B pour toutm.

Alors, les śeries dans (7.2), et tous les arrangements linéaires de la śerie double convergent absol-
ument. Les expressions dans (7.2) et tous les arrangements linéaires ont la m̂eme somme.

Considérons deux fonctions données par des séries

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . .

g(z) = b0 + b1z + b2z
2 + b3z

3 + . . .
(7.3)

avec rayon de convergenceρa > 0 etρb > 0 respectivement. Il est évident qu’on a

f(z) + g(z) = (a0 + b0) + (a1 + b1)z + (a2 + b2)z
2 + . . .+ (ak + bk)z

k + . . . (7.4)

et que la série (7.4) a un rayon de convergenceρ ≥ min(ρa, ρb).

Produit. Si l’on calcule le produit des deux séries (7.3), terme par terme, et si l’on collecte les
termes avec la même puissance dez, on obtient la série

(a0b0) + (a0b1 + a1b0)z + (a0b2 + a1b1 + a2b0)z
2 + (a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0)z

3 + . . . . (7.5)

La question est, pour quelsz cette série converge et, en cas de convergence, est-ce que la série
représente le produitf(z) · g(z) ?
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Théorème 7.2 (Produit de Cauchy)Soientρa et ρb les rayons de convergence des deux séries
(7.3). Alors, la śerie (7.5) a un rayon de convergenceρ ≥ min(ρa, ρb) et pour|z| < min(ρa, ρb)
on a

f(z) · g(z) =
∞∑

k=0

( k∑

j=0

ajbk−j
)
zk . (7.6)

En conśequence, le produit de deux fonctions analytiques est analytique.

Démonstration. Le produit, terme par terme, des séries (7.3) donne un tableau avec éléments
aibjz

i+j . Comme le produitf(z) · g(z) correspond aux sommes doubles dans (7.2) et la série (7.5)
est un arrangement linéaire, il suffit d’appliquer le Théorème 7.1. Pour|z| ≤ r < min(ρa, ρb) on a
l’estimation

∑m
i=0

∑m
j=0 |aibjzi+j | ≤ (

∑
i≥0 |ai|ri)(

∑
j≥0 |bj|rj) =: B. Alors, la formule (7.6) est

vraie pourz satisfaisant|z| < min(ρa, ρb).

Exemple.Ce résultat nous permet de démontrer la formuleexp(αz) · exp(βz) = exp((α + β)z)
pourα, β, z ∈ lC, et d’en déduire queexp z · expw = exp(z + w).

Composition de śeries convergentes.Soit w = f(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . . une
série aveca0 = 0 (c.-à-d.,f(0) = 0) et soit g(w) = b0 + b1w + b2w

2 + b3w
3 + . . . . Cherchons à

calculer une série pour la compositionF (z) = g(f(z)) (voir Fig. I.13). On insère la première série
dans la deuxième et on réarrange la série en puissances dez :

F (z) = b0 + b1(a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . .) + b2(a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . .)2 + . . .

= b0 + b1a1z + (b1a2 + b2a
2
1)z

2 + (b1a3 + 2b2a1a2 + b3a
3
1)z

3 + . . .

= c0 + c1z + c2z
2 + c3z

3 + c4z
4 + . . . .

(7.7)

De nouveau on se demande si cette série possède un rayon de convergence non nul et si elle
représente la compositionF (z) = g(f(z)).

Théorème 7.3 (composition de śeries) Soientρa > 0 et ρb > 0 les rayons de convergence des
séries pourf(z) et g(w). Choisissonsr > 0 tel que

∑∞
k=1 |ak|rk < ρb.

Alors, la śerie F (z) = c0 + c1z + c2z
2 + c3z

3 + . . . de (7.7) converge pour|z| ≤ r et on a

g(f(z)) = F (z).

Démonstration. Pour|r| < ρa, la fonction r 7→ ∑∞
k=1 |ak|rk est bien définie, elle est continue et

s’annule pourr = 0. Il est donc possible de choisirr > 0 tel que
∑∞
k=1 |ak|rk < ρb (Fig. I.13).

ρa

r

f(z) =
z

z − 1

ρb

g(w) = log(1 + w2)

FIG. I.13: Composition de séries
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En appliquant itérativement le Théorème 7.2, nous voyons que l’expressionf(z)i est une série3

f(z)i =
( ∞∑

k=1

akz
k
)i

=
∞∑

j=i

aijz
j

avec un rayon de convergence≥ ρa et pour|z| ≤ r < ρa on a
∑∞
j=i |aijzj | ≤

∑∞
j=i |aij|rj ≤

(
∑∞
k=1 |ak|rk)i := si avecs < ρb. Pour obtenir la sériec0 + c1z + c2z

2 + c3z
3 + . . . on a en effet

échangé la sommation dans

g(f(z)) =
∞∑

i=0

bif(z)i =
∞∑

i=0

bi
∞∑

j=i

aijz
j =

∞∑

j=0

( j∑

i=0

biaij
)
zj =

∞∑

j=0

cjz
j = F (z).

La justification vient du Théorème 7.1, car
∑m
i=0

∑m
j=i |biaijzj | ≤

∑m
i=0 |bi|si ≤

∑∞
i=0 |bi|si =: B

pour toutm ≥ 0.

Comme application considérons unquotientg(z)/f(z). Pour le développer en série, il suffit
de traiter1/f(z) car g(z)/f(z) = g(z) · (1/f(z)) et on sait déjà développer un produit de séries.
Si a0 6= 0 on peut mettre ce facteur en évidence et ainsi commencer la série def(z) par 1 (un
exemple intéressant d’un quotient est la série pourtan z = sin z/ cos z).

Théorème 7.4 (quotient)Soit

f(z) = 1 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + . . . =: 1 − h(z)

une śerie avec rayon de convergenceρ > 0 et soitr > 0 tel que
∑∞
k=1 |ak|rk < 1. Alors, on a pour

|z| ≤ r, 1

f(z)
= 1 + c1z + c2z

2 + c3z
3 + c4z

4 + . . . .

Les coefficientsck peuvent̂etre calcuĺes en comparant les m̂emes puissances dez dans l’identit́e
(1 + a1z + . . .)(1 + c1z + . . .) = 1 ou en calculant1 + h(z) + h(z)2 + . . . .

Démonstration. On applique le Théorème 7.3 avecg(w) = (1 − w)−1 = 1 + w + w2 + . . . et
avecw = h(z).

Tous les résultats de ce paragraphe restent vrais si l’on considère des séries développées autour
d’un point différent de l’origine. Par exemple, sif(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)

2 + . . . et
g(w) = b0 + b1(w−w0) + b2(w−w0)

2 + . . . avecw0 = f(z0) = a0, alors sous les hypothèses du
Théorème 7.3 on ag(f(z)) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)

2 + . . . pour|z − z0| ≤ r.

Equations différentielles. Soit une fonctiong(w) = b0 + b1w+ b2w
2 + b3w

3 + . . . donnée,
on cherche une fonctionw = f(z) = a1z + a2z

2 + a3z
3 + . . . avec

dw

dz
= g(w), w(0) = 0, (7.8)

(une condition initialew(z0) = w0 peut être traitée en considérant des séries developpées autour
dez0 etw0 respectivement). On insère la série pourw dans (7.8) et on utilise (7.7),

a1 + 2a2z + 3a3z
2 + . . . = g(f(z)) = b0 + b1a1z + (b1a2 + b2a

2
1)z

2 + . . . . (7.9)

Une comparaison des coefficients donne

a1 = b0, 2a2 = b1a1, 3a3 = b1a2 + b2a
2
1, 4a4 = b1a3 + 2b2a1a2 + b3a

3
1, . . . (7.10)

et nous permet de calculer récursivement les coefficientsak de la solution de manière unique. Ici,
l’étude de la convergence est plaisante (Cauchy,Exerc. d’analyse1841).

3Attention: i est ici une lettre de sommation et non
√
−1.
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Théorème 7.5Si la śerie pourg(w) poss̀ede un rayon de convergence positifρb > 0, alors la
sériew = f(z) = a1z + a2z

2 + . . ., obtenue en comparant les coefficients dans (7.9), a aussi un
rayon de convergence positifρa > 0 et donne une solution de l’équation diff́erentielle.

Démonstration.La sérieg(w) = b0+b1w+b2w
2+. . . converge pour|w| < ρb. En posantw = q−1

avec0 < q−1 < ρb on en déduit que les coefficients peuvent être majorés par|bk| ≤Mqk.
On cherche à majorer les coefficientsak donnés récursivement par (7.10). L’inégalité du trian-

gle avec la majoration pourbk donne

|a1| ≤ M, 2|a2| ≤Mq|a1|, 3|a3| ≤M(q|a2| + q2|a1|2), . . . (7.11)

L’idée est de définir une suite des nombres réelsαk en remplaçant dans (7.11) les|ak| parαk et les
“≤” par “=”. Cela donne

α1 = M, 2α2 = Mqα1, 3α3 = M(qα2 + q2α2
1), . . . (7.12)

La première observation est qu’on a l’estimation

|ak| ≤ αk pour k = 1, 2, . . . (7.13)

(ceci se démontre par un argument de récurrence standard)et la deuxième observation est que les
αk satisfont les relations de (7.10) si on remplace lesbk parMqk. Cela veut dire que la série
w = α1z + α2z

2 + . . . est la solution de l’équation différentielle

dw

dz
= M(1 + wq + w2q2 + . . .) =

M

1 − wq
, w(0) = 0. (7.14)

Cette équation peut être résolue facilement (par “séparation des variables”, [HW, p. 138])

(1 − wq) dw = M dz ⇒ w − w2q

2
= Mz ⇒ w =

1 −√
1 − 2qMz

q
, (7.15)

et sa solution peut être devéloppée en série (à l’aide de la série binomiale), qui converge pour
|z| < 1/(2qM).

Exemples.La fonction exponentiellew = exp z est solution de l’équation différentielledw
dz

= w
et la fonction tangentetan z = sin z/ cos z est solution dedw

dz
= 1 + w2 (exercice 32).

Fonction inverse. Soitw = f(z) avecw0 = f(z0) donnée par un développementw − w0 =
a1(z− z0)+ a2(z− z0)

2 + a3(z− z0)
3 + . . . . On cherche le développement de la fonction inverse

z = g(w) sous la formez − z0 = b1(w − w0) + b2(w − w0)
2 + b3(w − w0)

3 + . . . . Après des
translations, on peut supposerz0 etw0 placés à l’origine et on part de

w = f(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . . donné;

z = g(w) = b1w + b2w
2 + b3w

3 + . . . cherché.
(7.16)

La fonctiong(w) est l’inverse def(z) si pour la fonction composéeF (w) = f(g(w)) dans (7.7)
nous avonsF (w) = w. Une comparaison des coefficients donne

a1b1 = 1, a1b2 + a2b
2
1 = 0, a1b3 + 2a2b1b2 + a3b

3
1 = 0, . . . (7.17)

Si a1 6= 0, la première équation nous donneb1 = 1/a1, la deuxièmeb2 = −b1a2/a
2
1, etc. Comme

la kième relation est de la formea1bk + . . . = 0, où les trois points indiquent des expressions déjà
calculées, la seule conditiona1 6= 0 nous permet de calculer récursivement tous les coefficients bk.
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La discussion de laconvergencepar la méthode des majorants (similaire à celle dans la dé-
monstration du Théorème 7.5) est possible (voir le livre de H. Cartan), mais peu commode. Nous
ramènerons la question à une équation différentielle (idée vue par Gerhard Wanner dans un cours
de W. Gröbner 1963).

Théorème 7.6Soit w = f(z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . . une śerie aveca1 6= 0 et rayon de
convergenceρa > 0, alors la śerie z = g(w) = b1w+ b2w

2 + b3w
3 + . . . avec coefficients donnés

par (7.17) poss̀ede un rayon de convergence positif et on af(g(w)) = w dans un voisinage de0.

Démonstration. Si g(w) est bien définie dans un voisinage de0, une différentiation de la relation
f(g(w)) = w donne

f ′(g(w))g′(w) = 1, (7.18)

ce qui conduit à l’équation différentielle

dz

dw
=

1

f ′(z)
=

1

a1 + 2a2z + 3a3z2 + . . .
= c0 + c1z + c2z

2 + . . . , z(0) = 0 (7.19)

pour la fonctionz = g(w). Par le Théorème 6.1 pour la dérivée et le Théorème 7.4pour le
quotient, la sériec0 + c1z + . . . possède un rayon de convergence positif. On est maintenant
en position d’appliquer le Théorème 7.5 qui dit que la solution de l’équation différentielle (7.19)
est donnée par une série avec rayon de convergence positif. Cette série satisfait (7.18), c.-à-d.,
F ′(w) = 1 pourF (w) = f(g(w)). En comparant les coefficients deF ′(w) avec ceux de1 et en
utilisantF (0) = 0, on voit queF (w) = w.

Corollaire 7.7 (théorème d’inversion local) Soitf : U → lC (avecU ⊂ lC ouvert) analytique
dansU et soitz0 ∈ U . Si f ′(z0) 6= 0, la fonction est localement biholomorphe, c.-à-d., elle est
biholomorphe entre des voisinages dez0 et dew0 = f(z0).

Démonstration. Avec z etw remplacés parz − z0 etw − w0 dans le Théorème 7.6, la condition
a1 6= 0 devientf ′(z0) 6= 0.

Exemples.La fonctionf(z) = z2 (voir Fig. I.5) est localement biholomorphe dans un voisinage
de chaquez0 6= 0. Pour la fonction de Joukovski on af ′(z) = 1

2
(1 − z−2). Elle est localement

biholomorphe pourz0 6= ±1 (voir Fig. I.7).

I.8 La fonction exponentielle et le logarithme

Etudions en détail quelques fonctions analytiques: la fonction exponentielle, son inverse le loga-
rithme, les fonctions trigonométriques et les puissancescomplexes.

Fonction exponentielle.A part les polynômes et les fractions rationnelles, la fonction expo-
nentielle est la fonction holomorphe la plus importante. Elle est définie par la série

exp z = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+
z4

4!
+ . . . =

∞∑

k=0

zk

k!
(8.1)

dont le rayon de convergence estρ = ∞.
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Avec la fonction exponentielle, il est naturel de considérer aussi les fonctions trigonométriques

cos z := 1 − z2

2!
+
z4

4!
+ . . . =

∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
z2k

sin z := z − z3

3!
+
z5

5!
+ . . . =

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1

(8.2)

qui sont également définies pour toutz ∈ lC par ces séries. En remplaçantz pariz dans (8.1) et en
rassemblant les termes sans et avec le facteuri, on obtient laformule d’Euler(1748)

exp(iz) = cos z + i sin z pour toutz ∈ lC. (8.3)

Ce réarrangement de la série (8.1) est permis car elle converge absolument. Commecos(−z) =
cos z et sin(−z) = − sin z, on arrive à exprimer les fonctions trigonométriques en termes de la
fonction exponentielle de la manière suivante:

cos z =
1

2

(
exp(iz) + exp(−iz)

)
, sin z =

1

2i

(
exp(iz) − exp(−iz)

)
. (8.4)

Équation diff érentielle. Par différentiation terme par terme, on voit que la fonction exponentielle
w = exp(cz) (avecc ∈ lC) est solution de l’équation différentielle

dw

dz
= c w. (8.5)

Cette propriété est caractéristique pour la fonction exponentielle, car siw = f(z) = a0 + a1z +
a2z

2 + . . . satisfait (8.5), on a nécessairementkak = cak−1. Cette formule de récurrence donne
ak = a0c

k/k! et on trouve ainsi la fonction exponentiellef(z) = a0 exp(cz) comme la seule
solution de l’équation différentielle satisfaisantf(0) = a0.

Une autre propriété caractéristique est donnée dans lethéorème suivant.

Théorème 8.1 (th́eorème d’addition) Soit f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . . donńee par une śerie

avec un rayon de convergenceρ > 0 et aveca0 6= 0. Alorsf(z) satisfait la relation

f(z + w) = f(z)f(w) pour z, w avec z, w, z + w ∈ Dρ(0) (8.6)

si et seulement sif(z) = exp(cz) avec unc ∈ lC.

Démonstration. Avec le produit de Cauchy on a démontré au paragraphe I.7 que la fonction
f(z) = exp(cz) satisfait (8.6) (voir aussi l’exercice 27). Pour voir qu’elle est la seule fonction
satisfaisant (8.6), nous dérivons cette relation par rapport àw, ce qui donnef ′(z+w) = f(z)f ′(w).
En posantw = 0 on voit quef(z) satisfait l’équation différentielle (8.5) avecc = f ′(0). On a
doncf(z) = a0 exp(cz). Mais, pour que cette fonction satisfasse (8.6) il faut quea0 = 1.

Ce théorème d’addition combiné avec la formule d’Euler (8.3) donne pourz = x+ iy que

exp z = exp(x+ iy) = exp x exp(iy) = exp x (cos y + i sin y). (8.7)

Comme nous sommes familiers avec les fonctions réellesexp x, cos y etsin y (avec argument réel),
cette formule nous permet de mieux comprendre l’application f(z) = exp z illustrée en Fig. I.14.
Les lignes verticales (x = Const) sont envoyées sur des cercles avec rayonexp x, les lignes
horizontales (y = Const) sur des rayons partant de l’origine avec un angley. De plus,exp z 6= 0
quel que soitz ∈ lC.

On sait que les fonctionssin y et cos y sont2π-périodiques. Ceci implique que

exp(z + 2kπi) = exp z pour toutk ∈ ZZ etz ∈ lC. (8.8)
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FIG. I.14: La fonction exponentielle et le logarithme

Théorème 8.2Pour toutη ∈ IR, la fonctionf(z) = exp z est biholomorphe comme application
entre {z ∈ lC ; η − π < Im z < η + π} et lC \Rη

oùRη = {z = r exp(iη ± iπ) ; r ≥ 0} est le rayon partant de l’origine avec angleη ± π.

Démonstration. Surjectivité.Prenonsw0 ∈ lC\Rη et écrivons ce nombre complexe en coordonnées
polairesw0 = r(cosϕ + i sinϕ) (r > 0 etϕ 6= η ± πmod2π). Avecz0 := log r + iϕ + 2kπi (où
k est un entier) on a queexp z0 = w0. Il suffit de choisirk afin queϕ + 2kπ soit dans l’intervalle
ouvert(η − π, η + π) pour conclure la surjectivité de l’application exponentielle.

Injectivité. Soit exp z0 = exp z1 avecz0 = x0+iy0, z1 = x1+iy1 et η−π < y0, y1 < η+π. La
formule (8.7) implique quex1 = x0 (carexp x1 = | exp z1| = | exp z0| = exp x0) ety1−y0 = 2kπ
avec un entierk. Comme la distance|y1 − y0| est strictement plus petite que2π, il en suitk = 0 et
l’injectivité de l’application.

Holomorphie.La fonctionf(z) = exp z est analytique et donc holomorphe surlC. Comme
f ′(z) = exp z 6= 0 partout danslC, le théorème d’inversion local (Corollaire 7.7) implique que la
fonction inverse est aussi holomorphe.

Le logarithme. Le but est de définir le logarithme comme application inverse de la fonction
exponentielle. Pour ceci il faut restreindre le domaine de définition deexp z, par exemple, à la
bandeB := {z ∈ lC ; −π < Im z < +π} (voir le Théorème 8.2). On obtient alors

Logz := log |z| + i arg z (8.9)

où l’argumentarg z est choisi pour que−π < arg z ≤ +π. Cette fonction, qui est holomorphe
par le Théorème 8.2, est labranche principale du logarithme. Elle est définie surlC \R0 et elle est
souvent notée Logz (avec un L majuscule).

On peut aussi définir le logarithme commefonction multivalúee

log z := log |z| + i arg z + 2kπi avec k ∈ ZZ. (8.10)

Il faut faire attention, carlog z n’est pas un seul nombre complexe mais un ensemble de nombres
complexes. Quel que soitk dans (8.10), on aexp(log z) = z. En contraste avec Logz, l’expression
log z est définie sur tout le plan complexe (à l’exception de l’origine). Pour un nombre réel négatif
on alog(−x) = log x+ (2k + 1)πi (si x > 0).
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Équation diff érentielle. Soit f(z) = log z la fonction (8.10) avec unk fixé (par exemple,
f(z) = Logz), ou une des fonctions inverses de la fonction exponentielle vue au Théorème 8.2,
alorsf(z) est holomorphe et on aexp(f(z)) = z . Une différentiation par rapport àz donne
exp(f(z))f ′(z) = 1 . En conséquence, la fonctionw = log z est solution de l’équation différentielle

dw

dz
=

1

z
. (8.11)

La valeur initiale estw(1) = 0 pour la branche principale etw(1) = 2kπi pour les autres branches.

Devéloppement en śerie. Avec l’argumentz remplacé par1 + z on voit que Log(1 + z) est
solution de l’équation differentielledw

dz
= 1/(1 + z) = 1 − z + z2 − z3 + . . . . Une intégration,

terme par terme, donne alors

Log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ . . . pour |z| < 1. (8.12)

La relation fonctionnelle. Le théorème d’addition pour la fonction exponentielle implique que
exp(log(zw)) = zw = exp(log z) exp(logw) = exp(log z + logw) . On en déduit que

log(zw) = log z + logw + 2kπi (8.13)

pour deux nombres complexes non nuls. L’entierk est déterminé par la branche du logarithme
choisie. Si l’on considère deux nombres complexes danslC \ R0 et la branche principale du
logarithme, on a

Log(zw) = Logz + Logw +





2πi si arg z + argw ≤ −π
0 si arg z + argw ∈ (−π, π]

−2πi si arg z + argw > π
(8.14)

En particulier, on alog zn = n log z + 2kπi pour des entiersn et donc aussizn = exp(n log z).
Cette formule est la motivation pour considérer aussi des puissances complexes.

La puissance complexe.Pour un nombre complexec ∈ lC et pour la variable complexe
z 6= 0 nous définissons

zc := exp(c log z). (8.15)

Ici, la fonction log z est multivaluée. Ceci signifie quezc est aussi multivaluée en général. Pour
chaque branche delog z, cette fonction est holomorphe comme composition des fonctions holo-
morphes. Considérons quelques cas particuliers:

• Si c = n est un entier positif, on azc = z · . . . · z (n fois); cette valeur est unique;
• Si c = −n est un entier négatif, on azc = z−1 · . . . · z−1 (n fois); cette valeur est unique;
• Pourc = 1/n, la valeurzc représente lesn solutions dewn = z, et on les obtient en prenant

une solution et en la multipliant parexp(2kπi/n) (k = 0, 1, . . . , n − 1) qui sont lesnièmes
racines d’unité;

• Si c ∈ IR \ lQ est un nombre irrationnel (par exemplec =
√

2 ), l’expressionzc représente
une infinité des nombres complexes; ils sont denses sur le cercle avec rayon|z|c centré à
l’origine;

• Si c ∈ lC \ IR, l’expressionzc représente une infinité des nombres complexes; ils sont situés
sur une spirale et donnés parzc = exp(c Logz) exp(2kπic) pourk ∈ ZZ.

Échangeons maintenant les rôles dec et z dans (8.15) et considérons

cz := exp(z Logc). (8.16)

Cette fois il s’agit d’une vraie fonction, car on a fixé Logc comme la valeur de la branche princi-
pale. Avece := exp(1) = 2.71828 . . ., on a Loge = 1 et donc aussiez = exp(z · 1) = exp(z).
Ceci justifie la notationez pour la fonctionexp z.
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I.9 Exercices

1. Calculer les deux racines du polynôme

z2 + (1 + 4i)z − (5 + i) = 0.

2. Écrire le nombre complexec = −2 + 2i en coordonnées polaires et calculer3
√
c (trois solutions).

3. En utilisant la formule de Cardano (voir [HW, p. 7]) calculer la solution réelle de l’équation

z3 − z + 1 = 0.

Vérifier le résultat avec un logiciel comme Maple.

4. Considérons une applicationIR2 → IR2:
(
x
y

)
7→
(
u(x, y)
v(x, y)

)
.

Avec l’identification lC ≃ IR2 de (1.3) elle peut être écrite sous la formew = f(z).
Exprimerf(z) en termes deu, v etz = x+ iy.

5. Décrire géométriquement les parties du plan complexedéfinies par

a) |z| < 1, |z + 1| < 1, |z − 1| ≤ 1,
b) Rez ≥ −1/3, Rez + 3 Im z < 4,
c) 3π/4 ≤ arg z ≤ 5π/4.

6. Lesquels des ensembles de l’exercice 5 sont ouverts, fermés, bornés, compacts ?

7. Poura, c ∈ IR et b ∈ lC considérons l’équation

azz + bz + bz + c = 0.

Montrer que cette équation représente un cercle danslC si a 6= 0 et |b|2 > ac. Discuter le casa = 0.
Que se passe-t-il si|b|2 ≤ ac?

8. Avec l’identification lC ≃ IR2 de (1.3) chaque applicationIR-linéaire IR2 → IR2 peut être écrite
sous la forme

f(z) = λz + µz (9.1)

avecλ, µ ∈ lC (uniquement déterminés).

9. Montrer qu’une application (9.1) satisfait

lC-linéaire ⇔ f(i) = if(1) ⇔ µ = 0.

10. Étudier la fonctionw = f(z) = z−1 et démontrer que cette fonction conserve les cercles, c.-`a-d.,
l’image d’un cercle est un cercle.

11. L’image d’un cercle{z ; |z−a| = r} par la transformation de Cayley (2.7) est de nouveau un cercle
(ou une droite). Déterminer son centre et son rayon.

12. SoitD = {z ; |z| > 1}, l’exterieur de cercle unité. Demontrer que la transformation de Joukowski

f : D → lC \ [−1, 1] définie par z 7→ w =
1

2

(
z +

1

z

)
,

considérée comme application deD dans lC \ [−1, 1] est surjective et injective. Etudier l’application
inversef−1 : w 7→ z. Dessiner les images inverses des lignes Imw = Const (écoulement ”poten-
tiel” autour d’un cylindre).
Indication. L’image de z = cosϕ+ i sinϕ estw = cosϕ.

13. Décomposer la fonctionw = f(z) = z4 en partie réele et imaginairef(x+ iy) = u(x, y)+ iv(x, y).
Calculer les dérivées partielles et vérifier les équations de Cauchy–Riemann.
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14. Soit u(x, y) = x4 − 6x2y2 + y4 donnée. Trouver toutes les fonctionsv(x, y) qui satisfont avec
u(x, y) partout les équations de Cauchy–Riemann.

15. SoitU un ouvert delC et f : U → lC une fonction lC-différentiable. Montrer que la fonction

g(z) = f(z)

est lC-différentiable surŨ = {z ∈ lC ; z ∈ U}. Quelle est la dérivée deg(z)?

16. La fonction carréef(z) = z2, vue comme applicationlC+ → lC \ (−∞, 0], est bijective. Montrer
que la fonction inversef−1(w) =

√
w est holomorphe.

17. A chaque matrice complexeA =

(
a b
c d

)
avec(c, d) 6= 0 nous associons la fonction

fA(z) =
az + b

cz + d
.

Montrer que
fAB = fA ◦ fB c.-à-d. fAB(z) = fA(fB(z)).

En déduire que, pourc 6= 0 etdetA 6= 0, la fonctionfA(z) est biholomorphe entrelC \ {−c−1d} et
lC \ {c−1a}. Quelle est la fonction inverse defA(z)?

18. En utilisant le corollaire 3.3 démontrer que la fonction

log z := log |z| + i arg z

est holomorphe surlC \ (−∞, 0].

19. Trouver une solutionu(x, y) du problème de Dirichlet suivant:

∆u = 0 sur Ω = [0, 1] × [0, 1], u(x, 0) = u(0, y) = 0, u(x, 1) = x, u(1, y) = y.

Idée.Considérer la partie réelle (ou imaginaire) d’une fonction holomorphe (polynomial très simple).

20. Déterminer le rayon de convergence de la série binomiale (s ∈ IR)

(1 + z)s := 1 + s z +
s(s− 1)

2!
z2 + . . .+

s(s− 1) · . . . · (s− k + 1)

k!
zk + . . . =

∞∑

k=0

(
s

k

)
zk.

21. Déterminer le domaine de définition de la fonction de Bessel d’indice zéro définie par

J0(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

22k(k!)2
z2k.

22. On sait que la série
∑∞
k=0 ak(z − i)k converge pourz = 4 et diverge pourz = −8. Que sait on au

sujet de la convergence ou de la divergence des séries suivantes?

∞∑

k=0

ak(1 + i)k,
∞∑

k=0

ak9
k,

∞∑

k=0

(−1)kak5
k.

23. Déterminer les coefficients de la série

z2 + 11z − 2

(2z − 1)(z2 − 4)
= a0 + a1 z + a2 z

2 + a3 z
3 + . . . (9.2)

et calculer le rayon de convergence de la série ainsi obtenue.
Pour une fraction rationnelle arbitraire, deviner une formule pour le rayon de convergence.
Quel est le rayon de convergence de la série qu’on obtient sil’on développe la fonction de (9.2) autour
du pointc = 1?
Indication. Décomposition en fractions simples.
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24. Soient{an}, {bn} deux suites dansIR. Supposons quelim
n→∞

bn existe et que cette limite est non-

negative. Alors on a toujours

lim sup
n→∞

(anbn) = lim sup
n→∞

(an) · lim
n→∞

(bn)

(om a utilisé ce résultat dans la preuve du théorème sur la lC-différentiabilité d’une série entière).
Montrer par un contre exemple que l’affirmation

lim sup
n→∞

(anbn) = lim sup
n→∞

(an) · lim sup
n→∞

(bn)

est fausse en général.

25. Soit f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . . donnée par une série ayantρ > 0 comme rayon de
convergence. Démontrer que

F (z) = a0z + a1
z2

2
+ a2

z3

3
+ a3

z4

4
+ . . . =

∞∑

k=0

ak
zk+1

k + 1

est une primitive def(z) surDρ(0), c.-à-d., le rayon de convergence de cette série estρ et on a que
F ′(z) = f(z).

26. La fonctionarctan z est la primitive def(z) = (1 + z2)−1 qui s’anulle pourz = 0. Calculer les
coefficients de la série pourarctan z.
Résultat. arctan z = z − z3

3 + z5

5 − z7

7 + . . . .

27. Démontrer que
exp(z + w) = exp z · expw.

28. Exprimer les fonctionssin z et cos z en termes deexp(iz) et exp(−iz) et utiliser le résultat de
l’exercice 27 pour démontrer la formule

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw.

29. Calculer les cinq premiers termes de la série pourf(z) = exp(s log(1 + z)) et comparer les avec la
série de l’exercice 20.

30. Soitw = arcsin z. Inspirez vous du dessin (qui lui même
est inspiré d’un dessin de Newton 1669) pour voir que

dw

dz
=

1√
1 − z2

= (1−z2)−
1
2 .

−1 0 1

1

z

z

1

w

∆w

√
1 − z2

∆z
Insérer pour cette dernière fonction la série binomialeet
obtenir par intégration la série (de Newton) pourarcsin z.
Déterminer le rayon de convergence.

31. Lesnombres de Bernoullisont les coefficients de la série

z

ez − 1
= B0 +

B1

1!
z +

B2

2!
z2 +

B3

3!
z3 +

B4

4!
z4 + . . . . (9.3)

a) Démontrer la formule de récurrence
(
k

0

)
B0 +

(
k

1

)
B1 + . . .+

(
k

k − 1

)
Bk−1 = 0

et calculer les premiers dix nombres de Bernoulli.
b) En observant que

z

ez − 1
+
z

2
=

z

2

ez/2 + e−z/2

ez/2 − e−z/2
(9.4)

démontrer queBj = 0 si j > 1 est impair.



Différentiabilit́e dans lC 27

c) En remplaçantz pariz dans (9.4) trouver les coefficients de la série pour

cot z =
cos z

sin z
=

1

z
+

∞∑

k=1

(−1)k
22kB2k

(2k)!
z2k−1. (9.5)

d) Vérifier l’identité tan z = cot z − 2 cot(2z) et en déduire la formule

tan z =
∞∑

k=1

(−1)k+1 22k(22k − 1)B2k

(2k)!
z2k−1. (9.6)

32. Déterminer les premiers termes de la série pourtan z de plusieurs manières différentes:
a) comme le quotient des deux séries danstan z = sin z/ cos z;
b) comme fonction inverse de la série pourarctan z (utiliser les formules pour la composition des
séries);
c) comme solution de l’équation différentiellew′ = 1 + w2 (justifiér cette équation différentielle).

33. Soientρa > 0 etρb > 0 les rayons de convergence des séries pourf(z) et g(w) et soitf(0) = 0. La
démonstration du théorème 7.3 (composition de séries)montre que la série pour la fonction composée
g(f(z)) possède un rayon de convergence

ρ ≥ min
(
ρa , sup

{
r
∣∣∣

∞∑

k=1

|ak|rk < ρb
})
.

Calculer cette estimation du rayon de convergence pour l’inverse de la sériecos z :

1

cos z
=

1

1 − f(z)
où f(z) =

z2

2!
− z4

4!
+
z6

6!
− . . . .

Résultat. log(2 +
√

3).

34. Montrer que l’équation cubique
z3 − 3z −w = 0 (9.7)

possède une solution unique proche de0 si w et suffisamment petit. Plus précisement, il existe des
voisinagesU de z0 = 0 et V dew0 = 0 tels que pour toutw ∈ V il existe un uniquez ∈ U
satisfaisant (9.7). Devéloper cette racine en puissancesdew (calculer les premiers3 termes).

35. Déterminer toutes les racines complexes des équations suivantes:

sin z = 0, cos z = 0, exp(2z) − 5 exp z + 4 = 0.

36. Devéloper la fonctionf(z) = log z (branche pricipale) en série autour d’un pointz0 ∈ lC qui n’est
pas sur l’axe réel négatif. Quel est le rayon de convergence de cette série?

37. Une exercice difficile.Démontrer, par récurrence, que pout toutz ∈ lC et pourn ≥ 2 on a

(
1 +

z

n

)n
= 1 + z +

n∑

k=2

(
1 − 1

n

)
· . . . ·

(
1 − k − 1

n

) zk
k!
.

En déduire que pour tout nombre complexez,

lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= exp z.

38. Démontrer pour|x| < 1 que

arctan x =
i

2
log

(
i+ x

i− x

)

a) à l’aide de la formule d’Euler appliquée àx = tan z = sin z/ cos z;
b) à l’aide de séries entières pourarctan z et log(1 + z).
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39. Démontrer les identités (d’Euler 1746 et de Johann Bernoulli 1702)

i i = e−π/2, eiπ/2 = i.

Quelles autres valeurs pouri i et eiπ/2 pourrait-on imaginer?

40. Pour unz fixé (par exemple,z := 1 + i), les valeurs représentées parz0.1+i0.01 sont toutes sur une
spirale. Donner cette spirale en coordonnées polaires sous la former = s(ϕ).

1 2−2 −1

1

2

−2

−1

FIG. I.15: Les valeurs de(1 + i)0.1+i0.01 (Exercice 40).



Chapitre II

Calcul int égral et théorie de Cauchy

“Was soll man sich nun bei
∫
ϕx · dx für x = a + ib denken?. . . Ich behaupte nun, dass das

Integral
∫
ϕx · dx nach zweien verschiednen̈Ubergängen immer einerlei Werth erhalte.”

(C.F. Gauss 1811, lettre à Bessel,Werke8, p. 91)

“L’intention de Cauchy, proclamée dans l’introduction deson mémoire, était de rendre rigoureuse
une méthode d’intégration utilisée déjà par Euler et surtout par Laplace. . .”

(B. Belhoste,Cauchy, p. 179, en parlant de Cauchy 1814)

Le “Mémoire” reconnu comme “le plus important des travaux de Cauchy” est intituléMémoire
sur les int́egrales d́efinies, prises entre les limites imaginaires, publié en 1825, en quelques exem-
plaires, et inclus seulement en 1974 dans lesOeuvres de Cauchy(cf. [Remmert 1991]).

Le but de ce chapitre est de donner un sens à
∫ c
c0
f(z) dz où c0, c sont des nombres complexes

reliés par une courbe etz est une variable complexe. La théorie du calcul intégral complexe nous
permet de mieux comprendre les fonctions holomorphes et analytiques introduites au chapitre I.

II.1 Chemins et courbes

Comme motivation de la définition suivante, considérons une fourmi se promenant sur le plan
complexe. On peut décrire son chemin en donnant à chaque instantt la position de la fourmi, i.e.,
les deux coordonnéesx(t) ety(t).

Définition 1.1 Un cheminou unecourbe paraḿetréedans lC ≃ IR2 est une fonction continue d’un
intervalle fermé danslC, c.-à-d.,γ : [a, b] → IR2. Nous supposons en plus queγ(t) est continûment
différentiable par morceaux.

Voici quelques exemples simples:

• Des fonctionsy = f(x) etx = g(y)
peuvent être écrites sous la forme

γ(t) =
(

t
f(t)

)
resp.γ(t) =

(
g(t)
t

)
. t x

y
f(t)

g(t) x

y

t

• Un cercle dans le plan est donné parγ(t) =
(

cos t
sin t

)
. t

x

y
(cos t, sin t)

• Soientc1, c2, c3 trois points danslC. Le bord du
triangle formé par ces trois points est décrit par

γ(t) =





c1 + 3t(c2 − c1) si 0 ≤ t ≤ 1/3
c2 + (3t− 1)(c3 − c2) si 1/3 ≤ t ≤ 2/3
c3 + (3t− 2)(c1 − c3) si 2/3 ≤ t ≤ 1.
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Chemin renverśe. Soit γ : [0, 1] → lC un chemin danslC. On dénote par(−γ) : [0, 1] → lC le
chemin parcouru dans le sens inverse. Il est donné par(−γ)(t) := γ(1 − t).

Chemin compośe. Soitγ1 : [0, 1] → lC un chemin etγ2 : [0, 1] → lC un autre avecγ2(0) = γ1(1).
Alors nous écrivons pour lechemin compośedes deux cheminsγ = γ1 + γ2 en posant

γ(t) =
{
γ1(2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2
γ2(2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1.

(1.1)

On peut aussi composer plusieurs chemins si le point final
d’un chemin est égal au point de départ du chemin suivant.
On utilise la notationγ1+γ2+. . .+γm.

γ1

γ2

γ3

γ4

Définition 1.2 (courbe) Deux cheminsγ : [a, b] → IR2 et δ : [c, d] → IR2 sont équivalents
s’il existe un difféomorphismeψ : [a, b] → [c, d] (bijective etψ ainsi queψ−1 continûment
différentiables) tel queγ = δ ◦ ψ, i.e.,γ(t) = δ(ψ(t)).

Une courbeest une classe d’équivalence de chemins. Unecourbe orient́ee est une classe
d’équivalence de chemins pour la relation précédente avecψ strictement croissante.

ta b
s

c d

x

y

ψ

γ δ

Exemple.Les deux paramétrisations

γ(t) =
(

cos t
sin t

)
, 0 < t < π,

δ(s) =
( −s√

1 − s2

)
, −1 < s < 1.

x

y

x

y

représentent le même demi-cercle (s = ψ(t) = − cos t dans la Définition 1.2). En interprétant le
paramètret respectivements comme le temps, on observe que la courbe est parcourue avec une
vitesse constante lors de la première paramétrisation. Lors de la deuxième, la partie au sommet est
parcourue moins vite que les parties à gauche et à droite.

Pour une courbe paramétréeγ : [a, b] → lC, considérons une subdivision{t0, t1, . . . , tN} de
l’intervalle [a, b] et les points correspondants sur la courbe. Une approximation de la longueur
d’arc est la longueur du polygone reliant les pointsγ(t0), γ(t1), . . . , γ(tN). On obtient donc, en
utilisant le théorème de Lagrange,

longueur≈
N−1∑

i=0

|γ(ti+1) − γ(ti)|

≈
N−1∑

i=0

|γ̇(ti)| (ti+1 − ti).

ta b

t0 t1 t2 tN

x

y
γ(t0)

γ(tN )
γ(t1)

γ

Ceci est une somme de Riemann. La limite quandmaxi |ti+1 − ti| → 0 donne alors la longueur
cherchée.

Définition 1.3 (longueur d’arc) La longueurde la courbe paramétréeγ : [a, b] → lC est

L(γ) =
∫ b

a
|γ̇(t)| dt.

Un changement des coordonnées (s = ψ(t)) montre que cette définition est indépendante du
représentant d’une courbe. De plus, on aL(−γ) = L(γ) etL(γ1 + γ2) = L(γ1) + L(γ2).



Calcul int́egral et th́eorie de Cauchy 31

Exemple.Considérons la paraboley = x2 paramétrisée parγ(t) = (t, t2)T .
Commeγ̇(t) = (1, 2t)T , on obtient pour la longueur d’arc entret = 0 et t = 1

L(γ) =
∫ 1

0

√
1 + 4t2 dt = . . . =

√
5

2
+

1

4
log
(
2 +

√
5
)
. x

y

II.2 Int égrales curvilignes

Le problème consiste à donner un sens à une intégrale complexe
∫ c
c0
f(z) dz où c0 = a0 + ib0,

c = a + ib et z parcourt un cheminγ(t) reliantc0 avecc.

a0 a
xb0

b
y

z1
z2

z3

z4
z = γ(t)

c0

c

FIG. II.1: Chemin pour intégrale curviligne et un dessin de Riemann [Neuenschwander 1996]

L’idée est de placer sur la courbe une suite de pointsc0 = z0, z1, . . . , zn = c (Fig. II.1) et de poser
∫

γ
f(z) dz := lim

(
f(z0) (z1 − z0) + f(z1) (z2 − z1) + . . .+ f(zn−1) (zn − zn−1)

)
(2.1)

où la limite est prise sur des subdivisions de plus en plus fines de la courbe. Supposons que la
courbe soit déterminée par une applicationγ : [a, b] → lC, qui soit continûment différentiable par
morceaux. Inspirés parzk = γ(tk), pour lesquelszk+1 − zk ≈ γ̇(tk) · (tk+1 − tk) si tk+1 − tk
est suffisamment petit, l’expression de (2.1) devient une somme de Riemann. Ceci sert comme
motivation de la définition suivante.

Définition 2.1 (intégrale curviligne) Soit γ : [a, b] → lC une courbe paramétrée qui est con-
tinûment différentiable par morceaux1 et soitf(z) une fonction définie et continue sur le support
γ([a, b]) de la courbe. On définit alors l’intégrale curviligne comme

∫

γ
f(z) dz :=

∫ b

a
f(γ(t)) γ̇(t) dt. (2.2)

On doit maintenant montrer que cette intégrale curviligneestbien d́efinie, c’est-à-dire qu’elle
est indépendante du choix de la paramétrisation de la courbe orientée.

Théorème 2.2Soientγ(t) et δ(s) deux cheminśequivalents (D́efinition 1.2) et soitψ(t) stricte-
ment croissante. Alors on a ∫

γ
f(z) dz =

∫

δ
f(z) dz

De plus, l’int́egrale curviligne est lińeaire par rapportà f et satisfait
∫

−γ
f(z) dz = −

∫

γ
f(z) dz et

∫

γ1+γ2
f(z) dz =

∫

γ1
f(z) dz +

∫

γ2
f(z) dz.

1Le cheminγ : [a, b] → lC est différentiable par morceaux, s’il existe un partagea = a0 < a1 < . . . < am = b
tel que la restiction deγ(t) sur[ak−1, ak] est continûment différentiable pour toutk = 1, . . . ,m. Dans cette situation,
l’intégrale de (2.2) doit être interprétée comme la somme des intégrales sur les sous-intervalles.
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Démonstration. Les deux chemins sont équivalents parγ(t) = δ(ψ(t)). La substitutions = ψ(t),
ds = ψ̇(t) dt donne alors

∫

δ
f(z) dz =

∫ d

c
f(δ(s))δ̇(s) ds = . . . =

∫ b

a
f(γ(t))γ̇(t) dt =

∫

γ
f(z) dz.

Les formules pour les chemins renversés et composés sont obtenues de la même manière.

“Würde auch das Integral
∫
∂B(ζ−c)−1dζ verschwinden, so gäbe es keine Funktionentheorie!”

(R. Remmert,Funktionentheorie, 1983)

Exemple 2.3 Soitγ(t) = c+ reit pourt ∈ [0, 2π] une paramétrisation du cercle avec rayonr > 0
centré au pointc ∈ lC. Pour un entiern, on a

∫

γ
(z − c)n dz =

{
0 si n 6= −1

2πi si n = −1.
(2.3)

Ce résultat est obtenu par un calcul direct (la dernière égalité uniquement pourn 6= −1)
∫

γ
(z − c)n dz =

∫ 2π

0
(reit)nireit dt = rn+1

∫ 2π

0
iei(n+1)t dt =

rn+1

n+ 1
ei(n+1)t

∣∣∣
2π

0
.

Théorème 2.4Soitγ : [a, b] → lC un chemin qui est continûment diff́erentiable par morceaux et
soitf(z) continue sur le support deγ, c.-à-d., surγ([a, b]). Alors, on a

∣∣∣
∫

γ
f(z) dz

∣∣∣ ≤M · L(γ) où M = max
t∈[a,b]

|f(γ(t))|.

Démonstration. Si γ(t) est continûment différentiable, on a
∣∣∣
∫

γ
f(z) dz

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ b

a
f(γ(t)) γ̇(t) dt

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(γ(t))| · |γ̇(t)| dt ≤ M

∫ b

a
|γ̇(t)| dt = M · L(γ).

Dans le cas oùγ(t) est seulement continûment différentiable par morceaux,il faut appliquer ce
raisonnement à chaque sous-intervalle où la fonction estcontinûment différentiable.

II.3 Existence des primitives

Le théorème fondamental du calcul différentiel dansIR exprime le fait que chaque fonction con-
tinuef : [a, b] → IR possède une primitiveF (x) et que

∫ b
a f(x) dx = F (b) − F (a). Nous allons

étudier si ce résultat reste vrai danslC.

Définition 3.1 (primitive) SoientU ⊂ lC un ouvert etf : U → lC continue surU . Une fonction
holomorpheF (z) s’appelle uneprimitivedef(z) siF ′(z) = f(z) surU .

Théorème 3.2Supposons qu’une fonction continuef(z) poss̀ede une primitiveF (z) dans le do-
maineU ⊂ lC. Alors, ∫

γ
f(z) dz = F (c) − F (c0) (3.1)

pour chaque cheminγ : [a, b] → U pour lequel le point initial et le point final sont respectivement
c0 et c, c.-à-d., pour lequelγ(a) = c0 etγ(b) = c (voir Fig. II.2).

En particulier, on a la condition ńecessaire
∫

γ
f(z) dz = 0 (3.2)

pour chaque chemin ferḿe, c.-̀a-d.,γ(a) = γ(b).
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Démonstration. Si γ(t) est continûment différentiable, l’affirmation est une conséquence de
∫

γ
f(z) dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ̇(t) dt =

∫ b

a
F ′(γ(t))γ̇(t) dt = F (γ(t))

∣∣∣
b

a
= F (c) − F (c0).

Si γ(t) est seulement continûment différentiable par morceaux,il faut faire le même calcul pour
chaque sous-intervalle et additionner les expressions.

Ce théorème montre une énorme différence entre le calcul intégral dansIR et celui danslC.
Tandis que chaque fonction continue possède une primitivedansIR, ceci n’est pas vrai danslC.
Par exemple, la fonction continuef(z) = z ne satisfait pas (3.2) et ne peut donc pas avoir une
primitive (prendre le chemin ferméγ(t) = reit pour t ∈ [0, 2π]). Même la fonction holomorphe
f(z) = (z − c)−1 ne possède pas de primitive dansD1(c) \ {c} (voir l’exemple 2.3).

Par contre, une fonctionf(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . . avec rayon de convergenceρ > 0

possède une primitive surDρ(0). Elle est donnée par

F (z) = a0z + a1
z2

2
+ a2

z3

3
+ a3

z4

4
+ . . . (3.3)

(intégration terme par terme). Ceci est une conséquence du Théorème I.6.1.
Le théorème suivant montre que la condition (3.2) est aussi suffisante pour l’existence d’une

primitive. Nous donnons la preuve siU est undomainéetoilé, c.-à-d., siU est ouvert et s’il existe
un “centre”C ∈ U tel que pour toutz ∈ U le segment[C, z] := {(1 − t)C + tz ; 0 ≤ t ≤ 1} est
entièrement dansU (voir Fig. II.2 à gauche).

U

C

c0

c

γ1

γ2

c0
γ

γ

FIG. II.2: Domaine étoilé et illustration du Théorème 3.2

Théorème 3.3 (crit̀ere d’int égrabilit é) SoitU un domainéetoilé de “centre”C. Supposons que
f : U → lC soit continue. Si pour chaque triangle∆ ayantC comme sommet on a

∫
∂∆ f(ζ) dζ = 0

(∂∆ étant le bord du triangle∆), alorsf(z) poss̀ede une primitiveF (z) qui est donńee par

F (z) =
∫

[C,z]
f(ζ) dζ pour z ∈ U.

En particulier, on a (3.2) pour chaque chemin fermé dansU .

Démonstration. CommeU est un domaine étoilé, la fonctionF (z) est bien définie. Fixons
maintenantz0 ∈ U et considéronsz ∈ U proche dez0 tel que le triangle avec sommetsC, z0, z est
entièrement dansU . L’intégrale sur le bord[C, z0] + [z0, z] − [C, z] de ce triangle est zéro. Par
conséquent, on a

F (z) = F (z0) +
∫

[z0,z]
f(ζ) dζ.

En écrivantf(ζ) = f(z0) + (f(ζ) − f(z0)), cette formule devient

F (z) = F (z0) + f(z0)(z − z0) +
∫

[z0,z]

(
f(ζ)− f(z0)

)
dζ,

dont l’intégrale peut être majorée parmaxζ∈[z0,z] |f(ζ)−f(z0)|·|z−z0| (voir le Théorème 2.4). La
fonctionF (z) est donclC-différentiable avecF ′(z0) = f(z0), car maxζ∈[z0,z] |f(ζ) − f(z0)| → 0
si z → z0 par la continuité def(z).
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II.4 Th éorème fondamental de Cauchy

Le but de ce paragraphe est de démontrer que chaque fonctionholomorphe est intégrable, c.-à-d.,
possède une primitive. Jusqu’à maintenant nous savons seulement que les fonctions analytiques
sont intégrables.

Théorème 4.1 (lemme de Goursat)Soit f(z) une fonction holomorphe (lC-différentiable) dans
un ouvertU ⊂ lC. Si∂∆ est le bord orient́e d’un triangle∆ ⊂ U , alors

∫

∂∆
f(z) dz = 0. (4.1)

Démonstration. (E. Goursat,Acta Mathematica4, 1884; A. Pringsheim,Trans. Amer. Math.
Soc2, 1901). La preuve de Goursat s’appuie sur des rectangles. L’idée de Pringsheim est d’utiliser
des triangles qui rend la preuve directement applicable à des domaines étoilés.

Soit alors∆ un triangle et soitf holomorphe sur un voisinage de∆ (voir Fig. II.3). Nous
devons démontrer (4.1). A l’aide des centres de chacun des trois côtés, on découpe∆ en 4 triangles
semblables, mais deux fois plus petits. De ces 4 triangles, nous en choisissons un,∆1, pour lequel
l’intégrale (4.1) est maximale (en valeur absolue). Ensuite nous continuons de subdiviser∆1 de la
même façon et arrivons à une suite∆ ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ ∆3 ⊃ . . . avec

∣∣∣
∫

∂∆
f(z) dz

∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣
∫

∂∆1

f(z) dz
∣∣∣ ≤ . . . ≤ 4n

∣∣∣
∫

∂∆n

f(z) dz
∣∣∣ ≤ . . . . (4.2)

L’intersection de cette suite contient un pointz0, car les∆k sont compacts. Commef(z) est lC-
différentiable enz0, nous avonsf(z) = f(z0)+f ′(z0)(z−z0)+r(z) ·(z−z0) oùr(z) est continue
enz0 etr(z0) = 0. Cette formule, insérée dans l’intégrale, donne

∫

∂∆n

f(z) dz = f(z0)
∫

∂∆n

dz + f ′(z0)
∫

∂∆n

(z − z0) dz +
∫

∂∆n

r(z) · (z − z0) dz. (4.3)

Les deux premières intégrales sont nulles, car les fonctions1 et (z − z0) possèdent une primitive.
Estimons encore la dernière: la continuité der(z) enz0 signifie que pour toutε > 0 il existe un
δ > 0 tel que|r(z)| < ε pour |z − z0| < δ. Prenons alorsn assez grand pour que∆n ⊂ Dδ(z0).

∆
∆1

∆2

FIG. II.3: Preuve de Goursat–Pringsheim pour un triangle
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Alors |z − z0| ≤ Const · 2−n et L(∂∆n) ≤ Const · 2−n . On peut alors majorer la troisième
intégrale de (4.3) à l’aide du Théorème 2.4 et avec l’estimation (4.2) on obtient

∣∣∣
∫

∂∆
f(z) dz

∣∣∣ ≤ 4n · ε · Const · 2−n · Const · 2−n. (4.4)

Le ε étant arbitraire, cette intégrale doit être nulle.

Nous sommes maintenant en position de démontrer le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 4.2 (Cauchy 1825)SoitU ⊂ lC un domainéetoilé avec centreC, et soitf : U → lC
une fonction holomorphe dansU . Alors,f(z) poss̀ede une primitiveF (z), donńee par

F (z) =
∫

[C,z]
f(ζ) dζ pour z ∈ U.

En particulier, on a
∫
γ f(ζ) dζ = 0 pour chaque chemin ferḿe dansU .

Démonstration. L’affirmation est une conséquence immédiate du lemme de Goursat (Théo-
rème 4.1) et du critère d’intégrabilité (Théorème 3.3).

U

γ

γ

U1

U2

γ1

γ2
γ3

FIG. II.4: Couper un domaine non-étoilé en domaines étoilés

Domaines plus ǵenéraux. Le fait qu’une fonction holomorphe satisfait
∫
γ f(ζ) dζ = 0 pour

chaque chemin fermé (et donc l’existence d’une primitive)reste valable pour un domaine quise
laisse d́ecouper en un nombre fini de domainesétoilés(voir Fig. II.4). Il est néanmoins nécessaire
que le cheminγ traverse chaque “ligne de coupe” dans chaque direction le mˆeme nombre de fois.
Cela est vrai, si le domaineU estsimplement connexe. Ainsi, l’intégrale surγ se laisse décomposer
(pour les chemins de la Fig. II.4) en

∫

γ
=
∫

γ1
+
∫

γ2
+
∫

γ3
= 0 + 0 + 0 = 0 (4.5)

carγ1, γ2 etγ3 sont chacun dans un domaine étoilé.

Remarquons encore que sans conditions sur l’ouvertU , l’énoncé du Théorème de Cauchy n’est
pas correcte. Considérons par exemple la fonctionf(z) = z−1 sur l’ensemble ouvertU = lC \{0}.
La fonctionF (z) = Logz est une primitive sur le domaine étoilélC \ IR− (plan complexe sans
l’axe réel négatif) mais pas surU . En effet, la condition nécessaire

∫
γ f(z) dz = 0 n’est pas

satisfaite pour le cheminγ(t) = eit (cercle autour de l’origine).
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Exemple 4.3 (int́egrales de Fresnel)Comme première ap-
plication du théorème de Cauchy, considérons

∫

γ
e−z

2

dz =
∫

γ1
+
∫

γ2
−
∫

γ3

où le cheminγ se compose de trois parties: de0 àR le long
de l’axe réel, puis on monte verticalement, et retour sur la
diagonale (voir la figure à droite; les courbes de niveau des
parties réelle et imaginaire def(z) = exp(−z2) sont aussi
dessinées). L’intégrale surγ2 est

I2 =
∫ R

0
e−(R+it)2 i dt =

∫ R

0
e−R

2+t2 · e−2iRti dt 0 R

R + iR

γ1

γ2

γ3

donc |I2| ≤ e−R
2
∫ R

0
et

2

dt ≤ e−R
2
∫ R

0
eRt dt = e−R

2 1

R
(eR

2 − 1) ≤ 1

R
.

Ainsi, limR→∞ I2 = 0 , et le Théorème de Cauchy nous donnelimR→∞ I1 = limR→∞ I3 . Du
cours “Analyse I” nous savons quelimR→∞ I1 =

∫∞
0 e−t

2
dt =

√
π/2 [HW, p. 346]. Ainsi nous

arrivons à ∫ ∞

0
e−(1+i)2t2(1 + i) dt =

√
π

2
. (4.6)

En partageant parties réelle et imaginaire, on obtient
∫ ∞

0
cos 2t2 dt =

∫ ∞

0
sin 2t2 dt =

√
π

4
, (4.7)

et, à l’aide de substitutions,
∫ ∞

0
cos t2 dt =

∫ ∞

0
sin t2 dt =

1

2

√
π

2
et

∫ ∞

0

cos t√
t
dt =

∫ ∞

0

sin t√
t
dt =

√
π

2
, (4.8)

formules affirmées en [HW, p. 131] et démontrées de manière plus élégante qu’en [HW, p. 350].

II.5 Formule int égrale de Cauchy

“La plus belle création de Cauchy, et l’une des plus belles créations mathématiques de tous les
temps. . .” (Georges de Rham, Discours d’Installation, Lausanne 1943)

La Révolution de juillet 1830 entraı̂ne la chute de la dynastie des Bourbons. Cauchy, royaliste
et ultracatholique, quitte Paris, laissant femme et enfants, et s’exile à Fribourg. Là, il cherche à
fonder une académie catholique et part pour l’Italie, où il pense trouver le soutien des souverains
réactionnaires. Finalement, soutenu par les jésuites, on lui offre à Turin une chaire de “physique
supérieure”. Son enseignement “était de toute confusion, passant tout d’un coup d’une idée, d’une
formule à une autre, sans trouver le chemin de la transition. Son enseignement était un nuage
obscur parfois illuminé par des éclairs de génie; mais ilétait fatigant pour des jeunes élèves, aussi,
bien peu purent le suivre jusqu’au bout et de trente qu’ils étaient au début du cours, il restait un
seul dernier sur la brèche” (voirBelhoste, p. 130).

À Turin, Cauchy découvre sa célèbre formule. Sa première publication est dans un article inti-
tulé Sur la ḿecanique ćeleste et sur un nouveau calcul appelé calcul des limites, lu à l’Académie
de Turin le 11 octobre 1831. La formule est devenue plus accessible en 1841 quand Cauchy la
publie dans le tome 2 de sesExercices d’analyse et de physique mathématique.
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Théorème 5.1 (formule int́egrale de Cauchy 1831)SoitU un domainéetoilé etγ une courbe
fermée parcourant∂U dans le sens positif. Soitf(z) holomorphe dans un voisinage de l’adhér-
enceU = U ∪ ∂U . Alors pour toutz ∈ U

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζ − z
dζ. (5.1)

U

C

z

a

γ

γ

−β

α
−α

FIG. II.5: Cheminγ∗ pour la preuve de la formule de Cauchy (à droite: manuscriptde Riemann,
[Neuenschwander 1996, p. 120])

Démonstration. On fixe unz ∈ U . La fonction ζ 7→ f(ζ)/(ζ − z) dans l’intégrale (5.1) est
holomorphe partout enU , saufenζ = z. On doit donc ôter ce point “chirurgicalement”. SoitC le
“centre” du domaine étoiléU (voir Fig. II.2), et soita la projection dez à partir deC sur le bord de
U voir Fig. II.5 (siz = C on choisit poura un point arbitraire de∂U). Le domaineU∗ = U \ [z, a]
est donc étoilé (pour le même centreC).

La continuité enz de la fonctionf(ζ) implique que pour toutε > 0 il existe unδ > 0 tel que
|f(ζ) − f(z)| ≤ ε pour |ζ − z| ≤ δ. Notonsβ le cercle centré enz de rayonδ. Nous allons
démontrer que

∫

γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫

β

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z) ·

∫

β

1

ζ − z
dζ + O(ε) = f(z) · 2πi+ O(ε). (5.2)

Pour montrer la première égalité dans (5.2), nous prenons le cheminγ∗ = γ + α − β − α
dansU∗ (Fig. II.5) et appliquons le Théorème 4.2 pour le cheminγ∗. Cela donne le résultat désiré,
car les intégrales sur+α et−α s’annulent.

La deuxième égalité de (5.2) résulte du fait quef(z) est continue. Nous estimons la différence
∣∣∣
∫

β

f(ζ) − f(z)

ζ − z
dζ
∣∣∣ ≤ max

|ζ−z|=δ
|f(ζ)− f(z)| · max

|ζ−z|=δ

∣∣∣
1

ζ − z

∣∣∣ · L(β) ≤ ε
1

δ
2πδ = 2πε. (5.3)

La dernière égalité dans (5.2) suit d’un calcul direct comme dans l’Exemple 2.3. La formule
(5.2) est vraie pour toutε > 0. On obtient donc l’affirmation (5.1) en considérantε→ 0.

Le pouvoir extraordinaire de la formule de Cauchy (5.1) réside dans le fait que la variablez à
gauche se retrouve à droite dans la simple forme(ζ − z)−1 ; toutes les belles propriétés de cette
dernière fonction se transmettent, à travers l’intégrale, à n’importe quelle fonction holomorphe.
Elle va nous donner une suite de conséquences surprenantes.

Propri été de la moyenne. En prenant commeU un disque de rayonr > 0 avec centrec et
γ(t) = c+ reit avec0 ≤ t ≤ 2π, la formule de Cauchy donne

f(c) =
1

2π

∫ 2π

0
f(c+ reit) dt (5.4)

si f(z) est holomorphe dans un voisinage deDr(c). Ceci signifie que la valeurf(c) au milieu du
disque est la moyenne des valeurs def(z) sur le bord du disque.
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II.6 D érivées suṕerieures d’une fonction holomorphe

L’application la plus spectaculaire de la formule de Cauchyest le résultat suivant qui montre que
chaque fonction holomorphe (c.-à-d.,lC-différentiable) est infinimentlC-différentiable et peut être
représentée par une série avec rayon de convergence positif.

Théorème 6.1 (Th́eorème de Cauchy–Taylor)Soit f(z) holomorphe dans un ouvertU . Alors
pour toutc ∈ U la fonctionf(z) poss̀ede un d́eveloppement en série

f(z) = a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + a3(z − c)3 + . . . =
∞∑

k=0

ak(z − c)k (6.1)

avec coefficients donnés par

ak =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

(ζ − c).k+1
dζ. (6.2)

Le chemin dans cette intégrale estγ(t) = c + reit, t ∈ [0, 2π] où 0 < r < ρ et ρ > 0 est tel que
Dρ(c) ⊂ U . La śerie (6.1) poss̀ede un rayon de convergence≥ ρ (ρ est la plus petite distance
entrec et le bord∂U) et elle repŕesentef(z) dans le disqueDρ(c).

Démonstration. On utilise l’identité (1 − q)−1 = 1 + q + . . .+ qk + qk+1/(1 − q) pour obtenir

1

ζ − z
=

1

(ζ − c) − (z − c)
=

1

ζ − c

(
1

1 − z−c
ζ−c

)

=
1

ζ − c
+

z − c

(ζ − c)2
+ . . .+

(z − c)k

(ζ − c)k+1
+

(z − c)k+1

(ζ − c)k+1(ζ − z)
.

(6.3)

Insérée dans la formule de Cauchy (5.1), ceci donne

f(z) = a0 + a1(z − c) + . . .+ ak(z − c)k +
1

2πi

∫

γ

(
z − c

ζ − c

)k+1 f(ζ)

ζ − z
dζ. (6.4)

Pour démontrer le théorème, il faut voir que le reste de lasérie dans (6.4), qu’on dénote parRk(z),
converge vers zéro pour toutz ∈ Dρ(c). Fixons un telz et choisissonsr > 0 et θ < 1 tels que
|z−c| ≤ θr < r < ρ. Alors pour toutζ ∈ γ on a|z−c| ≤ θ|ζ−c|. AvecM , une borne supérieure
def(z) sur la courbeγ, et l’inégalité |ζ−z| ≥ |ζ−c|−|z−c| ≥ (1−θ)r pourζ ∈ γ, l’estimation
du Théorème 2.4 donne

|Rk(z)| ≤
1

2π

θk+1 ·M · L(γ)

(1 − θ)r
(6.5)

oùL(γ) = 2rπ est la longueur de la courbe. Ce terme tend donc vers zéro sik → ∞ et la série
converge versf(z).

En comparant la série (6.1) avec la série de Taylor du Théorème I.6.3 on obtient une formule
intégrale pour les dérivées d’une fonction holomorphe.

Corollaire 6.2 (formule de Cauchy pour la d́erivée) Sous les hypoth̀eses du Th́eor̀eme 6.1 on a

f (k)(c) =
k!

2πi

∫

γ

f(z)

(z − c)k+1
dz. (6.6)

Le théorème de Cauchy–Taylor est la dernière pièce dansune théorie qui nous permet de
démontrer l’équivalence de trois propriétés fondamentales.
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Théorème 6.3Soit U ⊂ lC un ensemble ouvert etf : U → lC une fonction continue. Les
affirmations suivantes sontéquivalentes:

• f(z) est holomorphe dansU , c.-à-d., lC-différentiable dansU ,

• f(z) est analytique dansU , c.-à-d., pour toutc ∈ U la fonctionf(z) peutêtre d́evelopṕee
en une śerie convergente dans un disqueDρ(c) avecρ > 0,

• f(z) est localement intégrable, c.-̀a-d., pour toutc ∈ U il existe un voisinage òu f(z)
poss̀ede une primitive.

Si U est un domainéetoilé, on peut supprimer le mot “localement” dans la troisième propríet́e,
c.-à-d.,f(z) poss̀ede une primitive sur toutU .

Démonstration. Ce théorème est un résumé des résultats déjà démontrés (voir Fig. II.6). Pour la
preuve de “intégrable implique analytique” on applique leThéorème 6.1 à la primitiveF (z) de
f(z).

holomorphe analytique

intégrable

Thm. I.6.1
Thm. II.4

.2
Thm. II.6.1

Exer. I.25

FIG. II.6: Équivalence de trois propriétés fondamentales

II.7 Th éorème fondamental de l’alg̀ebre

Ce théorème affirme que chaque polynôme de degrén > 0 possède au moins une (et, après di-
vision, exactementn) racine(s) danslC. Suite à laGéoḿetrie de Descartes (1638), ce théorème
a été chaudement discuté pendant des siècles. Plusieurs applications (intégration de fonctions
rationnelles (Joh. Bernoulli 1702), équations différentielles à coefficients constants (Euler 1743),
valeurs propres (Lagrange 1770)) ont toujours réactualisé le problème et conduit à plusieurs tenta-
tives de démonstration. Finalement, Gauss (1799) a consacré toute sa thèse à 4 démonstrations de
ce “Grundlehrsatz”. Une revue sur une centaine de démonstrations (correctes et fausses) à travers
l’histoire par E. Netto et R. Le Vavasseur se trouve dansEncycl. des Sc. MathématiquesT. I, vol. 2,
p. 189–205, et vaut la peine d’être consultée.

La démonstration est basée sur les inégalités de Cauchyet sur le Théorème de Liouville,
qui sont des conséquences simples de la formule (6.6). Le fait que le théorème fondamental de
l’algèbre devienne ici un “jeu d’enfants” de quelques lignes, nous montre une fois de plus la puis-
sance de la théorie que nous venons de découvrir.

Théorème 7.1 (ińegalités de Cauchy)Soitf(z) holomorphe dans le disqueDρ(c). Avec la nota-
tion M(r) := max|z−c|=r |f(z)| on a pour0 < r < ρ l’estimation

|f (k)(c)| ≤ k! ·M(r)

rk
. (7.1)

Démonstration.On obtient ces estimations en appliquant l’estimation “standard” du Théorème 2.4
à l’intégrale dans (6.6) et en utilisantL(γ) = 2πr pour le cercle de rayonr.



40 Calcul int́egral et th́eorie de Cauchy

Le Théorème de Liouville est devenu célèbre après la publication de “Leçons ... faites en 1847
par M. J. Liouville” dans leCrelle Journal88, (1879), p. 277, par C.W. Borchardt. Cependant le
théorème avait déjà été publié en 1844 par Cauchy.

On appelle une fonctionf(z) entìeresi elle est holomorphe sur tout le plan complexelC. Des
exemples sont les polynômes, les fonctionsexp(z), cos(z), sin(z).

Théorème 7.2 (Th́eorème de Liouville) Chaque fonction entière et borńee est constante.

Démonstration. Par le Théorème de Cauchy–Taylor une fonction entièref(z) peut être écrite
sous la forme d’une sérief(z) = a0 + a1z + a2z

2 + . . . avec coefficientsak donnés par (6.2).
Commeak = f (k)(0)/k!, l’inégalité de Cauchy (Théorème 7.1) implique que

|ak| ≤
M(r)

rk
pour k = 0, 1, 2, . . .

pour toutr > 0. Si on fait tendrer → ∞ (par hypothèseM(r) est majorée parM0 indépendant
der), on arrive àak = 0 pourk ≥ 1.

La même preuve montre aussi que si une fonction entière satisfait |f(z)| ≤ Const · |z|n pour
|z| → ∞ (doncM(r) ≤ Const · rn), alors la fonction est un polynôme de degré au plusn.

Théorème 7.3 (Th́eorème Fondamental de l’Alg̀ebre) Pour chaque polyn̂ome

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a0 avec ak ∈ lC et an 6= 0 (7.2)

il existe unz ∈ lC avecp(z) = 0.

Démonstration. L’inégalité du triangle appliquée àanzn = p(z) − an−1z
n−1 − . . .− a0 donne

|p(z)| ≥ rn ·
(
|an| −

( |an−1|
r

+ . . .+
|a0|
rn

))
pour |z| = r. (7.3)

Ceci implique l’existence d’unr0 > 0 tel que |p(z)| ≥ rn|an|/2 pour|z| = r ≥ r0.
La démonstration du théorème est par l’absurde. Supposons quep(z) n’ait pas de racine

dans lC. La fonctionf(z) := 1/p(z) serait donc entière. La minoration précédente dep(z) montre
alors que

|f(z)| ≤ 2

|an| rn
pour |z| = r ≥ r0. (7.4)

Par compacité de{z ∈ lC ; |z| ≤ r0}, la fonctionf(z) est donc bornée partout (cf. [HW, p. 289]).
Cela contredit le Théorème de Liouville, carf(z) n’est pas constante.

Si z1 est une racine dep(z) = 0, on peut diviserp(z) par(z − z1) (algorithme d’Euclide) et on
obtientp(z) = (z − z1)q(z) où q(z) est un polynôme de degrén− 1. En appliquant itérativement
le Théorème 7.3 on arrive finalement à une factorisationp(z) = an · (z − z1) · . . . · (z − zn).

II.8 Principe du maximum

On doit ce théorème à Riemann [1851, p. 22] pour les fonctions harmoniques. D’après [Remmert
1991, p. 259], l’auteur de ce résultat important, pour le cas des fonctions holomorphes, est inconnu.
Les premières traces semblent être un article de Schottky(1892) et de Carathéodory (1912).

Lemme 8.1 Soitf(z) holomorphe dans un ouvertU , continue dansU . Si un pointc ∈ U est un
maximum local de|f(z)|, alorsf(z) est constante dans un voisinage dec.
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c

z

r

f

M

f(c)

rotation et
translation

M

FIG. II.7: Démonstration du Lemme 8.1

Démonstration. Si f(c) = 0, le lemme est évident. Sinon, posonsM = |f(c)|. D’après
l’hypothèse, il exister > 0 tel que|f(z)| ≤ M pourz = c+ reit, 0 ≤ t ≤ 2π. Regardons l’image
de cette courbe placée dans le disque ferméDM(0). Avec une rotation par l’angle−α = − arg f(c)
suivie d’une translation par−|f(c)|, nous ramenons le pointf(c) sur l’axe réel et ensuite à
l’origine. Après cette transformation la courbe est donn´ee parg(t) = e−iαf(c+ reit) − |f(c)| ou
g(t) = e−iα(f(c+ reit) − f(c)). Par la propriété de la moyenne (formule (5.4)) nous avons

∫ 2π

0
g(t) dt = 0. (8.1)

La courbeg(t) étant dansDM(−M), nous avons Reg(t) < 0 sauf sig(t) = 0. La continuité de
g(t) et (8.1) impliquent que Reg(t) = 0 pour toutt (cf. [HW, p. 233, exercice 5.5]). Mais le seul
point, où le cercle en question touche l’axe imaginaire, est 0. Ainsi g(t) = 0 pour t ∈ [0, 2π] et
f(z) est constante sur le bord deDr(c). Le facteurf(ζ) peut donc sortir de l’intégrale (5.1), ce qui
entraı̂ne quef(z) est constante partout dans ce cercle.

Rappelons qu’un ensembleU ⊂ lC s’appelleconnexe(plus précisementconnexe par arcs) si
pour deux points arbitrairesa, b ∈ U il existe un chemin continuγ : [0, 1] → U dansU avec
γ(0) = a etγ(1) = b.

Théorème 8.2 (Principe du Maximum, Fonctions Holomorphes)Soit U un ensemble ouvert,
borné et connexe, et soitf(z) holomorphe dansU et continue dansU . Si |f(z)| ≤ M pour
z ∈ ∂U , alors

|f(z)| < M pour tout z ∈ U (8.2)

sauf sif(z) = Const dansU .

Démonstration. Soit M ′ = supz∈U |f(z)|. Si les seuls points maximaux sont sur∂U , alors
M ′ ≤ M et les autres points satisfont (8.2). Sinon, il existec ∈ U (notons queU est ouvert et
doncc 6∈ ∂U) avec|f(c)| = M ′. Le clou de la démonstration consiste à regarder l’ensemble
E = {z ∈ U ; f(z) = f(c)}, qui est non vide (carc ∈ E), fermé dansU (Théorème de Hausdorff
[HW97, p. 295]), et ouvert (Lemme 8.1).

Pour montrer queE = U , ce qui complète la démonstration par la continuité def(z) surU ,
nous prenons un pointb ∈ U et un chemin continuγ : [0, 1] → U qui relie c avecb (ce chemin
existe carU est connexe). Considérons le nombret0 := sup{t ∈ [0, 1] ; γ(t) ∈ E}. Il existe car
γ(0) = a ∈ E, on aγ(t0) ∈ E carE est fermé, ett0 ne peut pas être plus petit que1 carE est
ouvert. Par conséquentt0 = 1 et on ab = γ(1) ∈ E.
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Dans les démonstrations du Lemme 8.1 et du Théorème 8.2 onn’a pas vraiment utilisé l’holo-
morphie def(z). On a seulement utilisé la propriété de la moyenne (qui est satisfaite par les
fonctions holomorphes, mais aussi par leurs parties réelles et imaginaires).

Rappelons qu’une fonction réelleu(x, y) s’appelleharmonique(voir le Théorème I.4.3) si elle
est deux fois continûmentIR-différentiable et si∆u = uxx + uyy = 0.

Théorème 8.3 (Principe du Maximum, Fonctions Harmoniques)Soit U un ensemble ouvert,
borné et connexe, et soitu(x, y) harmonique dansU et continue dansU . Si N ≤ u(x, y) ≤ M
pour (x, y) ∈ ∂U , alors

N < u(x, y) < M pour tout (x, y) ∈ U (8.3)

sauf siu(x, y) = Const dansU .

Démonstration. Par le Lemme 8.4, la fonction harmoniqueu(x, y) est localement la partie réelle
d’une fonction holomorphe. Donc, elle satisfait la propri´eté de la moyenne. Avec cette observation
les démonstrations deviennent identiques à celles du Lemme 8.1 et du Théorème 8.2. Comme la
fonctionu(x, y) est réelle, on n’est pas obligé de travailler avec la valeur absolue et on obtient les
majorations dans les deux directions.

Lemme 8.4 Une fonction qui est harmonique sur un domaineU ⊂ lC, est localement la partie
réelle d’une fonction holomorphe. En conséquence, chaque fonction harmonique est infiniment
différentiable.

Démonstration. Soit u(x, y) deux fois continûment différentiable satisfaisantuxx + uyy = 0
surU . On vérifie facilement que la fonction

f(z) = f(x+ iy) := ux(x, y) − iuy(x, y) (8.4)

satisfait les équations de Cauchy–Riemann ((ux)x = (−uy)y et (−uy)x = −(ux)y). Elle est donc
holomorphe par le Corollaire I.3.3, et localement intégrable par le Théorème 4.2 de Cauchy. Dans
un disque autour d’un point fixéc = a + ib il existe alors une primitiveF (z) qui est donnée par
F (z) = F (c)+

∫
γ f(ζ) dζ oùγ est une courbe arbitraire dans le disque qui reliec avecz. Prenons

commeγ le chemin composé par les segments[a + ib, x+ ib] et [x+ ib, x+ iy]. On a donc

F (z) = F (c) +
∫ x

a

(
ux(t, b) − iuy(t, b)

)
dt+

∫ y

b

(
ux(x, t) − iuy(x, t)

)
i dt

= F (c) + u(x, b) − u(a, b) + u(x, y) − u(x, b) + i
(∫ y

b
ux(x, t) dt−

∫ x

a
uy(t, b) dt

)

et on voit qu’avec le choixF (c) = u(a, b) de la constante d’intégration, la fonctionu(x, y) est la
partie réelle de la fonction holomorpheF (z).

Remarque (interpŕetation physique des fonctions har-
moniques).Considérons une membrane élastique at-
tachée à un fil de fer (courbe fermée dansIR3). La sur-
face de la membrane est décrite par une fonction har-
moniqueu(x, y) dansU ⊂ IR2 qui pour(x, y) ∈ ∂U
décrit la courbe du fil de fer. Cette interprétation nous
permet de bien comprendre le principe du maximum.

Le dessin de droite montre la partie réelle de la
fonction holomorphef(z) = z6 au-dessus du carré
−1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1.
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II.9 Prolongement analytique et th́eorème de l’image ouverte

Le théorème d’unicité, posé comme “Exercice” par Abel dans leCrelle Journal, vol. 2, p. 286, a
été postulé pour les fonctions holomorphes sans preuve rigoureuse par Riemann [1851, p. 28]. La
démonstration facile suivante démontre, une fois de plus, la grande utilité des séries entières.

Théorème 9.1 (unicit́e) Soientf1(z) et f2(z) deux fonctions holomorphes dans un ouvertU et
soit f1(zj) = f2(zj) pour une suitez1, z2, z3, . . ., qui converge versc ∈ U et qui satisfaitzj 6= c
pour toutj. Alors, il existeρ > 0 tel quef1(z) etf2(z) sont identiques dans le disqueDρ(c).

Démonstration. D’après le Théorème 6.1, les deux fonctions sont analytiques dans un voisinage
dec. Après une translation, nous supposons quec = 0 et nous considérons la différence

f1(z) − f2(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . . . (9.1)

Nous devons démontrer queak = 0 pour toutk. Supposons, par l’absurde, que ceci n’est pas vrai
et soitak le premier coefficient non nul. Alors

f1(z) − f2(z) = zk · g(z) où g(z) = ak + ak+1z + ak+2z
2 + ak+3z

3 + . . . . (9.2)

On voit queg(0) 6= 0. Commeg(z) est continue, il existe un voisinage de0 oùg(z) 6= 0. Ceci est
une contradiction, car la suite{zj} converge versc = 0 et g(zj) = 0 pour toutj.

Le prolongement analytiqueest un principe, “vu” par Riemann, qui est devenu un point central
de la théorie de Weierstrass. Il permet, entre autres, d’étendre le théorème de l’unicité à tout le
domaineU .

Théorème 9.2 (prolongement analytique)Soientf1(z) holomorphe dans l’ouvertU1 et f2(z)
holomorphe dans l’ouvertU2. Si l’intersectionU1 ∩ U2 est connexe et sif1(z) = f2(z) dans un
disqueDρ(c) ⊂ U1 ∩ U2, alors (voir Fig. II.8)

f1(z) = f2(z) pour tout z ∈ U1 ∩ U2. (9.3)

Démonstration. Soit b un point quelconque deU1 ∩ U2. Par connexité, il existe un chemin
γ : [0, 1] → U1 ∩ U2 reliantc avecb, c.-à-d.,γ(0) = c etγ(1) = b. Comme dans la démonstration
du Théorème 8.2 nous posonst0 := sup{t ∈ [0, 1] ; f1(γ(s)) = f2(γ(s)) pours ∈ [0, t]}. Un tel
t0 > 0 existe carf1(z) = f2(z) surDρ(c). La continuité def1(z) − f2(z) impliquef1(γ(t0)) =
f2(γ(t0)), et grâce au Théorème 9.1 le nombret0 ne peut pas être plus petit que1. Par conséquent,
t0 = 1 et on af1(b) = f2(b).

c
ρ

U1

U2

U1 ∩ U2

FIG. II.8: Prolongement analytique; à droite une illustration du cours de Riemann
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Une situation typique du prolongement analytique est la suivante: soitf(z) donnée par une
série dans un disqueDρ(0); par exemple,f(z) = 1 + z + z2 + z3 + . . . . Nous prenons un point
c ∈ Dρ(0) et nous considérons la série de Taylor def(z) développée autour de ce point (voir
le Théorème I.6.3). La sérief(z) = c0 + c1(z − c) + c2(z − c)2 + . . . ainsi obtenue converge
certainement pour|z − c| < ρ − |c|. Mais, il est possible que le rayon de convergence de la
nouvelle série soit plus grand queρ − |c| et converge donc dans un domaine plus grand. Pour la
fonction de notre exemple et avecc = −0.9, la nouvelle série possède un rayon de convergence
ρ = 1.9.

La fonctionf(z) a étéprolonǵee en dehorsdu disque initial, et cecide manìere unique. Ce
procédé peut être répété plusieurs fois et permet de remplir un domaine de plus en plus grand,
jusqu’à arriver, éventuellement, à un bord naturel. L’unicité est garantie seulement si l’intersection
du domaineU1 où la fonction est déjà définie avec le nouveau disque estconnexe (un contre-
exemple est le logarithme après un contour de l’origine). Voir la Fig. II.8 pour un dessin historique
illustrant ce phenomène.

Exemple 9.3 (fonction sans prolongement)Il existe des fonctions qui convergent dans un disque
et qui ne permettent aucun prolongement en dehors de ce disque. L’exemple le plus simple est

f(z) = z + z2 + z4 + z8 + z16 + . . . =
∞∑

k=0

z2k

(9.4)

ayant un rayon de convergenceρ = 1. Évalué enreiϕ avec
r < 1 proche de1, cette série donne pour la partie réelle (la
figure montre la partie réelle au-dessus du disqueD1(0))

ϕ = 0 : r + r2 + r4 + r8 + r16 + . . .

ϕ = π : −r + r2 + r4 + r8 + r16 + . . .

ϕ = π
2
, 3π

2
: 0 − r2 + r4 + r8 + r16 + . . .

ϕ = π
4
, 3π

4
, 5π

4
, 7π

4
: r/

√
2 + 0 − r4 + r8 + r16 + . . .

etc. À part un nombre fini de termes, la série devientg(r) =
∑
k≥n r

2k
et pourr < 1 on a

g(r) = r2n
+ g(r2). Cette relation montre que la limitelimr→1 g(r) ne peut pas être finie et on

ne peut donc pas prolonger la fonctionf(z) en dehors du disqueD1(0). Il paraı̂t paradoxal que
surtout les séries convergeant très vite ont cette propriété.

Le théorème suivant montre que pour une fonction holomorphe l’image d’un ensemble ouvert
est ouvert (on dit que l’application est ouverte). Cette propriété topologique a été découverte dans
un cadre plus général par L.E.J. Brouwer dans les années 1910, et démontrée de façon élémentaire
par Stoı̈low (1938) et H. Cartan.

Pour mieux comprendre cette propriété, étudions d’abord la fonctionf : IR2 → IR2 de la
Fig. II.9 (voir aussi [HW, p. 295]) qui est infinimentIR-différentiable mais pas holomorphe. Près
de chaque pointz1 = (x1, y1) où la matrice jacobienne est inversible, l’applicationf est un
difféomorphisme local. Par conséquent, pour tout voisinageV dez1 l’imagef(V ) est un voisinage
def(z1). Examinons alors les points où la matrice jacobienne est singulière : ces points forment
une courbe2, le long de laquelle cette application forme un “pli”. Si on choisit un pointz0 sur cette
courbe, l’image d’un disqueU centré enz0 sera plié à cet endroit, et ne serapas ouverte.

2Pour l’exemple de la Fig. II.9 cette courbe est donnée par laformulex = (4y3 − 48y2 − 6y + 11)/(24y2 − 12)
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FIG. II.9: Contre-exemple :u = x+ y
2
, v = (x+ 2)y3 − 3

2
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4

Théorème 9.4 (th́eorème de l’image ouverte)SoitU un ouvert etf(z) une fonction holomorphe
(surU) qui est nulle part localement constante. Alors pour chaqueouvertV ⊂ U l’image f(V )
est ouverte (on dit quef est une “application ouverte”).

Démonstration. Soit V ⊂ U et z1 ∈ V un point avecf ′(z1) 6= 0. La fonction est localement
biholomorphe près dez1 (Corollaire I.7.7) et par conséquentf(z1) est un point intérieur def(V ).

Il reste à considérer les pointsz0 ∈ V avecf ′(z0) = 0. Par le Théorème 9.1 ces points sont
isolés, carf(z) n’est pas localement constante. Dans un voisinage d’un tel point, la fonctionf(z)
s’enroule, similairement à la fonctionzk, que nous avons étudié dans le Chapitre I (voir Fig. I.5).
L’ensemblef(V ) contourne totalement le pointf(z0) (voir Fig. II.10) et est donc ouvert.

−1 1

−1

1

−1 1

−1

1

z0

z1

x

y

f
f(z1)

u

v

FIG. II.10: Illustration de la preuve du Théorème 9.4,w = (z + 0.7(1 + i))(z − z0)
2 − 0.3;

z0 = 0.4 + 0.3i, z1 = −0.5 + 0.8i.

La preuve rigoureuse utilise les séries : après des translations, nous supposonsz0 = 0 et
f(z0) = 0. Soitak (k ≥ 2) le premier terme non nul de la série pourf(z) :

f(z) = akz
k + ak+1z

k+1 + . . . = akz
k(1 + b1z + b2z

2 + . . .). (9.5)

Pour|z| suffisamment petit,1 + b1z + b2z
2 + . . . peut être écrite comme(1 + c1z + c2z

2 + . . .)k

(utiliser la série binomiale) et la fonctionf(z) de (9.5) devient

f(z) = ak(z(1 + c1z + c2z
2 + . . .))k = ak(g(z))

k. (9.6)

La fonctionf(z) est donc lacompositiond’une fonction biholomorpheg(z) et de la fonctionwk

bien connue. Notre inspiration géométrique est donc vérifiée et chaque point proche def(z0) = 0
possèdek préimages def(z) qui sont proche dez0.
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II.10 Exercices

1. Considérons le demi-disque{(x, y) ; x2+y2 ≤ 1, y ≥ 0}. Donner un chemin continûment différentiable
par morceaux qui décrit le bord de cet ensemble.

2. Donner deux paramétrisations équivalentes mais diff´erentes de l’ellipse

{
(x, y) ;

x2

a2
+
y2

b2
= 1

}
.

3. Démontrer en détail que la longueur d’une courbe est indépendente de la paramétrisation (considérer
des chemins qui sont continûment différentiables par morceaux).

4. Calculer la longueur d’arc de la cycloı̈deγ(t) = (t− sin t)+ i(1− cos t) pout0 ≤ t ≤ 2π. Dessiner
cette courbe.

5. Intégrer la fonctionf(z) = ez sur les deux cheminsγ1(t) = t+it2 (pourt ∈ [0, 1]) et γ2(t) = t2+it
(aussi pourt ∈ [0, 1]) ainsi que sur le cheminγ1 − γ2.
Faire le même calcul pour la fonctionf(z) = |z|2.

6. Soit∂K le bord (avec une paramétrisation qui est continûment différentiable et orientée positivement)
d’un ensemble compactK ⊂ lC. Son aire est donné par

aire(K) =
1

2i

∫

∂K
z dz. (10.1)

Démontrer ce résultat d’abord pour un triangle et ensuitepour une union finie de triangles (par exem-
ple, un rectangle).

7. À l’aide de la formule (10.1) calculer l’aire de l’ensemble fini limité par la courbeγ(t) = ρ(t)eit

(pour0 ≤ t ≤ 2π) où ρ(t) = 1 + 3 sin t. Faire un dessin.
Quel aire représente l’inégrale(2i)−1

∫
γ z dz si l’on intègre sut tout l’intervalle[0, 2π].

8. En vous aidant du calcul de
∫

γ

dz

z + a
avec γ(t) = eit pourt ∈ [0, 2π], montrer que

∫ 2π

0

1 + a cos t

1 + 2a cos t+ a2
dt = 0 pour |a| > 1, a ∈ IR.

Indication. Montrer quef(z) = (z + a)−1 possède une primitive sur le disqueDρ(0) avecρ = |a|.
9. En utilisant les techniques familières pour le calcul dansIR, calculer les primitives pour:

zez
2
, zez, z2 sin(4z).

10. Siγ est l’arc de courbe de l’équationy = x3 − 3x2 + 4x − 1 joignant les points(1, 1) et (2, 3),
trouver la valeur de ∫

γ

(
12z2 + 4iz

)
dz.

11. En évaluant
∫
γ e

z dz sur le cercle|z| = 1, montrer que

∫ 2π

0
ecos t cos(t+ sin t) dt = 0 et

∫ 2π

0
ecos t sin(t+ sin t) dt = 0.

12. En utilisant la formule de Cauchy pour l’intégrale
∫
γ z

−1 dz oùγ et le contour d’une ellipse, montrer
la formule ∫ 2π

0

dt

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
=

2π

ab
.
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13. En s’inspirant du calcul des intégrales de Fresnel (Exemple 4.3) démontrer que
∫ ∞

0
e−(1+ia)2t2 dt =

√
π

2
· 1 − ia

1 + a2
pour a ∈ IR avec |a| ≤ 1.

14. Pourp, q ∈ IR, p ≥ 0 et r =
√
p2 + q2 démontrer que

∫ ∞

0
e−px

cos(qx)√
x

dx =

√
π

r

√
r + p

2
et

∫ ∞

0
e−px

sin(qx)√
x

dx =

√
π

r

√
r − p

2
.

Indication. Utiliser la substitutionx = t2 dans l’intégrale de l’exercice 13.

15. Soit a = x0 < x1 < . . . < xn = b une subdivision de l’intervalle[a, b] et notons

wn(z) := (z − x0)(z − x1) · . . . · (z − xn).

Considérons une courbe ferméeγ autour du segment[a, b], orientée positivement, et satisfaisant les
conditions pour pouvoir appliquer la formule de Cauchy. Pour une fonctionf(z) qui est holomorphe
dans l’intérieur de la courbe et dans un voisinage de la courbe, démontrer que

pn(x) :=
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − x
· wn(z) − wn(x)

wn(z)
dz

est un polynôme de degrén qui satisfaitpn(xk) = f(xk) pourk = 0, 1, . . . , n (polynôme d’inter-
polation; voir le cours “Analyse Numérique”).

16. Soitf(z) holomorphe dansDρ(0) et soitγ(t) = reit, 0 ≤ t ≤ 2π avec0 < r < ρ. Calculer
∫

γ

f(ζ)

(ζ − a)(ζ − b)
dζ

en dépendance de la position dea et b par rapport au cercleγ.

17. SoitU ⊂ lC ouvert etc ∈ U . Si f : U → lC est continue dansU et holomorphe dansU \ {c}, alors
f(z) est holomorphe dans toutU .
Indication. Démontrer que la fonctiong(z) := (z − c)f(z) est lC-différentiable enc et donc aussi
dansU . Appliquer ensuite le Théorème 6.1 à la fonctiong(z).

18. Soitf(z) holomorphe dansDρ(0) avecρ > 1. Calculer les intégrales
∫

γ

(
2 ±

(
z +

1

z

))f(z)

z
dz

avecγ(t) = eit pourt ∈ [0, 2π] de deux manières différentes et en déduire les formules

1

π

∫ 2π

0
f(eit) cos2(t/2) dt = f(0) +

f ′(0)

2
et

1

π

∫ 2π

0
f(eit) sin2(t/2) dt = f(0) − f ′(0)

2
.

19. Les nombres de BernoulliBk sont les coefficients de la série

z

ez − 1
= B0 +

B1

1!
z +

B2

2!
z2 +

B3

3!
z3 +

B4

4!
z4 + . . . . (10.2)

En utilisant le Théorème de Cauchy–Taylor et le résultatde l’exercice 17, démontrer que le rayon de
convergence de cette série estρ = 2π.

20. Démontrer que la fonction

f(z) =
z

ez − 1
+

2

1 + z2/4π2

est holomorphe dans le disqueDρ(0) avecρ = 4π. En déduire que les nombres de Bernoulli satisfont
pourk → ∞,

B2k ≈ (−1)k+1 (2k)!

(2π)2k
.
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21. Différentiation nuḿerique d’une fonction holomorphe.Si f(z) est holomorphe dans le disqueDρ(c)
et si0 < r < ρ, on a que

f (k)(c) =
k!

2πrk

∫ 2π

0
f(c+ reit)e−ikt dt.

Démontrer que l’approximation numérique

f (k)(c) ≈ k!

Nrk

N−1∑

j=0

f(c+ reitj )e−iktj avec tj =
2πj

N

donne le résultat exact siN > k et sif(z) est un polynôme de degré< k +N .

22. Pour la fonctionf(z) = z2 + z − 1 calculer le maximum de|f(z)| dans le disque|z| ≤ 1.

23. Considérons la fraction rationnelle

R(z) =
1 + 1

3 z

1 − 2
3 z + 1

6 z
2
.

En appliquant le principe du maximum sur un demi-disque{z ; Rez ≤ 0, |z| ≤ R} avec unR très
grand, démontrer que

|R(z)| ≤ 1 pour Rez ≤ 0.

24. Soitf(z) holomorphe dansDρ(0). Pour0 ≤ r < ρ, on définit

M(r) := max
{
|f(z)| ; |z| = r

}
.

Montrer que la fonctionr 7→ M(r) est continue et croissante. Elle est strictement croissante si et
seulement sif(z) n’est pas une constante.

25. Soitf(z) une fonction holomorphe dans le disqueD1(0). Montrer qu’il existe un entier positifn tel
quef(1/n) 6= 1/(n + 2).

26. Sur le disqueD1(0) considérons la fonction définie par la série

f(z) =
∞∑

k=0

k2zk.

Déterminer le domaine maximal oùf(z) peut être prolongée comme fonction analytique. Donner la
valeur def(2) de ce prolongement.
Indication. En dérivant l’identité(1 − z)−1 = 1 + z + z2 + z3 + . . . deux fois, essayer d’exprimer
la fonctionf(z) comme fraction rationnelle.

27. Soitf(z) = z2 − 3z + 2. Calculer explicitement les imagesf(U) pour les disques ouverts

U = D0.5(1) et U = D1(1.5).

Montrer dans chacun des cas quef(U) est ouvert.
Indication. Ecriref(z) sous la forme(z − c)2 + d, et le bord deU sous la formec+ r(t)eit.

28. Démontrer le “principe du maximum” à l’aide du théor`eme de l’image ouverte.



Chapitre III

Singularit és et fonctions ḿeromorphes

“Les singularités sont extrêmement importantes car on peut en tirer quelque chose en analyse
complexe, cette branche des mathématiques qui étudie lesfonctions définies sur un domaine
du plan complexe. . .” (www.techno-science.net, Astrophysique)

Des fonctions réelles avec des singularités nous sont familières (cours Analyse I), par exemple,
1/x, sin x/x, x sin(1/x), etc. Pour des fonctions complexes, l’étude des singularités est très
différente et on peut obtenir des classifications intéressantes qui ne sont pas possibles dans le
cas réel. Les singularités jouent un rôle important dansle calcul des intégrales (résidus).

III.1 Le point à l’infini et la sphère de Riemann

Dans le cas réel, il est fréquent de “compactifier” l’axe enajoutant un point−∞ et un deuxième
point +∞; en géométrie projective, on introduit une “droite à l’infini”. En analyse complexe, il
est plus naturel de considérer tout l’infinicomme un seul point.

Une première motivation pour cette convention sont les fonctions rationnelles comme1/z, la
transformation de Cayley (I.2.7) ou celle de Joukovski (I.2.10). On voit, par exemple, en Fig. I.6,
que les deux “taches blanches”, représentant l’extérieur de la figure d’à côté, se rapetissent au
point 1, si l’on imagine que l’extérieur s’agrandit à l’infini. Donc, le “point 1” correspond au
“point ∞” par cette application.

Une deuxième motivation est fournie par laprojection st́eréographique(Fig. III.1), qui projette
une sphèreS2 à partir du “pôle nord”N sur un plan parallèle à l’équateur. Elle est bijective entre
le plan et la sphère, sans le pointN . Ce pointN correspond justement au “point∞” du plan. Cette
identification delC = lC ∪ {∞} avec une sphère est connue sous le nomsph̀ere de Riemann.

S2

N

lC N

A

CB

α1

α2

α3

α4

FIG. III.1: Projection stéréographique
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On sait depuis l’Antiquité (Hipparchus, Ptolemaios) que cette projectionpréserve les cercles
(cours Géométrie I, voir aussi Fig. III.1). Spécialement intéressant en analyse complexe est le fait
(connu depuis le 17ème siècle, Halley 1696) que la projection stéréographiquepréserve les angles,
c.-à-d., elle estconforme. Cela est dû au fait que chaque rayon de projectionNAC traverse le plan
tangentAB sous le même angle que le plan de projectionBC (voir Fig. III.1, à droite: on a
α1 = α4, carBC est parallèle au plan tangent àN , puisα1 = α2 etα2 = α3, doncα3 = α4).

Les propriétés d’un point complexe ou d’une fonction complexe en un point peuvent être
étendues au point∞ à l’aide de l’applicationz 7→ 1/z qui envoie∞ au point0.

C’est ainsi qu’on peut définir qu’une suite{zk} converge vers le point∞, c.-à-d.,

lim
k→∞

zk = ∞, (1.1)

si la suite{1/zk} converge vers0, c.-à-d., si pour toutε > 0 il existeK tel que|1/zk| < ε pour
k ≥ K (ou, en posantR = 1/ε, si pour toutR > 0 il existeK telque|zk| > R pourk ≥ K).
La suite sur la sphère de Riemann qui correspond à une tellesuite danslC, converge vers le pôle
nordN . Par exemple, la suite0, i,−2,−3i, 4, 5i,−6,−7i, 8, . . . converge vers∞ dans lC. La suite
0, −1, 2, −3, 4, −5, . . . converge aussi vers∞ dans lC, mais elle ne converge pas dansIR.

Si une fonction complexef(z) est définie pour|z| > R, on note

f(∞) := lim
z→∞

f(z) = lim
k→∞

f(zk) pour{zk} satisfaisant lim
k→∞

zk = ∞

si cette limite existe et ne dépend pas de la suite{zk}. Avec cette notation on peut définir qu’une
fonctionf(z) estholomorphe (analytique)au point∞, si la fonctionf̂(w) := f(1/w) est holo-
morphe (analytique) au pointw = 0. La fonctionf(z) = 1/z pour laquellef̂(w) = w est alors
holomorphe en∞. La fonction de Cayleyf(z) = (z + 1)/(z − 1) satisfaitf(∞) = 1 et elle est
holomorphe en∞ car la fonctionf̂(w) = f(1/w) = (1 + w)/(1 − w) est holomorphe enw = 0.

III.2 Le d éveloppement de Laurent

“L’extension donnée par M. Laurent. . . nous paraı̂t digne de remarque.”
(Cauchy 1843, voir Remmert 1991)

Si une fonction holomorphe tend vers l’infini ou cesse d’être holomorphe dans une région, on peut
néanmoins sauver la série entière,à condition d’admettre aussi des puissances négatives. Cette
extension a été présentée par P.A. Laurent (1813-1854,ingénieur de l’armée) à Cauchy, qui en a
parlé à l’Académie (voir citation), mais qui ne l’a pas trouvée “digne” de publication.

Théorème 2.1Soitf(z) une fonction holomorphe dans un ouvert qui contient la couronne circu-
laire Cσ,ρ(c) := {z ∈ lC ; σ < |z − c| < ρ}. Alors, pourz ∈ Cσ,ρ(c) on a

f(z) = . . .+
a−2

(z − c)2
+

a−1

z − c
+ a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + . . . =

∞∑

k=−∞

ak(z − c)k (2.1)

où
ak =

1

2πi

∫

γ

f(ζ)

(ζ − c)k+1
dζ, k = . . .− 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . (2.2)

est la m̂eme formule que (II.6.2), mais aussi valable ici pour lesk négatifs. Le chemin d’intégration
est γ(t) = c+ ηeit, t ∈ [0, 2π] avecσ < η < ρ (les valeursσ = 0 etρ = ∞ sont admises).

La śerie
∑
k≥0 ak(z−c)k converge pour|z−c| < ρ, et la śerie

∑
k<0 ak(z−c)k pour|z−c| > σ.
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c
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FIG. III.2: Preuve du Théorème de Laurent

Démonstration. Nous suivons de très près les idées de la démonstration du Théorème II.6.1
de Cauchy–Taylor qui est basée sur la formule inégrale (II.5.1) de Cauchy. Comme la couronne
Cσ,ρ(c) n’est pas un domaine étoilé, on ne peut pas directement appliquer cette formule intégrale.
On est alors obligé de diviser la couronne en plusieurs parties étoilées (voir la Fig. III.2).

Pour unz fixé à l’intérieur de la couronneCσ,ρ(c) nous choisissonsr, s > 0 et θ < 1 tels
que σ < s < s/θ ≤ |z − c| ≤ θr < r < ρ et nous considérons les cheminsγr(t) = c + reit,
γs(t) = c+ seit et δ1(t), . . . , δn(t), dessinés dans la Fig. III.2 pourn = 5. La formule intégrale de
Cauchy (II.5.1) appliquée au cheminδ1, et le Théorème II.4.2 appliqué aux autresδj (notons que
la fonction ζ 7→ f(ζ)/(ζ − z) est holomorphe dans l’intérieur deδj pourj 6= 1) donnent

f(z) =
1

2πi

∫

δ1

f(ζ)

ζ − z
dζ et

1

2πi

∫

δj

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0 pour j = 2, . . . , n. (2.3)

En additionant les intégrales sur lesδj, la contribution des segments reliant les cerclesγr et γs se
simplifie, et on obtient

∫
δ1

+ . . .+
∫
δn =

∫
γr
− ∫γs

. Ainsi

f(z) =
1

2πi

∫

γr

f(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫

γs

f(ζ)

z − ζ
dζ. (2.4)

La première intégrale dans (2.4) peut être traı̂tée comme dans la preuve du Théorème II.6.1
et donne naissance aux termes aveck ≥ 0 dans (2.1). Comme l’intégrant des intégrales (2.2) est
holomorphe dans la couronne, le cheminγr peut être déplacé librement versγ sans changer la
valeur de l’intégrale.

Pour la deuxième intégrale, nous échangeonsζ ↔ z dans (II.6.3), ainsi la série devient conver-
gente pour|ζ − c| < |z − c|. Cela donne

1

z − ζ
=

1

z − c
+

ζ − c

(z − c)2
+ . . .+

(ζ − c)k

(z − c)k+1
+

(ζ − c)k+1

(z − c)k+1(z − ζ)
, (2.5)

et inséré dans la deuxième intégrale de (2.4) crée les termes aveck < 0. Le reste peut être estimé
de la même manière, car|ζ − c|/|z − c| ≤ θ < 1 pourζ se deplaçant sur le cheminγs.

L’inégalité de Cauchy (voir (7.1))

|ak| ≤
M(r)

rk
avec M(r) = max

|z−c|=r
|f(z)| (2.6)

(σ < r < ρ) reste valable pour lesk positifs et négatifs.
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Exemple 2.2 Considérons la fonctionf(z) = 1/(1 + z2) et cherchons le développement de Lau-
rent autour du pointc = 0.4 + 0.6 i. Pour calculer les coefficients, les formules intégrales (2.2) ne
sont pas toujours pratiques. On essayera plutôt d’utiliser des séries de Taylor connues.

La fonction f(z) = 1/(1 + z2) est holomorphe partout sauf au points±i qui sont à distance
σ ≈ 0.566 et ρ ≈ 1.65 dec (voir la Fig. III.3). Pour calculer le développement de Laurent dans la
couronne entre ces deux rayons, nous décomposons la fonction en fractions simples,

f(z) =
1

1 + z2
=

1

2i

(
1

z − i
+

1

−i− z

)
. (2.7)

On suit la démonstration précédente et on remplace les deux fractions simples par les deux séries
géométriques (2.5) et (II.6.3), une fois avecζ remplacé pari et l’autre fois par−i, en faisant
attention à la convergence. Ainsi, on obtient pour (2.7)

1

1 + z2
=

1

2i

(
. . .+

(i− c)2

(z − c)3
+

i− c

(z − c)2
+

1

z − c
+

1

−i− c
+

z − c

(−i− c)2
+

(z − c)2

(−i− c)3
+ . . .

)
.

La valeur absolue de cette série tronquée (−24 ≤ k ≤ 24) peut être admirée en Fig. III.3.

1 2

1

2

−1

−1

c

FIG. III.3: Domaine et module de±24 termes d’une série de Laurent pour1/(1 + z2).

III.3 Singularit és isoĺees

Si une fonctionf(z) est holomorphe dans un disque épointé (ρ > 0)

D∗
ρ(c) := {z ∈ lC ; 0 < |z − c| < ρ} = Dρ(c) \ {c}, (3.1)

nous appelonsc une singularit́e isoĺee. Le but de ce paragraphe est de classifier les singularités
isolées et d’étudier les fonctions holomorphes proches de leurs singularités isolées.

Le disque épointéD∗
ρ(c) est une couronneCσ,ρ(c) avecσ = 0. On peut donc appliquer le

Théorème 2.1 et considérer le développement de Laurent

f(z) = . . .+
a−2

(z − c)2
+

a−1

z − c
+ a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + . . . =

∞∑

k=−∞

ak(z − c)k

pourz ∈ D∗
ρ(c). On distingue les trois possibilités suivantes:

1. singularit́e supprimable, si ak = 0 pour toutk < 0;

2. pôle d’ordrem > 0, si ak = 0 pourk < −m, maisa−m 6= 0);

3. singularit́e essentielle, si un nombre infini deak aveck < 0 sont non nuls.
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1) Singularités supprimables
Une singularité supprimable s’appelle aussi singularit´e virtuelle ou singularité effaçable. Comme
le théorème suivant nous montre, il ne s’agit pas d’une vraie singularité.

Théorème 3.1Soit f(z) holomorphe dans un disqueépoint́eD∗
ρ(c). Les propositions suivantes

sontéquivalentes:

1. f(z) poss̀ede une singularit́e supprimable enc;
2. f(z) se prolonge holomorphiquement au disque entierDρ(c);
3. la limite limz→c f(z) existe danslC;
4. f(z) est borńee au voisinage dec.

Démonstration. L’implication (1) ⇒ (2) suit du développement de Laurent en posantf(c) := a0.
La condition (2) entraı̂ne (3), car chaque fonction holomorphe est continue. L’existence de la limite
limz→c f(z) = a implique que pour toutz dans un voisinage dec la valeur def(z) est proche de
a ∈ lC, donc(3) ⇒ (4).

Il reste à démontrer(4) ⇒ (1). Si |f(z)| ≤ M0 dans un voisinage dec, alorsM(r) :=
max|z−c|=r |f(z)| ≤ M0. Par conséquent, les inégalités de Cauchy (2.6), pourr → 0, montrent
queak = 0 pour toutk < 0. Ainsi, le développement de Laurent devient une série entière.

2) Pôles
Si f(z) possède un pôle d’ordrem enc, on peut mettre en évidence le facteur(z − c)−m dans le
développement de Laurent et on obtient

f(z) = (z − c)−m
(
a−m + a−m+1(z − c) + a−m+2(z − c)2 + . . .

)
. (3.2)

Théorème 3.2Soit f(z) holomorphe dans un disqueépoint́eD∗
ρ(c). Les propositions suivantes

sontéquivalentes:

1. f(z) poss̀ede enc un p̂ole d’ordrem > 0;
2. f(z) = (z − c)−mg(z) où g(z) est holomorphe dans le disque entierDρ(c);
3. la limite limz→c f(z) = ∞ existe danslC.

Démonstration. Les implications(1) ⇒ (2) ⇒ (3) sont une conséquence immédiate de (3.2).
Supposons maintenant quelimz→c f(z) = ∞. La fonctionf(z) est alors non nulle dans un voisi-
nage du pointc et l’inverseh(z) = 1/f(z) est bien définie et holomorphe dans un disque épointé
D∗
r(c) avec0 < r ≤ ρ. Commelimz→c h(z) = 0, on déduit du Théorème 3.1 queh(z) est holo-

morphe dans le disque entierDr(c) et queh(c) = 0. Par conséquent,h(z) = (z − c)mh0(z) avec
unm > 0 et avech0(c) 6= 0. La fonctionf(z) = 1/h(z) possède donc un développement de
Laurent de la forme (3.2).

Un pôle d’ordrem est typiquement pré-
sent dans un quotientf(z) = f1(z)/f2(z) de
deux fonctions holomorphes oùf1(c) 6= 0
et le dénominateurf2(z) possède un zéro de
multiplicitém enc.

Une illustration est donnée pour la fonc-
tion z/(ez − 1), qui possède des pôles sim-
ples enc = ±2iπk, k 6= 0 et une singu-
larité supprimable enc = 0. La figure mon-
tre la valeur absolue au-dessus du domaine
[−8, 8]×[−16, 16].
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3) Singularités essentielles
Dans le cas d’une singularité essentielle, le comportement def(z), quandz se rapproche dec, est
caractérisé par le théorème suivant.

Théorème 3.3 (Casorati 1868, Weierstrass 1876)Soitf(z) holomorphe dans un disqueépoint́e
D∗
ρ(c). Les propositions suivantes sontéquivalentes:

1. f(z) poss̀ede enc une singularit́e essentielle;
2. pour toutr avec0 < r ≤ ρ , l’ensemblef(D∗

r(c)) est dense danslC;
3. la limite limz→c f(z) n’existe pas danslC.

Démonstration.L’implication (2) ⇒ (3) est évidente car, au cas oùlimz→c f(z) = a ∈ lC existe,
f(z) est proche dea si z est proche dec etf(D∗

r(c)) ne peut donc pas être dense danslC.
Si la limite limz→c f(z) n’existe pas danslC, le pointc ne peut pas être une singularité sup-

primable ni un pôle. Donc, l’implication(3) ⇒ (1) est vraie.
Pour démontrer(1) ⇒ (2), supposons quec est une singularité essentielle et (par l’absurde)

qu’il exister > 0 tel quef(D∗
r(c)) n’est pas dense danslC. Il existe alorsa ∈ lC et ε > 0 tels que

|f(z) − a| ≥ ε pour toutz ∈ D∗
r(c). Ceci nous permet de considérer la fonction

g(z) :=
1

f(z) − a
c.-à-d. f(z) = a+

1

g(z)
. (3.3)

Elle est holomorphe et bornée (|g(z)| ≤ 1/ε) dansD∗
r(c). D’après le Théorème 3.1,g(z) se

prolonge holomorphiquement àDr(c). Si g(c) 6= 0, alors1/g(z) est holomorphe dansDr(c) et si
g(c) = 0 (zéro de multiplicitém), alors1/g(z) a un pôle d’ordrem enc. On en déduit (voir (3.3))
quef(z) est holomorphe ou quef(z) a un pôle d’ordrem en c. Ceci contredit le fait quef(z)
possède une singularité essentielle enc.

Une illustration est donnée en Fig. III.4, pour la fonction

e−1/z2 = 1 − 1

z2
+

1

2z4
− 1

6z6
+

1

24z8
∓ . . .

une fonction qui, dans le cas réel, est si aimable (voir [HW,p. 253]). Lesdeuxtours qui appa-
raissent formentunesingularité, les lignes de niveau de|f(z)| sont des lemniscates (Exercice 7).
L’argument def(z) se comporte beaucoup plus violemment, avec une infinité de rotations sur
chacune de ces lemniscates. La validité du Théorème de Casorati–Weierstrass est évidente ici.

−.4 .0 .4

−.4

.0

.4

FIG. III.4: Fonctione−1/z2 avec singularité essentielle; la valeur absolue à gaucheet les lignes de
niveau avec valeurskπ (k = 0,±1,±2, . . .) dearg f(z) à droite.
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III.4 Th éorème des ŕesidus

“ r ésidu [ré-zi-du] n. m. (du lat.residuus, qui est de reste). Ce qui reste. . .”
(Larousse Dictionnaire Universel)

Le Théorème des résidus généralise le théorème de Cauchy II.4.2 aux fonctions ayant des singu-
larités isolées à l’intérieur du chemin d’intégration. Il fut pour Cauchy l’instrument principal pour
trouver des valeurs d’intégrales définies.

Définition 4.1 Soitf(z) holomorphe dans un disque épointéD∗
ρ(c). La quantité

a−1 =
1

2πi

∫

γ
f(ζ) dζ =: Res(f, c) (4.1)

où γ(t) = c + reit pour 0 ≤ t ≤ 2π et 0 < r < ρ , est appeléele résidu def(z) au pointc
(c.-à-d. la seule chose qui reste def(z) après intégration).

Le résidu est le coefficient de(z − c)−1 du développement de Laurent. On peut le calculer par
développement en séries. Pour des pôles simples, on a lesformules commodes

Res(f, c) = lim
z→c

(z − c)f(z) et Res(f, c) =
f1(c)

f ′
2(c)

(4.2)

si f(z) = f1(z)/f2(z) avecf1(c) 6= 0 et sif2(z) possède un zéro simple enz = c.
Si c est un pôle d’ordrem def(z), on poseg(z) = (z − c)mf(z). Alors, le résidu def(z) enc

est lem−1-ième terme de la série de Taylor deg(z), c.-à-d.

Res(f, c) =
1

(m− 1)!
g(m−1)(c). (4.3)

Théorème 4.2 (Cauchy 1826)SoitU un domainéetoilé etγ une courbe ferḿee parcourant∂U
dans le sens positif. Soitf(z) holomorphe dans un voisinage de l’adhérenceU = U ∪ ∂U , à
l’exception d’un nombre fini de singularités isoĺeesc1, c2, . . . , ck dansU . Alors,

1

2πi

∫

γ
f(ζ) dζ =

k∑

j=1

Res(f, cj). (4.4)

Démonstration. La preuve est très similaire à celle du Théorème II.5.1 (formule intégrale de
Cauchy). La seule différence réside dans le fait que nous avons maintenantplusieurspoints sin-
guliers à contourner par de petits cercles (voir Fig. III.5). Comme auparavant, cela marche sans
autre complication si le domaine de définition est étoilé. On projette les singularités vers le bord

c1

−β1

c2
−β2

c3
−β3

C

γ

FIG. III.5: Preuve du théorème des résidus
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et on applique le Théorème II.4.2 de Cauchy à un cheminγ∗ qui comprendγ, les cercles autour
des singularités et les connections. Les intégrales sur les chemins aller et retour disparaissent, il ne
reste que ∫

γ
f(ζ) dζ −

k∑

j=1

∫

βj

f(ζ) dζ = 0 (4.5)

où lesβj sont les cercles qui contournent les points singuliers dansle sens positif. On obtient la
formule (4.4) en remplaçant les dernières intégrales par (4.1).

Si une fonctionf(z) est holomorphe dans un domaineU et siz ∈ U est un point fixé, alors la
fonction

g(ζ) =
f(ζ)

ζ − z
(4.6)

possèdez comme seul point singulier avec Res(g, z) = f(z) (voir (4.2)). Dans ce cas, le
Théorème 4.2 des résidus devient la formule intégrale de Cauchy (II.5.1).

III.5 Calcul d’int égrales par la ḿethode des ŕesidus

“La théorie des résidus se prête avec une merveilleuse simplicité à la recherche des intégrales
définies, et voici comment:” (H. Laurent,Théorie des Ŕesidus, 1865)

Nous sommes maintenant de retour à la toute première motivation de Cauchy pour entreprendre ses
recherches en analyse complexe, à savoir la justification et la généralisation des calculs d’intégrales
entrepris par Euler et Laplace.

“L’art” de trouver des intégrales définies a été cultiv´e tout au long des 18ème et 19ème siècle,
Dirichlet et Kronecker ont donné des cours (jusqu’à 6 heures hebdomadaires) sur le sujet. Au-
jourd’hui, il existe de longues tables (par ex. celles de Gr¨obner–Hofreiter ou Gradstein–Ryshik qui
témoignent d’un travail incroyable) et des programmes informatiques (par ex. Maple ou Mathe-
matica), qui “crachent” ces intégrales en quelques millisecondes. Mais, pour un esprit scientifique,
il est, encore et toujours, intéressant de voir comment cestrésors du savoir ont été trouvés.

L’idée est très simple: on choisit une fonctionf(z), on choisit un cheminγ et on évalue
l’intégrale (4.4) en calculant les résidus; ensuite on lapartage en parties réelle et imaginaire, et on
trouve deux formules d’intégrales (dont une est souvent triviale). Discutons quelques situations
typiques qui conduisent à des intégrales intéressantes.

1) Int égrales impropres. Considerons des intégrales

∫ ∞

−∞
f(x) dx

c1

c2
c3

0

γ

R−Roù la fonctionf(z) n’a qu’un nombre fini de singularités
(aucune sur l’axe réel) et satisfaitlimz→∞ z · f(z) = 0 .

Comme chemin d’intégration on prend l’intervalle réel[−R,R], suivi d’un grand demi-cercle
R · eit, 0 ≤ t ≤ π (voir la petite figure). Sous la conditionlimz→∞ z · f(z) = 0 , l’intégrale sur le
demi-cercle tend vers0 pourR → ∞ et on trouve

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑

Im ck>0

Res(f, ck), (5.1)

où la somme est sur toutes les singularitésck def(z) dans le demi-plan supérieur.
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Exemple.De cette manière on obtient
∫ ∞

−∞

dx

x6 + 1
=

2π

3

sans avoir besoin de calculer une primitive de la fonctionf(x) = 1/(x6 + 1). En effet, les
singularités concernées sontc1 = e

iπ
6 , c2 = i et c3 = e

5iπ
6 . Les résidus correspondants sont

c−5
k /6 par la deuxième formule de (4.2). Ainsi, Res(f, c1) = e

−5iπ
6 /6, Res(f, c2) = −i/6 et

Res(f, c3) = e
−iπ
6 /6 dont la somme est−2i/6.

2) Int égrales trigonoḿetriques. Pour une intégrale de la forme
∫ 2π

0
F (cos t, sin t) dt

on considère le cercle unitéγ(t) = eit avec0 ≤ t ≤ 2π et on observe que
∫ 2π

0
F (cos t, sin t) dt =

∫

γ
F
(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
dz

iz
. (5.2)

Il suffit alors de calculer les singularités et leurs résidus pour la fonction de la deuxième intégrale
dans (5.2). SiF (u, v) est une fonction rationnelle, l’intégrant de (5.2) est aussi rationnel.
Exemple.On obtient les formules (pourp ∈ IR)

∫ 2π

0

dt

1 − 2p cos t+ p2
=

1

i

∫

γ

dz

(z − p)(1 − pz)
=

2π

1 − p2
si |p| < 1 (5.3)

et ∫ 2π

0

dt

p+ cos t
=

2

i

∫

γ

dz

z2 + 2pz + 1
=

2π√
p2 − 1

si p > 1. (5.4)

Pour le deuxième exemple, il y a un pôlec1 = −p +
√
p2 − 1 à l’intérieur du cercle unitéγ de

résidu Res(f, c1) = 1/(2
√
p2 − 1).

L’intégrale ∫ 2π

0

dt

(p+ cos t)2
=

2πp

(
√
p2 − 1)3

si p > 1 (5.5)

nécessite le calcul du résidu d’un pôle double. Pour éviter cela, on peut dériver l’intégrale (5.4)
par rapport au paramètrep.

3) Transformation de Fourier. Il s’agit des intégrales
impropres de la forme

∫ ∞

−∞
g(x)eiax dx, c1

c2 γ1

γ2

γ3

−r s
où la fonctiong(z) n’a qu’un nombre fini de singularités (au-
cune sur l’axe réel) et satisfaitlimz→∞ g(z) = 0 .

Comme chemin nous considérons le bord du carré (voir la petite figure) oùr > 0 et s > 0
sont suffisamment grands pour que toutes les singularités soient dans l’intérieur du carré. Notant
M(r) := max|z|≥r |g(z)| qui converge vers zéro pourr → ∞, l’intégrale surγ2(t) = −t+i(r+s) ,
t ∈ [−s, r] peut être majorée par (poura > 0)

∣∣∣
∫

γ2
g(z)eiaz dz

∣∣∣ ≤M(r + s)e−a(r+s)(r + s) → 0 si r + s→ ∞.

Pour l’intégrale surγ1(t) = s+ it, t ∈ [0, s+ t] on obtient
∣∣∣
∫

γ1
g(z)eiaz dz

∣∣∣ ≤M(s)
∫ r+s

0
e−at dt ≤ M(s)

a

(
1 − e−a(r+s)

)
≤ M(s)

a
→ 0 si s→ ∞

et l’intégrale surγ3(t) peut être majorée de la même manière. Ainsi nous obtenons
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∫ ∞

−∞
g(x)eiax dx = 2πi

∑

Im ck>0

Res(f, ck) si a > 0 (5.6)

où f(z) = g(z)eiaz et la somme est sur toutes les singularitésck de g(z) dans le demi-plan
supérieur.

Exemple.On obtient alors sans calculs compliqués que, poura > 0 et pourb ∈ lC avec Reb > 0,
∫ ∞

−∞

eiax

x− ib
dx = 2πie−ab et

∫ ∞

−∞

eiax

x+ ib
dx = 0.

Une addition resp. soustraction de ces deux intégrales donne le formules de Laplace (1810)
∫ ∞

−∞

b cos(ax)

x2 + b2
dx =

∫ ∞

−∞

x sin(ax)

x2 + b2
dx = πe−ab.

4) Transformation de Mellin. Considérons aveca ∈ lC
et 0 < Rea < 1 l’intégrale impropre

∫ ∞

0
g(x)xa−1 dx

γr

−γs

où la fonctiong(z) n’a qu’un nombre fini de singularités (au-
cune sur l’axe réel) et satisfaitlimz→0 g(z)z

a = 0 ainsi que
limz→∞ g(z)za = 0 .

Rappelons que la puissanceza est en général multivaluée et donnée parza = exp(a log z).
Pour obtenir une fonction holomorphe il faut fixer une branche du logarithme. Nous considérons
log z = log |z|+ i arg z où l’argument est choisi pour que0 ≤ arg z < 2π . Par le Théorème I.8.2
la fonction log z et alors aussiza sont holomorphes dans le plan complexe privé de l’axe réel
positif. Pour un réelx > 0 et pourz → x, la limite d’en haut et celle d’en bas sont différentes; on
a respectivementxa et e2πiaxa.

Pour définir le chemin d’intégration, nous prenons uns > 0 très petit et unr > 0 très grand,
et nous considérons les deux cercles de rayonss et r reliés par des segments horizontaux proches
de l’axe réel positif (voir la petite figure). AvecM(r) := max|z|=r |g(z)za| , les intégrales sur les
cercles peuvent être majorées par

∣∣∣
∫

γr

g(z)za−1 dz
∣∣∣ ≤ 2πM(r) et

∣∣∣
∫

γs

g(z)za−1 dz
∣∣∣ ≤ 2πM(s) (5.7)

et convergent vers zéro pourr → ∞ et s → 0 (par hypothèse sur la fonctiong(z)). Le théorème
des résidus implique alors que, dans la limiter → ∞ et s→ 0, on a

∫ ∞

0
g(x)xa−1 dx− e2πia

∫ ∞

0
g(x)xa−1 dx = 2πi

k∑

j=1

Res(f, cj)

où c1, . . . , ck sont les singularités deg(z) et les résidus sont calculés pourf(z) = g(z)za−1. En
utilisant le fait que1 − e2πia = −eiπa 2i sin(πa) cette formule devient

∫ ∞

0
g(x)xa−1 dx = − πe−iπa

sin(πa)

k∑

j=1

Res(f, cj). (5.8)

Exemple.Avec g(z) = 1/(1 + z) on obtient la formule (pour0 < Rea < 1)
∫ ∞

0

xa−1

1 + x
dx =

π

sin(πa)
,

car le résidu def(z) = za−1/(1 + z) enc1 = −1 est(−1)a−1 = e(a−1) log(−1) = e(a−1)iπ = −eiπa.
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5) Une formule d’Euler. Pour démontrer
∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2
,

γr

γs

r−r s−snous posonsf(z) = eiz/z et nous considerons le chemin
de la figure avecs petit etr grand.

Le petit demi-cercle est nécessaire pour éviter le pôle `a l’origine. L’intégrale sur le grand
demi-cercleγr(t) = reit , t ∈ [0, π] peut être estimée à l’aide desin t ≥ 2t/π sur [0, π/2] par

∣∣∣
∫

γr

eiz

z
dz
∣∣∣ ≤

∫ π

0
e−r sin t dt ≤ 2

∫ π/2

0
e−r sin t dt ≤ 2

∫ π/2

0
e−2rt/π dt =

π

r

(
1 − e−r

)
≤ π

r
.

Elle converge vers zéro sir → ∞. Comme la fonctioneiz/z est holomorphe dans l’intérieur du
chemin fermé, une intégration sur ce chemin donne pourr → ∞

∫ −s

−∞

eix

x
dx− i

∫ π

0
es(cos t+i sin t) dt+

∫ ∞

s

eix

x
dx = 0.

L’intégrale au milieu converge versπ si s→ 0. En échangeantx par−x dans la première intégrale
et en utilisanteix − e−ix = 2i sin x nous obtenons la formule cherchée.

6) Encore des int́egrales impropres.Cherchons à calculer
∫ ∞

0
f(x) dx

où la fonctionf(z) n’a qu’un nombre fini de singularités (aucune sur l’axe réel positif, l’origine
incluse) et satisfaitlimz→∞ z · f(z) · log z = 0 .

L’idée est de considérer la fonctiong(z) := f(z) · log z et le même chemin que pour la
transformation de Mellin. Comme dans (5.7) on démontre quel’intégrale deg(z) sur le grand
cercle disparaı̂t sir → ∞. Celle sur le petit cercle avec rayons, peut être estimée comme suit:

∣∣∣
∫

γs

g(z) dz
∣∣∣ ≤ 2πs · max

|z|=s
|f(z)| · (| log s| + 2π).

Elle converge aussi vers zéro pours → 0, car f(z) n’a pas de singularité à l’origine. Pour
l’intégrale sur le chemin entier il reste alors (pourr → ∞ ets→ 0)

∫ ∞

0
f(x) log x dx−

∫ ∞

0
f(x)

(
log x+ 2πi

)
dx

et le théorème des résidus donne

∫ ∞

0
f(x) dx = −

k∑

j=1

Res(g, cj). (5.9)

Exemple.Comme application concrète, calculons l’intégrale suivante:

∫ ∞

0

dx

1 + x3
=

2π
√

3

9
.

Pour les trois singularitésc1 = eiπ/3, c2 = −1, c3 = e−iπ/3 les résidus deg(z) = log z/(1 + z3)
sont respectivement−iπ(1 + i

√
3)/18, iπ/3 et −5iπ(1 − i

√
3)/18. La formule (5.9) donne la

valeur affirmée de l’intégrale.
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III.6 Fonctions méromorphes

“µǫ́ρoς, partie” et “µoρϕή, forme” (Dictionnaire Grec Français, Hachette)

Les fonctions méromorphes sont des fonctions qui ont presque (en partie) la forme des fonctions
holomorphes. Plus précisement on a:

Définition 6.1 (Briot–Bouquet 1875) Une fonctionf(z) est méromorphedans un ouvertU , si
elle est holomorphe dansU sauf en des points isolés où elle peut avoir des pôles.

Les fonctions méromorphes dans un domaineU peuvent être additionnées, multipliées et
dérivées sans sortir de l’ensemble des fonctions méromorphes. L’avantage par rapport aux fonc-
tions holomorphes est que les fonctions méromorphes peuvent aussi être divisées entre elles.

Théorème 6.2Sif(z) etg(z) sont ḿeromorphes dansU , leur quotientf(z)/g(z) est aussi ḿero-
morphe. L’ensemble des fonctions méromorphes dansU forme alors un corps.

Démonstration. Les singularités def(z)/g(z) sont les pôles def(z) et g(z) et les zéros deg(z).
Pour un tel pointc on af(z) = (z − c)mf1(z) avecm ≤ 0 et f1(c) 6= 0 et g(z) = (z − c)ng1(z)
avecn ∈ ZZ et g1(c) 6= 0. Le quotientf(z)/g(z) = (z − c)m−nf1(z)/g1(z) possède enc une
singularité supprimable (sim ≥ n) ou un pôle d’ordren−m.

Exemples.Toutes les fonctions holomorphes, mais aussi les fonctionsrationnelles ainsi que les
fonctionstan z = sin z/ cos z, cot z = cos z/ sin z, f(z) = z/(ez − 1), etc., sont méromorphes.

Décomposition en fractions simples.Pour les fonctions rationnelles, la décomposition
en fractions simples est souvent très utile. Nous reprenons un exemple de [HW, p. 119–120]:

f(z) =
6z4 − 20z2 + 4z + 19

z5 + z4 − 5z3 − z2 + 8z − 4
=

6z4 − 20z2 + 4z + 19

(z − 1)3(z + 2)2
(6.1)

Nous avons un pôle d’ordre 3 enz = 1 et un d’ordre 2 enz = −2. La fonctionf(z) · (z − 1)3

n’a plus de pôle enz = 1. Nous développons cette fonction en série de Taylor et obtenons le
développement de Laurent (qui converge pour0 < |z − 1| < 3)

f(z) =
1

(z − 1)3
− 2

(z − 1)2
+

3

z − 1
+

8

9
− 7

27
(z − 1) +

2

27
(z − 1)2 + . . . (6.2)

et similairement pour l’autre pôle (cette fois pour0 < |z + 2| < 3)

f(z) = − 1

(z + 2)2
+

3

z + 2
− 34

27
− 14

27
(z + 2) − 17

81
(z + 2)2 + . . . . (6.3)

Idée: Si on dénote les“parties principales” de ces développements par

ℓ1(z) =
1

(z − 1)3
− 2

(z − 1)2
+

3

z − 1
et ℓ2(z) = − 1

(z + 2)2
+

3

z + 2
, (6.4)

alors f(z) − ℓ1(z) − ℓ2(z) n’a plus de pôle et, par le Théorème 3.1, est holomorphe dans lC.
Commelimz→∞ f(z) = 0, il suit du Théorème II.7.2 de Liouville que cette différence est zéro et

f(z) =
1

(z − 1)3
− 2

(z − 1)2
+

3

z − 1
− 1

(z + 2)2
+

3

z + 2
(6.5)

(cf. [HW, formule (II.5.11)]).

Rappelons quef(z) possède un pôle d’ordrem enc = ∞, si f̂(w) = f(1/w) en a un au point
w = 0. Ceci signifie quef̂(w) = w−mf1(w) où f1(w) est holomorphe proche0 et f1(0) 6= 0.
Alors, f(z) = zmf1(z) où f1(z) est holomorphe dans un voisinage dez = ∞ et f1(∞) 6= 0. Par
exemple, un polynôme de degrém possède en∞ un pôle d’ordrem.
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Théorème 6.3Si f(z) est une fonction ḿeromorphe sur lC = lC ∪ {∞}, alorsf(z) ne poss̀ede
qu’un nombre fini de p̂oles et est une fraction rationnelle.

Démonstration. Comme les singularités (ici le point infini est inclus) d’une fonction méromorphe
sont isolées, il existeR > 0 tel quef(z) ne possède pas de singularité à l’extérieur deBR(0) (sauf
éventuellement enz = ∞) et seulement un nombre fini dansBR(0). Soientc1, . . . , ck les pôles de
f(z) situés danslC. Simj est l’ordre decj, on considère la fonction

g(z) := (z − c1)
m1 · . . . · (z − ck)

mk · f(z)

qui est holomorphe dans toutlC. Si f(z) a un pôle d’ordrem > 0 en∞ ou sif(z) est holomorphe
dans un voisinage de∞ (m = 0), on a|g(z)| ≤ Const |z|m+m1+...+mk . Par la remarque suivant le
Théorème II.7.2 de Liouville, la fonctiong(z) est un polynôme de degré au plusm+m1+. . .+mk.
Par conséquent,f(z) est une fonction rationnelle.

Cas d’une infinité de p̂oles. Soit, par exemple,f(z) = cot z = cos z/ sin z. Il y a des pôles
simples aux pointsz = kπ, k ∈ ZZ, avec Res(f, kπ) = 1. La formule analogue à (6.5) serait ici

cot z =
cos z

sin z
=

−2π −π 0 π 2π

= . . . +
1

z + 2π
+

1

z + π
+

1

z
+

1

z − π
+

1

z − 2π
+ . . .

(6.6)

formule trouvée par Euler, à l’aide de son produit poursin z (voir Introductio1748, Chap. X,§178).
Voici d’autres exemples :

1

sin z
=

−2π −π 0 π 2π

= . . .− +
1

z + 2π
− 1

z + π
+

1

z
− 1

z − π
+

1

z − 2π
− + . . .

(6.7)

ou encore

1

sin2 z
=

−2π −π 0 π 2π

= . . . +
1

(z + 2π)2
+

1

(z + π)2
+

1

z2
+

1

(z − π)2
+

1

(z − 2π)2
+ . . .

(6.8)

et

cos z

sin2 z
= −2π −π 0 π 2π

= . . .− +
1

(z + 2π)2
− 1

(z + π)2
+

1

z2
− 1

(z − π)2
+

1

(z − 2π)2
− + . . .

(6.9)
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Notre but est de démontrer ces formules. Tout d’abord remarquons que les séries (6.6) et (6.7)
ne convergent pas sans autre précision (série harmonique). Pour donner une sens à ces formules il
faut grouper ensemble les termes(z + kπ)−1 + (z − kπ)−1 = 2z/(z2 − k2π2).

Pour une fonction méromorphe avec pôlecj nous notons parℓj(z) la partie principaledans
le développement de Laurent autour decj (c.-à-d., les termes avec indices négatifs). Pour une
courbe ferméeγ autour de l’origine, nous notons pard(γ) la distance deγ à l’origine et parL(γ)
sa longueur.

Théorème 6.4 (Mittag-Leffler) Soitf(z) méromorphe danslC avec p̂olesc1, c2, c3, . . . (cj 6= 0).
Consid́erons une suite{γk} de courbes ferḿees contournant l’origine et satisfaisantd(γk) → ∞
pour k → ∞ et L(γk)/d(γk) ≤ C, sur lesquelles

|f(z)| ≤M pour z ∈ γk et k = 1, 2, 3, . . . . (6.10)

Alors on a

f(z) = f(0) + lim
k→∞

∑

cj∈Int (γk)

(
ℓj(z) − ℓj(0)

)
= f(0) +

∞∑

j=1

(
ℓj(z) − ℓj(0)

)
(6.11)

où Int (γk) désigne l’int́erieur de la coubeγk.
Si c0 = 0 est un p̂ole def(z), il faut remplacerf(0) dans la formule (6.11) parℓ0(z) plus le

terme constant dans le développement de Laurent autour dec0 = 0.

−2

2

−3π −2π −π 0 π 2π 3π

γ1 γ2

FIG. III.6: Illustration de la preuve du “Théorème de Mittag-Leffler” pourf(z) = cot z

Démonstration. Ce théorème est une version simplifiée du celèbre
théorème de Mittag-Leffler, qui fut publié dansActa Math. vol. 4,
1884.

Comme les singularités def(z) sont isolées, il n’y a qu’un nom-
bre fini des pôles à l’intérieur deγk (voir Fig. III.6). L’idée est
d’enlever ces singularités et de considérer la fonction

f(z) −
∑

cj∈Int (γk)

ℓj(z)

qui est holomorphe dans un voisinage de Int(γk) (voir Fig. III.7). La
formule intégrale de Cauchy donne alors

f(z)−
∑

cj∈Int (γk)

ℓj(z) =
1

2πi

∫

γk

f(ζ) −∑
cj∈Int (γk) ℓj(ζ)

ζ − z
dζ (6.12)

pour z dans l’intérieur deγk et différent de pôles. Dans cette situation, la fonctiongj(ζ) =
ℓj(ζ)/(ζ − z) possède les pôlesz et cj avec résidus Res(gj, z) = ℓj(z) et Res(gj, cj) = −ℓj(z).
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−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

k = 0 k = 2

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

k = 4 k = 12

FIG. III.7: Courbes de niveau pour la valeur absolue def(z) = cot z −∑k
j=0 ℓj(z)

Le théorème des résidus donne alors que

1

2πi

∫

γk

ℓj(ζ)

ζ − z
dζ = 0 (6.13)

et la formule (6.12) (appliquée une fois pourz et une deuxième fois pourz = 0) implique que

f(z) − f(0) −
∑

cj∈Int (γk)

(
ℓj(z) − ℓj(0)

)
=

1

2πi

∫

γk

f(ζ)
(

1

ζ − z
− 1

ζ

)
dζ =

1

2πi

∫

γk

f(ζ) z

ζ(ζ − z)
dζ.

Nous majorons cette dernière intégrale en utilisant (6.10)) et l’hypothèse surγk, ce qui donne

∣∣∣f(z) − f(0) −
∑

cj∈Int (γk)

(
ℓj(z) − ℓj(0)

)∣∣∣ ≤ M |z|L(γk)

2π d(γk) d(γk, z)
≤ M |z|C

2π d(γk, z)
(6.14)

où d(γk, z) est la distance minimale entrez et la courbeγk. Pourz fixé, cette distance tend vers
l’infini pour k → ∞ et la majoration dans (6.14) tend vers zéro.

Dans le cas où l’origine est un pôle de la fonctionf(z), on applique cette démonstration à la
fonctionf(z) − ℓ0(z) qui est holomorphe près de l’origine.

Exemple 6.5 (formules d’Euler) Considérons la fonctionf(z) = cot z (voir la formule (6.6)).
Pour la courbeγk nous prenons le bord du carré avec sommets(k+ 1/2)π(±1± i). On ad(γk) =
(k + 1/2)π → ∞ etL(γk) = 8d(γk). La fonctionf(z) peut être majorée à l’aide de

| cos(x+ iy)|2 = cos2 x+ sinh2 y, | sin(x+ iy)|2 = sin2 x+ sinh2 y.

Sur les parties verticales deγk on a |f(z)| ≤ 1 et sur les parties horizontales|f(z)| ≤
√

2 car
| sinh y| ≥ 1 pour |y| ≥ 3π/2. La formule (6.11) du Théorème de Mittag-Leffler impliquealors
que

cot z =
1

z
+

∞∑

j=1

(( 1

z + jπ
− 1

jπ

)
+
( 1

z − jπ
+

1

jπ

))
=

1

z
+

∞∑

j=1

2z

z2 − j2π2

ce qui justifie d’une part la formule (6.6). D’autre part, en multipliant cette formule parz, la série
devient (avec q

1−q
=
∑∞
k=1 q

k)

z · cot z = 1 − 2
∞∑

j=1

z2

j2π2

1 − z2

j2π2

= 1 − 2
∞∑

j=1

∞∑

k=1

z2k

j2kπ2k
= 1 +

∞∑

k=1

( ∞∑

j=1

1

j2k

) −2

π2k
z2k. (6.15)
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Cette série, comparée à (I.9.5), donne les formules

∞∑

j=1

1

j2k
= (−1)k−1 (2π)2k

2(2k)!
B2k pour k = 1, 2, 3, . . . , (6.16)

l’un des plus formidables triomphes d’Euler. Même le cask = 1 fut une énigme pour Leibniz et
Joh. Bernoulli pendant un demi-siècle (plus précisément: de 1673 à 1740).

La formule (6.7) peut être justifiée de la même manière. Pour la fonctionf(z) = 1/ sin2 z
(voir la formule (6.8)) on a des pôles d’ordre2 et le Théorème de Mittag-Leffler donne

1

sin2 z
=

1

z2
+

1

3
+

∞∑

j=1

((
1

(z + jπ)2
− 1

(jπ)2

)
+
(

1

(z − jπ)2
− 1

(jπ)2

))
.

En utilisant la formule (6.16) pourk = 1 et B2 = 1/6, les termes constants s’annulent et on
retrouve la formule (6.8). La formule (6.9) peut aussi êtrevérifiée de cette manière.

III.7 Principe de l’argument

À l’aide du théorème des résidus nous démontrons ici le célèbre“principe de l’argument”. La
première application de ce principe est due à Riemann (1859,Werkep. 148, pour estimer le nombre
de zéros de sa “fonctionζ”), une deuxième par E.J. Routh (1877, dans un travail sur lastabilité
d’un système).

Théorème 7.1 (Principe de l’argument)Soit U un domainéetoilé etγ la courbe ferḿee par-
courant ∂U dans le sens positif. Sif(z) est ḿeromorphe dans un voisinage de l’adhérence
U = U ∪ ∂U et sans źero ni p̂ole surγ, alors

1

2πi

∫

γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = Z(f) − P (f) (7.1)

où Z(f) et P (f) sont, respectivement, le nombre de zéros et le nombre de pôles def(z) à
l’int érieur deγ, compt́es avec leur multiplicit́e.

Démonstration. La fonctionf ′(z)/f(z) est méromorphe et possède des pôles là oùf(z) est soit
zéro soit infinie.À l’aide de (4.2), on voit que

si f(z) = (z − c)mg(z), g(c) 6= 0 alors Res
(
f ′(z)

f(z)
, c
)

= m

si f(z) =
g(z)

(z − c)m
, g(c) 6= 0 alors Res

(
f ′(z)

f(z)
, c
)

= −m.

Le théorème des résidus pour cette fonction donne l’affirmation (7.1).

Interpr étation géométrique du principe de l’argument. Le quotientf ′(z)/f(z) est la dérivée
delog(f(z)). Aussi longtemps que la valeur def(z) reste dans un domaine oùlogw est définie et
analytique, on a trouvé une primitive def ′(z)/f(z) et par conséquent on a

∫

γt

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = log

(
f(γ(t))

)
− log

(
f(γ(0))

)
(7.2)

où γt = γ|[0,t] dénote une partie de la courbeγ. Si on veut appliquer cette formule à la courbe
entièreγ, il faut interpréterlogw comme fonction multi-valuée. Néanmoins la partie réelle de
logw (qui estlog |w|) est le même pourw = f(γ(1)) = f(γ(0)) (la courbeγ est fermée). Ainsi
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FIG. III.8: Le principe de l’argument pour la fonctionf(z) = sin(z/2)/(eaz − b)

∫

γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = log

(
f(γ(1))

)
− log

(
f(γ(0))

)
= i

(
arg(f(γ(1))) − arg(f(γ(0)))

)
. (7.3)

Ceci est un multiple entier de2πi et compte le nombre de tours qu’effectue le vecteurf(z), quand
z parcourtγ dans le sens positif.

Exemple.Dans la Figure III.8 sont dessinés les vecteursf(z) attachés au pointz pour la fonction
f(z) = sin(z/2)/(eaz − b) où a = 1.75 et b = 11.4. Cette fonction possède deux zéros (z = 0
et z = 2π) et deux pôles (z = (ln b)/a et z = (ln b + 2iπ)/a à l’intérieur du cheminγ. On peut
observer que l’entier (7.1) vaut0 pour les courbesγ0, γ1 etγ2, il vaut−1 pourγ3 et de nouveau0
pour la courbeγ.

Ce théorème possède d’innombrables applications, entre autres le “théorème de Rouché” et
unen+1-ème preuve du théorème fondamental de l’algèbre.

Théorème 7.2 (th́eorème de Rouch́e) Soientf(z) et g(z) des fonctions ḿeromorphes dans un
ouvertU et soitγ une courbe telle que le principe de l’argument peutêtre appliqúe. Si

|f(z) − g(z)| < |g(z)| pour tout z ∈ γ, (7.4)

alors
Z(f) − P (f) = Z(g) − P (g).

En particulier, quandf(z) et g(z) sont holomorphes, alors elles ont le même nombre de zérosà
l’int érieur deγ.
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Démonstration. En conséquence de (7.4), les fonctionsf(z) etg(z) n’ont ni zéros ni pôles surγ.
Il existe alors un voisinageV de la courbeγ où le quotienth(z) = f(z)/g(z) est holomorphe et
tel que |h(z) − 1| < 1 pour z ∈ V.

Ceci implique que la fonction Log(h(z)) est bien définie dansV et qu’elle est une primitive de
h′(z)/h(z). Pour la courbe ferméeγ on obtient donc

∫
γ h

′(z)/h(z) dz = 0 . L’égalité h′/h =
f ′/f − g′/g et le principe de l’argument permettent de conclure.

Donnons encore quelques applications typiques de ce résultat:

• Une d́emonstration du th́eoreme fondamental de l’algèbre. Soitp(z) = anz
n+. . .+a1z+a0

un polynôme de degrén. Sur un cercle de rayonR (avecR suffisamment grand) on a
|p(z)−anzn| < |anzn|. Le théorème de Rouché implique quep(z) possède le même nombre
de zéros dansDR(0) que g(z) = anz

n (c.-à-d., exactementn zéros, comptés avec leurs
multiplicités).

• Continuit́e des źeros d’un polyn̂ome. Soit p(z, λ) = an(λ)zn + . . . + a1(λ)z + a0(λ) un
polynôme à coefficients dépendant continûment d’un paramètreλ. Si z = c est une racine
dep(z, λ0) de multiplicitém, alors pourε et |λ− λ0| assez petits, le polynômep(z, λ) am
racines dans le disqueDε(c). Ceci suit du théorème de Rouché, car il existe und > 0 tel que

|p(z, λ) − p(z, λ0)| < d ≤ |p(z, λ0)| pour |z − c| = ε.

Un d > 0 satisfaisant la deuxième inégalité existe, parce que les zéros sont isolés. La pre-
mière inégalité est due à la continuité des coefficients, siλ est suffisamment proche deλ0.

• Lemme de Hurwitz.Soit {fn(z)}n≥1 une suite de fonctions holomorphes dansU qui con-
verge localement uniformément vers une fonction holomorphef(z) (c.-à-d., converge uni-
formément sur chaque sous-ensemble compact deU). Supposons quef(z) ne s’annule pas
sur le bord∂Dr(c) d’un disque. Alors, pourn suffisamment grand,fn(z) et f(z) ont le
même nombre de zéros dansDr(c). Pour la démonstration de ce lemme on remarque que
|fn(z) − f(z)| < d ≤ |f(z)| sur∂Dr(c).

III.8 Exercices

1. Calculer les limites suivantes danslC (si elles existent)

lim
z→∞

z4 + 3z − 4, lim
z→∞

2 + z

z2 − 3
, lim

z→∞

z − 1

3z + 1
, lim

z→∞
exp z, lim

z→∞
tan
(1

z

)
.

2. Lesquelles des fonctions suivantes sont holomorphes dans un voisinage dez = ∞:

2z3 + z − 3,
1 + z

2 − 3z
, sin z, exp

( z

1 + z2

)
.

3. Soit (ξ, η, ζ) un point de la sphère de Riemann, c.-à-d.,ξ2 + η2 + ζ2 = 1. Calculer sa projec-
tion stéréographiquezN à partir du pôle nord(0, 0, 1) sur le plan passant par l’équateur. Calculer
également sa projectionzS à partir du pôle sud(0, 0,−1). Montrer que

zN · zS = 1.

Ceci motive l’étude de l’infini à l’aide de la transformation z 7→ 1/z.



Singularit́es et fonctions ḿeromorphes 67

.0.0

FIG. III.9: Fonctione1/z avec singularité essentielle; la valeur absolue à gaucheet les lignes de
niveau avec valeurskπ (k = 0,±1,±2, . . .) dearg f(z) à droite.

4. Pour la fonctionf(z) = exp(1/z), démontrer par un calcul direct que pour toutw ∈ lC \ {0} et pour
toutρ > 0 il existe unz ∈ Dρ(0) avecf(z) = w (voir la Fig. III.9).

5. La fonction

f(z) =
6

z(z + 1)(z − 2)

est holomorphe danslC \{0,−1, 2}. Calculer les trois développements de Laurent: pour0 < |z| < 1,
pour1 < |z| < 2 et pour2 < |z| <∞.

6. Les fonctions suivantes possèdent une singularité au point c = 0. Décider s’il s’agit d’une singularité
supprimable, d’un pôle (quel ordre) où d’une singularit´e essentielle:

3 + z

z4(5 + 3z2)
,

1

tan z
,

sin z

z
, cos

(1

z

)
,

z

ez − 1 − z − z2/2
.

7. Pour la fonctionf(z) = e−1/z2 , démontrer que les lignes de niveau de|f(z)| et dearg f(z) sont des
lemniscates (voir la Fig. III.4).
Rappel.La célèbre “lemniscate” de Jac. Bernoulli est définie par(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) (voir
[HW, p. 314, 315 et 329).

8. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les pôles et les résidus en ces pôles:

2z + 1

z2 − z − 2
,

(z + 1

z − 1

)2
,

sin z

z2
,

cos z

sin z
.

9. En utilisant le théorème des résidus calculer l’intégrale
∫

γ

ez + e−z

z3
dz

oùγ parcourt le bord du carré de sommets±2 ± 2i dans le sens positif.

10. Calculer l’intégrale ∫ ∞

−∞

dx

x4 + x2 + 1
.

11. Démontrer que pour des entiersm,n satisfaisant0 < m < n
∫ ∞

0

xm−1

1 + xn
dx =

π/n

sin(πm/n)
.

eiπ/n

2π/n

0 r
Indication. Considérer le chemin de la figure.
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12. Soitp(z) un polynôme de degréen ≥ 2. Démontrer que la somme des résidus de la fonction1/p(z)
est zéro.

13. Par la méthode des résidus, montrer que
∫ ∞

0

cos(ax)

1 + x2
dx =

π

2
e−a,

∫ 2π

0

cos 3t

5 − 4 cos t
dt =

π

12
,

∫ 2π

0

dt

(5 − 3 sin t)2
=

5π

32
.

14. Calculer l’intégrale ∫ ∞

0

cos x− 1

x2
dx.

Indication. Utiliser les mêmes idées que pour l’intégrale du type (5)dans le paragraphe III.5.

15. Démontrer que ∫ ∞

0

log x

1 + x2
dx = 0.

Indication. Prendre un chemin comme dans l’intégrale du type (5) dans leparagraphe III.5 et
une détermination du logarithme qui est une fonction holomorphe danslC privé de la demi-droite
d’argument−π/2.

16. Vérifier la formule
∫ ∞

0

log x

(x+ a)(x+ b)
dx =

log2 a− log2 b

2(a− b)
pour a > b > 0.

17. Calculer les intégrales suivantes
∫ ∞

0

dx

x2 + 6x+ 13
,

∫ ∞

0

sin2(kx)

x2
dx,

∫ ∞

0

log x

(x+ 1)3
dx.

18. En applicant le théorème de Mittag-Leffler démontrerla formule

tan z = 2 z

(
1

(π/2)2 − z2
+

1

(3π/2)2 − z2
+

1

(5π/2)2 − z2
+ . . .

)
.

En déduire que
1

12
+

1

32
+

1

52
+

1

72
+ . . . =

π2

8
.

19. Démontrer que toutes les racines du polynômef(z) = z7 − 5z3 + 12 sont situées entre les cercles
|z| = 1 et |z| = 2.
Indication. Appliquer le théorème de Rouché avecg(z) = 12 sur le petit cercle et avecg(z) = z7

sur le grand cercle.

20. Soitf(z) holomorphe sur le disque unitéU := D1(0) et continue sur l’adhérenceU et supposons que
F (U) ⊂ U . Démontrer alors (à l’aide du théorème du Rouché) quef(z) = z possède exactement
une solutionz ∈ U .

21. Soitf(z) une fonction holomorphe et supposons que le bord de l’ensemble

A = {z ∈ lC ; |f(z)| > 1}
soit paramétré par un cheminγ(t) au sens positif. Rappelons que~a = γ̇(t) est le vecteur tangent à
cette courbe et~n = −i γ̇(t) le vecteur normal orienté vers l’extérieur.
a) Expliquer pourquoi on a∂ log |f(z)|/∂~n ≤ 0 dans cette situation;
b) En utilisant les équations de Cauchy–Riemann pourlog(f(z)), montrer que∂ arg f(z)/∂~a ≤ 0 .
c) Montrer quearg f(z) est strictement décroissant lelong deγ (dériverf(γ(t)) = ei arg f(γ(t))).
Ce résultat est illustré dans la Fig. III.10 pour la fonction

f(z) =
1 + z(1 − 2a) + z2(1/2 − 2a+ a2)

(1 − az)2 exp(z)
. (8.1)



Singularit́es et fonctions ḿeromorphes 69

a = (3 −
√

3)/6
a = (3 +

√
3)/6

FIG. III.10: L’ensembleA = {z ∈ lC ; |f(z)| > 1} pour la fonctionf(z) de (8.1).

22. Dans la Fig. III.101 sont dessinés les vecteursf(z) attachés au pointz = γ(t) sur la courbe qui décrit
le bord de l’ensembleA = {z ∈ lC ; |f(z)| > 1} (pour la fonctionf(z) de (8.1)). Uniquement
en regardant cette figure, décider combien de zéros ou pôles sont dans chacune des composantes
connexes bornées deA et deAc.

23. En utilisant le théorème de Rouché, démontrer le résultat suivant qu’on appelle aussi le “lemme de
Zarantonello”: soit|c| > r et soitp(z) un polynôme de degrék satisfaisantp(c) = 1. Alors, on a

max
|z|=r

|p(z)| ≥
( r
|c|
)
.

Indication. Comparer la fonctionf(z) = (z/c)k − p(z) avecg(z) = (z/c)k .

1Cette figure est prise du livre “Solving Ordinary Differential Equations II” de Hairer & Wanner.
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Chapitre IV

Séries de Fourier

La théorie de ce chapitre nous permet de mieux comprendre toute sorte de phénomènespério-
diques. Elle a son origine au 18ème siècle dans l’interpolation de fonctions périodiques en as-
tronomie, dans l’étude de la cordre vibrante et du son avantd’entrer en force en sciences grâce à
la Théorie de la Chaleurde Fourier (1822), voir le chapitre V.

Comme exemple, considérons la digitalisation d’un son (Fig. IV.1). On a enregistré22 000 im-
pulsions par seconde, dont1024 sont dessinées (ceci correspond à1024/22 ≈ 46.5 millisecondes).
Il n’y a pas de doute que ces données représentent un phénomène périodique. On est souvent
intéressé par l’étude du spectre d’un tel signal, par lesfréquences dominantes, par la suppression
d’un bruit de fond éventuel, etc.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. IV.1: Digitalisation du son “o” prononcé par Martin

A part la résolution de certaines équations aux dérivées partielles, on utilise aujourd’hui des
séries de Fourier (sa version discrète FFT, voir le cours “Analyse Numérique”; un des “Top 10
Algorithms of the 20th Century”) et des modifications (ondelettes ou “wavelets”) dans beaucoup
d’applications en informatique (compression de sons, compression d’image, JPEG).

IV.1 Définitions mathématiques et exemples

Fonctions ṕeriodiques. Les fonctionssin x, cos x, mais aussisin 2x, cos 5x sont des fonctions
2π-périodiques, c.-à-d. elles vérifient la relation

f(x+ 2π) = f(x) pour toutx ∈ IR.

Polynômes trigonoḿetriques. Les combinaisons linéaires desin kx et decos kx (k ∈ ZZ) sont
des fonctions2π-périodiques. Elles sont de la forme

a0

2
+

N∑

k=1

ak cos kx+
N∑

k=1

bk sin kx, (1.1)

où lesak et bk sont des coefficients réels. On appelle (1.1) unpolyn̂ome trigonoḿetrique.
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ππ 2π2π0

−1

1

ππ 2π2π0

−1

1

ππ 2π2π0

−1

1

−0.15 + 0.4 cosx+ 0.6 sin x . . .− 0.5 cos 2x− 0.4 sin 2x . . .+ 0.25 cos 3x− 0.5 sin 3x

FIG. IV.2: Plusieurs polynômes trigonométriques

Formule d’Euler et repr ésentation complexe. La formule d’Euler

eix = cosx+ i sin x (1.2)

nous permet de simplifier l’expression (1.1). En effet, en additionnant et en soustrayant la formule
(1.2) ete−ix = cos (−x) + i sin (−x) = cosx− i sin x, on en déduit

cos x =
eix + e−ix

2
, sin x =

eix − e−ix

2i
. (1.3)

Le polynôme trigonométrique (1.1) peut donc être écritsous la forme
N∑

k=−N

cke
ikx (1.4)

où
ck = 1

2
(ak − ibk)

c−k = 1
2
(ak + ibk)

ou, de manière équivalente,
ak = ck + c−k

bk = i(ck − c−k).

Avec ces formules, on peut passer de la représentation réelle (1.1) à la représentation complexe
(1.4) et vice-versa.

Coefficients de Fourier d’une fonction2π-périodique. Considérons d’abord un polynôme
trigonométriquef(x) =

∑N
k=−N cke

ikx, multiplions-le pare−ilx et intégrons de0 à2π:
∫ 2π

0
f(x) e−ilx dx =

N∑

k=−N

ck

∫ 2π

0
ei(k−l)x dx = 2πcl ,

car
∫ 2π
0 eimx dx = 1

im
eimx|2π0 = 0 pourm 6= 0 et l’intégrale est égale à2π pourm = 0. On obtient

alors
ck =

1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikx dx

ak = ck + c−k =
1

π

∫ 2π

0
f(x) cos kx dx

bk = i(ck − c−k) =
1

π

∫ 2π

0
f(x) sin kx dx .

(1.5)

Comme les fonctions sont2π-périodiques, on peut écrire
∫ π
−π ou

∫ 2π+a
a au lieu de

∫ 2π
0 .

Si f(x) est2π-périodique, mais pas nécessairement un polynôme trigonométrique, on appelle
(1.5) lescoefficients de Fourierde la fonctionf(x).

Définition 1.1 (Śerie de Fourier) Soit f(x) une fonction2π-périodique telle que les intégrales
dans (1.5) existent. On appelle “série de Fourier def(x)” la s érie

∞∑

k=−∞

cke
ikx où ck =

1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikx dx (1.6)

et onécrit f(x) ∼ ∑∞
k=−∞ cke

ikx. La śerie de Fourier peut́egalement̂etreécrite sous la forme

f(x) ∼ a0

2
+
∑

k≥1

ak cos kx+
∑

k≥1

bk sin kx

avecak, bk donńes par (1.5).
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Pour le moment, on sait seulement qu’on a égalité dansf(x) =
∑∞
k=−∞ cke

ikx pour des
polynômes trigonométriques. Le sujet de ce chapitre est d’étudier la convergence de cette série et
la question quand cette identité reste vraie pour des fonctions2π-périodiques arbitraires.

Exemple 1.2 Étudions comment une fonctionf(x) est approximée par sa série de Fourier. La
Fig. IV.3 montre six fonctions2π-périodiques ainsi que plusieurs troncatures de leurs séries de
Fourier associées. Les six fonctions sont:

f(x) =





√
2 cos 2x si |x| ≤ π/4

0 si π/4 ≤ |x| ≤ 3π/4

−
√

2 cos 2x si 3π/4 ≤ |x| ≤ π

f(x) =
x

2
si |x| < π

f(x) =
π2

12
− x2

4
si |x| < π f(x) = log

(
2 cos

x

2

)
si |x| < π

f(x) =

{
π/4 si 0 ≤ x ≤ π

−π/4 si −π ≤ x ≤ 0
f(x) =

π

2
| sinx|

−2 0 2 4

−1

1
n = 1n = 1

n = 8n = 8 ππ
0 1 2 3 4 5 6 7

−2

−1

1

2

n = 1n = 1
22

33

n = 24n = 24

−2 0 2

−2

−1

1 n = 1n = 1

n = 8n = 8

ππ
−2 0 2 4

−2

−1

1 n = 1n = 1

n = 12n = 12

ππ

0 2 4

−1

1

n = 12n = 12

0 1 2 3

1

ππ

n = 12n = 12

y = cosx+ 1
2
cos 3x− 1·1

2·4
cos 7x+ . . . y = sin x− 1

2
sin 2x+ 1

3
sin 3x− . . .

y = cosx− 1
4
cos 2x+ 1

9
cos 3x− . . . y = cosx− 1

2
cos 2x+ 1

3
cos 3x− . . .

y = sin x+ 1
3
sin 3x+ 1

5
sin 5x+ . . . y = 1 − 2

1·3
cos 2x− 2

3·5
cos 4x− 2

5·7
cos 6x− . . .

FIG. IV.3: Quelques fonctions2π-périodiques avec des séries de Fourier tronquées associées
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Vérifions, par exemple pour la fonctionf(x) = x/2 (|x| < π), que la série de Fourier est celle
donnée dans le dessin correspondant de la Fig. IV.3. Un calcul direct donne:

ak =
1

π

∫ π

−π

x

2
cos kx dx = 0 (parce quex cos kx est impaire),

bk =
1

π

∫ π

−π

x

2
sin kx dx =

1

2π

(
−x cos kx

k

∣∣∣
π

−π
+

1

k

∫ π

−π
cos kx dx

)
=

(−1)k+1

k
.

Remarquons que, en général, on a

• ak = 0 si la fonctionf(x) est impaire, c.-à-d. sif(−x) = −f(x) (série de sinus),

• bk = 0 si la fonctionf(x) est paire, c.-à-d. sif(−x) = f(x) (série de cosinus).

0

1 0

1

−π π 2π

pair

−π π 2π

impair

FIG. IV.4: Illustration des fonctions paires et impaires

Exemple 1.3 Étudions encore la fonction du début de ce chapitre qui est la digitalisation d’un son
(Fig. IV.1). Sur l’intervalle comprenant tous les1024 points elle n’est visiblement pas périodique.
Par contre, les premiers944 points (reliés par des segments de droite) représentent une fonction
qui peut être prolongée périodiquement. Sa période estT = 944

22 000
secondes. Si on dénote cette

fonction parF (t) (t en secondes), la fonctionf(x) = F (t) avecx = 2πt/T devient2π-périodique
et on peut appliquer les formules de ce paragraphe. On cherche donc une représentation

F (t) ∼
∞∑

k=−∞

cke
ikx avec x =

2πt

T
.

La Fig. IV.5 montre les modules deck en fonction dek. On les calcule numériquement par FFT,
voir le cours “Analyse Numérique”. Commef(x) est réelle, on ac−k = ck. On observe que les
coefficients de Fourier dominants correspondent tous à desmultiples de5. La fréquence dominante
de ce son est donc de5/T = 5 · 22 000/944 ≈ 116.5 Hz.

Essayons de retrouver le son de la Fig. IV.1 à partir de son spectre (c.-à-d. à partir des coeffi-
cients de Fourierck). Quelques valeurs deck sont données dans le tableau IV.1. Dans la Fig. IV.6
nous dessinons quelques séries de Fourier tronquées. D’abord nous prenons uniquement les ter-
mes aveck = +15 et k = −15, c.-à-d. la fonctionc−15e

−15ix + c15e
15ix. Ceci donne la fonction

0 50 100 150

10−1

100

101

FIG. IV.5: Le spectre (valeur alsolue deck en fonction dek) pour le son de la Fig. IV.1
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k ck |ck|
5 5.61 − 0.35 i 5.62

10 4.27 − 8.71 i 9.70
15 −13.53 + 12.82 i 18.64

k ck |ck|
20 5.45 − 1.93 i 5.78
25 0.31 − 1.19 i 1.23
30 −7.84 − 2.18 i 8.14

TAB. IV.1: Coefficients de Fourier pour le son de la Fig. IV.1

pointillée dans la Fig. IV.6 (un sinus pur). Si on tient en plus compte des coefficients aveck = ±10
et k = ±30 on obtient la fonction traitillée, et en ajoutant les termes correspondant àk = ±5 et
k = ±20 on obtient la courbe solide. Elle est déjà une très bonne approximation du son actuel. On
voit qu’avec très peu d’information on peut reconstituer le signal original.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. IV.6: Approximation par un polynôme trigonométrique

IV.2 Lemme de Riemann et fonctions̀a variation bornée

Si l’on se donne une fonction “arbitraire”f(x) sur [0, 2π], et si l’on calcule les coefficientsak, bk
respectivementck par (1.5), on peut se demander :
• la série de Fourier va-t-elle converger?, converger uniformément?
• au cas où elle converge, va-t-elle converger versf(x)?

Ces questions, affirmées dans un élan de jeunesse par Fourier à partir de 1807, se sont avérées par
la suite plus difficiles que prévues.

Une première approche pour étudier la convergence de la s´erie de Fourier consiste à dériver
des majorations pour|ck| et d’utiliser le fait que|ckeikx| ≤ |ck|.
Lemme 2.1 Soite : [0, 2π] → IR une fonction en escalier sur un nombre fini d’intervalles, alors
les coefficients de Fourier (1.5) sont majorés par

|ak| ≤
Const

|k| , |bk| ≤
Const

|k| , |ck| ≤
Const

|k| pour toutk. (2.1)

Démonstration.Pour des fonctions en escalier (voir le petit dessin)
on peut explicitement calculer les coefficients de Fourier.On ob-
tient, par exemple,

ck =
1

2π

∫ 2π

0
e(x) e−ikx dx =

1

2π

n∑

j=1

yj

∫ xj

xj−1

e−ikx dx

=
1

2πik

(
y1 + e−ikx1(y2 − y1) + e−ikx2(y3 − y2) + . . .− yn

)
,

0 x1 x2 x3 2π

y1

y2

y3

y4

|ck| ≤ 1

2π|k|
(
|y2 − y1| + |y3 − y2| + . . .+ |yn − y1|

)
≤ Const

|k| .

Les estimations pourak et bk sont obtenues par leur relation avecck et c−k
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Lemme 2.2 (Lemme de Riemann)Soitf : [a, b] → IR intégrable (au sens de Riemann), alors

lim
k→∞

∫ b

a
f(x) sin kx dx = 0, lim

k→∞

∫ b

a
f(x) cos kx dx = 0, lim

k→∞

∫ b

a
f(x) e±ikx dx = 0.

Ceci implique que les coefficients de Fourier satisfontak → 0, bk → 0 et ck → 0.

a b

Fj

fj δj

xj−1 xj

e(x)

Démonstration. Soit ε > 0. Par hypothèse, il existe un
partageD de l’intervalle[a, b] tel que (dans la notation de
[HW, p. 222], voir le dessin à droite)

S(D) − s(D) =
n∑

j=1

(Fj − fj)δj < ε. (2.2)

Notonse(x) la fonction en escalier qui assume les valeurs
fj sur (xj−1, xj). Pour cette fonction nous avons par (2.1)
que pourN suffisamment grand,

∣∣∣
∫ b

a
e(x) e±ikx dx

∣∣∣ < ε si k ≥ N. (2.3)

Dans chaque intervalle(xj−1, xj) on a|(f(x) − e(x))e±ikx| ≤ (Fj − fj), et l’on trouve par (2.2)
que la différence des intégrales surf(x)e±ikx et e(x)e±ikx est plus petite queε. Ainsi, on a
l’estimation| ∫ ba f(x)e±ikx dx| < 2ε pourk ≥ N .

Le Théorème 2.4 ci-après est le résultat d’un long développement commençant par S.D. Pois-
son (Th. math. Chaleur1835, p. 185), G.G. Stokes (1849), jusqu’à F. Riesz (Math. Zeitschr.2,
1918, p. 312). Il est inspiré par l’estimation de la démonstration du Lemme 2.1, laquelle nous
amène à la définition suivante (C. Jordan,Cours d’Analyse, Tome I) :

Définition 2.3 (Variation totale et fonctionsà variation bornée) Lavariation totaled’une fonc-
tion f : [a, b] → IR est définie par

V[a,b]f := sup
a=x0<x1<...<xn=b

( n−1∑

i=0

|f(xi+1) − f(xi)|
)
.

On dit quef està variation borńeesi V[a,b]f <∞.

Afin de mieux comprendre les fonctions à variation bornée,voici quelques propriétés :

• Une fonction est̀a variation borńee si et seulement si elle est différence de deux fonctions
monotones croissantes (voir Fig. IV.7).
Pour une fonction monotoneu : [a, b] → IR on a V[a,b]u = |u(b) − u(a)|. Elle est donc a
variation bornée. CommeV[a,b](−u) = V[a,b](u) et V[a,b](u + v) ≤ V[a,b]u+ V[a,b]v, aussi la
difference de deux fonctions monotones est à variation bornée.
Soit f : [a, b] → IR à variation bornée. Avec la notationv(x) := V[a,x]f on a la relation
|f(y) − f(x)| ≤ V[x,y]f = v(y) − v(x) pour x < y. Par conséquent,v(x) − f(x) ≤
v(y) − f(y) et aussiv(x) + f(x) ≤ v(y) + f(y). Les deux fonctionsf+ = (v + f)/2 et
f− := (v − f)/2 sont alors monotones croissantes et leur différence donnela fonctionf
(dans Fig. IV.7 on a ajouté la constantef(0)/2 aux deux fonctionsf+ etf−).

• Sif : [a, b] → IR està variation borńee, alorsf est int́egrable (au sens de Riemann).
Ceci est une conséquence du fait que chaque fonction monotone est intégrable au sens de
Riemann ([HW] p. 228).
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f(x)

f+(x)

−f−(x)

FIG. IV.7: Fonction à variation bornée comme somme de fonctions monotones

• Sif est contin̂ument diff́erentiable, alorsf està variation borńee.
Sur l’intervalle compact[a, b] on a|f ′(x)| ≤M . Le théorème de Lagrange nous donne alors

n∑

j=1

|f(xj) − f(xj−1)| =
n∑

j=1

|f ′(ξj)| · |xj − xj−1| ≤M(b − a) .

• Une fonctionf peutêtreà variation borńee sanŝetre continue.
Considérons, par exemple, des fonctions en escalier.

• Une fonctionf peutêtre continue sanŝetreà variation borńee.
Une exemple est la fonctionf(x) = x sin(1/x) sur l’intervalle[0, 1].

Théorème 2.4a) Si f : [0, 2π] → IR est à variation borńee, alors les coefficients de Fourier
satisfont pourk 6= 0

|ck| ≤
Const

|k| (de m̂eme pourak et bk). (2.4)

b) Si f : IR → IR est2π-périodique,p− 1 fois contin̂ument diff́erentiable etp fois diff́erentiable
par morceaux avecf (p)|[0,2π] à variation borńee, alors

|ck| ≤
Const

|k|p+1
(de m̂eme pourak et bk). (2.5)

Démonstration. a) Pour unk fixé, nous approchonsf(x) de plus en plus finement par des fonc-
tions en escaliere(x), ainsi les intégrales

∫ b

a
e(x) e±ikx dx convergent vers

∫ b

a
f(x) e±ikx dx

(voir la démonstration du Lemme de Riemann). Mais, par la d´emonstration du Lemme 2.1, ces
premières intégrales restent toujours majorées parV[0,2π????]e/(2π|k|) ≤ V[0,2π????]f/(2π|k|) ≤
Const/|k| avec une constante qui ne depend pas de la fonctione(x).

b) Sif(x) est différentiable par morceaux, on fait une intégrationpar parties

ck =
1

2π

∫ 2π

0
f(x) e−ikx dx =

f(x) e−ikx

−2kπi

∣∣∣∣
2π

0
+

1

2kπi

∫ 2π

0
f ′(x) e−ikx dx. (2.6)

Le terme intégré disparaı̂t grâce à la périodicité def(x). Le deuxième terme est le coefficient
de Fourier de la fonction dérivéef ′(x) avec un facteur(ik)−1 en plus. On peut donc appliquer
l’estimation (2.4) àf ′(x). Si f(x) possède plus de régularité on peut repéter cette intégration par
parties pour obtenir (2.5).
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Exemples de la Fig. IV.3. La deuxième et la cinquième fonction de la Fig. IV.3 sont àvariation
bornée, mais elles ne sont pas continues sur tout l’intervalle. On comprend alors pourquoi les
coefficients de Fourier diminuent commeConst/k. La quatrième fonction n’est pas bornée et donc
pas à variation bornée. Cela n’empêche pas les coefficients de diminuer aussi commeConst/k.

La troisième et la sixième fonction de la Fig. IV.3 possèdent une première dérivée qui est à
variation bornée, d’où un comportement enConst/k2. La première fonction est à variation bornée,
mais sa dérivée ne l’est pas. On peut démontrer (par le produit de Wallis) que les coefficients de
Fourier se comportent commeConst/k1.5.

IV.3 Etude élémentaire de la convergence

Comme|eikx| = 1, nous savons par le critère de Weierstrass ([HW], p. 217) que la série de Fourier
(1.6) est uniformement convergente si la série de termesck converge absolument. Par conséquent,
sous la condition (b) du Théorème 2.4, il est certain que lasérie de Fourier converge uniformément
sur [0, 2π] vers une fonction continue. Mais, on ne sait pas encore si elle converge vraiment vers
la fonctionf(x). Dans le cas où|ck| ≈ C/k (cas (a) du Théorème 2.4), ce raisonnement ne peut
pas être appliqué.

Pour étudier la convergence versf(x) de la série de Fourier, nous considérons les sommes
partielles

Sn(x) =
n∑

k=−n

cke
ikx où ck =

1

2π

∫ 2π

0
f(x) e−ikx dx. (3.1)

Un résultat intéressant avec une preuve extrêmement simple a été publiée par P.R. Chernoff,Amer.
Math. Monthly, vol. 87, No. 5 (1980), p. 399–400.

Théorème 3.1Soitf(x) intégrable sur[0, 2π] et diff́erentiable au pointx0 ∈ (0, 2π). Alors les
sommes partiellesSn(x0) convergent versf(x0) si n→ ∞.

Démonstration. Après soustraction d’une constante, nous pouvons supposer que f(x0) = 0.
Commef(x) est différentiable enx0, on a par Carathéodory quef(x) = ψ(x) · (x−x0) avecψ(x)
continue enx0. L’idée géniale est de poser

g(x) :=
f(x)

ei(x−x0) − 1
=
ψ(x)

i
· i(x− x0)

ei(x−x0) − 1
. (3.2)

La fonctionz/(ez − 1) nous est bien connue (voir les “Nombres de Bernoulli” dans (I.9.3)) et
possède une singularité supprimable enz = 0. Donc g(x) est continue enx0 et intégrable sur
l’intervalle [0, 2π]. Notonsck les coefficients de Fourier def(x) et dk les coefficients de Fourier
deg(x). Par (1.6) nous avons alors

ck =
1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikx dx =

1

2π

∫ 2π

0
g(x)(ei(x−x0) − 1)e−ikx dx = dk−1e

−ix0 − dk . (3.3)

Avec cette formule, les sommes partiellesSn(x), évaluées enx = x0, deviennent

Sn(x0) =
n∑

k=−n

cke
ikx0 =

n∑

k=−n

(
dk−1e

i(k−1)x0 − dke
ikx0

)
= d−n−1e

i(−n−1)x0 − dne
inx0 , (3.4)

ce qu’on appelle unesérie t́eléscopante. Le Lemme de Riemann, appliqué à la fonctiong(x),
montre quedn → 0 si n→ ∞. Nous avons alorslimn→∞ Sn(x0) = 0 = f(x0).
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IV.4 Noyau de Dirichlet et convergence ponctuelle

“L’auteur de ce travail (Cauchy) avoue lui même que sa démonstration se trouve en défaut
pour certaines fonctions pour lesquelles la convergence est pourtant incontestable. Un examen
attentif du Mémoire cité m’a porté à croire que la démonstration qui y est exposée n’est pas
même suffissante pour les cas auxquels l’auteur la croit applicable.”

(Dirichlet, Crelle Journal, vol. 4 (1829), p. 157)

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (pour plus de précisions voir H. Minkowski,Jahresber.
DMV XIV, 1905, p. 149–163), né en Allemagne en 1805 de parents émigrés français, passe les
années 1822–1827 à Paris; cette visite aura des conséquences bouleversantes pour les mathéma-
tiques. Il fait la connaissance de Fourier, Poisson et Cauchy. Poisson a publié une première preuve
de convergence des séries de Fourier, où Cauchy découvreune faute. Cauchy publie ensuite une
deuxième preuve, où Dirichlet découvre une faute (voir citation). Après son retour en Allemagne
(à 22 ans, sur initiative d’Alexander von Humboldt à Breslau, puis à Berlin) il écrit un chef-
d’oeuvre (Crelle Journal 1829), qui donne la première preuve rigoureuse de convergence des séries
de Fourier. De plus, cet article est à l’origine du concept moderne d’une fonction. Dirichlet devient
ensuite le père spirituel du jeune Riemann et lui transmet la passion des séries trigonométriques, qui
donnera naissance, entre autres, à l’intégrale de Riemann. De Riemann, l’intérêt de ces séries passe
à Weierstrass (son exemple d’une fonction sans dérivée est une telle série) et à ses élèves (Heine),
qui propose en 1870 au jeune Cantor d’étudier la convergence des séries trigonométriques. Ces
recherches de Cantor l’amènent à la théorie des ensembles, sans laquelle les mathématiques du
20e siècle seraient impensables.

Considérons les sommes partiellesSn(x) d’une série de Fourier, comme elles sont introduites
dans (3.1). Si on écrit les intégrales pourck avec une nouvelle variable d’intégrationt, on peut
insérer ces formules dans la série et échanger somme et intégration. On obtient ainsi

Sn(x) =
∑

|k|≤n

1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−ikt dt · eikx =

∫ 2π

0
f(t)

( 1

2π

∑

|k|≤n

eik(x−t)
)
dt =

∫ 2π

0
Dn(x− t)f(t) dt

où
Dn(x− t) :=

1

2π

∑

|k|≤n

eik(x−t) (4.1)

est lenoyau de Dirichlet. Une formule plus compacte est donnée dans le lemme suivant.

Lemme 4.1 (Noyau de Dirichlet) Le noyau de Dirichlet est donné par

Dn(s) =
1

2π
· sin (n+ 1/2)s

sin s/2
(4.2)

et la somme partielle de la série de Fourier satisfait

Sn(x) =
∫ π

0

(
f(x+ s) + f(x− s)

)
Dn(s) ds. (4.3)

Démonstration. En écrivant (4.1) sous forme d’une série géométrique, on obtient à l’aide de la
formule d’Euler

2πDn(s) = e−ins
(
1 + eis + e2is + . . .+ e2nis

)
= e−ins

1 − e(2n+1)is

1 − eis

=
e−ins − ei(n+1)s

1 − eis
=

e−i(n+1/2)s − ei(n+1/2)s

e−is/2 − eis/2
=

sin (n + 1/2)s

sin s/2
.
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FIG. IV.8: Noyaux de DirichletDn(s) avec l’enveloppe1/(2π sin(s/2)) en pointillée.

La formule pour la somme partielle est donnée par le calcul suivant:

Sn(x) =
∫ 2π

0
f(t)Dn(x− t) dt =

∫ x

x−2π
f(x− s)Dn(s) ds =

∫ π

−π
f(x− s)Dn(s) ds

=
∫ π

0
f(x− s)Dn(s) ds+

∫ 0

−π
f(x− s)Dn(s) ds =

∫ π

0

(
f(x+ s) + f(x− s)

)
Dn(s) ds.

Dans la première ligne on a utilisé la2π-périodicité deDn(s) et def(x− s) et dans la deuxième
ligne le fait queDn(s) = Dn(−s).

Nous sommes ici à un point, où K. Knopp écrit (voir page 362): “Durch diesen Satz sind
zwar die Fragen. . . noch keineswegs. . . erledigt,. . . aber es ist jedenfalls eine wesentlich neue
Angriffsmöglichkeit zu ihrer Erledigung geschaffen.” Les fonctionsDn(s) ressemblent fort à une
suite de Dirac(voir [HW, p. 266]) et on pourrait s’attendre à ce que la convolution

∫ 2π
0 Dn(x −

t)f(t) dt tende versf(x) sin→ ∞. Malheureusement, lesDn(s) ne forment pas précisément une
suite de Dirac, car lesconstantes de Lebesgue

λn :=
∫ 2π

0
|Dn(s)| ds→ ∞ pourn→ ∞. (4.4)

On doit soigneusement étudier l’intégrale dans (4.3) et profiter des annulations dues aux change-
ments de signe dansDn(s).

Pour le résultat suivant, l’hypothèse essentielle sera que f(x) est à variation bornée. Rap-
pelons qu’une fonction à variation bornée est la différence de deux fonctions monotones. Pour une
fonction monotone la limite à droitef(x0+) := limx→x0+ f(x) et la limite à gauchef(x0−) :=
limx→x0− f(x) existent. Donc elles existent aussi pour les fonctions à variation bornée.

Théorème 4.2 (Dirichlet 1829)Soitf(x) une fonction2π-périodique etf |[0,2π] à variation borńee.
Alors la śerie de Fourier converge pour toutx0 ∈ IR et

• si f est continue enx0, on a limn→∞ Sn(x0) = f(x0),

• si f est discontinue enx0, on a

lim
n→∞

Sn(x0) =
1

2

(
f(x0−) + f(x0+)

)
. (4.5)

(le premier cas est en fait un cas particulier du deuxième).
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Démonstration. Nous utiliserons la propriété
∫ π
0 Dn(s) ds = 1/2 du noyau de Dirichlet qui est

une conséquence deDn(−s) = Dn(s) et de
∫ π
−πDn(s) ds =

∫ π
−π

1
2π

∑
|k|≤n e

iks ds = 1. La formule
(4.3) nous suggère de considérer l’expression

∫ π

0
f(x0 + s)Dn(s) ds−

f(x0+)

2
=
∫ π

0

(
f(x0 + s) − f(x0+)

)
Dn(s) ds (4.6)

=
∫ π

0
g(s)

sin ((n+ 1/2)s)

s
ds où g(s) =

1

π

(
f(x0 + s) − f(x0+)

) s/2

sin s/2
.

Le but est de démontrer que cette dernière intégrale tendvers zéro pourn → ∞. Commef(x)
est à variation bornée, on peut supposer sans perte de généralité quef(x) et donc aussig(s) sont
monotones croissantes.

Par définition deg(s) on a lims→0+ g(s) = 0. Ceci implique que, pour unε > 0 arbitraire, il
existeδ > 0 tel que

0 ≤ g(s) < ε pour 0 < s < δ. (4.7)

Nous partageons alors l’intégrale (4.6) en (en utilisant l’abréviationm := n + 1/2)

∫ δ

0
g(s)

sinms

s
ds +

∫ π

δ
g(s)

sinms

s
ds. (4.8)

L’intégrale sur l’intervalle[δ, π] tend vers zéro par le Lemme 2.2 (Lemme de Riemann), car la
singularité ens = 0 est écartée. Tout l’art (de Dirichlet) réside dans une estimation soigneuse
de l’intégrale sur l’intervalle[0, δ]. Ici nous avons besoin de la monotonie deg(s), ce qui est une
conséquence de l’hypothèse sur la variation bornée def(x).

< ε

sinms
s

g(s)

e1

e2

e3

δI1 I2 I3

L’idée est de remplacer la fonctiong(s) par une fonction en
escaliere(s), qui prend la valeurek = g((2k − 1)π/m) sur
l’intervalle [2(k−1)π/m, 2kπ/m]. Commeg(s) est monotone
croissante, on ae(s) ≥ g(s) si sinms > 0 et e(s) ≤ g(s) si
sinms < 0. Ainsi
∫ δ

0
g(s)

sinms

s
ds ≤

∫ δ

0
e(s)

sinms

s
ds

= e1 · I1 + e2 · I2 + . . . ≤ ε ·
∫ δ

0

sinms

s
ds ≤ εM

car I1, I2, . . . sont des intégrales avec valeur positive. La con-
stanteM = 1.8519 majore l’intégrale

∫ δ

0

sinms

s
ds =

∫ mδ

0

sin σ

σ
dσ = Si(mδ)

(voir Figure IV.9 à droite). Pour obtenir une minoration dela même intégrale, nour remplaconsg(s)
par une fonction en escalier qui prend la valeurg(2kπ/m) sur l’intervalle [(2k − 1)π/m, (2k +
1)π/m]. Les deux estimations ensembles montrent que la première intégrale de (4.8) devient
arbitrairement petite. Ceci démontre que l’expression (4.6) converge vers zéro pourn→ ∞.

De la même manière, on démontre

∫ π

0
f(x0 − s)Dn(s) ds−

f(x0−)

2
→ 0

et en utilisant la formule (4.3) on en déduit (4.5).
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IV.5 Le phénomène de Gibbs

“Willard G IBBS, 1839-1903, war der grösste Thermodynamiker Amerikas undzugleich, neben
BOLTZMANN , der Begründer der statistischen Mechanik.”

(A. Sommerfeld,Part. Diffgln. der Physik, 1947, p. 10)

Proche d’une discontinuitéx0 d’une fonctionf(x), la série de Fourier tronquée ne donne pas une
bonne approximation (voir les2ième et5ième dessins de la figure IV.3). Bien que pour chaque
x 6= x0 (où f est continue) les sommes partiellesSn(x) convergent versf(x), l’erreur maximale
est indépendante den (pourn→ ∞). Mais l’endroit où l’erreur est maximale tend vers la discon-
tinuité x0; voir le dessin de gauche de la figure IV.9. Cette propriétés’appelle le phénomène de
Gibbs (1899).

1−1

1

5 10

.5

1.0n = 8

n = 32
Si(x) =

2

π

∫ x

0

sin σ

σ
dσ

1.179

0.903

1.066

FIG. IV.9: Sommes partiellesSn(x) pour une fonction en escalier (gauche) et la fonctionSi(x) (droite)

Cas particulier. Pour expliquer le phénomène de Gibbs, considérons d’abord la fonction en
escalier (dessin de gauche de la figure IV.9)

h(x) =

{
1 si 0 < x < π

−1 si −π < x < 0.

Les sommes partielles de la série de Fourier associée à cette
fonction satisfont pourx ∈ [0, π/2] (voir le lemme 4.1)

Sn(x) =
∫ π

0

(
h(x+ s) + h(x− s)

)
Dn(s) ds

= 2
∫ x

0
Dn(s) ds− 2

∫ π

π−x
Dn(s) ds.

2

−2

0 x
π−x π

s

h(x+ s) + h(x− s)

Supposons maintenant que(n + 1
2
)x ≤ c (par exemple avecc ≈ 10). La deuxième intégrale est

majorée parO(n−1) parce que|Dn(s)| ≤ (π
√

2)−1 ≈ 0.23 pour s ∈ [π/2, π] et parce que la
longueur de l’intervalle d’intégration estx = O(n−1). En utilisantsin s

2
= s

2
(1 + O(s2)) et la

substitutionσ = (n+ 1
2
)s, la première intégrale devient

2
∫ x

0
Dn(s) ds =

1

π

∫ x

0

sin (n+ 1/2)s

sin s/2
ds =

2

π

∫ (n+1/2)x

0

sin σ

σ
dσ + O(n−2).

Avec la fonctionSi(x), définie dans le dessin de droite de la figure IV.9, nous avonsdonc

Sn(x) = Si
((
n+

1

2

)
x
)

+ O(n−1).

Cela démontre que, pourn grand, la fonctionSn(x) est maximale pour(n + 1
2
)x ≈ 3.2 et que la

valeur maximale deSn(x) est d’environ1.179, c.-à-d. presque18% trop grand.
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Cas ǵenéral. Considérons une fonction2π-périodiquef(x)
qui possède une discontinuité (saut de hauteur2a) au point
x0. Définissons une fonction continueg(x) afin que

f(x) = g(x) + ah(x− x0) , x0 x

f(x)

f(x)

g(x)
a

a

où h(x) est la fonction du cas particulier. Supposons que les sommespartielles de la série de
Fourier associée à la fonctiong(x) convergent uniformément vers cette fonction dans un voisinage
dex0. Nous avons donc que, proche dex0, les fonctionsSn(x) associées àf(x) satisfont

Sn(x) = g(x) + a Si
((
n +

1

2

)
x
)

+ O(n−1).

Ceci explique l’erreur proche de la discontinuité dans le2ième et le5ième dessin de la figure IV.3.

IV.6 Fonctions continues, Th́eorème de Fej́er

“Fejér avait l’habitude de travailler couché sur le dos par terre, et en regardant le plafond. Sa
femme de ménage s’en est étonnée, et pensait d’abord qu’il était malade. Lorsque Fejér l’a
rassuré qu’il était en bonne santé, elle a explosé : Monsieur le Professeur ! Vous allez donner
quelques heures à l’université, puis vous rentrez et vousvous couchez par terre. Mais enfin,
quand travaillez-vous ?”

(Sain Márton,A matematikaẗorténeti ABC, trad. et comm. par E. Bayer)

Un des grands mystères du 19e siècle a été de savoir si, pour chaque fonctioncontinue, la série de
Fourier converge versf . Malgré les défauts de la preuve de Cauchy (1826) pour ce r´esultat, il a été
généralement accepté (par Dirichlet et Riemann). Un contre-exemple de du Bois-Reymond (1873)
a mis fin à cet espoir et, vers la fin du 19e siècle,le seulrésultat rigoureusement établi concernant
la convergence des ces séries a été la preuve de Dirichletde 1829, suivie de quelques variantes
(Dini, Jordan).

Dans cette situation morose, une sensation éclate: un jeune Hongrois de 20 ans publie dans
les Comptes Rendus de 1900 (p. 984) sur 4 pages la preuve que,pour chaque fonction continue
périodique, lessommes de Cesàro convergent uniformément versf . Fejér est un des principaux
architectes d’une école mathématique hongroise de tout premier ordre (Lanczos, Erdös, Erdélyi,
F. et M. Riesz, Turán, Pólya, Szegö, J. von Neumann, Kalm´ar, Kàrmàn, Halmos, Haar, Wigner).

Sommes de Ces̀aro. Dans les années 1890, de nombreux chercheurs (Stieltjes, Cesàro, Poincaré
et E. Borel) ont tenté de “dompter” des séries irrégulières en théorie des nombres ou des séries
divergentes par des processus de “lissage” ou “sommation”.La méthode la plus simple est celle
de Cesàro (voir aussi Cauchy 1821, p. 59): on remplace une suite s0, s1, s2, s3, . . . par

σn =
s0 + s1 + s2 + . . .+ sn−1

n
. (6.1)

Un exercice “must” pour tout cours de première année (voir[HW, p. 187]) : si la suite dessn
converge, alors la suite desσn converge aussi et vers la même limite. Mais cette dernièrepeut
converger, même si la première ne converge pas. Par exemple, {sn} = {1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .}.

Si l’on applique cette idée à la suite de sommes partiellesSn(x) de (3.1), on aura la formule

σn(x) =
1

n

n−1∑

j=0

Sj(x) =
1

n

n−1∑

j=0

∑

|k|≤j

cke
ikx =

∑

|k|<n

(
1 − |k|

n

)
cke

ikx. (6.2)
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FIG. IV.10: Noyaux de FejérFn(s)

En exprimant les sommes partiellesSn(x) à l’aide du noyau de DirichletDn(s) de (4.2), on obtient
pour la somme partielle de Cesàro

σn(x) =
∫ 2π

0
Fn(x− t) f(t) dt (6.3)

où le noyau de FejérFn(s) est donné par

Fn(s) =
D0(s) +D1(s) + . . .+Dn−1(s)

n
. (6.4)

Lemme 6.1 (Noyau de Fej́er) Les noyaux de Fejér satisfont pours ∈ [−π, π],

Fn(s) =
1

2πn

(
sin n

2
s

sin s
2

)2

. (6.5)

Démonstration. L’identité 2 sinα sin β = cos(α− β) − cos(α + β) implique que

2 sin
(s
2

) n−1∑

j=0

sin
((
j +

1

2

)
s
)

=
n−1∑

j=0

(
cos(js) − cos((j + 1)s)

)
= 1 − cos(ns) = 2 sin2

(ns
2

)
.

La définition (6.4) ensemble avec la formule (4.2) pourDj(s) donnent (6.5).

Lemme 6.2 (Suite de Dirac)Les noyaux de Fejér forment une suite de Dirac, c.-à-d., ils satisfont

Fn(s) ≥ 0,
∫ π

−π
Fn(s) ds = 1 pour toutn (6.6)

et, pourε > 0 etπ ≥ δ > 0 arbitraire, il existeN tel que
∫

s 6∈(−δ,δ)
Fn(s) ds ≤ ε pourn ≥ N . (6.7)

Démonstration. L’affirmation (6.6) est une conséquence immédiate de (6.5), de (6.4) et du fait
que

∫ π
−πDj(s) ds = 1 . Pour démontrer (6.7), fixonsε > 0 etπ ≥ δ > 0 arbitraire. On peut donc

trouver unN tel que pourn ≥ N et pourδ ≤ |s| ≤ π l’estimationFn(s) ≤ 1
2πn

( 1
sin δ

2

)2 < ε
2π

est

vraie. Ceci démontre (6.7). Notons qu’on a aussi

1 − ε <
∫ δ

−δ
Fn(s) ds ≤ 1, (6.8)

car
∫ π
−π Fn(s) ds = 1 .
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Théorème 6.3 (Fej́er 1900) a) Pour chaque fonction2π-périodique et continue surIR, les sommes
de Ces̀aro de la śerie de Fourier convergent uniforḿement versf(x).

b) Au cas òu f(x) est continue par morceaux1, la convergence versf(x) est uniforme dans
chaque intervalle ferḿe sans point de discontinuité, et on a que

lim
n→∞

σn(x0) =
f(x0−) + f(x0+)

2
(6.9)

en chaque pointx0 de discontinuit́e.

Démonstration. a) La preuve est similaire à la preuve de Landau du “Théorème d’Approximation
de Weierstrass” ([HW, p. 265]). Nous décomposons la différence entreσn(x) et f(x) en trois
parties (d’abord on restreint l’intégrale sur(x− δ, x+ δ), puis on remplacef(t) parf(x)):

∣∣∣σn(x) − f(x)
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∫ 2π

0
f(t)Fn(t− x) dt−

∫ x+δ

x−δ
f(t)Fn(t− x) dt

∣∣∣ ((1))

+
∣∣∣
∫ x+δ

x−δ
f(t)Fn(t− x) dt−

∫ x+δ

x−δ
f(x)Fn(t− x) dt

∣∣∣ ((2))

+
∣∣∣ f(x)

∫ x+δ

x−δ
Fn(t− x) dt − f(x)

∣∣∣ . ((3))

D’après des théorèmes d’Analyse I ([HW], p. 207 et 219),f(t) est bornée et uniformément con-
tinue sur l’intervalle compact[0, 2π].

Nous commençons par choisir unε > 0 arbitraire. Puis, nous avons unδ > 0 pour satisfaire
|f(t) − f(x)| < ε uniformément enx si |t− x| < δ. Ensuite, nous prenonsn suffisamment grand
pour satisfaire (6.7) et donc aussi (6.8). Ainsi nous avons

|((1))| ≤ εM par (6.7) et|f(t)| ≤M

|((2))| ≤ ε car |f(t) − f(x)| ≤ ε uniformément enx

|((3))| ≤ εM par (6.8) et|f(t)| ≤M .

(6.10)

Donc, |σn(x) − f(x)| ≤ (2M + 1)ǫ pour toutx ∈ [0, 2π] et la convergence uniforme est établie.
b) Supposons quef(x) est seulement continue par morceaux. Comme dans la démonstration

du Lemme 4.1, formule (4.3), nous avons

σn(x) =
∫ π

0

(
f(x+ s) + f(x− s)

)
Fn(s) ds.

La démonstration est maintenant similaire à celle du Théorème 4.2, mais beaucoup plus simple.
Nous considérons

∫ π

0
f(x0 + s)Fn(s) ds−

f(x0+)

2
=
∫ π

0

(
f(x0 + s) − f(x0+)

)
Fn(s) ds (6.11)

et nous séparons l’intégrale en
∫ π
0 =

∫ δ
0 +

∫ π
δ oùδ > 0 est tel que|f(x0 + s)− f(x0+)| < ε pour

0 < s < δ. Ainsi, l’intégrale sur[0, δ] est majorée parε et celle sur[δ, π] parMε, carf(x) est
bornée et le noyau de Fejér satisfait (6.7).

1Une fonctionf : [a, b] → IR estcontinue par morceauxs’il existe un partagea = x0 < x1 < . . . < xn = b
tel quef(x) est continue sur chaque intervalle ouvert(xj , xj+1) et à chaque point de discontinuité la limite à droite
f(xj+) et la limite à gauchef(xj−) existent.
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Contre-Exemple de Fej́er (fonction continue avec śerie de Fourier divergente)
Neuf ans après son premier coup d’éclat, Fejér trouve unedeuxième “trivialitásává” pour faire un
pied de nez aux grands maı̂tres du 19e siècle : son exemple d’une fonction continue pour laquelle
la série de Fourier diverge en un point (Crelle J.137, 1909, p. 1–5;Ges. ArbeitenI, p. 538). Au-
paravant, un premier exemple, très compliqué, est dû à P. du Bois-Reymond (1873), un deuxième,
déjà plus simple, à H.A. Schwarz, un troisième à Lebesgue (Leçons, p. 84–88). Mais seulement
Fejér apporte une simplicité qui le rend approprié, comme il dit, “für Vorlesungszwecke”.

−1 0 1 2 3 4

−1

1

−1 0 1 2 3 4

−1

1

FIG. IV.11: Série “cosinus” poursin 8x, k = 1, 3, 5, 7 (gauche),k = 7, 9, 11, 13 (droite).

Motivation. Considérons la fonctiong(x) = sinNx sur [0, π] et prolongeons la en une fonction
paire. Sa série de Fourier va être une “série cosinus” (voir Fig. IV.11) avec coefficients (utiliser la
formule 2 sinα cosβ = sin(α + β) + sin(α− β) )

ak =
2

π

∫ π

0
sinNx cos kx dx =

2

π

(
1

N − k
+

1

N + k

)
siN ± k est impair etak = 0 sinon.

On voit que lesak non-nuls sont positifs pourk < N et négatifs pourk > N . La somme partielle
Sn(0) =

∑n
k=0 ak est alors maximale pourn = N (une sorte de résonance), ensuite elle décroı̂t

de manière monotone vers zéro, comme il se doit carg(0) = 0. On aSn(0) ≥ 0 pour toutn et on
peut minorer la valeur maximaleSN(0) à l’aide de l’aire d’une hyperbole :

SN (0) =
2

π

N/2∑

j=1

(
1

N − 2j + 1
+

1

N + 2j − 1

)

1 3 5 7 9 11 13
0

1

=
1

π

N∑

j=1

2

2j − 1
>

1

π
log(2N + 1).

(6.12)

Le contre-exemple.On considère donc (Fig. IV.12) la fonction paire qui sur[0, π] est donnée par

f(x) = sin 2x+
sin 24x

4
+

sin 29x

9
+

sin 216x

16
+ . . . =

∞∑

m=1

sin 2m
2
x

m2
. (6.13)

Le dénominateurm2 assure la convergence uniforme, et donc la continuité def(x). Les sommes
partiellesSn(0) de cette fonction ont une “résonance” versn = 2m

2
, m = 1, 2, . . ., dont la hauteur

dépassera
S2m2 (0) >

1

m2π
log(2 · 2m2

+ 1) >
1

π
log 2 (6.14)

(voir (6.12)). Ainsi,Sn(0) neconvergera pasversf(0) = 0 pourn→ ∞.

−1 0 1 2 3

−1

−1 0 1 2 3

−1

−1 0 1 2 3

−1

FIG. IV.12: Exemple de Fejér
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Remarques.Une fois un exemplef(x) trouvé, pour lequel la série de Fourier diverge enunpoint,
on peut, à l’aide de translations et superpositions, fabriquer un exemple pour lequel la série diverge
en unnombre d́enombrable de points.

La fonction (6.13) de la Fig. IV.12 n’est certainement pas àvariation bornée. Cela peut aider
à comprendre pourquoi le concept de variation bornée a tellement facilité les preuves des para-
graphes précédents.

La théorie de convergence des séries de Fourier pourfonctions continuesa trouvé dans les
années 60 une certaine maturité, grâce à un théorème de Kahane et Katznelson (pour chaque en-
sembleE de mesure nulle il existe une fonction continue tel queSn diverge surE), et un théorème
réciproque de Carleson (pour chaque fonction continue périodique lesSn convergent versf sauf
sur un éventuel ensemble de mesure nulle).

Exemple 6.4 Pour quatre fonctions de l’Exemple 1.2 nous montrons dans laFig. IV.13 (à com-
parer avec la Fig. IV.3) quelques approximations par des sommes partielles de Cesàroσn(x). Nous
observons que les oscillations proches des discontinuités (phenomène de Gibbs) ont disparu.

0 1 2 3 4 5 6 7

−1

1

2

n = 24n = 24

−2 0 2 4

−1

1

n = 12n = 12

ππ

0 2 4

−1

1

n = 12n = 12

0 1 2 3

1

n = 12n = 12

FIG. IV.13: Approximation par des sommes de Cesàro

IV.7 Systèmes orthogonaux

Pour nous rapprocher d’une théorie plus générale (séries de Fourier, Sturm–Liouville, polynômes
de Legendre, fonctions sphériques, etc.), et pour simplifier la notation, considérons l’espace

R([a, b], lC) := {f : [a, b] → lC ; f Riemann-intégrable sur[a, b]} (7.1)

avec la forme sesquilinéaire semi-définie positive (on dira “produit scalaire”)

〈f, g〉 :=
∫ b

a
f(x) g(x) dx. (7.2)

On désigne par

‖f‖2 :=
√
〈f, f〉 =

√∫ b

a
|f(x)|2 dx (7.3)

la semi-norme correspondante.
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Pour un calcul avec cette semi-norme, on a les propriétés suivantes :

• l’inégalité de Cauchy–Schwarz |〈f, g〉| ≤ ‖f‖2 · ‖g‖2 ;

• l’estimation ‖f‖2 ≤
√
b− a · ‖f‖∞ ; par suite, la convergence uniforme entraı̂ne la con-

vergence en moyenne quadratique;

• si f et g sont perpendiculaires, c.-à-d.,〈f, g〉 = 0, alors on a ‖f + g‖2
2 = ‖f‖2

2 + ‖g‖2
2

(Théorème de Pythagore);

• restreinte aux fonctions continues, la semi-norme‖f‖2 est une norme; c.-à-d.,‖f‖2 = 0 est
satisfaite seulement sif = 0.

Définition 7.1 (syst̀eme orthogonal) Une suite de fonctions{ϕk}k≥0 dansR([a, b], lC) forme un
syst̀eme orthogonalsi

〈ϕk, ϕℓ〉 = 0 pour k, ℓ ≥ 0, k 6= ℓ.

On a unsyst̀eme orthonormalsi, de plus,‖ϕk‖2 = 1 pour toutk ≥ 0.

Exemple 7.2 a) Le système

{ 1, eix, e−ix, e2ix, e−2ix, e3ix, e−3ix, . . . } (7.4)

forme un système orthogonal pour des fonctions dansR([0, 2π], lC). Il est orthonormal si on divise
les fonctions par

√
2π. La suite des fonctions

{ 1, cosx, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . . } (7.5)

forme aussi un système orthogonal pour l’intervalle[0, 2π].
b) Sur l’espaceR([0, π], lC) des fonctions définies sur un intervalle de longueurπ,

{ 1, cosx, cos 2x, cos 3x, cos 4x, . . . } (7.6)

est un système orthogonal. Un autre système orthogonal sur le même espace est

{ sin x, sin 2x, sin 3x, sin 4x, . . . } . (7.7)

Notons que (7.5) n’est pas orthogonale surR([0, π], lC).
c) Le polynômes de Legendre

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
, . . . Pk(x) =

1

2kk!

dk

dxk

(
x2 − 1

)k
, . . . (7.8)

forment un système orthogonal dansR([−1, 1], lC) (voir le cours “Analyse Numérique”).

Soit {ϕk}k≥0 un système orthonormal dansR([a, b], lC) (un système orthogonal peut toujours
être normalisé en divisantϕk par sa norme‖ϕk‖2) et soitf une combinaison linéaire finie de la
formef =

∑n
k=0 ckϕk. En prenant le produit scalaire avecϕj et en utilisant l’orthonormalité du

système{ϕk}k≥0, on obtient la formulecj = 〈f, ϕj〉 pour les coefficients. Ceci est la motivation
pour généraliser les séries de Fourier à des systèmes orthonormaux arbitraires.

Définition 7.3 Soit {ϕk}k≥0 un système orthonormal dansR([a, b], lC) et soitf ∈ R([a, b], lC).
On appelle

f ∼
∑

k≥0

ckϕk avec ck = 〈f, ϕk〉 (7.9)

série de Fourier, et lesck sont lescoefficients de Fourier. On utilise la notation∼ comme dans la
Définition 1.1 pour indiquer qu’il s’agit d’une identification formelle.
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Le résultat suivant montre que la série de Fourier tronqu´ee possède une propriété d’optimalité.
Elle est la meilleure approximation def pour la norme‖ · ‖2 dans la classe de fonctions qui
s’expriment comme des combinaisons linéaires deϕk jusqu’au degrén.

Théorème 7.4Soit{ϕk}k≥0 un syst̀eme orthonormal dansR([a, b], lC), soit la fonctionf Riemann-
intégrable sur[a, b] et soit

∑
k≥0 ckϕk sa śerie de Fourier. Pour toutn ≥ 0 et pour toutd0, . . . , dn

on a ∥∥∥f −
n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2
≤
∥∥∥f −

n∑

k=0

dkϕk
∥∥∥
2
.

En particulier, parmi tous les polyn̂omes trigonoḿetriques Tn(x) =
∑

|k|≤n dke
ikx de degŕe n,

celui pour lequel ∫ 2π

0

∣∣∣f(x) − Tn(x)
∣∣∣
2
dx→ min

est la śerie de Fourier tronqúeeSn(x).

Démonstration.La différencef−∑n
k=0 ckϕk est orthogonale à toutes les fonctionsϕj avecj ≤ n

ainsi qu’à leurs combinaisons linéaires :
〈
f −

n∑

k=0

ckϕk,
n∑

j=0

xjϕj
〉

=
n∑

j=0

xj〈f, ϕj〉 −
n∑

k,j=0

ckxj〈ϕk, ϕj〉 =
n∑

j=0

xjcj −
n∑

k=0

ckxk = 0.

En appliquant le Théorème de Pythagore avecxk = ck − dk on obtient

∥∥∥f −
n∑

k=0

dkϕk
∥∥∥
2

2
=
∥∥∥f −

n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2

2
+
∥∥∥

n∑

k=0

(ck − dk)ϕk
∥∥∥
2

2
≥
∥∥∥f −

n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2

2
(7.10)

ce qui montre l’affirmation.

Théorème 7.5Soit{ϕk}k≥0 un syst̀eme orthonormal dansR([a, b], lC), soit la fonctionf Riemann-
intégrable sur[a, b] et soit

∑
k≥0 ckϕk sa śerie de Fourier. Alors,

∞∑

k=0

|ck|2 ≤ ‖f‖2
2 (inégalit́e de Bessel) (7.11)

et en particulier la śerie
∑
k≥0 |ck|2 converge. On a

∞∑

k=0

|ck|2 = ‖f‖2
2 (égalit́e de Parseval) ⇐⇒

∥∥∥f−
n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2
→ 0 quandn→ ∞. (7.12)

Démonstration. En prenantdk = 0 dans l’égalité de (7.10), on obtient

‖f‖2
2 =

∥∥∥f −
n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2

2
+
∥∥∥

n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2

2
=
∥∥∥f −

n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2

2
+

n∑

k=0

|ck|2 ≥
n∑

k=0

|ck|2 (7.13)

quel que soitn et l’inégalité de Bessel est démontrée. L’égalité deParserval découle de l’égalité
dans (7.13).

Remarquons que l’inégalité de Bessel fournit une nouvelle preuve du Lemme de Riemann.
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Définition 7.6 (syst̀eme complet) On dira qu’un système orthonormal{ϕk}k≥0 dansR([a, b], lC)
estcomplet(ou total) si pour toute fonctionf ∈ R([a, b], lC) on a

∥∥∥f −
n∑

k=0

〈f, ϕk〉ϕk
∥∥∥
2
→ 0 si n→ ∞. (7.14)

Propri étés des syst̀emes complets.
a) Pour toute fonctionf ∈ R([a, b], lC), la série de Fourierconverge en moyenne quadratique
versf (ceci est la formule (7.14) exprimée en mots), même si la s´erie ne converge pas point par
point.
b) Si{ϕk}k≥0 est complet dansR([a, b], lC) et sif est continue sur[a, b], alors

f = 0 ⇐⇒ 〈f, ϕk〉 = 0 pour tout k ≥ 0.

Si les coefficients de Fourier sont tous nuls, l’identité deParseval implique que‖f‖2 = 0. Par
continuité la fonctionf est donc identiquement nulle.
c) Si {ϕk}k≥0 est complet, alors la série de Fourier d’une fonctionf ∈ R([a, b], lC) peut être
intégrée terme par terme independamment de la convergence de la série; c.-à-d., sif(x) ∼∑
k≥0 ckϕk(x) , alors on a pour toutx1 < x2

∫ x2

x1

f(x) dx =
∑

k≥0

ck

∫ x2

x1

ϕk(x) dx.

Des estimations élémentaires et l’inégalité de Cauchy–Schwarz donnent
∣∣∣
∫ x2

x1

f(x) dx−
n∑

k=0

ck

∫ x2

x1

ϕk(x) dx
∣∣∣ ≤

∫ x2

x1

∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

ckϕk(x)
∣∣∣ dx

≤
∫ b

a

∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

ckϕk(x)
∣∣∣ dx ≤

∥∥∥f −
n∑

k=0

ckϕk
∥∥∥
2
·
√
b− a.

Par definition de la complètude cette majoration converge vers zéro pourn→ ∞.

Théorème 7.7 (convergence en moyenne quadratique)Le syst̀eme {1, e±ix, e±2ix, e±3ix, . . .}
est complet dansR([0, 2π], lC). Ceci signifie que pour toute fonctionf ∈ R([0, 2π], lC) on a

∫ 2π

0

∣∣∣f(x) −
∑

|k|≤n

cke
ikx
∣∣∣
2
dx→ 0 pour n→ ∞

où ck sont les coefficients de Fourier def .

0 2π

Fj

fj δj

xj−1 xj

g(x)

Démonstration. Dans une première partie nous montrons
que pour toutε > 0 il existe une fonction continue et2π-
périodiqueg(x) telle que

∫ 2π

0

∣∣∣f(x) − g(x)
∣∣∣
2
dx ≤ ε. (7.15)

Par hypothèse (voir aussi la démonstration du Lemme 2.2
de Riemann) il existe un partageD = {a = x0 < x1 <
. . . < xn = b} tel que pour la différence des sommes
de RiemannS(D) − s(D) =

∑n
j=1(Fj − fj)δj < ε′ .

Nous prenons pourg(x) une fonction linéaire par morceaux
(voir la petite figure) qui prend au pointxj une valeur dans
l’intersection [fj , Fj] ∩ [fj+1, Fj+1] . Pour obtenir une fonction2π-périodique, nous remplaçons
f(2π) parf(0) (si nécessaire) et nous choisissonsg(0) = g(2π) dans [fn, Fn] ∩ [f1, F1] . Ainsi,
la fonctiong(x) est dans la partie grise de la figure et nous obtenons sur l’intervalle [xj−1, xj ]
l’estimation |f(x)−g(x)|2 ≤M(Fj−fj) . Nous en déduisons l’affirmation (7.15) avecε = Mε′.
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Par le Théorème 6.3 de Fejér, les sommes de Cersàroσn(x) de la série de Fourier pourg(x)
convergent uniformément versg(x). Pourn suffisamment grand on a donc

∫ 2π

0

∣∣∣g(x) − σn(x)
∣∣∣
2
dx ≤ ε. (7.16)

L’inégalité élémentaire|a+ b|2 ≤ (|a| + |b|)2 ≤ 2(|a|2 + |b|2) donne alors
∫ 2π

0

∣∣∣f(x) − σn(x)
∣∣∣
2
dx =

∫ 2π

0

∣∣∣
(
f(x) − g(x)

)
+
(
g(x) − σn(x)

)∣∣∣
2
dx

≤ 2
∫ 2π

0

∣∣∣f(x) − g(x)
∣∣∣
2
dx+ 2

∫ 2π

0

∣∣∣g(x) − σn(x)
∣∣∣
2
dx ≤ 4 ε.

Dans la norme‖ · ‖2, les sommes partielles de la série de Fourier donnent la meilleure approxima-
tion parmi tous les polynômes trigonométriques de degrén (voir le Théorème 7.4). Ceci implique
que

‖f − Sn‖2 ≤ ‖f − σn‖2 ≤ 2
√
ε

et l’affirmation du théorème est démontrée.

Corollaire 7.8 Le syst̀eme orthogonal{cos kx}k≥0∪{sin kx}k≥1 est complet dansR([0, 2π], IR).
Le syst̀eme orthogonal{cos kx}k≥0 est complet dansR([0, π], IR).
Le syst̀eme orthogonal{sin kx}k≥1 est complet dansR([0, π], IR).

Démonstration. La première affirmation est une conséquence immédiate duThéorème 7.7. Pour
la deuxième, considérons une fonction arbitraire dansR([0, π], IR). Nous la prolongeons en une
fonction paire (voir la figure IV.4) et ensuite en une fonction 2π-périodique. La série de Fourier
de cette prolongation est une série en cosinus et, par le Th´eorème 7.7, elle converge versf en
moyenne quadratique sur l’intervalle[0, π]. Pour la troisième affirmation nous prolongeons la
fonctionf ∈ R([0, π], IR) en une fonction impaire.

Théorème 7.9 (Weierstrass 1885)Soit f : [a, b] → lC une fonction continue. Pour chaqueε > 0
il existe un polyn̂omep(x) tel que

|f(x) − p(x)| ≤ ε pour tout x ∈ [a, b].

Démonstration. Après un changement des coordonnées de la formex 7→ α + βx nous pouvons
supposer que0 < a < b < 2π . Nous prolongeonsf(x) de manière continue et2π-périodique sur
toutIR. Pour cette fonction les sommes de Cesàro de la série de Fourier convergent uniformément
versf(x). Il existe donc un polynôme trigonométriqueTn(x) =

∑
|k|≤n cke

ikx tel que

|f(x) − Tn(x)| ≤ ε pour tout x ∈ [0, 2π].

Comme combinaison linéaire des fonctions exponentielles, la série de Taylor deTn(x) possède un
rayon de convergenceρ = ∞. En tronquant la série de Taylor on obtient un polynômep(x) qui
satisfait |Tn(x) − p(x)| ≤ ε pour toutx ∈ [0, 2π]. L’inégalité de triangle permet de conclure.

Corollaire 7.10 Le syst̀eme orthogonal forḿe par les polyn̂omesPk(x) de Legendre (7.8) est un
syst̀eme complet dansR([−1, 1], lC).

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théorème 7.7 on peut se ramener au cas d’une
fonction continuef(x). La même démonstration montre qu’il suffit de prouver l’existence d’un
polynômep(x) pour lequel‖f − p‖2 est arbitrairement petit. Mais, ceci est une conséquence
immédiate du Théorème de Weierstrass.
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IV.8 L’espace de Hilbert ℓ2

“Notre sujet. . . devra être considéré comme marquant une première étape dans laThéorie des
fonctions d’une infinit́e de variables, encore naissante, mais qui fournira peut-être bientôt les
méthodes les plus puissantes de toute l’Analyse.” (F. Riesz 1913,OeuvresII, p. 833)

Dans le cadre de ses recherches sur les équations intégrales, Hilbert a entamé dans les premières
années du20ème siècle un vaste programme d’étude defonctionsà une infinit́e de variables. Une
série de Fourier est justement une “fonction” dépendant d’une infinité de variablesc1, c2, c3, . . ..
Allons donc élargir la théorie de l’espaceIRn ou lCn au cas de dimension∞. Nous n’écrirons pas
lC∞, car ici les différentes normes (voir [HW, p. 275]) ne vont plus être équivalentes et les espaces
vont être différents pour les différentes normes.

L’identité de Parseval (7.12) nous montre déjà le chemin: nous allons surtout nous intéresser à
la norme euclidienne.

Définition 8.1 On dénote l’espace des suites carré-sommables par

ℓ2( lC) :=
{
(c0, c1, c2, c3, . . .) ; ck ∈ lC,

∞∑

k=0

|ck|2 <∞
}
. (8.1)

Si on se restreint aux suites réelles on écritℓ2(IR).

Dans cet espace nous avons unproduit scalaireet unenorme:

〈c, d〉 :=
∞∑

k=0

ck dk, ‖c‖2 :=
√
〈c, c〉 =

√√√√
∞∑

k=0

|ck|2 (8.2)

On devrait maintenant s’attaquer à de nombreuses petites preuves fastidieuses, car pleines de
choses sont “triviales” danslCn, mais qui ne le sont plus pour une infinité de variables. Par exem-
ple, sic ∈ ℓ2 et d ∈ ℓ2 on doit démontrer quec + d ∈ ℓ2, i.e., que

∑ |ck + dk|2 < ∞. Pour cela
on écrit quelques lignes fades et l’on utilise l’inégalité de Cauchy–Schwarz|〈c, d〉| ≤ ‖c‖2 · ‖d‖2 .
Une choseest cependant intéressante à démontrer, le fait queℓ2 est complet.

Définition 8.2 Un espace vectoriel estcompletsi chaque suite de Cauchy est une suite conver-
gente. Un espace complet avec produit scalaire et norme s’appelle unespace de Hilbert.

Théorème 8.3Les espacesℓ2(IR) et ℓ2( lC) sont complets.

Démonstration. Soit c(1) = (c
(1)
0 , c

(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , . . .)

c(2) = (c
(2)
0 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , c

(2)
3 , . . .)

c(3) = (c
(3)
0 , c

(3)
1 , c

(3)
2 , c

(3)
3 , . . .), . . .

(8.3)

une suite de Cauchy, c.-à-d., pourε > 0 arbitraire il existe un entierN tel que‖c(n) − c(m)‖2 < ε
pourn,m > N . Pour chaque entierr, nous avons alors

√√√√
r∑

k=0

|c(n)
k − c

(m)
k |2 < ε (8.4)

et aussi|c(n)
k − c

(m)
k | < ε . Ceci signifie que pour chaquek la suite{c(n)

k }n≥1 est une suite de
Cauchy danslC (un espace complet). Par conséquent, cette suite converge: limn→∞ c

(n)
k = ck . En

passant à la limitem→ ∞ dans (8.4), on obtient
√√√√

r∑

k=0

|c(n)
k − ck|2 ≤ ε. (8.5)
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Cette inégalité est vraie pour chaquer. Ainsi,
√√√√

∞∑

k=0

|c(n)
k − ck|2 = ‖c(n) − c‖2 ≤ ε. (8.6)

Cela signifie quec(n) − c ∈ ℓ2 , donc aussic ∈ ℓ2 et limn→∞ c(n) = c .

Remarque.Chaque système orthonormal complet donne suite à une application

I : R([a, b], lC) → ℓ2( lC) (8.7)

qui envoie une fonctionf sur la suite des coefficients de Fourier, c.-à-d.,I(f) = {ck}k≥0 où
f ∼ ∑

k≥0 ckϕk. Par l’identité de Parseval, la suite{ck}k≥0 est en effet dansℓ2( lC), et on a que
‖f‖2 = ‖I(f)‖2 = ‖{ck}k≥0‖2 . En identifiant les fonctions avec la même série de Fourier, on
obtient alors une isométrie. Cette dernière applicationn’est pas surjective, car l’espaceR([a, b], lC)
n’est pas complet (voir Exercice 29).

Un problème important est de trouver un espace qui contientR([a, b], lC) et qui soit complet
pour que cette isométrie devienne bijective. Pour ce but, il s’avère que l’intégrale de Riemann n’est
pas suffisante. L’intégrale de Lebesguepermet d’interpréter le complété deR([a, b], lC) comme un
espace de classes de fonctions de carré intégrable au sensde Lebesgue (voir le cours Analyse III
pour plus de détails).

IV.9 Ondelette de Haar

L’analyse de Fourier est basée sur les fonctions

eikx =

qui sont uniformes sur tout l’intervalle considéré. Ellene peut pas traı̂ter de manière efficace des
phénom̀enes locaux. Par exemple, on a des grandes difficultés d’approximer unefonction proche
d’une discontinuité (phénomène de Gibbs). Dans le traitement des images, où on est typiquement
confronté à des changements abruptes de couleurs, ceci est un grand désavantage. Le but est alors
de trouver un système orthogonal deR([a, b], lC) pour lequel la série de Fourier s’adapte mieux
aux phénomènes locaux.

L’origine de la “base de Haar” que nous allons présenter dans ce paragraphe, est légèrement
différente. Après le ‘désastre’ des théorèmes de convergence pour séries de Fourier et fonctions
continues (fausse preuve de Cauchy, correction de Dirichlet, contre-exemple de Fejér), Hilbert pose
à son étudiant A. Haar le problème suivant : trouver (enfin) une base de fonctions orthogonales, où
la convergence (uniforme) estassuŕeepour toute fonction continue. Le résultat de ces recherches
est la “base de Haar” (1910, voir la figure IV.14).

La base de Haar (ondelettes de Haar).Sur l’intervalle[0, 1] nous considérons la fonction con-
stanteϕ(x) = 1 ainsi que

ψ(x) =
{

1 si x ∈ [0, 1/2]
−1 si x ∈ (1/2, 1].

Elle s’appelleondelette m̀ereet nous permet de construire toutes les autres fonctions de la base par
dilatation et par translation :

ψk,ℓ(x) = 2k/2ψ(2kx− ℓ) pour k ≥ 0 et ℓ = 0, 1, . . . 2k − 1.



94 Śeries de Fourier

0 1

1

2

−2

−1

0 1

1

2

−2

−1

0 1

1

2

−2

−1

0 1

1

2

−2

−1

0 1

1

2

−2

−1

0 1

1

2

−2

−1

0 1

1

2

−2

−1

0 1

1

2

−2

−1

ϕ ψ0,0 ψ1,0 ψ1,1 ψ2,0 ψ2,1 ψ2,2 ψ2,3

FIG. IV.14: Les ondelettes de Haar

On voit une grande différence avec la base de sinus{sin kπx}k≥1 sur l’intervalle [0, 1]. La
première fonctionψ0,0 = ψ ressemble beaucoup la fonctionsin πx. Pourk fixé, les fonctionsψk,ℓ
pourℓ = 0, 1, . . . , 2k − 1 correspondent ensemble à la fonctionsin 2kπx. Elles permettent mieux
de s’adapter aux phénomènes locaux. Par contre, on a beaucoup moins de frequences à disposition
(seulement les puissances de2).

Théorème 9.1Les fonctions

{ ϕ, ψk,ℓ ; k ≥ 0, ℓ = 0, 1, . . . , 2k − 1 } (9.1)

forment un système orthonormal de l’espaceR([0, 1], lC).

Démonstration. L’orthogonalité du système est facilement vérifiée en distinguant plusieurs cas.
Comme la fonction|ψk,ℓ(x)|2 vaut2k sur un intervalle de longueur2−k et zéro ailleurs, on a que
‖ψk,ℓ‖2 = 1 pour toutk, ℓ.

Chaque combinaison linéairec0ϕ +
∑n−1
k=0

∑2k−1
ℓ=0 ck,ℓψk,ℓ est une fonction en escalier. Elle est

dans l’espaceEn des fonctions qui sont constantes sur les intervallesIn,ℓ = [2−nℓ, 2−n(ℓ + 1)]
pourℓ = 0, 1, . . . , 2n − 1. La valeuryℓ de cette combinaison linéaire surIn,ℓ est donnée par (pour
n = 3) 



y0

y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7




=




1 1
√

2 0 2 0 0 0
1 1

√
2 0 −2 0 0 0

1 1 −
√

2 0 0 2 0 0
1 1 −

√
2 0 0 −2 0 0

1 −1 0
√

2 0 0 2 0
1 −1 0

√
2 0 0 −2 0

1 −1 0 −
√

2 0 0 0 2
1 −1 0 −

√
2 0 0 0 −2







c0
c0,0
c1,0
c1,1
c2,0
c2,1
c2,2
c2,3




. (9.2)

La matrice dans (9.2) est orthogonale à une constante près. Ceci entraı̂ne que chaque fonction en
escalier dansEn peut être écrite sous forme d’une telle combinaison linéaire.

Lemme 9.2 Soitf ∈ R([0, 1], lC). Si c0 = 〈f, ϕ〉, ck,ℓ = 〈f, ψk,ℓ〉 sont les coefficients de Fourier
pour la base de Haar, alors la somme partielle

Sn(x) = c0 ϕ(x) +
n−1∑

k=0

2k−1∑

ℓ=0

ck,ℓ ψk,ℓ(x)

est la fonction en escalier qui prend la valeur moyenneyn,ℓ := 2n
∫
In,ℓ

f(x) dx sur l’intervalle
In,ℓ = [2−nℓ, 2−n(ℓ+ 1)] (pour ℓ = 0, 1, . . . , 2n − 1).
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Démonstration. La fonctionSn(x) est dans l’espaceEn. Par le Théorème 7.4, cette fonction
minimise la norme‖f − Sn‖2 parmi toutes les fonctions en escalier dansEn. Par conséquent, la
valeuryn,ℓ deSn(x) sur l’intervalleIn,ℓ minimise l’expression

∫

In,ℓ

∣∣∣f(x) − yn,ℓ
∣∣∣
2
dx→ min .

En calculant les dérivées par rapport aux parties réelleet imaginaire deyn,ℓ on voit que la valeur
optimale est donnée paryn,ℓ := 2n

∫
In,ℓ

f(x) dx .

Théorème 9.3Pour chaque fonction continuef : [0, 1] → lC , la śerie de Fourier pour la base
de Haar converge uniforḿement versf(x), c.-à-d., pour les fonctionsSn(x) du Lemme 9.2 on a
maxx∈[0,1] |f(x) − Sn(x)| → 0 si n→ ∞.

Démonstration. Sur l’intervalle compact[0, 1] la fonctionf(x) est uniformément continue. Pour
un ε > 0 arbitraire, il existe donc unδ > 0 pour lequel |f(x) − f(t)| < ε si |x − t| < δ .
En intégrant l’inégalité−ε < f(x) − f(t) < ε par rapport àt sur l’intervalleIn,ℓ, on obtient
|f(x) − 2n

∫
In,ℓ

f(t) dt| < ε pour x ∈ In,ℓ si 2−n < δ. Par le Lemme 9.2 ceci signifie que
|f(x) − Sn(x)| < ε pour toutx ∈ [0, 1], si 2−n < δ, et la convergence uniforme est établie.

Corollaire 9.4 Le syst̀eme orthonormal (9.1) est complet dansR([0, 1], lC).

Démonstration. Par le même raisonnement que dans la démonstration du Théorème 7.7 il suffit
de considérer des fonctions continues. La complètude estune conséquence du Théorème 9.3, car
la convergence uniforme entraı̂ne la convergence en moyenne quadratique.

Les fonctions trigonométriques{eikx} et la base de Haar sont deux cas extrêmes pour des
systèmes orthogonaux. Pour le premier, les fonctions sontd’une très grande régularité, mais on
est confronté au phénomène de Gibbs proche des discontinuités. Pour le deuxième, les fonctions
de la base sont peu régulières (elles sont discontinues),mais elles s’adaptent bien aux phénomènes
locaux.

Un grand problème est de trouver un système orthonormal complet qui est formé par des fonc-
tions regulières (continue, différentiable, à supportcompact, etc.) qui localisent bien. Les di-
verses réponses à cette question (ondelettes de Meyer, ondelettes de Daubechies,. . .) nécessitent
la connaissance de fonctions de carré intégrable au sens de Lebesgue et des moyens de l’analyse
fonctionnelle (voir le cours “Analyse III”).

IV.10 Exercices

1. Considérons la série de Fourier
∑∞
k=−∞ cke

ikx avec

ck =

{
1
k + i

k2 si k 6= 0;
0 si k = 0.

Ecrire cette série sous la formea02 +
∑
k≥1 ak cos(kx) +

∑
k≥1 bk sin(kx).

Réciproquement, transformer la série de Fourier donnéeen notations réelles par

ak =
2

1 + k4
pour k ≥ 0 , bk =

4i

k
pour k ≥ 1

en la série correspondante en notations complexes.
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2. Calculer la série de Fourier de la fonction2π-périodique donnée par (voir la 5ème fonction de la
Fig. IV.3)

f(x) =

{
π/4 si 0 ≤ x ≤ π

−π/4 si −π ≤ x ≤ 0

3. Calculer la série de Fourier de la fonction2π-périodique donnée par (voir la 2ème fonction de la
Fig. IV.3)

f(x) =
π2

12
− x2

4
pour |x| ≤ π.

4. Soit f : [−π, π] → IR une fonction avec série de Fourier

f(x) ∼ a0

2
+
∑

k≥1

ak cos kx+
∑

k≥1

bk sin kx.

Calculer les séries de Fourier de

f(x) + f(−x)
2

,
f(x) − f(−x)

2
, g(x) =

{
f(x− π) si 0 ≤ x ≤ π
f(x+ π) si −π ≤ x ≤ 0.

Quelle est la parité de ces fonctions ?

5. Calculer la série de Fourier de la fonction2π-périodique donnée par

f(x) = cos(ax) − π ≤ x ≤ π,

oùa n’est pas entier.
Résultat :

2

π
sin(aπ)

(
1

2a
+

∞∑

k=1

(−1)k
a cos(kx)

a2 − k2

)

6. En supposant que la série de Fourier de l’exercice 5 repr´esente la fonctioncos(ax), montrer que

1

sin z
=

1

z
+

∞∑

k=1

(−1)k
(

1

z − kπ
+

1

z + kπ

)

(à comparer avec la formule (III.6.7)).

7. On dit qu’une fonctionf : [a, b] → IR satisfait une condition de Lipschitz d’ordreα > 0 s’il existe
c > 0 tel que

|f(x) − f(y)| ≤ c |x− y|α pour x, y ∈ [a, b]. (10.1)

a) Une fonction, qui satisfait (10.1) avecα > 1, est constante.
b) Une fonction, qui satisfait (10.1) avecα = 1, est à variation bornée.
c) Pourα < 1, trouver une fonctionf(x) qui satisfait (10.1) mais qui n’est pas à variation bornée.
Indication. Sur l’intervalle[0, 1], considérer la fonction qui satisfaitf(0) = 0, f(1/k) = (−1)k/kα

et qui est linéaire sur chaque intervalle[1/(k + 1), 1/k].

8. Considérons une fonction qui satisfait (10.1) et qui est2π-périodique. Montrer que les coefficients
de Fourier satisfont l’estimation

|ck| ≤
c

2

( π
|k|
)α

pour toutk.

Indication. Par un changement de variables montrer que

ck =
1

2π

∫ 2π

0
f(x) e−ikx dx = − 1

2π

∫ 2π

0
f
(
x+

π

k

)
e−ikx dx.

Prendre la moyenne arithmétique de ces deux représentations deck.

9. Pour quelle valeur deα, la fonction f(x) = xα sin(1/x) est-elle à variation bornée sur[0, 1] ?
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10. Montrer qu’une série de Fourier

a0

2
+
∑

k≥1

ak cos kx+
∑

k≥1

bk sin kx

peut être écrite sous la forme
a0

2
+
∑

k≥1

ρk cos(kx+ θk)

où ρk =
√
a2
k + b2k . Exprimerθk en termes deak et bk.

11. Soit f(x) = P (cos x, sinx) , où P (u, v) est un polynôme à deux variables. Montrer qu’il y a
seulement un nombre fini des coefficients de Fourier def(x) qui sont non nulles.

12. a) En utilisant le théorème des résidus (intégralestrigonométriques), calculer la série de Fourier de

f(x) =
4 − 2 cos(x)

5 − 4 cos(x)
.

b) A l’aide de la série géométrique, vérifier que

∑

k≥0

cos(kx)

2k

est bien égal àf(x).

13. Soitg(w) analytique dans un voisinage de la couronne circulaire{w ∈ lC ; 1/r ≤ |w| ≤ r} avec
un r > 1. Montrer que les coefficients de Fourier de la fonctionf(x) = g(eix) satisfont l’estimation
(décroissance exponentielle)

|ck| ≤
Const

rk
.

14. Démontrer que les noyaux de Dirichlet possèdent la propriété que
∫ π

0
|Dn(s)| ds → ∞ si n→ ∞.

15. Justifier la formule

x2

2
= πx− π2

3
+ 2

∞∑

k=1

cos kx

k2
pour 0 ≤ x ≤ 2π.

16. Pourx ∈ [0, 1], montrer les formules

x− x2 =
8

π3

∞∑

k=1

sin(2k − 1)πx

(2k − 1)3
=

1

6
− 1

π2

∞∑

k=1

cos 2kπx

k2
=

2

π2

∞∑

k=1

sin2 kπx

k2
.

17. Soit f : [0, 2π] → lC continue par morceaux et designons parck ses coefficients de Fourier. La
fonction

F (x) = −c0x+

∫ x

0
f(t) dt

est continue, à variation bornée et2π-périodique. Montrer (intégration par parties) que

F (x) =
∞∑

k=−∞

ck
ik

(
eikx − 1

)
.

Ainsi on a l’égalité ∫ x

0
f(t) dt = c0x− i

∞∑

k=−∞

ck
k

(
eikx − 1

)
.
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18. Soit la fonctionf(x) définie par la série

f(x) :=
∞∑

k=−∞

cke
ikx.

Si cette série converge uniformément, démontrer que lesck sont les coefficients de Fourier de la
fonctionf(x).

19. (Sommation d’Abel) Soit
u0 + u1 + u2 + u3 + . . .

une série dont les sommes partiellessn = u0 + u1 + . . .+ un satisfont

|sn| ≤M pour toutn.

Alors, pour chaque suite{ak} satisfaisant0 ≤ ak+1 ≤ ak pour toutk et limk→∞ ak = 0 , on a que
la série

a0u0 + a1u1 + a2u2 + a3u3 + . . .

converge et que sa somme est majorée parMa0.
Indication. Soit Sn = a0u0 + a1u1 + . . .+ anun. En utilisant l’identité

Sn = s0(a0 − a1) + s1(a1 − a2) + . . .+ sn−1(an−1 − an) + snan,

démontrer que{Sn} forme une suite de Cauchy.

20. Considérons les deux séries

a0

2
+

∞∑

k=1

ak cos kx et
∞∑

k=1

bk sin kx. (10.2)

Si les coefficients{ak} et{bk} sont positifs et convergent monotoniquement vers zéro, alors les deux
séries de (10.2) convergent pour toutx sauf éventuellement pour les valeursx = 2kπ dans le cas de
la première série. De plus, on a convergence uniforme sur chaque intervalle fermé[δ, 2π − δ] avec
δ > 0.
Indication. Majorer

∑n
k=0 cos kx et

∑n
k=0 sin kx et utiliser la sommation d’Abel.

21. Pour quelles valeurs dex, les fonctions représentées par les séries

∞∑

k=2

cos kx

log k
,

∞∑

k=1

sin 3kx

k

sont-elles continues ? Quel est le graphe de la deuxième fonction ?

22. Soientf, g deux fonctions2π-périodiques continues et à variation bornée. Montrer que les coeffi-
cients de Fourier complexes de la convolution

(f ∗ g)(x) =
1

2π

∫ 2π

0
f(t)g(x− t) dt

sontck · dk, oùck etdk sont celles pourf respectivementg.

23. Supposons que les fonctionsf et g soient données par des séries

f(x) =
∞∑

k=−∞

cke
ikx, g(x) =

∞∑

k=−∞

dke
ikx

qui convergent uniformément surIR. Montrer que les coefficients de Fourier du produitf(x) · g(x)
sont données par(c ∗ d)k =

∑∞
j=−∞ cjdk−j .



Śeries de Fourier 99

24. Soient

f(x) =
1

sinx
et ϕk(x) =

√
2

π
· sin kx.

a) Développerf(x) en série de Fourier par rapport au système orthonormal{ϕk(x)}k≥1.
b) Calculer les sommes partiellesS2n(x).
c) Calculer les sommes de Cesàroσ2n(x).
Indication. DémontrerIk+1 = Ik−1 pour les intégralesIk =

∫ π
0 sin kx/ sin x dx.

Résultat. S2n(x) = 2 · sin2(nx)

sinx
, σ2n(x) =

1

sinx
− sin(nx) cos((n+ 1)x)

n sin2 x

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

σ16(x)σ10(x)σ6(x)

S80(x)S40(x)S6(x)

FIG. IV.15: Sommes partiellesSn(x) et sommes de Cesàroσn(x) pour la fonction de l’Exercice 24

25. Donner une suite{gk(x)} de fonctions dansR([0, 1], lC) qui satisfait‖gk‖2 ≥ 1 pour toutk ≥ 0 et
pour laquellelimk→∞ gk(x) = 0 pour toutx ∈ [0, 1].

26. Démontrer que{π−1/2 sin((k + 1
2)x)}k≥0 forme un système orthogonal dansR([−π, π], lC).

27. Soit{ϕk}k≥0 un sytème orthogonal complet deR([a, b], lC). Si f et g appartiennent àR([a, b], lC),
et sick, dk sont les coefficients de Fourier def, g, montrer que

〈f, g〉 =
∑

k≥0

ckdk.

28. Démontrer que
{ sinx, sin 3x, sin 5x, sin 7x, . . . }

est un système orthogonal dansR([0, π/2], lC). Est-il complet ?

29. On considère la suite de fonctions{fn}n≥1 définie par

fn(x) =

{
0 si 0 ≤ x < 1/n
x−1/4 si 1/n ≤ x ≤ 1.

Vérifier que cette suite est une suite de Cauchy dansR([0, 1], IR) par rapport à la semi-norme‖ · ‖2.
Démontrer que cette suite n’a pas de limite dans cette espace.
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30. Fonctions de Rademacher.Pourk = 0, 1, 2, dessiner les fonctions

rk(x) = sign(sin 2kπx).

Démontrer que le système{rk}k≥0 est orthonormal dansR([0, 1], IR), mais il n’est pas complet.
Indication. Chaque fonction, qui est symétrique par rapport à la droitex = 1/2, est orthogonale àrk
pour toutk ≥ 1.

31. Combien de termes de la série de Fourier pour la base de Haar sont nécessaires pour approximer
la fonctionf(x) = x sur [0, 1] avec un erreur maximale de0.01 ? Ceci n’est pas possible avec le
système orthogonal{sin kπx}k≥1 !



Chapitre V

Equations aux d́erivées partielles

Contrairement aux équations différentielles ordinaires (voir le cours “Analyse II, partie réelle”), les
équations aux dérivées partielles ont comme fonction inconnue unefonction de plusieurs variables
et l’équation contient des dérivées partielles. Les séries de Fourier ont été les premiers outils pour
leur solution. Nous considérons ce chapitre surtout commeune application intéressante de la
théorie des séries de Fourier (chapitre IV).

V.1 Equation des ondes (corde vibrante)

Initié par Taylor (1713) et Joh. Bernoulli (1728,Opera III, p. 198–210), le problème de la corde
vibrante fut l’un des principaux champs de recherche et de disputes (d’Alembert, Clairaut, Eu-
ler, Daniel Bernoulli, Lagrange) au XVIIIe siècle. Il représente la première EDP (équation aux
dérivées partielles) de l’histoire.

Établissement de l’́equation. Nous suivons les idées de Joh. Bernoulli: on s’imagine la corde
représentée par une suite de points de masse de distance∆x entre eux. On voudrait connaı̂tre
à tout instantt les positionsuk(t) du k-ème point (voir la figure V.1). Nous supposons lesuk

0
1u 2u

k-1u
ku k+1u

F

F
F

1

Fk

FIG. V.1: Les forces agissant sur la corde, et dessins de Joh. Bernoulli (1728)
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“petites”. SiF est la tension de la corde, la force transversaleFk aukème point est, par Thalès,

Fk = F
(uk−1−uk

∆x
+
uk+1−uk

∆x

)
= F

(uk−1−2uk + uk+1

∆x

)
≈ F

∂2u

∂x2
(xk, ·) ∆x . (1.1)

Dans la dernière expression on considère la position comme fonction de deux variables,uk(t) =
u(xk, t). Par la loi de Newton (1687) “force égale masse fois accél´eration”, cette expression doit
être égale à

ρ∆x · d
2uk
dt2

≈ ρ∆x · ∂
2u

∂t2
(xk, ·). (1.2)

Ainsi, pour∆x→ 0, les équations (1.1) et (1.2) nous amènent à chercher unefonctionu(x, t) avec

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2
où a =

√
F

ρ
sera la vitesse de propagation. (1.3)

Remarque.Pour cette équation, d’Alembert (1747,“Recherches sur la Courbe que forme une
Corde tendüe mise en vibration”, Hist. de l’Acad. Berlin, vol 3, p. 214–219) a trouvé la solution
u(x, t) = ϕ(x + at) + ψ(x − at), oùϕ et ψ sont des fonctions arbitraires (“Cette méthode qui
est sûrement une des plus ingénieuses qu’on ait tirées jusqu’ici de l’Analyse. . .”; Lagrange 1759,
Oeuvres1, p. 63). Nous nous intéressons maintenant aux solutions obtenues à l’aide de séries
trigonométriques, une technique qui peut être généralisée à d’autres situations.

Equations des ondes avec conditions initiales et conditions aux bords. Pour déterminer la
solution de la corde vibrante il faut encore préciser la position et la vitesse de la corde à un instant
fixé (par exemplet = 0) et il faut donner des conditions aux extrémités de la corde. Ainsi, le
problème complet s’écrit :

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2
pour 0 < x < ℓ, ?t > 0

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) pour 0 < x < ℓ (conditions initiales)

u(0, t) = 0, u(ℓ, t) = 0 pour t ≥ 0 (conditions aux bords)

(1.4)

Méthode de la śeparation des variables. Cette méthode, adoptée par Fourier à de nombreuses
reprises, souvent appelée “méthode de Fourier”, est appliquée pour la première fois par d’Alembert
à la corde vibrante en 1750. Elle consiste à rechercher la solution u(x, t) comme produit d’une
fonctionX(x), ne d́ependant que dex, et une fonctionT (t), ne d́ependant que det, c.-à-d.,

u(x, t) = X(x) · T (t). (1.5)

Ainsi, l’équation de la corde (1.3) devient

X(x) · T ′′(t) = a2 X ′′(x) · T (t). (1.6)

La deuxième idée consiste à diviser cette relation parX(x) · T (t) pour obtenir

1

a2

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ, (1.7)

où la conclusion est la suivante:ce qui est̀a gauche, ne d́epend pas dex, ce qui est̀a droite, ne
dépend pas det, donc le tout doit̂etre une constante, que nous appelons−λ. Nous avons obtenu
deux équations différentielles ordinaires, que nous traitons l’une après l’autre: commençons par

X ′′ + λX = 0 ⇒ X(x) = A · cos
√
λx+B · sin

√
λx. (1.8)

Les deux conditions aux bords dans (1.4) donnentA = 0 pourx = 0 et sin
√
λℓ = 0 pourx = ℓ.
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Ainsi, il faut que
√
λℓ = kπ, et on obtient pour la fonctionX(x),

λ = λk =
(kπ
ℓ

)2
, X(x) = sin

kπx

ℓ
, k = 1, 2, 3, . . . . (1.9)

L’autre équation de (1.7) nous donne

T ′′ + a2λT = 0 ⇒ T (t) = c · cos(a
√
λk t) + d · sin(a

√
λk t) . (1.10)

Cela, inséré dans (1.5) donne, pour chaquek = 1, 2, 3 . . ., une solution. Toutes ces solutions peu-
vent être additionnées, car notre équation différentielle estlinéaire(similairement à [HW, p. 144]).
Ainsi, la solution générale devient par superposition

u(x, t) =
∑

k≥1

sin
kπx

ℓ

(
ck cos

akπt

ℓ
+ dk sin

akπt

ℓ

)
. (1.11)

Pour déterminer les coefficients inconnusck et dk, nous utilisons les conditions initiales de (1.4).
Ainsi, en posantt = 0 dans (1.11), on obtient

f(x) =
∑

k≥1

ck sin
kπx

ℓ
⇒ ck =

2

ℓ

∫ ℓ

0
f(x) sin

kπx

ℓ
dx

g(x) =
∑

k≥1

dk
akπ

ℓ
sin

kπx

ℓ
⇒ dk =

2

akπ

∫ ℓ

0
g(x) sin

kπx

ℓ
dx .

(1.12)

Exemple (la corde d’un piano).
“Eine genaue Analyse der Bewegung der Saite nach dem Anschlag eines Klavierhammers
würde ziemlich verwickelt sein.”

(H. Helmholtz,Die Lehre von den Tonempfindungen, 1862, p. 610)

Calculons le mouvement d’une corde de piano. Supposons que le marteau, couvert d’un feutre
élastique, transmet à la corde, initialement au repos (f(x) = 0), une vitesse initiale de

g(x) = C(x− α)2(x− β)2 si α ≤ x ≤ β avec α = 0.6, β = 0.75, C = 105 (1.13)

et g(x) = 0 sinon. On posea2 = 4 et ℓ = 1 dans l’équation (1.4).
Par bonheur,MAPLE existe pour calculer les intégrales (1.12). On obtientck = 0 et

dk =
4C

π6k6

(
(k2π2(α− β)2 − 12)(cosβkπ − cosαkπ) + 6kπ(α− β)(sin βkπ + sinαkπ)

)
.

Ces coefficients convergent rapidement vers zéro (commeO(k−4)). La convergence uniforme de
la série de Fourier est alors assurée. La Fig. V.2 donne uneillustration deu(x, t) calculée par (1.11)
avecn = 5, n = 10 etn = 20 termes de la série.

0
1x

t

n = 5

0
1x

t

n = 10

0
1x

t

n = 20

FIG. V.2: Mouvement d’une corde de piano (5, 10 resp.20 termes de (1.11))
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V.2 L’ équation de la chaleur

“ . . . son analyse. . . laisse encore quelque chose à désirer, soit relativementà la généralité, soit
même du coté de la rigueur. . .”

(Laplace, Lagrange, Legendre; cité d’après [Burk1914, p. 957])

“FOURIERSThéorie analytique de la Chaleurist die Bibel des mathematischen Physikers.”
(A. Sommerfeld,Part. Diffgln. der Physik, 1947, la toute premi?re phrase de ce livre)

Nous voici donc au livre qui est à l’origine des séries de Fourier, la Théorie analytique de la
Chaleurde Joseph Fourier. Un premier manuscript présenté par Fourier à l’Académie en 1807,
et un second en 1811, ont rencontré une vive opposition de lapart du Comité (voir ci-dessus).
Seulement après la mort de Lagrange en 1813, violemment opposé aux idées avant-gardistes de
Fourier, ce livre a finalement été publié en 1822.

Dérivation de l’ équation. Fourier explique l’origine de son équation sur une centaine de pages,
en pensant à des molécules “extrêmement voisines” et à “la quantité de chaleur que l’une des
molécules reçoit de l’autre est proportionnelle à la différence de température de ces deux molécules”
[Fourier 1822, p. 41]. Au cas d’un “prisme d’une petite épaisseur” (p. 60), chaque molécule a un
voisin de gauche et un voisin de droite, et la températureuk de lak-ème molécule augmente, très
similairement à la situation de la corde vibrante (1.1),

duk
dt

≈ Const

(uk−1 − uk
∆x2

+
uk+1 − uk

∆x2

)
= Const

(uk−1−2uk + uk+1

∆x2

)
(2.1)

et, après le passage∆x → 0, nous sommes amenés à chercher une fonctionu(x, t), exprimant la
température au pointx à l’instantt, satisfaisant

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
0 < x < ℓ, t > 0 (2.2)

[Fourier 1822, p. 102]. Ici,a est une constante dépendant du matériaux (chaleur spécifique et con-
ductivité calorifique). Contrairement à l’équation de la corde vibrante, nous avons là une dérivation
par rapport àt d’ordre1.

Conditions initiales et conditions aux bords.Nous supposons connaı̂tre pour un tempst = 0

u(x, 0) = f(x) 0 < x < ℓ (condition initiale) (2.3)

et il faut donner des conditions qu’on impose aux bords de la tige. Les plus fréquentes (et les plus
faciles à traiter) surviennent quand les bords de la tige sont plongés dans de “l’eau glacée”, c.-à-d.,

u(0, t) = 0, u(ℓ, t) = 0, t > 0 (condition aux bords). (2.4)

Méthode de la śeparation des variables. Comme dans le paragraphe V.1 nous cherchons la
solution sous la forme d’un produitu(x, t) = X(x) · T (t) . L’équation de la chaleur (2.2) devient
alors

X(x) · T ′(t) = aX ′′(x) · T (t) . (2.5)

Une division parX(x) ·T (t) sépare les variables et permet de conclure l’existence d’une constante
λ telle que

1

a

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ, (2.6)

De nouveau, nous sommes confrontés à deux équations différentielles ordinaires: celle pourX(x)
(les conditions aux bords incluses) est exactement la mêmeque dans le paragraphe V.1 et nous
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obtenons (1.9) comme solution. L’autre équation de (2.6) nous donneT ′ = −aλT avec comme
solution T (t) = c · e−aλt . Cela, inséré dansu(x, t) = X(x) · T (t) donne, pour chaquek =
1, 2, 3 . . ., une solution et nous obtenons la solution générale par superposition

u(x, t) =
∞∑

k=1

ck · sin
kπx

ℓ
· exp

(
−a
(kπ
ℓ

)2
t
)
. (2.7)

Si l’on pose icit = 0, on obtient, à l’aide de la condition initiale (2.3), les formules

f(x) = u(x, 0) =
∞∑

k=1

ck · sin
kπx

ℓ
⇒ ck =

2

ℓ

∫ ℓ

0
sin

kπx

ℓ
· f(x) dx (2.8)

ce qui est la réponse complète à notre problème.

Exemple (́equation de la chaleur pour une tige).
“La méthode qui en dérive ne laisse rien de vague et d’indéterminé dans les solutions; elle les
conduit jusqu’aux dernières applications numériques, condition nécessaire de toute recherche,
et sans laquelle on n’arriverait qu’à des transformationsinutiles.” (Fourier 1822, p. xij)

Considérons une tige de longueurℓ = 1 et posonsa = 0.01. Pourf(x) (distribution initiale de
la température) nous prenons la fonction qui relie les points (0, 0), (1

4
, 1

4
), (1

2
, 0), (2

3
, 1

2
), (5

6
, 0),

(11
12
, 3

4
), (1, 0) par des segments de droite. En l’absence d’un intérêt particulier pour une expression

analytique des coefficients de Fourier, calculons les numériquement par une formule de quadrature.
Le résultat peut être admiré en Fig. V.3. La solutionu(x, t) résultant de (2.7) et tronquée aprèsn
termes est présentée en Fig. V.4 pour trois valeurs différentes den. On voit que, pourt = 0, les
pointes très aiguës nécessitent un grand nombre de termes. Mais dès quet a légèrement augmenté,
la diffusion efface toutes les irrégularités et un petit nombre de termes suffit.

0 20 40 60 80 100 120
10−4

10−3

10−2

10−1

FIG. V.3: Spectre pour la fonction initiale (+ quelques courbesC · n−2)

tt

n = 6

t

n = 10

t

n = 80

FIG. V.4: Solution de l’équation de la chaleur
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V.3 Le problème de Dirichlet pour l’équation du potentiel

“Hierzu kann in vielen Fällen. . . ein Princip dienen, welches Dirichlet zur Lösung dieser
Aufgabe für eine der Laplace’schen Differentialgleichung genügende Function. . . in seinen
Vorlesungen. . . seit einer Reihe von Jahren zu geben pflegt.”

(Riemann 1857,Werkep. 97)

L’équation du potentiel (équation de Laplace), en deux variables, est

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 . (3.1)

Tirant son origine de l’astronomie (Laplace 1785, Legendre1785), cette équation a une grande
importance dans presque toute la physique et en analyse complexe (voir le Théorème I.4.3).

Problème de Dirichlet. Soit donné un domaineU (ouvert, borné, avec bord qui est différentiable
par morceaux) et une fonctionf(x, y) définie sur∂U . Trouveru(x, y) avec

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 dansU et u(x, y) = f(x, y) sur∂U. (3.2)

Riemann (1857) évoque une “solution” simple de ce problème qu’il nomme “Principe de Dirichlet”
(voir citation): choisir parmi toutes les fonctions celle pour laquelle

1

2

∫∫

U

((∂u
∂x

)2
+
(∂u
∂y

)2
)
dx dy → min et u(x, y) = f(x, y) sur∂U. (3.3)

C’est un problème variationnel en deux variables (d’une sorte d’“énergie minimale”), et son “équa-
tion d’Euler-Lagrange” (voir “Analyse II, partie réelle”) est justement l’équation du potentiel.
La solution du problème de Dirichlet en toute généralit´e a dû attendre le siècle suivant (Hilbert,
Sobolev, Lax-Milgram).

Le probl ème de Dirichlet pour un rectangle.
Considérons le rectangle0 ≤ x ≤ ℓ et 0 ≤ y ≤ m et exp-
rimons les conditions aux bords par quatre fonctions données
f(x), g(x) (0 ≤ x ≤ ℓ) etϕ(y),ψ(y) (0 ≤ y ≤ m). Trouver
la solution de (3.2) qui satisfasse ces conditions. 0 ℓf(x)

g(x)

0

m

ϕ(y) ψ(y)

Solution. Nous supposons d’abordϕ(y) = ψ(y) = 0. Posons, pour séparer les variables,
u(x, y) = X(x) · Y (y), ce qui donne pour (3.2)

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ. (3.4)

CommeX(0) = X(ℓ) = 0, nous avons pourX et λ les mêmes solutions qu’en (1.9). L’équation
pourY devientY ′′−λY = 0, et donne pourY (y) les fonctions hyperboliquesY (y) = c1 cosh

√
λy+

c2 sinh
√
λy. Pour faciliter le traitement des conditions aux bordsy = 0 et y = m, nous choisis-

sons comme basesinh
√
λy (qui est nul eny = 0) et sinh

√
λ(m − y) (qui est nul eny = m).

Ainsi, nous avons, de nouveau par superposition, la solution générale

u(x, t) =
∞∑

k=1

sin
kπx

ℓ

(
ck · sinh

kπy

ℓ
+ dk · sinh

kπ(m− y)

ℓ

)
. (3.5)

Si l’on insère ici les conditions initialesy = 0 ety = m, on trouve

dk =
2

ℓ · sinh kπm
ℓ

∫ ℓ

0
sin

kπx

ℓ
· f(x) dx, ck =

2

ℓ · sinh kπm
ℓ

∫ ℓ

0
sin

kπx

ℓ
· g(x) dx . (3.6)

Similairement (échangerx ↔ y), on calcule une solutionv(x, y) qui est nulle sur les droites
horizontales et satisfaitϕ(y), ψ(y) pour0 ≤ y ≤ m. La solution finale est alorsu(x, y)+ v(x, y).
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Exemple. Pour satisfaire notre sens esthétique, choisissonsm = 1 et ℓ = 1.618..., le nombre
d’or. Pour le dessin de la figure V.5 nous partageons les côt´es en34 et 55 (nombres de Fibonacci)
sous-intervalles. Les fonctions du bord sont

f(x) =

√
(
−2 cos

2πx

ℓ

)+
= sin

πx

ℓ
− 1

2
sin

3πx

ℓ
+

1 · 1
2 · 4 sin

7πx

ℓ
− 1 · 1 · 3

2 · 4 · 6 sin
11πx

ℓ
+ . . . (3.7)

(où on utilise la conventionf(x)+ = max(f(x), 0)) et

g(x) = min
(π2x

4ℓ
,
π2(ℓ− x)

4ℓ

)
= sin

πx

ℓ
− 1

9
sin

3πx

ℓ
+

1

25
sin

5πx

ℓ
− 1

49
sin

7πx

ℓ
+ . . . . (3.8)

Comme façade est, nous prenons simplementψ(y) = sin πy, et à l’ouest, encore plus simple,
ϕ(y) = 0. Le résultat peut être vu en figure V.5.

x

y

x

y

u(x, y)

x

y

v(x, y)

x

y

u(x, y) + v(x, y)

FIG. V.5: Un problème de Dirichlet pour un rectangle

Le probl ème de Dirichlet pour le disque.
Un deuxième cas, où le problème de Dirichlet peut être r´esolu à l’aide des séries de Fourier est
celui d’un disque. SoitD le disque unitaire. Nous choisissons des coordonnées polaires r, ϕ
(0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π). Pour la fonctionv(r, ϕ) = u(r cosϕ, r sinϕ) l’équation de Laplace
(3.2) devient

∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r
+

1

r2

∂2v

∂ϕ2
= 0 . (3.9)

La séparation des variablesv(r, ϕ) = R(r) · Φ(ϕ) donne les deux équations ordinaires

r2R′′

R
+
rR′

R
= λ,

Φ′′

Φ
= −λ . (3.10)

PuisqueΦ(ϕ) doit être périodique de période2π, il faut queλ = λk = k2 et Φ(ϕ) = a cos kϕ +
b sin kϕ. Ensuite l’équation pourR(r) devient

r2R′′ + rR′ − k2R = 0 . (3.11)

Il s’agit d’une équation du type “Cauchy” (voir [HW, p. 152]), pour laquelle on poseR(r) = rq

avec unq inconnu. L’équation (3.11) donneq(q − 1) + q − k2 = 0, c.-à-d.,q = ±k. La solution
q = −k possède une singularité pourr → 0, donc la seule solution valable estR(r) = rk. Le tout
donne, par superposition, la solution générale

v(r, ϕ) =
a0

2
+

∞∑

k=1

rk
(
ak cos kϕ+ bk · sin kϕ

)
. (3.12)
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Condition au bord. Si la condition au bord est exprimée par
v(1, ϕ) = f(ϕ) pour0 < ϕ < 2π, on voit que lesak et bk sont
tout simplement les coefficients de Fourier de la fonctionf(ϕ).

Comme exemple, considérons la condition au bordf(ϕ) =
| sinϕ| en utilisant la série de la figure IV.3. La solution est
dessinée dans la petite figure (n = 40 termes de la série).

La formule de Poisson.Une représentation intéressante de la solution est dûe `a Poisson (1815,
voir [Burk1914, p. 997]) : l’idée consiste à introduire les formules (IV.1.5) pour les coefficients de
Fourierak et bk dans (3.12). Après un échange de l’intégration avec la somme on obtient

v(r, ϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

(
1 + 2

∞∑

k=1

rk
(
cos kϕ cos kψ + sin kϕ sin kψ

))
f(ψ) dψ . (3.13)

Ici on se sert de la formulecos kϕ cos kψ + sin kϕ sin kψ = cos k(ϕ − ψ). La somme peut être
évaluée en considérant la partie réelle de1 + 2

∑
k≥1 q

k = 1 + 2q/(1− q) = (1 + q)/(1− q) avec
q := rei(ϕ−ψ). On obtient ainsi pour la solution de (3.9),

v(r, ϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

1 − r2

1 − 2r cos(ϕ− ψ) + r2
f(ψ) dψ . (3.14)

V.4 Equation des ondes (membrane circulaire)

uij

xi

yj

Nous généralisons les idées de Joh. Bernoulli (voir
le paragraphe V.1) à deux dimensions dans l’espace.
On s’imagine la membrane représentée par des
points de masse situés sur une grille (distance∆x
en direction de l’axex, et ∆y en direction dey).
On cherche à connaı̂tre les vibrations transversales
uij(t) de la membrane. Comme pour la corde vi-
brante, la force transversale au point(xi, yj) est

Fij = (F ∆y)
(ui−1,j−uij

∆x
+
ui+1,j−uij

∆x

)
+ (F ∆x)

(ui,j−1−uij
∆y

+
ui,j+1−uij

∆y

)

≈ F
∂2u

∂x2
(xi, yj, ·)∆x∆y + F

∂2u

∂y2
(xi, yj, ·)∆x∆y.

où on considère la vibration transversale comme fonctionde trois variables,uij(t) = u(xi, yj, t).
Par la loi de Newton (force égale masse fois accélération) on obtient donc

ρ∆x∆y · ∂
2u

∂t2
(x, y, t) ≈ F ∆x∆y ·

(
∂2u

∂x2
(x, y, t) +

∂2u

∂y2
(x, y, t)

)
.

En passant à la limite∆x→ 0 et∆y → 0, en utilisant la notation∆u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2
et l’abréviation

a2 = F/ρ, cette équation nous amène à (pour une membrane qui est fixée au bord)

∂2u

∂t2
= a2∆u pour (x, y) ∈ Ω, ?t > 0

u(x, y, 0) = f(x, y), pour (x, y) ∈ Ω (condition initiale, position)
∂u

∂t
(x, y, 0) = g(x, y) pour (x, y) ∈ Ω (condition initiale, vitesse)

u(x, y, t) = 0 pour (x, y) ∈ ∂Ω, ?t > 0 (condition au bord)

(4.1)

où, pour une membrane circulaire,Ω = {(x, y) ; x2 + y2 < 1}.
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Première śeparation des variables.Comme pour l’équation des ondes dans une dimension, nous
séparons le tempst des variables d’espace et nous cherchons des solutions de laformeu(x, y, t) =
T (t) · v(x, y). Ceci conduit à

1

a2

T ′′(t)

T (t)
=

∆v(x, y)

v(x, y)
= −λ2. (4.2)

On a le droit de supposer que la constante dans (4.2) est négative. En effet, siv(x, y) est telle que
∆v = Cv dansΩ (le disque unité) etv = 0 sur∂Ω, on obtient par une intégration par parties
(pour le premier terme par rapport àx, pour le deuxième par rapport ày)

∫∫

Ω

((∂v
∂x

)2
+
(∂v
∂y

)2
)
dx dy = −

∫∫

Ω
v · ∆v dx dy = −C

∫∫

Ω
v2 dx dy,

ce qui montre queC < 0, si v(x, y) n’est pas identiquement nulle.
L’équation différentielle pourT (t) dans (4.2) donne les oscillations en temps

T (t) = A cos(aλt) +B sin(aλt) (4.3)

et pourv(x, y) on obtient le problème (l’équation de Helmholtz)

∆v + λ2v = 0 sur Ω

v = 0 sur ?∂Ω.
(4.4)

Si Ω est le disque unité, on peut résoudre ce problème. Il est naturel d’introduire des coor-
données polairesx = r cosϕ, y = r sinϕ et de considérer la fonctionw(r, ϕ) = v(x, y) =
v(r cosϕ, r sinϕ). En exprimant le Laplacien∆v en terme dew, le problème (4.4) devient

∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r
+

1

r2

∂2w

∂ϕ2
+ λ2w = 0 (4.5)

w(1, ϕ) = 0, w(r, 0) = w(r, 2π),
∂w

∂ϕ
(r, 0) =

∂w

∂ϕ
(r, 2π), (4.6)

où la limite limr→0w(r, ϕ) est constante et indépendante deϕ.

Deuxième śeparation des variables.Pour résoudre l’équation aux dérivées partielles (4.5), nous
posonsw(r, ϕ) = R(r) · Φ(ϕ) ce qui donne

r2R′′(r) + rR′(r) + λ2r2R(r)

R(r)
= −Φ′′(ϕ)

Φ(ϕ)
= C.

La condition de périodicité,Φ(0) = Φ(2π) et Φ′(0) = Φ′(2π), implique queC = n2 avec un
entiern. Les solutions pourΦ(ϕ) sont alors

Φn(ϕ) = an cos nϕ+ bn sinnϕ. (4.7)

Pour la fonctionR(r) on obtient l’équation différentielle

r2R′′ + rR′ + (λ2r2 − n2)R = 0 (4.8)

avec les conditions aux bords

R(1) = 0 et R(0) =

{
0 si n > 0

une valeur finie sin = 0.
(4.9)

Pourλ > 0, la transformationx = λr et y(x) = R(r) nous permet d’éliminer le paramètreλ de
l’équation différentielle (4.8), carR′(r) = λy′(x) etR′′(r) = λ2y′′(x). On obtient ainsi l’équation
de Bessel (4.10).
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L’ équation de Bessel.La transformationx = λr et y(x) = R(r) dans l’équation différentielle
(4.8) nous conduit àl’ équation de Bessel

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0. (4.10)

Nous considérons uniquement le cas oùn est un entier non-négatif. Une particularité de l’équation
de Bessel (4.10) est que le coefficient dey′′ s’annule en un point où on s’intéresse à la solution (il
s’agit d’une équation différentielle avec une singularité).

Les termes principauxx2y′′ + xy′ + . . . de (4.10) sont les mêmes que pour une équation du
type Cauchy et on est tenté de chercher une solution sous la formey(x) = xα. Comme ceci ne
marche pas, on essaie avec une perturbation d’une telle fonction :

y(x) = xα
∑

j≥0

cjx
j =

∑

j≥0

cjx
j+α avec c0 6= 0. (4.11)

En insérant (4.11) dans (4.10) on obtient
∑

j≥0

cj(j + α)(j + α− 1)xj+α +
∑

j≥0

cj(j + α)xj+α + (x2 − n2)
∑

j≥0

cjx
j+α = 0.

Une comparaison des coefficients donne

c0
(
α(α− 1) + α− n2

)
= 0 (4.12)

c1
(
(1 + α)α+ (1 + α) − n2

)
= 0 (4.13)

cj
(
(j + α)(j + α− 1) + (j + α) − n2

)
+ cj−2 = 0, j ≥ 2. (4.14)

Commec0 6= 0, l’équation (4.12) impliqueα2 − n2 = 0, ce qui fixe la valeur deα. La possibilité
α = −n (pourn > 0) ne nous intéresse pas, parce que la fonction (4.11) possède une singularité en
x = 0 et ne peut donc pas satisfaire les conditions (4.9). Continuons alors notre calcul avec l’autre
possibilitéα = n. L’équation (4.13) devientc1(2n + 1) = 0 et impliquec1 = 0. Finalement, la
relation (4.14) donne la formule de récurrencecj · j(j + 2n) + cj−2 = 0 pourj ≥ 2. Le fait que
c1 = 0 implique quecj = 0 pour toutj impair. Pourj = 2k on a c2k · 4k(k + n) + c2k−2 = 0 et
on voit par récurrence que

c2k =
(−1)k

4k k!
∏k
i=1(i+ n)

c0.

Avec le choixc0 = 1/(2n n!), la fonctiony(x) de (4.11) devient

Jn(x) =
(x
2

)n∑

k≥0

(−1)k

k! (n+ k)!

(x
2

)2k
. (4.15)

Cette fonction s’appellefonction de Besseld’indicen (voir la figure V.6). Le critère du quotient
∣∣∣
c2k

c2(k+1)

∣∣∣ = 4(k + 1)(k + 1 + n) → ∞

montre que la série dans (4.15) converge pour toutx ∈ IR.

0 5 10 15 200

1

.5 1.00

1

FIG. V.6: Fonctions de BesselJn(x) (gauche),J0(j0kr) (droite)
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n=0, k=1, j= 2.4048 n=0, k=2, j= 5.5201 n=0, k=3, j= 8.6537 n=0, k=4, j=11.7915

n=1, k=1, j= 3.8317 n=1, k=2, j= 7.0156 n=1, k=3, j=10.1735 n=1, k=4, j=13.3237

n=2, k=1, j= 5.1356 n=2, k=2, j= 8.4172 n=2, k=3, j=11.6198 n=2, k=4, j=14.7960

n=3, k=1, j= 6.3802 n=3, k=2, j= 9.7610 n=3, k=3, j=13.0152 n=3, k=4, j=16.2235

FIG. V.7: Fonctions propresJn(jnkr) cosnϕ du Laplacien sur le disque

Solution de l’équation des ondes (membrane circulaire).Pour toutλ > 0, la fonctionR(r) =
Jn(λr) est solution de l’équation différentielle (4.8) et elle satisfait la condition pourR(0) de (4.9).
Afin de satisfaire aussi la conditionR(1) = 0 de (4.9), il faut queλ soit une racine deJn(λ) = 0.
Le dessin à gauche de la figure V.6 montre que pour tout entiern ≥ 0, la fonction de BesselJn(x)
possède une infinité de zéros satisfaisant

0 < jn1 < jn2 < jn3 < . . . .

Cette affirmation est donnée ici sans démonstration. Elleest obtenue comme application de la
théorie de Sturm–Liouville qui est parfois traitée au cours Analyse II (partie réelle).

La fonctionR(r) = Jn(jnkr) satisfait alors l’équation différentielle (4.8) et la condition au
bord (4.9). Par conséquent, pour toutn ≥ 0 et pour toutk ≥ 1,

w(r, ϕ) = Jn(jnkr)
(
ank cos nϕ+ bnk sinnϕ

)

est une solution de l’équation de Helmholtz (4.5) en coordonnées polaires qui satisfait les condi-
tions au bord (4.6). En la multipliant par (4.3) oùλ est remplacé parjnk on obtient par superposi-
tion la solution généraleu(x, y, t) de l’équation des ondes (4.1):

u(r cosϕ, r sinϕ, t) =
∑

n≥0

∑

k≥1

Jn(jnkr)
(
ank cosnϕ+ bnk sinnϕ

)
cos(a jnk t)

+
∑

n≥0

∑

k≥1

Jn(jnkr)
(
cnk cosnϕ+ dnk sinnϕ

)
sin(a jnk t).

(4.16)

Il reste à déterminer les coefficientsank, bnk, cnk et dnk afin de satisfaire les conditions initiales
pour la position et la vitesse dans (4.1). Pour ce calcul nousutiliserons une relation d’orthogonalité
des fonctions de Bessel.
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Théorème 4.1 (orthogonalit́e des fonctions de Bessel)Soient 0 < jn1 < jn2 < jn3 < . . . les
zéros positifs deJn(x), alors on a

∫ 1

0
Jn(jnkr) Jn(jnℓr) r dr =

{
0 pour k 6= ℓ

1
2

(
J ′
n(jnk)

)2
pour k = ℓ.

Démonstration. Posonsλk := jnk et yk(r) := Jn(λkr). Cette fonction satisfait l’équation
différentielle (4.8) qui, après une division parr, peut être écrite sous la forme auto-adjointe

(
ry′k

)′
+
(
λ2
kr −

n2

r

)
yk = 0, yk(1) = 0. (4.17)

Deux intégrations par parties donnent (en utilisantyk(1) = yℓ(1) = 0)
∫ 1

0

(
ry′k(r)

)′
yℓ(r) dr = ry′k(r)yℓ(r)

∣∣∣
1

0
−
∫ 1

0
ry′k(r)y

′
ℓ(r) dr = . . . =

∫ 1

0

(
ry′ℓ(r)

)′
yk(r) dr.

En remplacant(ry′k)
′ par l’expression de (4.17) on obtient

−
∫ 1

0

(
λ2
kr −

n2

r

)
yk(r)yℓ(r) dr = −

∫ 1

0

(
λ2
ℓr −

n2

r

)
yℓ(r)yk(r) dr (4.18)

et par conséquent aussi
(
λ2
k − λ2

ℓ

) ∫ 1

0
yk(r)yℓ(r) r dr = 0

ce qui entraı̂ne l’orthogonalité pourk 6= ℓ.
Une multiplication de (4.17) parry′k donne (ry′k)(ry

′
k)

′ + (λ2
kr

2 − n2)yky
′
k = 0 ce qui peut

être écrit sous la forme
1

2

d

dr

(
ry′k(r)

)2
+

1

2

d

dr

(
y2
k(r)

(
λ2
kr

2 − n2
))

− y2
k(r)λ

2
k r = 0.

On intègre cette identité de0 à1 pour obtenir (observer queyk(1) = 0 et queyk(0) = 0 si n > 0)

1

2

(
y′k(1)

)2
= λ2

k

∫ 1

0
yk(r)yk(r) r dr.

L’affirmation du théorème pourk = ℓ est maintenant une conséquence deyk(r) = Jn(λkr) et de
y′k(r) = λkJ

′
n(λkr).

Satisfaire les conditions initiales. Commençons par celle pour la positionu(x, y, 0) = f(x, y).
Nous travaillons en coordonnées polaires et nous devéloppons la fonction en série de Fourier

f(r cosϕ, r sinϕ) =
∑

n≥0

(
An(r) cosnϕ+Bn(r) sinnϕ

)
. (4.19)

Les coefficients de Fourier peuvent être calculés par les formules suivantes :

A0(r) =
1

2π

∫ 2π

0
f(r cosϕ, r sinϕ) dϕ

An(r) =
1

π

∫ 2π

0
f(r cosϕ, r sinϕ) cos(nϕ) dϕ, n ≥ 1

Bn(r) =
1

π

∫ 2π

0
f(r cosϕ, r sinϕ) sin(nϕ) dϕ, n ≥ 1.

En comparant la série (4.19) avec la solutionu(r cosϕ, r sinϕ, 0) de (4.16), on obtient

An(r) =
∑

k≥1

ankJn(jnkr), Bn(r) =
∑

k≥1

bnkJn(jnkr). (4.20)

Il reste à multiplier ces formules parrJn(jnℓr) et d’intégrer sur l’intervalle[0, 1]. La relation
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d’orthogonalité pour les fonctions de Bessel donne alors

anℓ =
2

(J ′
n(jnℓ))

2

∫ 1

0
An(r)Jn(jnℓr) r dr, bnℓ =

2

(J ′
n(jnℓ))

2

∫ 1

0
Bn(r)Jn(jnℓr) r dr. (4.21)

Un calcul analogue permet de déterminer les coefficientscnk et dnk dans (4.16) à partir des co-
efficients de FourierCn(r) et Dn(r) de la fonctiong(r cosϕ, r sinϕ) (condition initiale pour la
vitesse). Avec les valeurs deank, bnk, cnk, dnk ainsi trouvées et insérées dans (4.16), nous avons
complètement resolu le problème (4.1) sur le disque unit´e.

Remarque.Les séries de (4.20) avec coefficients définis par (4.21), s’appellentséries de Fourier–
Bessel. À l’aide de la théorie de Sturm–Liouville on peut démontrer que le système orthogonal
{Jn(jnkr)}k≥1 est complet sur l’intervalle[0, 1] par rapport au produit scalaire avec fonction de
poidsω(r) = r. Ceci implique que pour toute fonction dansR([0, 1], lC) la série converge en
moyenne quadratique versf(x). Pour obtenir la convergence ponctuelle ou uniforme il fautsup-
poser plus de régularité (continuité, différentiabilité, . . .) de la fonction.

V.5 Transformation de Fourier

“On considère ici le mouvement de la chaleur dans une masse solide homogène, dont toutes
les dimensions sont infinies.” (Fourier,Théorie Anal. de la Chaleur1822, Chap. IX)

Si on veut calculer le mouvement de la chaleur dans un fil de longueur infinie, on peut prendre les
formules du paragraphe V.2 et faire tendreℓ → ∞. Mais comme il y a déjà un passage à la limite
(la somme infinie dans la série de Fourier) il faut faire attention.

Prenons une fonctionf : IR → IR qui tend rapidement vers zéro six → ±∞, et considérons
la série de Fourier pour sa restriction sur l’intervalle[−πℓ, πℓ]:

f(x) ∼ lim
n→∞

n∑

k=−n

cke
ikx/ℓ avec ck =

1

2πℓ

∫ πℓ

−πℓ
f(t)e−ikt/ℓ dt. (5.1)

Si la fonction satisfait
∫∞
−∞ |f(t)| dt < ∞ , les coefficientsck convergent vers zéro siℓ → ∞ (à

cause du facteur(2πℓ)−1 devant l’intégrale). La série de Fourier tronquée (avecunn fixé) donne
alors une mauvaise approximation def(x) (voir les deux dessins de la Figure V.8 qui utilisent le
même nombre de termes).

−3 0 3

1
 6 termes

−6 −3 0 3 6

1
 6 termes

−6 −3 0 3 6

1
12 termes

FIG. V.8: Série de Fourier sous le passageℓ 7→ 2ℓ
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Simultanément avecℓ, on doit augmenter le nombre de termes pris en considération (voir la
troisième image dans la Figure V.8). L’idée est de prendren = mℓ termes dans la série tronquée
(oùm est une constante etℓ est supposé être entier). En posantωk = k/ℓ pour|k| ≤ mℓ, on obtient
alors en insérant les coefficientsck dans la série tronquée

mℓ∑

k=−mℓ

cke
ikx/ℓ =

mℓ∑

k=−mℓ

(
1

2π

∫ πℓ

−πℓ
f(t)e−iωkt dt

)
eiωkx(ωk+1 − ωk).

Dans cette formule on reconnaı̂t une somme de Riemann et en laissant tendreℓ etm vers l’infini,
les deux membres convergent formellement vers

f(x) ∼
∫ ∞

−∞

(
1

2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωt dt

)
eiωx dω. (5.2)

L’intégrale de Riemann étant définie seulement pour un intervalle compact, nous sommes obligés
de considérer des intégrales impropres (voir [HW, Sect. III.8]). Nous introduisons l’espace

RG(IR) :=
{
f : IR→ lC ; f |[−n,n] ∈ R([−n, n], lC) ?et lim

n→∞

∫ n

−n
|f(x)| dx <∞

}
(5.3)

de fonctions absolument intégrables surIR.

Définition 5.1 (Transformation de Fourier) Soit f ∈ RG(IR). La transforḿee de Fourierdef
est la fonction surIR définie par

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωt dt. (5.4)

Souvent on utilise aussi la notation(Ff)(ω) pour f̂(ω).

Ainsi, la formule (5.2) ressemble à merveille aux formules(IV.1.6) : la somme (surk) dans
(IV.1.6) est devenue une intégrale (surω), et les coefficientsck deviennent la fonction̂f(ω). Grâce
à cette analogie, les coefficients de Fourierck sont souvent notés par̂f(k). Une grande par-
tie des résultats du chapitre IV peut être formulée et démontrée pour la transformée de Fourier.
Commençons par le Lemme de Riemann et la théorie de Dirichlet.

Lemme 5.2 (Riemann–Lebesgue)Soit f(x) une fonction absolument intégrable surIR. Alors
f̂(ω) est uniforḿement continue et satisfait̂f(ω) → 0 pourω → ±∞.

Démonstration. Pourε > 0 donné, il existem > 0 tel que
∫
|x|≥m |f(x)| dx < ε . Pourω, ω0 ∈ IR

nous avons alors
√

2π
∣∣∣f̂(ω) − f̂(ω0)

∣∣∣ ≤
∫ ∞

−∞
|e−iωt − e−iω0t| · |f(t)| dt ≤ 2ε+m |ω − ω0|

∫ m

−m
|f(t)| dt,

où la dernière majoration utilise|e−iωt − e−iω0t| ≤ 2 pour |t| ≥ m et le théorème des accroisse-
ments finis pour|t| ≤ m : |e−iωt − e−iω0t| ≤ sups |ite−ist| · |ω − ω0| ≤ m|ω − ω0| . La continuité
uniforme def̂(ω) en découle.

Comme
√

2π |f̂(ω)| ≤ ε + | ∫m−m f(t)eiωt dt| , le Lemme de Riemann (Lemme IV.2.2) donne√
2π |f̂(ω)| ≤ 2ε si |ω| est assez grand.
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Théorème 5.3Soit f ∈ RG(IR) et à variation borńee sur chaque intervalle compact. Alors,
pour toutx ∈ IR on a

f(x+) + f(x−)

2
= lim

m→∞

1√
2π

∫ m

−m
f̂(ω)eiωx dω.

Démonstration. Pourm > 0 on introduit une fonctionFm(x) surIR par

Fm(x) :=
1√
2π

∫ m

−m
f̂(ω)eiωx dω =

1

2π

∫ m

−m

(
lim
n→∞

∫ n

−n
f(t)e−iωt dt

)
eiωx dω. (5.5)

Puisque| ∫|t|≥n f(t)e−iωt dt| ≤ ∫
|t|≥n |f(t)| dt → 0 quandn → ∞, la limite dans (5.5) est uni-

forme enω et on peut échanger la limite avec l’intégrale surω. On obtient alors

Fm(x) = lim
n→∞

1

2π

∫ n

−n
f(t)

(∫ m

−m
eiω(x−t) dω

)
dt

=
1

π

∫ ∞

−∞
f(t)

sinm(x− t)

x− t
dt =

1

π

∫ ∞

−∞
f(x− s)

sinms

s
ds,

car l’intégrale surω peut être déterminée explicitement et vaut2(x − t)−1 sinm(x − t). Le reste
de la démonstration est identique à celle du Théorème IV.4.2.

Une conséquence immédiate est la formule d’inversion.

Corollaire 5.4 (formule d’inversion de Fourier) Soit f(x) une fonction continue,̀a variation
bornée sur chaque intervalle compact et dansRG(IR). Si f̂(ω) est absolument intégrable sur
IR, alors

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω) eiωx dω.

Pour travailler avec la transformation de Fourier, il est utile d’avoir une petite table à sa dipo-
sition (voir la table V.1). De telles tables ont été publi´ees par Campbell & Forster 1948, Erdélyi
et al. 1954. La plus impressionnante est de F. Oberhettinger, Math. GrundlehrenXC (1957) qui

TAB. V.1: Petite table de la transformée de Fourier

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω) · eiωx dω f̂(ω) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t) · e−iωt dt

−3 −2 −1 0 1 2 30

1

a

{
1 si |x| < a,

0 si |x| ≥ a;

√
2

π

sin aω

ω −6 −3 0 3 60

1

a

−3 0 3.0

.3

a
1

x2 + a2
(a > 0)

√
π

2

e−a|ω|

a −2 −1 0 1 2.0

.5

a

−3 0 3
−.1

.0

.1

a x

(x2 + a2)2
(a > 0) −

√
π

8

iωe−a|ω|

a
−2 −1 0 1 2

−.1

.0

.1

a

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 40

1

a
e−a

2x2

(a > 0)
1

a
√

2
e

−ω2

4a2

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 40

1

a
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contient sur 200 pages quelques 1800 formules. L’introduction d’une page et demie mise à part,
cet ouvrage ne contient que des formules et vaut la peine d’être feuilleté. L’éditeur n’a pas omis
de préciser, comme à l’accoutumée, qu’il était “interdit de le traduire dans une langue étrangère”.
La table V.1 est un extrait de Gradshteyn-Ryzhik, p. 1147.

Convolution
“C’est là la propriété essentielle de la transformationde Fourier, et qui est laraison d’̂etrede
ses applications. . .” (L. Schwartz,Cours1958, p. 25.)

Nous avons déjà rencontré la convolution à plusieurs occasions : théorème d’approximation de
Weierstrass [HW, p. 267], les formules de Dirichlet (IV.4.1) et Fejér (IV.6.3) et la formule intégrale
de Cauchy (II.5.1). On définit laconvolutionde deux fonctionsf et g par

(f ∗ g)(x) :=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x− t) g(t) dt. (5.6)

Le facteur “gênant”1/
√

2π sera le bienvenu dans la preuve du théorème suivant, théorème donnant
une simple relation entre la convolution et la transformation de Fourier.

Théorème 5.5Soientf et g des fonctions absolument intégrables et borńees. La transforḿee de
Fourier de leur convolution est le produit des deux transformées de Fourier, plus préciśement

̂(f ∗ g)(ω) = f̂(ω) · ĝ(ω). (5.7)

Démonstration. Il faut insérer la définition (5.6) dans la transformée deFourier (5.4), changer les
intégrations à volonté et faire une substitution triviale :

̂(f ∗ g)(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x− t) g(t) dt

)
e−iωx dx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x− t) · e−iω(x−t)dx

)
g(t) e−iωt dt.

(5.8)

Dans l’intégrale intérieure on substitueξ = x − t, ainsi l’intégrale double se décompose en un
produit de deux intégrales simples.

Transformée d’une D́erivée
Voici la propriété importante pour les applications de latransformation de Fourier aux résolutions
des équations différentielles.

Théorème 5.6Sif(x) et ses d́erivéesf ′(x) etf ′′(x) sont dansRG(IR), alors

(̂f ′)(ω) = iω · f̂(ω), (̂f ′′)(ω) = (iω)2 · f̂(ω). (5.9)

Démonstration. La preuve est par intégrations par parties. On a
∫ ∞

−∞
f ′(t) e−iωt dt = f(t)e−iωt

∣∣∣
∞

−∞
+ iω

∫ ∞

−∞
f(t) e−iωt dt.

Comme f(x) = f(0) +
∫ x
0 f

′(t) dt et f ′ ∈ RG(IR) , on voit que limx→±∞ f(x) existent. Ces
limites sont nulles carf ∈ RG(IR). Une autre façon de voir le résultat est de dériver l’int´egrale
de la transformation inverse (Corollaire 5.4) par rapport au “paramètre”x.

Comme exemple, voir les formules 2 et 3 dans la table V.1.
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Application aux équations différentielles et int́egrales
Le schéma est le suivant : la transformation de Fourier change une équation différentielle (ou une
équation intégrale avec convolution) en une équation plus simple. Cette équation est résolue, puis
la transformée inverse donne la solution.

Problème difficile
Équation différentielle ordin.

Équation intégrale
Equation dérivées partielles

Problème facile
Équation algébrique

Équation différentielle ordin.

Solution du
Problème facile

Solution du
Problème difficile

F

F

Ci-dessous quelques exemples faciles. (Des exemples plus compliqués de la physique — “the the-
ory of vibrations”, “the conduction of heat in solids”, “slowing down of neutrons”, “hydrodynam-
ical problems”, “atomic and nuclear physics”, “two-dimensional stress systems”, “symmetrical
stress systems” — dans le “state-of-the-art” de 1951, constituent plus de 80% du livre de Sneddon.
Aujourd’hui, les progrès des méthodes numériques et desordinateurs ont quelque peu tempéré cet
enthousiasme.)

Equation de la chaleur. Voyons avec quelle élégance la transformée de Fourier nous amène à la
solution de l’équation de la chaleur pour un fil infini :

∂u

∂t
= a2 ∂

2u

∂x2

u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞

∂û(ω, t)

∂t
= −a2ω2 û(ω, t)

û(ω, t) = e−a
2ω2 t · û(ω, 0)

= e−a
2ω2 t · f̂(ω)

u(x, t) =
1

a
√

2t
e

−x2

4a2t ∗ f(x)

F

F

Sous des conditions surf(x) qui permettent de faire toutes ces opérations, la solutionest alors
donnée par laformule de Poisson

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
f(s) e−

(x−s)2

4a2t ds. (5.10)

Une équation intégrale. Cherchons une fonctiony(x) telle que

∫ ∞

−∞
y(x− u) · y(u) du = e−x

2 √
2π ŷ(ω) · ŷ(ω) =

1√
2
e

−ω2

4

ŷ(ω) =
1√

2π1/4
e

−ω2

8y(x) =

√
2

π1/4
e−2x2

F

F
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V.6 Exercices

1. Siϕ etψ sont deux fois continûment différentiables, la fonctionu(x, t) = ϕ(x + at) + ψ(x − at)
est une solution de l’équation des ondesutt = a2uxx. Déterminer les fonctionsϕ etψ pour satisfaire
les conditions (avecf etg convenables)

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) pour 0 < x < ℓ (conditions initiales)

u(0, t) = 0, u(ℓ, t) = 0 pour t ≥ 0 (conditions aux bords).
(6.1)

Le résultat est

u(x, t) =
1

2

(
f(x+ at) + f(x− at)

)
+

1

2a

∫ x+at

x−at
g(s) ds. (6.2)

2. La fonctionu(x, t) de (6.2) est bien définie tant que[x − at, x + at] ⊂ [0, ℓ] . Comment faut-il
prolonger les fonctionsf et g en dehors de l’intervalle[0, ℓ] pour que (6.2) soit une solution pour
x ∈ [0, ℓ] et pour toutt ≥ 0. Discuter les conditions surf et g afin queu(x, t) soit deux fois
continûment différentiable.

3. L’ équation des tuyaux sonores.En supposant que les extrémités du tuyau soient ouvertes,on est
confronté au problème (avecf etg convenables)

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2
pour 0 < x < ℓ, ?t > 0

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) pour 0 < x < ℓ (conditions initiales)

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(ℓ, t) = 0 pour t ≥ 0 (conditions aux bords).

(6.3)

a) Montrer que (6.2) représente la solution de (6.3), si l’on prolonge les fonctionsf et g de façon à
ce qu’elles soient paires et périodiques de période2ℓ.
b) En utilisant la méthode des séries de Fourier, trouver une autre représentation de la solution de
(6.3).

4. L’énergie de la corde vibrante (en tempst) est donné par

H[u](t) =
1

2

∫ ℓ

0

((∂u
∂t

(x, t)
)2

+
(∂u
∂x

(x, t)
)2
)
dx.

Montrer que l’énergie est préservée en temps.

5. On considère l’equation de la chaleur

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
, 0 ≤ x ≤ ℓ, t ≥ 0

pour un conducteur linéaire de longueurℓ. Trouver les solutions correspondant aux conditions aux
limites

∂u

∂x
(t, 0) = 0, u(t, ℓ) = 0 pour t ≥ 0.

6. Considérons leproblème de Neumannsur le disqueΩ = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1}:

∆u = 0 sur Ω,
∂u

∂~n
= g sur ∂Ω (6.4)

(∂u/∂~n est la dérivée en direction de la normale~n = (cosϕ, sinϕ)).
En supposant connue la série de Fourier pourg(eiϕ), calculer la solution de (6.4).
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7. Démontrer une des formules suivantes (n = 1, 2, 3, . . .)

J ′
n(x) =

1

2

(
Jn−1(x) − Jn+1(x)

)
, J ′

0(x) = −J1(x) (6.5)

Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x) − Jn−1(x). (6.6)

8. Démontrer la formule (de Bessel 1816)

Jn(x) =
1

π

∫ π

0
cos
(
x sin ξ − nξ

)
dξ. (6.7)

En déduire que limn→∞ Jn(x) = 0 pour toutx ≥ 0.
Indication. En utilisant la série de Taylor, démontrer la formule pourn = 0. Ensuite, vérifier que
l’intégrale dans l’équation (6.7) satisfait les formules (6.5).

9. En sachant que

J0(2.13) = 0.14960677044884, J1(2.13) = 0.56499698056413,

utiliser la formule de récurrence (6.6) pour calculerJn(2.13) pourn = 2, 3, . . . , 30. Le résultat est-il
en contradiction avec l’affirmation de l’exercice précédent?
Essayer d’expliquer l’apparante contradiction en étudiant toutes les solutions de

yn+1 − 2byn + yn−1 = 0

où b > 1 est une constante donnée.


