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(Euvres ¢enérales sur I'analyse complexe et lesesies de Fourier

Il y a un grand assortiment de livres qui introduisent le sdjanalyse complexe (voir le rayon
30 a la bibliotheque de la section de mathématiques etideisayon 27 pour des traités généraux
d'analyse). Des livres sur I'analyse de Fourier se trouantayon 42. En voici quelques ex-
emples. Les numéros entre chrochets (p. ex. [MA 30/213lsvmermettent de trouver le livre
facilement a la bibliotheque.

L.V. Ahlfors (1979):Complex AnalysidvicGraw-Hill. [MA 30/62]

T. Apostol (1957)Mathematical AnalysisAddison-Wesley. [MA 27/51]

H. Behnke & F. Sommer (1962} heorie der analytischen Funktionen einer komplexeragerlichen.
Springer-Verlag. [MA 30/91]

J.C. Burkill & H. Burkill (1970): A Second Course in Mathematical Analysismbridge University Press.
[MA 27/152]

H. Cartan (1961)Théorie élementaire des fonctions analytiques d'une ou plusieurgabbes complexes.
Hermann. [MA 30/101]

J. Conway (1973)Functions of one complex variabl8pringer. [MA 30/152]

H. Dym & H.P. McKeen (1972)Fourier Series and IntegralAcademic Press. [MA 42/62]

W. Fulks (1993)Complex VariablesM. Dekker. [MA 30/268]

T.W. Gamelin (2001)Complex AnalysisSpringer. [MA 30/300]

R. Godement (1998Analyse matbmatique 1l et lll.Springer. [MA 27/274]

P. Henrici (1974)Applied and Computational Complex Analysishn Wiley & Sons. [MA 30/166]
A. Hurwitz & R. Courant (1964)FunktionentheorieSpringer-Verlag. [MA 30/100]

E. Neuenschwander (1996kiemanns Eirifhrung in die Funktionentheorigottingen; cours donné par
Riemann a I'Université de Gottingen 1855-1861.

R. Remmert (1991)Theory of Complex FunctionSpringer. [MA 30/213]
M. Rudin (1978):Analyse Eelle et complexéMasson. [MA 27/95]

G.P. Tolstov (1962)Fourier SeriesDover. [MA 42/115]

J.S. Walker (1988)Fourier Analysis.Oxford University Press. [MA 42/110]

Avant-propos

Ce polycopié contient la matiere du cours “Analyse Il (gsa complexe)” enseigné pendant les
années 1999 - 2002 par Gerhard Wanner et pendant I'anaéémique 2005/06 par Ernst Hairer
a la Section de mathématiques de I'Université de Genkes portraits de la page 1 ont &té copiés
sur l'adresse Internet http://www-groups.dcs.st-andkdc history/Mathematicians/ .

En ce lieu, nous aimerions remercier Assyr Abdulle, Staph@irilli, Ghislain Jaudon, Gilles
Vilmart et des nombreux assistants et étudiants soit paurdide dans la préparation des exercices
soit pour la correction des erreurs (typographiques et amagtiques).






TABLE DE MATIERE 1

Analyse complexe

“COMPLEXE adj. (lat.complexusqui contient). Qui contient plusieurs éléments d#fés
et combinés d'une maniere qui n'est pas immédiatemaitechour I'esprit, qui est dif cile a
analyser.” (Petit Larousse illustré 1983)

L'analyse complexe moderne a été développée au 19 &tle par trois mathématiciens célebres:

A.L. Cauchy (1789-1857konsidere des fonctions differentiables dé@hgfonctions holo-
morphes ou analytiques). Sa théorie est basée sur unesegpation intégrale de telles
fonctions (formule de Cauchy) et sur les résidus.

B. Riemann (1826-1866publie sa these “Grundlagen fiur eine allgemeine Theoge d
Functionen einer veranderlichen complexen Grosse” é&i18our lui, la conception géo-
métrique occupe une place prépondérante.

K. Weierstrass (1815-1897nppuie sa théorie sur les fonctions développables aassér
entieres (fonctions analytiques), il en résulte une appe algébrique de I'analyse complexe.

Aujourd’hui, les trois approches sont confondues et ias@ples. De cette maniere il est possible
de simpli er la théorie et de trouver des résultats impats.

“Lathéorie de Cauchy contenait en germe a la fois la cofeegéométriqgue de Riemann et la
conception arithmétique de Weierstraf3, la méthode de Riemann est avant tout une méthode
de découverte, celle de Weierstrall est avant tout uneohetle deémonstration.”

(H. Poincaré 1898\cta Math.22, p. 6-7)

Dans ce cours nous abordons la théorie du calcul diffeslestinsC (chapitre 1) et des fonctions
holomorphes selon Riemann. Nous suivons ensuite le chemaimede Cauchy (intégrales com-
plexes, formule de Cauchy) dans le chapitre Il et nous démoes que toute fonction holomorphe
est analytique (possede un développement en sérierentiNous traitons les singularités et le
calcul de résidus dans le chapitre I11.

Cauchy Riemann Weierstrass



Chapitre |

Diff erentiabilité dansC

L'objet de I'analyse complexe est I'étude de fonctidhs €. Nous rappelons les regles de calcul
avec les nombres complexes et nous discutons la diffatglite dansC (qui est differente de la
differentiabilité dansR ?). Les fonctions holomorphes (c.-a-d., differentiabbndC) possedent
des propriétés surprenantes qui seront analyséessatdaNous terminons ce chapitre par I'étude
des séries entieres (fonctions analytiques).

.1 Les nombres complexes et le plan complexe

Les nombres complexes ont leur origine dans l'impossédi résoudre certaines équations qua-
dratiques (Cardano 1545); au cours des siecles suivésmtgviennent de plus en plus importants
(Descartes 1637; voir [HW, pages 57-6ppur plus de précisions). Euler découvre leur grande
utilité dans toutes les branches de I'analyse, et intitg@ui 1777) le symbole

i = p_l cad. %= 1 (1.1)
grace auquel les nombres complexes prennent la forme
zZ=X+ly: (1.2)

Des le début du 19eme siecle (Gauss 1799, Argand 1806identi e les nombres complexdb
avec leplan de Gauss$ou plan d'Argand)R 2 (voir Fig. 1.1 a gauche)

C=fx+iy;xy2Rg' R?=1f(x;y); x;y 2 Rg: (1.3)

On notex = Rez, y = Imz lesparties €ellesetimaginairesdez, etz = x iy le nombre
complexe conjugal
Le corps des nombres complexesEn tenant compte de (1.1), le produit de deux nombres com-
plexesc= a+ ib etz= x + iy donne

c z=ax by+ i(ay+ bx): (1.4)
Avec l'additionc+ z= a+ x + i(b+ y) I'ensembleC devient uncorps commutatifL'eéléement
inverse dez pour la multiplication est

1z x iy _ X .Y

7 77 X2+ y2 T ox2+ y2 IX2+y2: (1.5)

10n utilise I'abbreviation HW pour le livre de E. Hairer & G. \Waer,L'analyse au | de I'histoire Ce livre nous
sert de référence sur le sujets traités au cours Analyse |
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/i g
i W=C+ Z

~ il Z=X |y \ |
0 1 0 1

FiG. I.1: Plan complexe (gauche), addition complexe (mili@w)jtiplication complexe (droite)

En identi ant un nombre réek avec le nombre complexe+ i 0, 'ensembleR peut étre
considéré comme un sous-corpsEie

Coordonnées polaires. Si l'on dénote par la distance du poinz = x + iy a l'origine, et par'
I'angle entre I'axe horizontal et la droite qui relie I'orige avec le poink (voir Fig. 1.1 a gauche),
nous avonx = r cos' ety = rsin' . La distance s'appellemoduleouvaleur absolualez, et
' = arg z est sorargument Ainsi le nombre complexe peut &tre écrit comme

z=r(cos +isin'): (1.6)

Cette représentation des nombres complexes permet wareritation géometrique du produit.
Pourc= s(cos +isin ) etz=r(cos' +isin'),le produit(1.4) devient

c z = sr(cos cos' sin sin' +i(sin cos' +cos sin'))

(1.7)

sr(cos( +')+isin( +"))

a l'aide des identités trigopnométriques connues ([HVWA3]). Ainsi, la multiplication de deux
nombres complexesultiplie les valeurs absoluexd additionne les argument&ig. I.1 a droite).
Espace netrique. Avec l'identi cation (1.3) deC avecR 2, la valeur absolue de = x + iy

q
jzj=r= x2+yZ (1.8)

correspond a la norme euclidienne®é. Elle fait deC un espace normé. La distance entre deux
nombres complexes est aind(iz;; z;) = jz,  zij.

Les concepts de convergence, limites, continuité, cgarere uniforme, ensembles ouverts et
fermés, compacité, etc. sont les mémes qu'en Analysenloet donc pas besoin d'étre répétés.
Nous utiliserons la notatio®,(¢c) = fz2 C;jz ¢ <r g pour le disque ouvert centré au point
cetde rayorr.

|.2 Fonctions complexes d'une variable complexe

SoitU € un ensemble (généralement ouvertyet € un autre ensemble. Une fonction qui
associea chaque2 U unw = f (z) 2 V est ungonction complexé : U ! V.

Nous pouvons aussiidentier = x +iy ' (x;y) 2 R?etw = f(2) ' (u;v) 2 R? et
arrivons adeuxfonctionsu(x;y); v(x;y) (les coordonnées du point) de deuxvariables réelles
X;y (les coordonnées du poin}; voir Fig. 1.2.
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1 1— ....................... w=f (Z)

FIG. 1.2: Fonction complexen = (z + 0:2)?

Si un pointz; se met en mouvement le long d'une courhelors le point imagev; bougera
le long d'une autre courbie( ); si un pointz, remplit une surfacél (“the horse of Sarah”), alors
le point imagew, remplira une surfacé(H ); voir Fig. 1.2.

Plusieurs exemples vont nous aider a nous familiariser agtte matiere. On va constater que
des formules tres simples donnent déja lieu a des sanatassez compliquées.

Exemple 2.1 (applicationC -linéaire) Pour un nombre complexexé, considérons la fonction
w="f(z)=cz: (2.1)

Elle estC-linéaire, c.-a-d., elle satisfait (c;z; + ¢,z2) = ¢f (z1) + ¢f (z2) pourtoutc;;c, 2 €
et pour toutz;;z, 2 C.
Vue comme application dR? dansR? (z = x + iy, c = a+ ib = s(cos + i sin ),
W = U+ iv), nous pouvons l'écrire sous forme matricielle (cf. lanfade (1.4))
! ! ! ! !

u _ a b X _ g Cos sin X (2.2)

v b a y sin cos y
Cette application linéaire est unatation orthogonale d'angle = arg c, suivie d'unehomottétie
de rapports = j¢ (voir Fig.1.3). Elle sera fondamentale, plus tard, pourtéola compréhension

des fonction<C -differentiables.
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Les images des lignes verticales (poser a) deviennentu = a®> y?; v = 2ay et en éliminant

y on trouve des parabolas= a? %. Les lignes horizontaley (= b) deviennent des paraboles
aussi (voir Fig. 1.5). Nous observons que pour chagug 0, cette fonction possede 2 préimages
(un chat gris foncé et un chat gris clair). Ce phénomemenaore nous intéresser.

Exemple 2.4 (transformation de Cayley)Une fonction intéressante est

w=f(z)= ;”1; (2.7)

elle est illustrée en Fig.1.6. C'est unmevolution, c.-a-d., elle satisfaiff (f (z)) = z. Donc, la
fonctionf (z) est bijective comme applicatioB nflg! € nflg etonaf (z) = f (2).

Limportance de cette formule fut decouverte par Cayl@ye{le J.vol. 32, 1846, p. 119) pour
le calcul matriciel: elle métamorphose des matrices ymiggrigues en matrices orthogonales.
DansC, elle transforme I'axe imaginaire en cercle unitaire (eevversa):

iy+1 iy+1 iy 1 1+y? 2% .
W y 1 iy 1 iy 1 1+y2 ! 1+y2 U (2:8)

ou
Loy . Y
Ces expressions ne nous sont pas étrangereslles créent une représentation rationnelle du
cercle cos etsin' ) et les nombres pythagoriciens (voir [HW, p. 124]).

satisfont ~ u?+ v?=1: (2.9)

f o1t .
| 11 .
21 Z :
[N
‘::jil» L [\
ul .
7 N N ¢
i ) RESED :
I A L _HH L
-2 - EERT 21 3
| } 3
! I
| BN ERER N
27
W
H

FIG. I.6: Transformation de Cayley

Exemple 2.5 (transformation de Joukovski, 1910)La fonction

1 1
w=f(z)= - z+ - 2.10
()= 5 2+ (2.10)
estillustrée en Fig. 1.7. Elle transforme respectiveniesntercles centrés @et les rayons passant
par0 en une famille d'ellipses et d'hyperboles confocales. Roouver ce fait, nous utilisons des
coordonnées polaires= r (cos' +isin' ),z *=r (cos' isin') etnous obtenons

1 . 1
+ — cos +i — sin’ (2.11)

r
WE 3Ty 2 X
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Fic. I.7: Transformation de Joukovski

douu=(5+ 2)cos’ etv=(5 )sin’ eton voitque

u2 N V2 _q ot u2 V2
142 112 ~ ) S 20
5+ > G = cog sin

Remarque.Limage d'un cercle astucieusement placé (voir Fig. .ii;teit —————
discontinu; le cercle doit passer par le pant 1), pourrait ressembler a u%
pro | d'aile d'avion. Cela montre l'importance (historige) de la transforma————
tion de Joukovski en aérodynamique. =——

=1: (2.12)

.3 Equations de Cauchy—Riemann

Avec l'identi cation (1.3) chaque fonctiorf : U! € (avec unouverd C) est équivalente
aune fonctionU ! R? (nous utilisons la méme lettre pofitx;y); x + iy 2 Ug R? et pour
u «),

X u(xy) .

7! ; 3.1

y v(X;y) (3.1)
ouz = x+ iy etu(x;y); v(x;y) sont les parties réelles et imaginaired de).
R -diff érentiabilité. Comme vu au cours Analyse | [HW, p. 302], la fonctibh! R? de (3.1)
estR -differentiableen (xo:yo) 2 U, s'il existe une matriced et une fonctionr : U | R?,
continue en(Xo; Yo) et satisfaisant(xo; yo) = 0, telle que

u(xcy) _  u(Xoi¥o) L 4 X Xo : X Xo o
= A + r(X; : 3.2
V(Gy)  V(XoiYo) y oy TTOY (3:2)
Les éléments de la matride appelée matrice jacobienne, sont les dérivées pagide (3.1):
_  @u=@x @u=%y. :
A - @V:@X @V= y;yO)' (33)
Avec la notation complexe, la formule (3.2) s'écrit
f(2)=1(z)+ (z 2)+ (Z Zo)+1(2) jz 2o (3.4)

(voir I'exercice 8). En négligeant le restdz) jz zgj, la fonctionf (z) f (zo) est approchée
par une fonctiorR -linéaire.
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C -diff érentiabilité. Lafonctionf : U! C est diteC-differentiableenzy 2 U, s'il existe une
constantd {z;) 2 C et une fonctiorr (z), continue erg, et satisfaisant(z,) = 0, telle que

f(2)=f(20)+ TY20)(z 20)+1(2) iz zi: (3.5)

La constanté 4 z;) est la dérivée d&(z) enz,. Cette fois, la fonctiorf (z) f (zo) est approchée
par une fonctiorC -linéaire.

D'une maniere équivalente, la fonctidn: U! € estC -differentiable ergy 2 U, sila limite
suivante existe darb:

z!' 29

. f(z2) f(z) _ .
lim B f q20): (3.6)

Dans cette limitez peut se rapprocher arbitrairementae

Premiers exemples.De la méme maniere que pour des fonctions réelles d'uneahla réelle on
démontre que la somme, le produit, le quotient et la contipostde deux fonctiong -differen-
tiables sont -differentiables. Les mémes regles de calcul sont \takapegle de Leibniz, dérivée
en cha'’ne). Comme la fonction constante et la fonctiga) = z sontC-différentiables, les
polyndmes ere et les fractions rationnelles ensont également -differentiables (en dehors
de singularités). Les fonctions considérées dans lempies 2.1, 2.3, 2.4 et 2.5 sont dofie
differentiables.

Par contre, la fonctiorf (z) = z n'est pasC-differentiable (mais elle edR -differentiable).
Pour voir ceci, on laisse d'abord tendrénorizontalement verg, dans (3.6) ce qui donn€l, et
ensuite verticalement ce qui donnd. La fonction de I'exemple 2.2 n'est p&s-différentiable.

Une conséquence immédiate des dé nitions est @ueifférentiabilité impliqueR -differen-
tiabilite (en effet, la formule (3.5) implique (3.4) avec f {z) et =0).

Théoreme 3.1 équations de Cauchy—Riemann)Si la fonctionf (z) = u(x;y) + iv(X;y) (avec
z = x + iy) estC-differentiable enzg = X + iy, alors on a recessairement

@Qu_ @v ot @v_ @u

gv_ & 7
@x_ @y @x @y (37

FIG. 1.8: Equations de Cauchy—Riemann (autographe de Rienidangnschwander, p. 94])

Démonstration. Une matrice2 2 représente une applicati@linéaire seulement si elle est de

la forme

_a b
A = b a (3.8)

(voir les exercices 8 et 9). Une comparaison avec (3.3) dznoendition (3.7).

Donnons encore une deuxieme démonstration de ce tim&oréPour cela nous considérons
l'identité f (x + iy) = u(x;y)+ iv(x;y) et nous la dérivons une fois par rappor at ensuite par
rapportay. Ceci donne

fqx + iy) = %3x;y)+ i%:{x;y); if (x+iy) = %3x;y)+ i%zx;y):

Apres multiplication de la premiere équation gaune comparaison des parties réelles et imagi-
naires donne I'af rmation. O
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Théoreme 3.2 Si la fonction (3.1) esR -differentiable en(Xo; yo) et si les conditions de Cauchy—
Riemann (3.7) sont satisfaites en ce point, alors la fomdti@) donrée parf (x+iy) = u(x;y)+
iv(x;y) estC-differentiable ergg = Xg + iyo.

Démonstration. Le fait que les conditions de Cauchy—Riemann soient sdgsfanplique que la
matriceA dans (3.2) possede la structure (3.8). Elle corresporrd alane applicatiof -linéaire
et peut étre écrite sous la forme (3.4) avee 0. |

Contre-exemple. Dans le theoreme 3.2 la condition de Ra-differentiabilité ne peut pas étre
remplacée par I'existence de dérivées partielles. Ination

f(2)= — (3.9)

est continue, possede des dérivées partielles par regpeety et satisfait erz = 0 les conditions
de Cauchy—Riemann (3.7). Pourtant, elle n'est@adifferentiable.

Corollaire 3.3 Siles deriges partielless %; %‘g %;existent, sont continues dans un ouv et
satisfont les conditions de Cauchy—Riemannt$ualors la fonctionf (z) donree parf (x + iy) =

u(x;y) + iv(x;y) estC-differentiable sutJ.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate du théoreme geatéet du théoreme 3.6
de [HW, p. 304]. O

1.4 Propriétées de fonctions holomorphes

Dé nition 4.1 (fonctions holomorphes) Une fonctionf : U! € qui estC-differentiable dans
un ouvertd € s'appelleholomorphe dand&J. On dit qu'une fonction esholomorphe en un
point z, si elle est holomorphe dans un voisindd€ z,).

Fonctions conformes.
“Die Theile einer gegebenen Flache auf einer anderen gegebFlache so abzubilden, dass
die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilenligh wird.”
(Gauss 1825W\erkelV, p. 189.)

Gauss a adressé l'article mentionné ci-dessus a lacBo&oyale de Copenhague. Pour traiter
des problemes en géodésie et en cartographie, on réehdes applications “similaires dans leurs
plus petites parties”, c'est-a-dire pour lesquelles d@sgles in nitésimaux (ou des courbes qui
se croisent) préservent leurs angles.

Pour deux courbes differentiables: ( ";")! € et :( ";")! € quise croisenten
(c.-a-d., (0)= (0)= zpet_(0) 6 0, (0) 6 0) on dénote I'angle entre les deux directior(®)
et L0) parg (; ).
Théoreme 4.2 (Riemann)Si la fonctionf : U! € (U € ouvert) est holomorphe exy avec
f Yz,) 6 0, alors elle péserve les angles (et leur orientation),acd., pour deux courbes qui se
croisent ergo on a

(G )= )

Une fonction qui péserve les angles s'appelle conforme.
Démonstration. Les directions de courbds  etf sontf 4zo) (0) etf 4zy) {0); chaque

fois multipliés par la m&me constarte f {z,). Nous avons analysé en détail dans I'exemple 2.1
qu'une applicatiorz ! ¢z est une rotation avec homothétie, et préserve donc ldeang O
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FiG. 1.9: Exemple de fonction conforme, = (z + 0:2)?

Ce théoreme est illustré dans Fig. 1.9 ou un animal prati sa gymnastique matinale sous
I'in uence dew = (z + 0:2)2. A certains angles apparents de son contour, nous avoch@tias
rapporteurs, avant et apres le “stretching”. Nous voyareslgs angles restent invariants, mais les
rayons sont agrandis par le fact¢iif{z,)j et subissent une rotation d'angieyf {z.). Pour ceux
qui voudraient véri er, voici quelques valeurs:

z,=0:16+006 f°=0:72+0:12 jf§=0:73 argf°=0:17
2,=0:56+0:06 f°=1:52+0:12 jf§=1:52 argf°=0:08
z=0:53+0:18 f9=1:47+0:37 jfY=1:52 argf®=0:25:

On peut observer, sur tous les dessins des exemples 2.2,2e8 2.5, que I'image d'une grille
orthogonale reste orthogonale partoutfdz) 6 0. La fonction de I'exemple 2.2 ne préserve pas
les angles (elle n'est pas conforme).

Fonctions biholomorphes. Une fonction holomorphé : U ! V (avecU;V  C)
s'appellebiholomorphe si elle est bijective et si sa fonction inverte! : V ! U est aussi
holomorphe.

L'exemple le plus simple est la fonctidb-linéairef : € ! € donnée paf (z) = az avec
a6 0. Soninverse edt (w) = a w qui est ausst -linéaire et donc holomorphe. Nous verrons
plus tard (quand nous considérerons des fonctions eegsrpar des séries) que chaque fonction
holomorphe satisfaisarit{z,) 8 0 estlocalement biholomorphe.-a-d., elle est biholomorphe
entre des voisinages dgetwy = f (zo).

Latransformation de Caylef2.7), illustrée dans la Fig. I.6, est biholomorphe de

Cnflg! Cnflg maisausside € ! D3(0);

du demi-plan gauche a l'intérieur du cercle unitairedealbt sa propre inverse).
La transformation de Joukovsi2.10) est biholomorphe de

D;(0)nfOg! C€n[ 1;1] (4.1)

(voir Fig.1.7). Mais comme elle est symétrique eretz 1, elle est aussi biholomorphe entre
I'extérieurdu cercle et le plan fendu et joue un rdle important en migceendes uides.
La fonction caréf (z) = z? (voir I'exemple 2.3) est biholomorphe comme application

f:C"! Cn(1 ;0 (4.2)

En passant aux coordonnées polaires on voit directemdnjfdetivite. Nous laissons comme
exercice la véri cation du fait que la fonction inverse!(w) = © w est holomorphe (exercicel6).
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Fonctions harmoniques et applications en physique.

“Eine vollkommen in sich abgeschlossene mathematisch@riéhewelche: :: fortschreitet,
ohne zu scheiden, ob es sich um die Schwerkraft, oder dig¢rEl&dt, oder den Magnetismus,
oder das Gleichgewicht der Warme handelt.”  (manuscrigRidenann 1850Werkep. 545)

Théoreme 4.3 (Riemann 1851)Soitf = u + iv holomorphe dan&) avecu etv deux foi con-
tiniment diférentiables dan® 2. Alors

U= Uy + Uy =0 et V= Ve + Vyy =0; (4.3)
i.e.,u etv satisfont “I'@quation de Laplace”{ etv sont des fonctions “harmoniques”).

Démonstration.Les équations de Cauchy-Riemann sont= v, etv, = uy. On dérive la
premiere équation par rapportxaet la deuxieme par rapport g Cela donneu,, = vy et
Vxy =  Uyy. Comme (voir le théoreme de Schwarz, [HW, p.31V]) = vy, on obtient la
premiere équation de (4.3). Pour la deuxieme, on déegeéquations de Cauchy—Riemann par
rapportay etx respectivement. |

15

1.0

10k

15

FiG. 1.10: Champs d'un dipdle dai®?, w = log(z+1) log(z 1)

Grace a cette découverte, Riemann a ouvert I'applicadies fonctions holomorphesa de nom-
breux problemes de la physique, puisque cette équatimaésfaite par le potentiel gravitationnel
d'un corps (Laplace 1785, vodeuvred, Mécanique céleste, publié 1843, p. 157), par les cleamp
electriques et magnétiques (Gauss et W. Weber a Géttinet par la chaleur en équilibre (Fourier
1807; cf. citation de Riemann ci-dessus). Il faut rajowsterette liste certains mouvements de
liquides (les mouvements sans rotationnel; d'Alembert2] Feelmholtz 1858).

Exemple 4.4 Le potentiel d'un dipdle (ou I'ecoulement d'un liquidersant d'une source et ren-
trant dans un trou) est créé par la fonction holomorphe log(z +1) log(z 1) (pour des
nombres complexes le logarithme est dé ni gagz = log jzj + i argz; voir plus tard pour une
discussion détaillée). La Fig. .10 montre les courbesideau des fonctions harmoniques; y)
etv(x;y), données comme parties réelle et complexé @8 =log(z+1) log(z 1).

2Nous allons voir plus tard que chaque fonction holomorphaesment differentiable. L'hypothese concernant
les deuxiemes dérivées sera donc super ue.
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1.5 Series et fonctions analytiques

Pourc2 C etpourag 2 €; k =0;1;:::, considérons la série
2 3 * k
Qpt+ta(z O+az o“+az(z o+ :::= a(z © (5.1)
k=0

et étudions le domaine ou elle représente une fonctisast, ou la série converge. La dé nition
de la convergence de (5.1) est la méme que pour une sésdRkdamec la seule difference que la
valeur absolue est maintenant dé nie fliet pas suR. CommeC ' R? est un espace complet,
on a aussi le critere de Cauchy (voir les paragraphes ItiIR.@ de [HW]).

Rappelons que (5.1) convergbsolumentsi la série de terme généjakj jz ¢* converge.
Elle convergeurBformemenSurA C, si pour tout' > 0donné il existe ulN (indépendant de
z2 A)telquej [, a(z ©¥ <" pournm N etpourz2 A.

Dé nition 5.1 (rayon de convergence) Pour une grie avec coef cientsy; a;; ::: on cé nit
. .. R
:=sup j j; lasérie a
k=0

k converge (5.2)

et on appelle le rayon de convergence de large.

Théoreme 5.2 Soit le rayon de convergence de large (5.1). Alors,

pour chaquez avecjz ¢ < , on aconvergence absolue;
pour chaquez avecjz ¢ > , on adivergence;
pour chaque avecr < , on a convergence uniforme sur le disdgc).

Une série (5.1) dé nit alors une fonction complexe suriggdeD (c). La démonstration de
ce théoreme repose sur le critere des majorants.

l:,emme 5.3 (critere des majorants) Supposons qusy| k pour toutk et que la &rie réelle
« o kI converge avec un 0. Alors, la €rie (5.1) converge absolument et uniformement
surD,(c) et son rayon de convergencesatisfait r.

i . P . P . .
Démonstration. Pourz 2 D, (c) nous avong v ax(z ©)j m . krk etlaf rmation est
une conséquence du critere de Cauchy. 0

Pourdémontrer le tkoreme choisissons ug, satisfaisantr < jz, ¢ < , pour lequel la
série converge (Fig.1.11). Une condition nécessaireagty, ¢)% ! 0 et il existe donc urM

tel quejac(zo 0] M pour toutk. Par conséquenja,j — M=jzo gk =: . Comme
r=jzo ¢ < 1, lasérie , o «rk converge et on peut appliquer le critere des majorants pour
z 2 D, (0). O
PP
T e ® o200
lim sup ——
jag] p

Jjaqi

FiG. I1.11: Preuve de la convergence uniforme et absolue jgourcj r <
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Théoreme 5.4 Le rayon de convergence de leri (5.1) est donia par

1 . .
= G—— (critere de laracine, Hadamard 1892). (5.3)

) limsup,,;  “jaj

Si la limite suivante existe, le rayon de convergence esiaaosnre par

A . .
= lim - - critere du quotient). 54
m g quotient) (5.4)

Démonstration. Si ja,j jz g¥ rk avec unr < 1, le critere des d‘na_jorants garantit la
convergence de la série (5.1). Cette condition peutdstriége’ sous la formeajak_j jz ¢ r,
et elle est satisfaite avec urx 1 pouakﬂf samment grand slimsup,,;; *jaj jz i< 1.
Ceci implique que  (limsup,,; “jaj) *. Linégalité stricte > (Iimqsupk!l <jagj) *
n'est pas possible, car sinon il existeraitziavecjz ¢ < etlimsup,,;, “jaj jz ¢ > 1,
ca-d.,jagj jz ¢* 1 pourun nombre in ni dek.

Pour la demonstration du critere du quotient on part ageconditionja.1j jz k™

r jaj jz ¢* pourunr < 1. En écrivant cette condition comni{gag.ijJaj jz ¢ r,le
reste de la preuve est identique a celle du critere de liaeac m|

La considération des séries (5.1) avec argument comeXeC nous permet d'élargir le
domaine de dé nition d'un grand nombre des fonctions intaotes. Voici quelques exemples:
La fonction exponentielleest dé nie par la série

22 78 Rk

expz =1+ z+ —+ —+ .=

=" o (5.5)
21 3l o K!

Le critere du quotient donne = 1 . Ainsi, cette série converge pour tau2 C et la fonction
exponentielle est dé nie sur tout le plan complexe.

Les fonctions trigonométriques sont dé nies par

22, 7 A1
=1 S+ 4= 2
cosz TP @ z .
- 2 2 R (56
Sihz =2 —+ —+ ... = 7 .
31" B o 2K+ 1)

Commeexpz, les fonctionscosz et sinz sont dé nies pour touz 2 €. En remplacant pariz
dans (5.5) et en rassemblant les termes sans et avec lerfgaiawobtient laformule d'Euler

expiz = cosz+ i sinz pour toutz 2 C (5.7)
(attention: on effectue un réarrangement d'une sérigucea étre justi &€ dans le paragraphe 1.7).
La série logarithmique est donnée par
ZZ Z_3 » ( 1)k+l ‘

log(1+2):=z E+3 = 2 (5.8)

k=1

Le rayon de convergence de cette série est1. Le logarithme est donc dé ni par cette série
sur le disque de rayoh centré erc = 1. Pour le moment, on n'a pas encore démontré que le
logarithme est la fonction inverse de la fonction exporedigi(voir le paragraphe 1.8).



14 Differentiabilitt dansC

Dé nition 5.5 (fonction analytique) Une fonctionf : U ! € avecU € ouvert s'appelle
analytique, si pour chaque2 U il existe une érie de la forme (5.1) avec un rayon de convergence
= (c) > Otelle que surl'ensemblg\ D (c) ona

s
f(2)= ag+ta(z O+ a(z ©%+ay(z o°+:::=  az o~ (5.9)
k=0

Au paragraphe 1.6 nous allons démontrer que chaque fonatialytique est holomorphe, nous
discuterons le calcul avec des séries en présentant deypées importants, et nous démontrerons
gu'une série (5.1) est analytique dans le disque ouveft), si désigne le rayon de convergence
de la série.

1.6 Holomorphie et analyticite des gries enteres

Considérons une fonctidr(z) dé nie par une série avec un rayon de convergerxe (pour sim-
pli er la discussion, mais sans perdre la généralitesnsupposons que le centresta l'origine):

*»
f(2)= ag+ awz+ apz?+ agz®+ 111 = a z®: (6.1)
k=0
Cette fonction est continue sOr (0), car la série converge uniformément &(0) pourr <
(appliquer le critere de Weierstrass; voir [HW], page 217)

Théoreme 6.1 La fonctionf (z) de (6.1) es -differentiable sur le disqub (0) et sa @rivee est

%
f92) = ay + 2@,z +3azz% +d4a,z+ 1:: = kaz¥ 1 (6.2)
k=1

Démonstration.On obtient la série (6.2) en dérivant (6.1) terme par ter@mzmmelg k! 11e
critere de la racine montre que les deux séries (6.1) &) f(fssedent le méme rayon de conver-
gence. Il faut encore justi er la differentiation termerparme, c.-a-d., qu'il est permis d'échanger
differentiation et sommation.

Pour voir cela, nous considéron®t zy satisfaisanjzj;jzj r < ,etnous soustrayons

»®
f(z0) = ag+ a1zo+ @pzp + agzZ + 1@ = aczs:
k=0
def (z). Ceci donne
f(2) f(z0) = (2)(z 2)
avec
(2) = ay+ ax(z+ z0) + &(22+ zzo + Z0) + au(Z® + 2%z + 225+ Z3) + 1. (6.3)

On voit tout de suite que(zy) sera la dérive€Y{z,) annoncée en (6.2). Il nous reste a véri er que
la fonction (z) estcontinueenzy. Le k-ieme terme de la série pour(z) donne I'estimation

ja(Z* T+ 2 2zo+ i+ ZE YD) Kjagrk b (6.4)

C'est le terme général, en valeur absolue, de la sér® (fise au pointr. Nous savons que
cette série converge absolument, et nous avons trouvserieconvergente qui majore la série
(6.3) indépendamment de Le critere des majorants (Lemme 5.3) assure alors la cganee
uniforme et, avec elle, la continuité. O

Corollaire 6.2 Une fonction qui est analytique sur est aussi holomorphe su. O
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Le théoreme précédent peut étre appliqué a la famdti{z) et on voit itérativement qu'une
fonction analytique n'est pas seulement une fois mais mantC -differentiable (des exemples
sontexpz, cosz etsinz surC). Laj -ieme dérivée de (6.1) satisfait poj <

|

() R ' :
f .(Z) = k ARl (6.5)
it e ]

et pour touf cette série possede le méme rayon de convergence qie (6.1

Théoreme 6.3 (&rie de Taylor) La fonctionf (z) de (6.1) est
analytique sur le disquB (0). Pourc 2 D (0) etz satisfaisant
jz g< jdgona

* .
f(z) = G(z o avec G = A
j=0 )

Le rayon de corgrgence de cetteesie est j ¢g>o0.

Démonstration. En utilisant le theoreme binomial on obtient
|

® * Xk . D D k . .

f(z2)= a(ctz ofk= a . @z o= a . ¢ (z o
k=0 k=0 j=0 J j=0 k=j |

Il reste a véri er que I'échange de la sommation dans lenége égalité est permis sous les hy-
potheses du théoreme. Comme ¢ r | ¢ avecr < , une partie nie de la série double
peut étre majorée par

| |
XX K e XXX R
jad o id“'jiz ¢ jad - id“'(r j gy jagrt jagr=: B:

k=0 j =0 k=0 j =0 k=0 k=0

Le Théoreme 7.1 du paragraphe suivant justi e cet éckagtglémontre la formule pour le rayon
de convergence. O

|.7 Calcul avec des éries

Dans les anges 1870, Weierstrass a passes vacances en Suisse (au Rigi) et avait avec lui &s&h
de Riemann comme lectureét®. Il a alors renconté le physicien Helmholtz et s'est plaint aeprde

lui de sa grande dif cule a comprendre les éthodes de Riemann. Helmholtz lui demanda le travail et,
guelques jours plus tard, d& Weierstrass: “moi je les trouve faciles et naturelles” (ude texte original

cf. A. Sommerfeld, Vorliber Theoret. Physik, Vol. Il, p. 124 ou [Remm91, p. 430]).

Il ne s'agit certainement pas d'un manque d'intelligencezhVeierstrass, mais phitd'une conception
differente du mot “comprendre” Chez Weierstrass, “comprisfjsie “d émonté avec toute la rigueur
dont on est capable”. Absolument rigoureux sont seulemaigtebre et les polydimes avec un passage
la limite prudent (&ries in nies et leur convergence uniforme).

Le but de ce paragraphe est de demontrer rigoureusemeté goenme, le produit, la com-
position,: :: des fonctions analytiques donnent des fonctions analsigiPour la somme, ceci
est simple, mais les autres opérations nécessitent\adglkea avec des réarrangements et avec des
séries doubles. Commencons par rappeler un résultaiuls énalyse | [HW, p. 192-198].

Réarrangement de gries doubles. Considérons une familléa; gij -o.1.2..: de nombres com-
plexes disposés en tableau comme dans Fig. .12 et suppgeemous voulions tout additionner.
Il y a bien des manieres de le faire. On peut additionnerlésénts de la ligne, dénoter le
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g * Qu T ap + ap *+ = S

+ + + + +

80 * a1 t*t @y t+ a3z = 5

+ + + + +

dy T axn T axp t+ ap tilI = S

+ + + + + (7.1)
8 t+ a;m + axp + ax tIilI = S3

+ + + + +

Vo + vi t+ VvV, + vz +iii o= 7?7

FIG. 1.12: Tableau d'une série double
€ P 1 . . .. IRT . ,
résultat pas;, et calculer iz9 Si ; ON peut aussi additionner les éléments de la colpndénoter
le résultat paw;, et calculer ., v;. On pourrait aussi écrire tous les éléments dans ungeran
ment linéaire. Par exemple, nous pouvons commenceipagnsuite additionner les élémeats
pour lesquels + j =1, puis ceux avec+ j =2, et ainsi de suite. Cela donne

Aot ot antaptapntaptagptagtapnt il

La question qui se pose est la suivante: les differentesilgiites de sommation fournissent-
elles la méme valeur? A-t-on
xR xR
So+ S1t+ S+ il = a =
i=0 j=0 j=0 i=0

& = Vot Vit Vot il (7.2)

et les arrangements linéaires convergent-ils aussi et méme valeur?

Théoreme 7.1 Supposons que l@se double (7.1) soit telle qu'il existe UB avec

X
Jaj] B pour tout m.
i=0 j=0

Alors, les gries dans (7.2), et tous les arrangementgdimes de la 8rie double convergent absol-
ument. Les expressions dans (7.2) et tous les arrangenmegasrés ont la rBme somme. m|

Considérons deux fonctions données par des séries
f(2) = ag+ ayz+ az?+ azz° + :::
0(z) = b+ biz+ bz + byz® + i
avec rayon de convergencg> Oet , > Orespectivement. Il est évident qu'on a
F(2)+ 9(2) = (a0 + )+ (& + b)z+ (@ + )22+ 11+ (& + B)Z< + (7.4)

et que la série (7.4) a un rayon de convergencemin( a; ).

(7.3)

Produit. Sil'on calcule le produit des deux séries (7.3), terme pang, et si 'on collecte les
termes avec la méme puissancezgden obtient la série

(aokp) + (@oby + aty)z + (@ohy + arhy + aphy)z” + (@ohs + arh, + apby + aghy)z® + ::: 1 (7.5)

La question est, pour queiscette série converge et, en cas de convergence, est-ca géed
représente le produit(z) g(z) ?
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Théoreme 7.2 (Produit de Cauchy)Soient , et , les rayons de convergence des de@Kes
(7.3). Alors, la &rie (7.5) a un rayon de convergence min( ,; p) et pourjzj < min( a; )
ona 2 X
f(2) o) = ah |z (7.6)

k=0 j=0

En cong&quence, le produit de deux fonctions analytiques est tigaby.

Démonstration. Le produit, terme par terme, des séries (7.3) donne unaaldgec éléments
ahz'*1. Comme le produit (z) g(z) correspond aux sommes doubles dans (7.2) et la série (7.5)
estun arrangemeF;'utIinéaire, il suftg'appliquer Théme 7.1.Poujzj r< min( 4; p)ona
lestimation {1, L,jabz™j ( § ojajr')( ; ojbir’) = B. Alors, la formule (7.6) est
vraie pourz satisfaisanjzj < min( ,; ). O

Exemple.Ce résultat nous permet de démontrer la formede(z ) exp(z)=exp(( + )2)
pour; ;z 2 C,etd'en déduire queexpz expw = exp(z + w).

Composition de €ries convergentes.Soit w = f(z) = a;z + a,z> + agz® + ::: une
série ave@, = 0 (c.-a-d.,f (0) = 0) et soitg(w) = by + byw + bw? + w3 + ::: . Cherchonsa
calculer une série pour la compositibiiz) = g(f (z)) (voir Fig.1.13). On insere la premiere série
dans la deuxieme et on réarrange la série en puissances de

F(2)

by + bi(auz + az?+ azz® + 1) + by(arz + az? + azz®+ )2+ 1
by + bai;z + (ha, + a?)z? + (bag + 2lpaja, + kad)z3 + @ :: (7.7)
= Gt CZ+ Cz%+ Gz + 2t + i

De nouveau on se demande si cette série possede un rayamdergence non nul et si elle
représente la compositidh(z) = g(f (2)).

Théoreme 7.3 (composition deéries) Soient , > 0et , > 0les rayons de convergence des
séries pourf (z) etg(w). Choisissons > Otel que i, jagjrk < .
Alors, la €rie F(z) = ¢+ ¢z + 622 + cz3 + ::: de (7.7) converge poyej r etona

9(f (2)) = F(2):

i . . . P . : . .
Démonstration. Pourjrj < ,, lafonctionr 7! i_, jajr* estbien dé nie, elle est continue et
s'annule pour = 0. Il est donc possible de choisie Otel que }_; jagjr < , (Fig.1.13).

FIG. 1.13: Composition de séries
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En appliquant itérativement le Théoreme 7.2, nous veyque I'expressioh (z)' est une sérfe
. i R .
f(2) = az® = g7
k=1 j=i
. P, . . Py . .
aF\>/ec un rayon de convergence , etpourjzj r< gona .;ja 2] =i ey jr!
(i, jajr¥)' := s avecs < . Pour obtenir la séri€ + ¢,z + ¢;z? + ¢z + ::: on aen effet
échangé la sommation dans
* D . x X R :
gf ()= bf(x'= b g7 = ha; 2 = g2 = F(2):
i=0 =0 j=i j=0 i=0 j=0
. , Pm P - . P Pgo
La justi cation vient du Theoreme 7.1, car %, |L;jha; Z]j %o Jhjs i Jhjs' =: B
pour toutm 0. O

Comme application considérons gootientg(z)=f (z). Pour le développer en série, il suft
de traiterl=f (z) car g(z)=f (z) = g(z) (1=f(2)) et on sait déja développer un produit de séries.
Siag 6 0 on peut mettre ce facteur en évidence et ainsi commencéridef (z) parl (un
exemple intéressant d'un quotient est la série pamrz = sin z=cosz).

Théoreme 7.4 (quotient) Soit
f(z) = 1+ auz+ a2+ agz®+ auz*+ ::: =1 h(2)
une €rie avec rayon de convergence 0et soitr > Otel queP L jagr < 1. Alors, on a pour
JzJ 1, 1
f(2)

Les coef cients, peuventgtre calcués en comparant les@mes puissances dedans l'identie
(1+a;z+::)A+ cz+ :::)=1 ouencalculantl + h(z) + h(z)2+ ::: .

=1+ Cz+ G2+ 2o+ ¢t + 11

Démonstration. On applique le Théoreme 7.3 avgbw) = (1 w) =1+ w+ w?+ ::: et
avecw = h(z). 0
Tous les résultats de ce paragraphe restent vrais si l'osidere des séries développées autour

d'un point different de l'origine. Par exemple, §(z) = ap+ a1(z  zo) + ax(z zp)? + ::: et
gw) = o+ by(w  wp)+ b(w  wp)?+ :::avecwy = f (z9) = ap, alors sous les hypotheses du
Théoreme 7.3ong(f (2)) = G+ c(z zo)+ C(z Zp)?+ :::pourjz 2z .
Equations différentielles. Soit une fonctiong(w) = by + byw + b,w? + bw?® + ::: donnée,
on cherche une fonctiow = f (z) = a;z + a,z% + azz3 + ::: avec

dw

o, = 9w w(0)=0; (7.8)

z
(une condition initialenv(zg) = wp peut étre traitée en considérant des séries devedspgéour
dez, etwy respectivement). On insere la série paudans (7.8) et on utilise (7.7),
ay+2a,z+3a3z°+ i = g(f (2) = by+ bhayz+ (ba, + ad)z>+ ::: : (7.9)
Une comparaison des coef cients donne
=y 2= ba; 3a=ba+ hal; 4o, = bhas+2baa + kal; (7.10)

et nous permet de calculer récursivement les coef ciaptde la solution de maniere unique. Ici,
I'etude de la convergence est plaisante (CauElwgrc. d'analysel841).

SAttention: i est ici une lettre de sommation et n%n_l.



Differentiabilitt dansC 19

Théoreme 7.5Si la €rie pourg(w) pos&de un rayon de convergence positif> 0, alors la
seriew = f (2) = a1z + a,z? + :::, obtenue en comparant les coef cients dans (7.9), a aussi un
rayon de convergence positif > 0 et donne une solution deauation diférentielle.

Démonstration. La sérieg(w) = ky+ byw+ bw?+ ::: converge poujwj < . Enposantv = q !
avecO< g < ,onen déduitque les coef cients peuvent &tre majorésipgr MgX.

On cherche a majorer les coef ciends donnés récursivement par (7.10). Linégalité du trian
gle avec la majoration pour, donne

jasj M; 2jaj Maqjayj; 3jasi M (gayj + Fjaj?); (7.11)

L'idée est de dé nir une suite des nombres réglsen remplacant dans (7.11) lggj par « etles
“ " par“=". Celadonne

1=M; 2,=Mqg 1, 33=M(q 2+ 2; ::: (7.12)

La premiere observation est qu'on a l'estimation
ja K pourk=1;2;::: (7.13)

(ceci se demontre par un argument de récurrence stanetdedfleuxieme observation est que les
« satisfont les relations de (7.10) si on remplacedepar Mgk. Cela veut dire que la série
W= ,Z+ ,z2+ :::estlasolution de I'equation differentielle
dw M

W _ 202 4 - ) = : -0N-
4z M(1+wqg+ wg+::) 1w w(0) =0: (7.14)

Cette équation peut étre résolue facilement (par “s#jwa des variables”, [HW, p. 138])

2 Pr—rrs
1 wgdw=Mdz ) w WquMz ) w=1 1q 2aMz. 7 15)

et sa solution peut étre devéloppée en série (a l'agldadsérie binomiale), qui converge pour
jzj < 1=(2qM). 0

Exemples.La fonction exponentieller = exp z est solution de I'équation diﬁérentiel% =w
et la fonction tangentéan z = sin z=cosz est solution de‘("j—"zV =1+ w? (exercice 32).

Fonction inverse. Soitw = f (z) avecw, = f (zp) donnée par un développement wq =

a(z zo)+ ax(z z9)?+ as(z  z0)®+ :::.Oncherche le développement de la fonction inverse
z = g(w) sous laforme zg= by(w wy)+ (W wp)?2+ bs(w  wp)d+ ::: . Apres des
translations, on peut supposgretwy placés a l'origine et on part de
w=f(2)= ayz+ a,z°+ azz®+ ::: donné
(2)= awz+ & 3 , (7.16)
z=g(w)= bhw+ bbw? + byw® + ::: cherché.

La fonctiong(w) est lI'inverse dd (z) si pour la fonction composé&e(w) = f (g(w)) dans (7.7)
nous avon$ (w) = w. Une comparaison des coef cients donne

ab =1; ah+ alf =0; abz+2abb+alf=0; ::: (7.17)
Sia; 6 0, la premiere équation nous donbe= 1=a,, la deuxiemey, = blazzﬁ, etc. Comme
la kieme relation est de la forme b + ::: = 0, ou les trois points indiquent des expressions déja

calculées, la seule conditi@a 6 0 nous permet de calculer récursivement tous les coef siant
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La discussion de laonvergencear la méthode des majorants (similaire a celle dans {a dé
monstration du Théoreme 7.5) est possible (voir le liveed Cartan), mais peu commode. Nous
ramenerons la question a une équation differentietléd vue par Gerhard Wanner dans un cours
de W. Grobner 1963).

Théoreme 7.6Soit w = f (z) = a1z + a,z%2 + azz3 + ::: une €rie aveca; 6 0 et rayon de
convergence, > 0, alors la €rie z = g(w) = byw + bw? + b;w?® + ::: avec coef cients doris
par (7.17) posede un rayon de convergence positif et oh(g(w)) = w dans un voisinage de

Démonstration. Si g(w) est bien dé nie dans un voisinage @eune différentiation de la relation
f (g(w)) = w donne

fYgw)giw) = 1; (7.18)
ce qui conduita I'équation differentielle

dz 1 1

dw ~ fq2)  ay+2az+3as22+ 11 ezt ozt 20)=0  (7.19)

pour la fonctionz = g(w). Par le Théoreme 6.1 pour la dérivée et le Théoremepbdr le
guotient, la sériecy + ¢,z + ::: possede un rayon de convergence positif. On est maintenant
en position d'appliquer le Théoreme 7.5 qui dit que la siolu de I'équation differentielle (7.19)

est donnée par une série avec rayon de convergence pd@3dife série satisfait (7.18), c.-a-d.,
FYw) = 1 pourF(w) = f (g(w)). En comparant les coef cients de{w) avec ceux dd. et en
utilisantF (0) = 0, on voit queF (w) = w. 0

Corollaire 7.7 (théoreme d'inversion local) Soitf : U ! € (avecU € ouvert) analytique
dansU et soitzy 2 U. Sif zy) 6 0, la fonction est localement biholomorphe,aed., elle est
biholomorphe entre des voisinagesadeet dew, = f (zp).

Démonstration. Avec z etw remplacés pazx  z, etw wg dans le Théoreme 7.6, la condition
a; 6 0 devientf {z,) 6 0. O

Exemples.La fonctionf (z) = z? (voir Fig. |.5) est localement biholomorphe dans un voigma
de chaquey 8 0. Pour la fonction de Joukovski onf&(z) = %(1 z ?). Elle est localement
biholomorphe pouey 6 1 (voir Fig. 1.7).

1.8 La fonction exponentielle et le logarithme

Etudions en détail quelques fonctions analytiques: lation exponentielle, son inverse le loga-
rithme, les fonctions trigopnométriques et les puissacoasplexes.

Fonction exponentielle.A part les polyndmes et les fractions rationnelles, la famcexpo-
nentielle est la fonction holomorphe la plus importantée Ekt dé nie par la série

z2 75 7 A
expz—1+z+§+§+m+...—kzoﬂ (8.1)

dont le rayon de convergence est 1 .
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Avec la fonction exponentielle, il est naturel de consal@ussi les fonctions trigonométriques

72 74 p ( 1)k
=1 T+ 4= %
cosz 21" 2 oy (2K o
- 2 2 A (D (82
SInhz = z —+ =+ = —_—
31" Bl o @K+ D)

qui sont également dé nies pour tau® C par ces séries. En remplacamariz dans (8.1) et en
rassemblant les termes sans et avec le facteur obtient laformule d'Euler(1748)

exp(iz) = cosz+ i sinz pour toutz 2 C: (8.3)

Ce réarrangement de la série (8.1) est permis car elleecgeabsolument. Comnues( z) =
cosz etsin( z) =  sinz, on arrive a exprimer les fonctions trigonométriques emies de la
fonction exponentielle de la maniere suivante:

cosz = % exp(iz) +exp( iz) ; sinz = 2—1| exp(iz) exp( iz) : (8.4)

Equation diff érentielle. Par differentiation terme par terme, on voit que la fontgaponentielle
w = exp(cz) (avecc 2 C) est solution de I'équation differentielle

iz - CW: (8.5)
Cette propriété est caractéristique pour la fonctiomogmentielle, car siv = f (z) = ag + a1z +
ap,z? + ::: satisfait (8.5), on a nécessairemé&af = ca, 1. Cette formule de récurrence donne
a, = ayC‘=k! et on trouve ainsi la fonction exponentielfz) = ayexp(cz) comme la seule
solution de I'équation différentielle satisfaisdr(0) = ap.
Une autre propriété caractéristique est donnée dath&teeme suivant.

Théoreme 8.1 (tfeoreme d'addition) Soit f (z) = ap + &,z + a,z? + ::: donrée par une &rie
avec un rayon de convergence 0etaveca, 6 0. Alorsf (z) satisfait la relation

f(z+w) = f(2)f (w) pour z;w avec z;w;z+ w2 D (0) (8.6)
si et seulement &1 (z) = exp(cz) avecunc?2 C.

Démonstration. Avec le produit de Cauchy on a démontré au paragraphe k7lajfionction
f (z) = exp(cz) satisfait (8.6) (voir aussi I'exercice 27). Pour voir quéekst la seule fonction
satisfaisant (8.6), nous dérivons cette relation paraew, ce qui donnd {z+w) = f (2)f qw).
En posanw = 0 on voit quef (z) satisfait I'equation differentielle (8.5) avac= f {0). On a
doncf (z) = agexp(cz). Mais, pour que cette fonction satisfasse (8.6) il fautagie 1. O

Ce théoreme d'addition combiné avec la formule d'Eul&B) donne pouz = x + iy que
expz = exp(x + iy) = exp xexp(ly) = exp x (cosy + i siny): (8.7)

Comme nous sommes familiers avec les fonctions réeekpg, cosy etsiny (avec argument réel),
cette formule nous permet de mieux comprendre I'applicdti@) = exp z illustrée en Fig. 1.14.
Les lignes verticalesx( = Const) sont envoyées sur des cercles avec raggpx, les lignes
horizontalesy = Const) sur des rayons partant de I'origine avec un angl®e plus,expz 6 0
quel que soiz 2 C.

On sait que les fonctiorsiny etcosy sont2 -périodiques. Ceci implique que

expz+2ki)=expz pourtoutk 2 Z etz2 C. (8.8)
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FIG. 1.14: La fonction exponentielle et le logarithme

Théoreme 8.2Pour tout 2 R, la fonctionf (z) = exp z est biholomorphe comme application
entre

fz2 C; < Imz< + g et CnR
ouR =fz=rexp( i );r Ogestle rayon partant de I'origine avec angle
Démonstration. Surjectivat Prenonsvg 2 €CnR et écrivons ce nombre complexe en coordonnées
polaireswy = r(cos' +isin') (r> Oet' 6 mod2 ). Aveczy :=logr + i +2ki (ou
k est un entier) on a quexpzy = Wo. Il suftde choisirk an que' +2k soit dans l'intervalle
ouvert( ; + ) pour conclure la surjectivité de I'application exponeiia.
Injectivité. Soit expzy = exp z; aveczg = X+ iy, 21 = X +1iy; et <y V1< + .la

formule (8.7) implique qu&; = Xo (carexpx; = jexpzyj = jexpzoj = exp Xo) ety:s Yo = 2k
avec un entiek. Comme la distancgy; Yoj est strictement plus petite q@e, il en suitk = 0 et
l'injectivité de I'application.

Holomorphie. La fonctionf (z) = exp z est analytique et donc holomorphe €ir Comme
f {z) = exp z 6 0 partout dan<T, le théoreme d'inversion local (Corollaire 7.7) impliggue la
fonction inverse est aussi holomorphe. O

Le logarithme. Le but est de dé nir le logarithme comme application ineede la fonction
exponentielle. Pour ceci il faut restreindre le domaine @aitlon de expz, par exemple, a la
bandeB :=fz2 C; < Imz< + g (voirle Theoreme 8.2). On obtient alors

Logz :=logjzj + iargz (8.9)

ou l'argumentargz est choisi pour que < argz + . Cette fonction, qui est holomorphe
par le Théoreme 8.2, estlmanche principale du logarithmetlle est dé nie sulC nRg et elle est
souvent notée Log (avec un L majuscule).

On peut aussi dé nir le logarithme comnfienction multivalée

logz :=logjzj+ iargz + 2Kk i avec k2 Z: (8.10)

Il faut faire attention, calogz n'est pas un seul nombre complexe mais un ensemble de nombres
complexes. Quel que sditdans (8.10), on axp(logz) = z. En contraste avec Lag l'expression

logz est dé nie sur tout le plan complexe (a I'exception de igine). Pour un nombre réel négatif
onalog( x)=logx+2k+1)i (six> 0).



Differentiabilitt dansC 23

Equation différentielle. Soit f (zZ) = log z la fonction (8.10) avec uk xé& (par exemple,
f (z) = Logz), ou une des fonctions inverses de la fonction exponeatiele au Théoreme 8.2,
alorsf (z) est holomorphe et on axp(f (z)) = z. Une différentiation par rapport a donne
exp(f (2))f 4z) = 1 . En conséquence, la fonctian= log z est solution de I'equation differentielle

dw 1
Pl (8.11)

La valeur initiale estv(1) = 0 pour la branche principaleet(1) = 2k i pour les autres branches.

Developpement en &rie. Avec l'argumentz remplacé pad + z on voit que Log1 + z) est

solution de I'equation differentielld¥ = 1=(1+z) =1 z+z?> Zz®+ :::. Une intégration,
terme par terme, donne alors ) 3 4
Log(l+2z) = z % + % ZZ + o pour jzj < 1: (8.12)

La relation fonctionnelle. Le théoreme d'addition pour la fonction exponentiellepiique que
exp(logzw)) = zw = exp(log z) exp(logw) = exp(log z + log w) . On en déduit que

log(zw) = log z +log w + 2K i (8.13)

pour deux nombres complexes non nuls. L'enkesst déterminé par la branche du logarithme
choisie. Si I'on considere deux nombres complexes déns R, et la branche principale du

logarithme, on a 8 .. .
< 21 sl argz+argw

Log(zw) = Logz+ Logw+ O si argz+argw2 ( ; ] (8.14)
- 2i si argz+argw >

En particulier, on dogz" = nlogz + 2k i pour des entiera et donc aussz" = exp(nlogz).
Cette formule est la motivation pour considérer aussi désspnces complexes.

La puissance complexe.Pour un nombre complexe2 C et pour la variable complexe
z 6 0 nous dé nissons . .
z° .= exp(clogz): (8.15)
Ici, la fonctionlogz est multivaluée. Ceci signi e que® est aussi multivaluée en général. Pour
chaque branche degz, cette fonction est holomorphe comme composition des i@mstolo-
morphes. Considérons quelques cas particuliers:
Sic= nestun entier positif, onz"°= z ::: z (n fois); cette valeur est unique;
Sic= nestun entier négatif, onZ =z ' ::: z 1 (nfois); cette valeur est unique;
Pourc = 1=n, la valeurz® représente les solutions den" = z, et on les obtient en prenant
une solution et en la multipliant paxp(2k i=n ) (k = 0;1;:::;n 1) qui sont lemniemes
racines d'unité; D
Sic2 R n@ est un nombre irrationnel (par exemgle ~ 2), I'expressionz® représente
une in nité des nombres complexes; ils sont denses surrgecavec rayorzj® centré a
l'origine;
Sic2 € nR, I'expressiore® représente une in nité des nombres complexes; ils stnési
sur une spirale et donnés r= exp(cLogz) exp(2k ic ) pourk 2 Z .

Echangeons maintenant les rdlescde z dans (8.15) et considérons
¢’ ;= exp(zLogo): (8.16)

Cette fois il s'agit d'une vraie fonction, car on a xé Lagzomme la valeur de la branche princi-
pale. Avece ;= exp(1) = 2:71828::;, on a Loge = 1 et donc auss#* = exp(z 1) = exp(z).
Ceci justi e la notatione” pour la fonctionexpz.
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.9 EXxercices

1. Calculer les deux racines du polynédme
Z+(1+4i)z (5+i)=0:

2. Ecrire le nombre complexe = 2+ 2i en coordonnées polaires et calcuPeE (trois solutions).

3. En utilisant la formule de Cardano (voir [HW, p. 7]) cakeula solution réelle de I'equation
22 z+1=0:

Veéri er le résultat avec un logiciel comme Maple.

4. Considérons une applicati®n?! R2: * 71 u(x;y)

y v(xy)
Avec l'identi cation € ' R? de (1.3) elle peut &tre écrite sous la forme f (2).
Exprimerf (z) entermes de, vetz = x + iy.
5. Décrire géométriquement les parties du plan compliéxeies par
a)jzj<1l, jz+1lj<1, jz 1 1,
b) Rez 1=83, Rez+3Imz< 4,
c) 3=4 argz 5=4

6. Lesquels des ensembles de I'exercice 5 sont ouvertséggmornés, compacts ?
7. Poura;c2 R etb2 C considérons I'équation
azz+ bz + bz+ c=0:
Montrer que cette équation représente un cercle @asisa 6 0 etjhj? > ac. Discuter le cagt = 0.
Que se passe-t-il fij° ac?

8. Avec lidenti cation € ' R? de (1.3) chaque applicatioR -linéaireR? ! R 2 peut étre écrite
sous la forme
f(z2)= z+ z (9.1)

avec; 2 C (uniguement déterminés).

9. Montrer qu'une application (9.1) satisfait
C-linéaire , f(i)=if (1) , =0:

10. Etudier la fonctionw = f(z) = z ! et demontrer que cette fonction conserve les cercles;dc, -
I'image d'un cercle est un cercle.

11. L'imaged'uncerclefz; jz aj = rg par la transformation de Cayley (2.7) est de nouveau uneercl
(ou une droite). Déterminer son centre et son rayon.

12. SoitD = fz; jzj > 1g, I'exterieur de cercle unité. Demontrer que la transfdiarade Joukowski

. 1 1
f:D! Cn[ 1;1] dé nie par z7!w=§z+2;
considéree comme application BedansC n[ 1; 1] est surjective et injective. Etudier l'application
inversef !:w 7! z. Dessiner les images inverses des ligneswlm Const (écoulement "poten-
tiel” autour d'un cylindre).

Indication. L'image dez =cos' + isin' estw=cos'.

13. Décomposer la fonction = f (z) = z* en partie réele et imaginaifgx + iy) = u(x;y)+ iv(x;y).
Calculer les dérivées partielles et véri er les éqaati de Cauchy—Riemann.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Soitu(x;y) = x* 6x%y? + y* donnée. Trouver toutes les fonctiomé;y) qui satisfont avec
u(x;y) partout les équations de Cauchy—Riemann.

SoitU unouvertdeC etf : U! € une fonctionC -différentiable. Montrer que la fonction
92) = (2
estC -differentiable sur8 = fz 2 € ; Z 2 Ug. Quelle est la dérivee dgz)?

La fonction carréé (z) = z2, vu% comme applicatio€@* ! € n(1 ;0], est bijective. Montrer
que la fonction inversé (w) = " w est holomorphe.

A chagque matrice complexXe= g avec(c; d) 6 0 nous assaocions la fonction
az+ b
f = :
A(2) e

Montrer que
fag =fa fg cad  fag(2) = fa(fe(2):

En déduire que, pow 6 0 etdetA 6 0, la fonctionf o (z) est biholomorphe entr€ nf ¢ 1dg et
C nfc lag. Quelle est la fonction inverse dg (z)?

En utilisant le corollaire 3.3 démontrer que la fongtio
logz :=log jzj+ iargz
est holomorphe s n(1 ;0]
Trouver une solution(x;y) du probleme de Dirichlet suivant:
u=0 sur =[0 ;1] [0;1]; ux;0)=u@;y)=0; ux;)=x; u(@y=y:
Idée.Considérer la partie réelle (ou imaginaire) d'une fomctholomorphe (polynomial tres simple).

Déterminer le rayon de convergence de la série bileri2 R)

»
s(s 1)22+:::+s(s 1) ::: (s k+1) Koo S k.
21 k! =0 K

A+2)°=1+sz+

Déterminer le domaine de dé nition de la fonction desBal d'indice zéro dé nie par

Rk
‘JO(Z) = 2k 2 ZZk.
oo 224 (kD)
. , P : . :
On sait que la série t_y ax(z )X converge pour = 4 et diverge pouz = 8. Que sait on au
sujet de la convergence ou de la divergence des sérientmgfa

® R
a(1+ i)k a 9; ( 1)Ka5*:
k=0 k=0 k=0

Déterminer les coef cients de la série

z2+11z 2
2z 1)(z2 4)

et calculer le rayon de convergence de la série ainsi obtenu

Pour une fraction rationnelle arbitraire, deviner une folerpour le rayon de convergence.

Quel est le rayon de convergence de la série qu'on obti¢nhgiéveloppe la fonction de (9.2) autour
du pointc=17?

Indication. Décomposition en fractions simples.

= agtaiz+ apz’+ azzS+ i (9.2)
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24. Soientf ang, fb,g deux suites danR . Supposons qure}'i{n b, existe et que cette limite est non-
negative. Alors on a toujours '

limsup(anly) =limsup (a,) lim (b,)
n'l n'l n'l

(om a utilisé ce résultat dans la preuve du théoremeasirtlifferentiabilité d'une série entiere).
Montrer par un contre exemple que I'af rmation

Iirrlllsup(anlm) = Iimgup (an) Iirr?lsup(bh)

est fausse en général.
25. Soitf (z) = ap + a1z + a,z? + azz® + ::: donnée par une série ayant 0 comme rayon de
convergence. Démontrer que
72 73 74 s Zk+1
F(z) = apz + a15+ -+ a32+ = k—oakk+1

3

est une primitive dé (z) surD (0), c.-a-d., le rayon de convergence de cette série eston a que
FY2) = f (2).

26. La fonctionarctan z est la primitive def (z) = (1 + z2) ! qui s'anulle pourz = 0. Calculer les
coef cients de la série pouarctan z.

. 3 5 7
Réesultat. arctanz=2z %+ % %+ 1.

27. Démontrer que
exp(z+ w) =exp z expw:

28. Exprimer les fonctionsinz et cosz en termes deexp(iz) et exp( iz) et utiliser le résultat de
I'exercice 27 pour démontrer la formule

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw:

29. Calculer les cing premiers termes de la série gqa) = exp(slog(l + z)) et comparer les avec la
série de I'exercice 20.

30. Soitw = arcsin z. Inspirez vous du dessin (qui lui méme w
est inspiré d'un dessin de Newton 1669) pour voir que > w
dW 1 2 1
- = = 1 Z 2"
2 P ( ) /
Insérer pour cette derniere fonction la série binometle
obtenir par intégration la série (de Newton) pawsinz. z
Déterminer le rayon de convergence. z 1
31. Lesnombres de BernoulBont les coef cients de la série
Z B]_ Bz 2 B3 3 B4 4
=Bot —z+ —z°+ —=z°+ —z2" + 9.3
=2 R TR] 3l 41 ©-3)
a) Demontrer la formule de récurrence
! ! !
k k k
Bo+ Bi+ i+ B =
o % 17t k 1 <1
et calculer les premiers dix nombres de Bernoulli.
b) En observant que
z z _ z6&72+e 72
+ == = 9.4
e 1 2 2e72 e 772 (©4)

démontrer qud; =0 sij > 1estimpair.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

c) En remplacant pariz dans (9.4) trouver les coef cients de la série pour

» 22kB
= ——= — + 1 k 72k 2k l: )
cotz sinz z k:l( ) (2k)! z (9:5)

d) Vérier l'identité tanz =cot z 2cot(2z) et en déduire la formule

1 22K(2% 1)By S2 1.

— * k+
tanz = (2 2K

k=1

(9.6)

Déterminer les premiers termes de la série pamiz de plusieurs manieres différentes:
a) comme le quotient des deux séries d&arsz = sin z=c0sz;
b) comme fonction inverse de la série pauctan z (utiliser les formules pour la composition des
séries);
c) comme solution de I'equation differentiell@®= 1+ w? (justi ér cette équation differentielle).
Soient 5 > O et , > 0les rayons de convergence des séries pda) etg(w) et soitf (0) =0. La
démonstration du théoreme 7.3 (composition de sénms)tre que la série pour la fonction composée
g(f (z2)) possede un rayon de convergence
n X 0
min  4;sup r jair < p
k=1

Calculer cette estimation du rayon de convergence powefse de la sérieosz :

1 . ! ou f(z)—z—2 Z—4+Z—6
cosz 1 f(2) 20 4 8!

Résultat. log(2 + P 3).

Montrer que I'eéquation cubique
2 32z w=0 (9.7

possede une solution unique procheQds w et suf samment petit. Plus précisement, il existe des
voisinagesU dezpy = 0 etV dewgy = 0 tels que pour toutv 2 V il existe un uniquez 2 U
satisfaisant (9.7). Devéloper cette racine en puissathees(calculer les premier8 termes).

Déterminer toutes les racines complexes des éqgatigmantes:

sinz=0; cosz =0; exp(2z) 5expz+4=0:
Devéloper la fonctiomn (z) = log z (branche pricipale) en série autour d'un paigt2 € qui n'est
pas sur l'axe réel négatif. Quel est le rayon de convergelgccette série?

Une exercice dif cile. Demontrer, par récurrence, que pout tat € etpourn 2ona

z X 1 k 1 z¢
1+ — n:l+ zZ+ 1 — o1 —
n - n n k!

En déduire que pour tout nombre complexe

. zn
Iim 1+ — =-expz:
n'l n
Démontrer poupxj < 1 que _ _
i i+ X
arctanx = = log -
2 g I X

a) a l'aide de la formule d'Euler appliquéexa=tan z = sin z=cosz;
b) a I'aide de séries entieres poarctan z et log(1l + z).
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39. Démontrer les identités (d'Euler 1746 et de Johanm@&dli 1702)
i'=e 72, d72=j
Quelles autres valeurs pouret € = 2 pourrait-on imaginer?

40. Pour urz xé (par exemplez := 1+ i), les valeurs représentées péit* %91 sont toutes sur une
spirale. Donner cette spirale en coordonnées polairesladarmer = s(' ).

FIG. 1.15: Les valeurs dél + i)%1*190% (Exercice 40).



Chapitre |l

Calcul integral et theorie de Cauchy

“Was SC]H man sich nun beRi X dx fur x = a+ ib denken?::: Ich behaupte nun, dass das
Integral 'x dx nach zweien verschiednétbergangen immer einerlei Werth erhalte.”
(C.F.Gauss 1811, lettre a Bessélerke8, p.91)
“Lintention de Cauchy, proclamée dans l'introductionsten mémoire, était de rendre rigoureuse
une méthode d'intégration utilisée déja par Eulergtaut par Laplace: :”
(B. Belhoste Cauchy p. 179, en parlant de Cauchy 1814)

Le “Mémoire” reconnu comme “le plus important des travaex@auchy” est intituléMémoire
sur les inégrales @ nies, prises entre les limites imaginairgsublié en 1825, en quelques exem-
plaires, et inclus seulement en 1974 dansJesyres de Cauchigf. [Remmert 1991])).

Le but de ce chapitre est de donner un sen$ &(z) dz ou c; ¢ sont des nombres complexes
reliés par une courbe etest une variable complexe. La théorie du calcul intégratglexe nous
permet de mieux comprendre les fonctions holomorphes éttanges introduites au chapitre I.

1.1 Chemins et courbes

Comme motivation de la dé nition suivante, considérome dfourmi se promenant sur le plan
complexe. On peut décrire son chemin en donnant a chagtemith la position de la fourmi, i.e.,
les deux coordonnéegt) ety(t).

Dé nition 1.1 Un cheminou unecourbe parardtréeedansC ' R 2 est une fonction continue d'un
intervalle fermé dan€, c.-a-d., :[a;d! R?2. Noussupposons en plus qug) est continiment
differentiable par morceaux.

Voici quelques exemples simples:

A A
y y
. _ _ f (t) --------- ,\/\
Des fonctiony = f (x) etx = g(y) /\/ t

peuvent étre écrites sous la forme

7 x> X
(t) = ¢ resp. (t) = 9lt) t 9(t)
f(t) t y :
(cost; sint)

Un cercle dans le plan est donné pér) = g?nSI : ‘h
Soientcy; ¢,; c; trois points dan€ . Le bord du "
triangle formé par ces tr08is points est décrit par

2C +3t(c; ©¢) si0 t 1=3

() =,.c+@Bt 1)z ¢) silB t 23
" c+(3t 2)(¢p c3) si2=3 t 1
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Chemin renvers. Soit : [0;1]! € unchemindan€. On dénote paf ):[0;1]! Cle
chemin parcouru dans le sens inverse. Il estdonné pay(t) := (1 t).

Chemin compo®. Soit ;:[0;1]! € uncheminet,:[0;1]! € unautre avec,(0) = ().
Alors nous écrivons pour lehemin compdsdes deux chemins= ; + , en posant

_a@)  sio ot 1=
W= 2 1 siz=2 t 1 (L1

On peut aussi composer plusieurs chemins si le point nal 3 4
d'un chemin est égal au point de départ du chemin suivant. 1 3
On utilise lanotation 1+ >+:::+ .

Dé nition 1.2 (courbe) Deux chemins : [a;d ! RZ?et : [c;d ! R? sontéquivalents
s'il existe un diffeomorphisme : [a; ! [c;d] (bijective et ainsi que ! continiment
differentiables) tel que = e, ()= ( (1).

Une courbeest une classe d'équivalence de chemins. Oogrbe orienée est une classe
d'équivalence de chemins pour la relation préecédenge astrictement croissante.

y
/ X \
a b t c d ;
Exemple.Les deux paramétrisations
0= . o<t<; %"
sint Ya
(5= P> ; 1<s< I
a 1 s?2 ' X
représentent le méme demi-cercde{ (t) = cost dans la Dé nition 1.2). En interprétant le

parametret respectivemens comme le temps, on observe que la courbe est parcourue agec un
vitesse constante lors de la premiere paramétrisatiors te la deuxieme, la partie au sommet est
parcourue moins vite que les parties a gauche eta droite.

Pour une courbe paramétrée [a;ld ! €, considérons une subdivisidmg;ty;:::;tyg de
l'intervalle [a; [ et les points correspondants sur la courbe. Une approxamadti la longueur
d'arc est la longueur du polygone reliant les poinfs); (t1);:::; (tn). On obtient donc, en
utilisant le théoreme de Lagrange, y

(to)
X 1. . t (tN)
longueur i (tivn) (4] (t1) -
i=0 e X
: f
J(t)] (tivr  1): oyt 0 N
i=0 a T T T T pt

Ceci est une somme de Riemann. La limite quarak; jti.;  t;j ! Odonne alors la longueur
cherchée.
Dé nition 1.3 (longueur d'arc) Lalongueurde la courbe paramétrée [a;J! C est
Zp
LC) = 1(yjdt

Un changement des coordonnéss=( (t)) montre que cette dé nition est indépendante du
représentant d'une courbe. De plus,dn(@a )= L( )etL( 1+ )= L( 1)+ L( 2).
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Exemple.Considérons la paraboje= x? paramétrisée par(t) = (t;t?)7.
Comme _(t) =(1;2t)", on obtient pour |8 longueur d'arcentree O ett = 1

1 _
L( )= p1+4t2dt=:::=—5+}Iogz+p5:
0 2 4

II.2 Int égrales curvilignes

. s R .
Le probleme consiste a donner un sens a une intégraleptea Ccof (z)dzou cyg = ag + ibg,
c= a+ ib etz parcourt un chemin(t) reliantc, avecc.

AY

Z
f(z)dz:=lim f(z)(zs 2)+ f(z)(z2 z)+ 11+ (20 )(2n 20 1) (2.1)

ou la limite est prise sur des subdivisions de plus en pluss de la courbe. Supposons que la
courbe soit déterminée par une application[a;J ! €, qui soit continlment differentiable par
morceaux. Inspirés pa = (ty), pour lesquelgr 2z (t) (tksr  ty) Sitgsr  ty

est suf samment petit, I'expression de (2.1) devient unms® de Riemann. Ceci sert comme
motivation de la dé nition suivante.

Dé nition 2.1 (int égrale curviligne) Soit : [a;d ! € une courbe paramétrée qui est con-
tiniment differentiable par morceaugt soitf (z) une fonction dé nie et continue sur le support
([a; @) de la courbe. On dé nit alors l'intégrale curviligne conam
z zZ,
f(z)dz:= f( (1)) _(t)dt (2.2)
a
On doit maintenant montrer que cette intégrale curviligabien & nie, c'est-a-dire qu'elle
est indépendante du choix de la paramétrisation de ldbecnientée.

Théoreme 2.2 Soient (t) et (s) deux chemingquivalents ([ nition 1.2) et soit (t) stricte-
ment croissante. Alors on a z z
f(z)dz= f(2)dz

De plus, l'integrale curviligne est ligaire par rapportaf et satisfait
z z z z z
f(z)dz= f(z)dz et f(z)dz= f(z)dz+ f(z)dz:

1+

lLechemin :[a;h! C estdifferentiable par morceaux, s'il existe un partage ap <ai <:::<am = b

l'intégrale de (2.2) doit étre interprétée comme la se@rdes intégrales sur les sous-intervalles.
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Démonstration. Les deux chemins sont équivalents pé) = ( (t)). La substitutiors = (),
ds= _(t) dtdonne alors
Z Zy Z, z
f(z)dz= f((s))«Ls)ds=:::= f( (1)) (H)dt= f(2)dz:
Cc a

Les formules pour les chemins renversés et composés Btamues de la méme maniere. O

R
“Wirde auch das Integralpg(  ©) 1d verschwinden, so gabe es keine Funktionentheorie!”
(R. RemmertFunktionentheorie1983)

Exemple 2.3 Soit (t) = c+ re pourt 2 [0;2 ] une paramétrisation du cercle avec rayon 0
centré au point 2 €. Pour un entien, on a

z .
n 4o _ O siné 1
(z odz= 2i sin= 1 (2:3)
Ce résultat est obtenu par un calcul direct (la dernigadite uniquement pour 6 1)
z Z, ) ) Z, ) o 2
(z o"dz= (re")"ire™ dt = r"*t et = — gt .
0 0 n+1 0

Théoreme 2.4Soit :[a;g! € unchemin qui est contiment diférentiable par morceaux et
soitf (z) continue sur le support de, c.-a-d., sur ([a; ). Alors, on a
z

f(zdz M L() ou M = {g[aa?é]jf( (t)j:

Démonstration. Si  (t) est continliment différentiable, on a
z zZ, zZ, zZ,
fzydz = 1) _(Odt  JICO) j Oidt M- j(Ojdt=M L():

Dans le cas ou (t) est seulement continlment differentiable par morceddaut appliquer ce
raisonnement a chaque sous-intervalle ou la fonctiorwestinGment differentiable. 0

1.3 Existence des primitives

Le theoreme fondamental du calcul differentiel d&hsxprime le fait que chaque fonction con-
tinuef :[a;d! R possede une primitive (x) et que abf (x)dx = F(b F(a). Nous allons
étudier si ce résultat reste vrai dabs

Dé nition 3.1 (primitive) SoientU € unouvertef : U! € continue sutJ. Une fonction
holomorpheF (z) s'appelle uneprimitive def (z) siFYz) = f (z) surU.

Théoreme 3.2 Supposons qu'une fonction continug) pos&de une primitivé- (z) dans le do-
maineU C. Alors, z
f(z)dz= F(c) F () (3.1)

pour chaque chemin: [a;d! U pourlequel le pointinitial et le point nal sont respectivent
G etc, c.-a-d., pour lequel (a) = ¢y et (b) = c(voir Fig. 1l1.2).

En particulier, on a la condition @cessaire
z

f(2)dz=0 (3.2)

pour chaque chemin femc.a-d., (&)= (b).
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Démonstration. Si  (t) est continiment différentiable, I'af rmation est unersgequence de
z z z

f@dz= T @)_d= F{O)_Odt=F( ) =F© Flo)

Si (t) est seulement continlment différentiable par morceddauyt faire le méme calcul pour
chaqgue sous-intervalle et additionner les expressions. m|

Ce théoreme montre une énorme difféerence entre le taltegral dansk et celui dangC.
Tandis que chaque fonction continue possede une primii@vesR , ceci n'est pas vrai dan®.
Par exemple, la fonction contind€z) = Z ne satisfait pas (3.2) et ne peut donc pas avoir une
primitive (prendre le chemin fermé&(t) = re pourt 2 [0;2 ]). M@me la fonction holomorphe
f(z2)=(z ¢) !ne possede pas de primitive dddg(c) n fcg (voir I'exemple 2.3).

Par contre, une fonctiofi (z) = ag + a;z + a,z%> + ::: avec rayon de convergence> 0
possede une primitive sy (0). Elle est donnée par

2 23 Z4

z
= tag—+ta—+taz—+ :
F(z) = agz+ a; > a 3 as 7] (3.3)

(intégration terme par terme). Ceci est une conséquemddéoreme 1.6.1.

Le théoreme suivant montre que la condition (3.2) estialgssante pour I'existence d'une
primitive. Nous donnons la preuveldiest undomaineétoilg, c.-a-d., siU est ouvert et s'il existe
un “centre”’C 2 U tel que pour touz 2 U le segmenfC;z] .= f(1 t)C+1tz;0 t 1gest
entierement dan¥ (voir Fig. 1.2 a gauche).

4d 0 Sl y
R Q

FiGc. 11.2;: Domaine étoilé et illustration du Théoreme 3.2

Théoreme 3.3 (critere d'intégrabilité) SoitU un domainettoilée de “centre” C.RSupposons que
f :U! C soitcontinue. Sipour chaque triangleayantC comme sommetong, f( )d =0
(@ étantle bord du triangle ), alorzsf (z) pos®de une primitivé- (z) qui est donie par

F(z) = : ]f()d pour z2 U:
C;z

En particulier, on a (3.2) pour chaque chemin fé&rahansy.

Démonstration. CommeU est un domaine étoilé, la fonctidh(z) est bien dé nie. Fixons
maintenant, 2 U et considérong 2 U proche dez, tel que le triangle avec sommeis zy; z est
entierement danb). Lintégrale sur le bordC; z] +[z0;2z] [C;Z] de ce triangle est zéro. Par

conséquent, on a Z
F(z) = F(z0) + f()d:
[20:Z]

20,
Enécrivanf ( )= f(z)+(f( ) f(z0)), cette forrznule devient

F(z) = F(z)+ f(20)(z 2z0)+ : ]f() f(z) d;

70.Z
dont l'intégrale peut &tre majorée parax 2(z,.,1jf ( ) f(z0)jjz zoj (voirle Théoreme 2.4). La
fonctionF (z) est dondC -différentiable aved {zp) = f (zo), car max zizp7if ()  f(z0)j! O
siz! zg parla continuité dé (z). |
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1.4 Th éoreme fondamental de Cauchy

Le but de ce paragraphe est de démontrer que chaque fohcliemorphe est intégrable, c.-a-d.,
possede une primitive. Jusqu'a maintenant nous savomgsent que les fonctions analytiques
sont intégrables.

Théoreme 4.1 (lemme de GoursatSoitf (z) une fonction holomorphel(-differentiable) dans
unouvertd C.Si@ estle bord orier# d'un triangle U, alors
z
f(z)dz=0: (4.1)
@

Démonstration. (E. Goursat,Acta Mathematicad, 1884; A. PringsheimJrans. Amer. Math.
Soc2, 1901). La preuve de Goursat s'appuie sur des rectangdidgelde Pringsheim est d'utiliser
des triangles qui rend la preuve directement applicablesaddmaines étoilés.

Soit alors un triangle et soif holomorphe sur un voisinage de (voir Fig.1l.3). Nous
devons demontrer (4.1). A l'aide des centres de chacurrdisxcbtés, on découpe en 4 triangles
semblables, mais deux fois plus petits. De ces 4 triangtess an choisissons un,, pour lequel
I'intégrale (4.1) est maximale (en valeur absolue). Ersnous continuons de subdiviser de la
méme facon et arrivons a une suite 1 2 3 li.avec

z z z
f(z)dz 4 f(z)dz ::: & f(z)dz :::: (4.2)
@ @1 @ n

L'intersection de cette suite contient un pomgt car les  sont compacts. Comnfgz) estC-
differentiable erzy, nous avon$ (z) = f (zo)+ f Yz0)(z z0)+ r(2) (z Z) our(z) est continue
enzy etr(zy) = 0. Cette formule, insérée dans l'intégrale, donne
z z z z
f(z)dz= f (z0) dz+ f Yz) (z zo)dz+ r(z) (z z)dz: (4.3)
@ n @ n @ n @ n
Les deux premieres intégrales sont nulles, car les fonsti et(z  z;) possedent une primitive.
Estimons encore la derniere: la continuitérde) en z, signi e que pour tout' > 0 il existe un
> Otel quejr(z)j <" pourjz zg) < . Prenons alora assez grand pour que, D (z).

FiG. 11.3: Preuve de Goursat—Pringsheim pour un triangle
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Alors jz zoj Const 2" etL(@,) Const 2 ". On peut alors majorer la troisieme
intégrale de (4.3) a I'aide du Théoreme 2.4 et avec Ifestion (4.2) on obtient

z
f(z)dz 4" " Const 2" Const 2 ": (4.4)
@

Le" étant arbitraire, cette intégrale doit étre nulle. O
Nous sommes maintenant en position de démontrer le eéguinhcipal de ce chapitre.

Théoreme 4.2 (Cauchy 182550itU € un domainettoilé avec centr€, et soitf : U! C
une fonction holomorphe dahs Alors,f (z) pos®de une primitivé- (z), donrée par

z
F(z) = f()d pour z2 U:
[Ciz]

R
En particuliebona f( )d =0 pour chague chemin fe@dansU.

Démonstration. L'af rmation est une conséquence immédiate du lemme deir&at (Théo-
reme 4.1) et du critere d'intégrabilité (Théoreme3}3. |

L USND)

FIG. I.4: Couper un domaine non-étoilé en domaines &oilé

Domaines plus @néraux. Le fait qu'une fonction holomorphe satisfaﬁ f()d =0 pour
chaque chemin fermé (et donc l'existence d'une primitreste valable pour un domaine gé
laisse @couper en un nombre ni de domainemiles(voir Fig. 11.4). Il est néanmoins nécessaire
gue le chemin traverse chaque “ligne de coupe” dans chaque directiorele@miombre de fois.
Cela est vrai, sile domaing estsimplement connexdinsi, l'intégrale sur se laisse décomposer
(pour les chemins de la Fig. 11.4) en
z z z z
= + o+ =0+0+0=0 (4.5)

1 2 3

car 1, »et 3sontchacun dans un domaine étoilé.

Remarquons encore que sans conditions sur l'olgfénoncé du Théoreme de Cauchy n'est
pas correcte. Considérons par exemple la fondti@) = z ! surl'ensemble ouvett = C nfO0g.
La fonctionF (z) = Logz est une primitive sur le domaine étoilen (plan complexe sans
I'axe réel négatif) mais pas sW. En effet, la condition nécessairef (z)dz = 0 n'est pas
satisfaite pour le chemin(t) = €' (cercle autour de l'origine).
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Exemple 4.3 (inegrales de Fresnel)Comme premiere ap- R+ iR
plication du théoreme de Cauchy, considérons
z z z z
e “dz= +
1 2 3
ou le chemin se compose de trois parties: @aR le long
de l'axe réel, puis on monte verticalement, et retour sur la
diagonale (voir la gure a droite; les courbes de niveau des
parties réelle et imaginaire dgz) = exp( z?) sont aussi
dessinées). L'intégrale sup est
Zg z

)2 R 2,42 ;
|2: e(R+|t)idt: eR+t eZIRtidt
0 0
donc o Z R ZR 1 1
jlj e® &dt e® fdt=eRI(El 1) =
0 0 R R
Ainsi, limgiy 1, = 0, et le Théoreme de CaLg(‘hy nous do&lfneml I, =limgy I3. Du
cours “Analyse I” nous savons quamg;; 1, = 01 ePdt=" =2 [HW, p. 346]. Ainsi nous
arrivons a
Z 1 i)2¢2 . p -
e D+ i)dt = - (4.6)
En partageant parties réelle et imaginaire, on obtient
Z, zZ, p—
cos 2% dt = sinx?dt= —; (4.7)
0 0 4
et, a l'aide de substitutions,
Z1 Z1 1" — 21 cost 21 gint f—
cost?dt = sint?dt= = — et P—dt= P—dt= —=; (4.8
0 0 2 2 0 t 0 t 2

formules af rmées en [HW, p. 131] et démontrées de mangus élégante qu'en [HW, p. 350].

1.5 Formule int égrale de Cauchy

“La plus belle création de Cauchy, et I'une des plus beltésitions mathématiques de tous les
temps:::” (Georges de Rham, Discours d'Installation, Lausanne 1943

La Révolution de juillet 1830 entra’ne la chute de la dyieades Bourbons. Cauchy, royaliste
et ultracatholique, quitte Paris, laissant femme et esfagtts'exile a Fribourg. La, il cherche a
fonder une académie catholique et part pour ['ltalie, Iqgueinse trouver le soutien des souverains
réactionnaires. Finalement, soutenu par les jesuitetyioffre a Turin une chaire de “physique
Supérieure”. Son enseignement “était de toute confugiassant tout d'un coup d'une idée, d'une
formule a une autre, sans trouver le chemin de la transiti®®an enseignement était un nuage
obscur parfois illuminé par des éclairs de génie; maisdit fatigant pour des jeunes éleves, aussi,
bien peu purent le suivre jusqu'au bout et de trente qutidselmt au début du cours, il restait un
seul dernier sur la breche” (voBelhostep. 130).

A Turin, Cauchy découvre sa célebre formule. Sa preenmrblication est dans un article inti-
tulé Sur la nécanique éleste et sur un nouveau calcul appeklcul des limitedu a I'Académie
de Turin le 11 octobre 1831. La formule est devenue plus atdesen 1841 quand Cauchy la
publie dans le tome 2 de sEgercices d'analyse et de physique n&tiatique
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Théoreme 5.1 (formule inégrale de Cauchy 1831)Soit U un domaineétoile et une courbe
fermée parcourant@ Udans le sens positif. Sdit(z) holomorphe dans un voisinage de |'&th
enceU = U[ @U Alors pour toutz 2 U

f(2) = % Q) g (5.1)

FiG. I1.5: Chemin pour la preuve de la formule de Cauchy (a droite: manusdepRiemann,
[Neuenschwander 1996, p. 120])

Démonstration. On xe un z 2 U. La fonction 7! f( )= z) dans lintégrale (5.1) est
holomorphe partout ed, saufen = z. On doit donc oter ce point “chirurgicalement”. SGitle
“centre” du domaine étoil&l (voir Fig. I1.2), et soita la projection dez a partir deC sur le bord de
U voir Fig. 1.5 (siz = C on choisit poum un point arbitraire d& ). Le domaindJ = Un|z;a]
est donc étoilé (pour le méme cen@é

La continuité erz de la fonctionf ( ) implique que pour tout > 0il existe un > 0tel que

if() f(2 " pourj zj . Notons le cercle centré ea de rayon . Nous allons
démontrer que
Z z z
f()zd = L)Zd =f(2) izd +0(")="1f(2 2i +0("): (5.2)
Pour montrer la premiere égalité dans (5.2), nous prederchemin =+

dansU (Fig.ll.5) et appliquons le Théoreme 4.2 pour le cheminCela donne le résultat désiré,
car les integrales sur et  s'annulent.
La deuxieme égalité de (5.2) résulte du fait ye) est continue. Nous estimons la difféerence

4
PO TD g maxji() @i max —— L() "2 =27 (53)
V4 i zj= i zj= V4

La derniere égalité dans (5.2) suit d'un calcul direcinctne dans I'Exemple 2.3. La formule
(5.2) est vraie pour tout> 0. On obtient donc I'af rmation (5.1) en considéraht 0. O

Le pouvoir extraordinaire de la formule de Cauchy (5.1)d@slans le fait que la variablea
gauche se retrouve a droite dans la simple fofme z) ! ; toutes les belles propriétés de cette
derniere fonction se transmettent, a travers l'intégra n'importe quelle fonction holomorphe.
Elle va nous donner une suite de conséquences surprenantes

Propriété de la moyenne. En prenant commé& un disque de rayon > 0 avec centrec et
(t)=c+retavecO t 2 ,laformule de Cauchy donne
z
1~2 :
f(c) = > f(c+ re")dt (5.4)
0

sif (z) est holomorphe dans un voisinagelgc). Ceci signi e que la valeuf (¢) au milieu du
disque est la moyenne des valeurd ¢e) sur le bord du disque.
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1.6 D eérivees sugrieures d'une fonction holomorphe

L'application la plus spectaculaire de la formule de Caueblyle résultat suivant qui montre que
chaque fonction holomorphe (c.-a-@ ;differentiable) est in nimentC -differentiable et peut étre
représentée par une série avec rayon de convergendi. posi

Théoreme 6.1 (Tleoreme de Cauchy—Taylor) Soitf (z) holomorphe dans un ouved. Alors
pour toutc 2 U la fonctionf (z) pos®de un éveloppement erege

*
f(2)= ap+t au(z O+ az ©)?+ag(z ©3+:::=  a(z o (6.1)
k=0
avec coef cients dorgs par -
1 f()
2i ( o)kt
Le chemin dans cette grale est (t) = c+ re";t 2 [0;2 JouO<r< et > Oesttel que
D (c) U. La <trie (6.1) posede un rayon de convergence ( est la plus petite distance
entrec et le bord@ ) et elle repésentd (z) dans le disqu® (c).

= d: (6.2)

Démonstration. On utilise l'identite (1 ¢ =1+ g+ :::+ o+ o**=(1 q) pour obtenir

1 1 1 1
z ( o (z o c 1l =<
1z @ o . @ om o ©3
+ + i+ + :
c ( o2 ( okt ( oki( 2z

Insérée dans la formule de Cauchy (5.1), ceci donne

z k+1
f(z) = agta1(z o+ i+ &z C)k+% a E f()zd:

(6.4)

Pour démontrer le théoreme, il faut voir que le reste d&elde dans (6.4), qu'on dénote fy(z),
converge vers zéro pour tomt2 D (c). Fixons un telz et choisissons > Oet < 1tels que
jz ¢ r<r< .Alorspourtout 2 onajz ¢ j  ¢.AvecM, une borne supérieure
def (z) surla courbe, etl'inégalitéj zj j ¢gjz ¢ (1 )rpour 2 ,lestimation
du Théoreme 2.4 donne

1 k+1 M L( )

IR - 6.5

IR(@i 3 T (6.5)
ouL( )=2r estlalongueurde la courbe. Ce terme tend donc vers z&d &i et la série
converge vers (z). O

En comparant la série (6.1) avec la série de Taylor du iEnée |.6.3 on obtient une formule
intégrale pour les dérivées d'une fonction holomorphe.

Corollaire 6.2 (formule de Cauchy pour la derivée) Sous les hypo#ises du Teéoreme 6.1 on a

z
k! f(2)
fWe)= ~— ———dz 6.6
© 2i (z o)k z (6.6)
Le théoreme de Cauchy-Taylor est la derniere piece dares théorie qui nous permet de
démontrer I'équivalence de trois propriétés fondatakss.
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Théoreme 6.3 Soit U C un ensemble ouvert ét : U ! € une fonction continue. Les
af rmations suivantes soréquivalentes:
f (z) est holomorphe dand, c.-a-d.,C -difféerentiable dansJ,

f (z) est analytique daniJ, c.-a-d., pour toutc 2 U la fonctionf (z) peutétre cevelopige
en une érie convergente dans un disgDe(c) avec > 0,

f (z) est localement igrable, c.a-d., pour toutc 2 U il existe un voisinage wf (z)
pos®de une primitive.

SiU est un domainétoilé, on peut supprimer le mot “localement” dans la tr@sie propréete,
c.-a-d.,f (z) pos®de une primitive sur told.

Démonstration. Ce théoreme est un résumé des résultats déja d@gsofuoir Fig. 11.6). Pour la
preuve de “intégrable implique analytique” on appliquelfeeoreme 6.1 a la primitivé (z) de
f(2). O

intégrable

2 7
S & &
& o %o
holomorphe < Thm. 1.6.1

FiG. 11.6: Equivalence de trois propriétés fondamentales

11.7 Th éoreme fondamental de l'algebre

Ce théoreme af rme que chaque polyndme de degre 0 possede au moins une (et, apres di-
vision, exactememt) racine(s) dan€. Suite a laGéonetrie de Descartes (1638), ce théoreme
a été chaudement discuté pendant des siecles. Plasilications (intégration de fonctions
rationnelles (Joh. Bernoulli 1702), équations différeltes a coef cients constants (Euler 1743),
valeurs propres (Lagrange 1770)) ont toujours réactéiprobleme et conduita plusieurs tenta-
tives de démonstration. Finalement, Gauss (1799) a cantatte sa these a 4 demonstrations de
ce “Grundlehrsatz”. Une revue sur une centaine de dénaditsis (correctes et fausses) a travers
I'histoire par E. Netto et R. Le Vavasseur se trouve daneycl. des Sc. Maématiqued. I, vol. 2,

p. 189-205, et vaut la peine d'étre consultée.

La démonstration est basée sur les inégalites de Caeickyr le Théoreme de Liouville,
qui sont des conséquences simples de la formule (6.6). iLgufa le théoreme fondamental de
I'algebre devienne ici un “jeu d'enfants” de quelques kg nous montre une fois de plus la puis-
sance de la théorie que nous venons de découvrir.

Théoreme 7.1 (iregalites de Cauchy)Soitf (z) holomorphe dans le disqu2 (c). Avec la nota-
tion M (r) := maxj, ¢=rjf (z)j onapourO<r< [I'estimation

. .k M(r
it (1)
Démonstration. On obtient ces estimations en appliquant I'estimationigtad” du Théoreme 2.4

a l'intégrale dans (6.6) et en utilisab{ ) =2 r pour le cercle de rayon O
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Le Théoreme de Liouville est devenu célebre apres laligation de “Lecons ... faites en 1847
par M. J. Liouville” dans IeCrelle Journal88, (1879), p.277, par C.W. Borchardt. Cependant le
théoreme avait déja été publié en 1844 par Cauchy.

On appelle une fonctioh(z) entieresi elle est holomorphe sur tout le plan compléxeDes
exemples sont les polyndmes, les fonctierp(z), cosg), sin(z).

Théoreme 7.2 (Tleoreme de Liouville) Chaque fonction ergre et boriée est constante.

Démonstration. Par le Théoreme de Cauchy—Taylor une fonction entigf® peut étre écrite

sous la forme d'une séri€(z) = ap + a1z + a,z?> + ::: avec coef cientsa, donnés par (6.2).

Commea, = f V(0)=K!, l'inégalité de Cauchy (Théoreme 7.1) implique que

M (r)
rk

jay] pour k=0;1;2;:::

pour toutr > 0. Sion faittendreg ! 1  (par hypotheséM (r) est majorée pa indépendant

der), on arriveagy = 0 pourk 1. 0

La méme preuve montre aussi que si une fonction entiersfaiaif (z)j Const jzj" pour
jzj'1 (doncM(r) Const r"), alors la fonction est un polyndme de degré au plus

Théoreme 7.3 (Tkeoreme Fondamental de I'Alggebre) Pour chaque polybme
P(z)= a, 2"+ a, 12" 1+ i+ @ avec 8, 2 C et a,60 (7.2)

il existe unz 2 € avecp(z) =0.

Démonstration. L'inégalité du triangle appliquéea,z" = p(z) a, 12" ' ::: ay donne

jan o) ..., e
r rn

ip(2)j " jaa pour jzj=r. (7.3)
Ceci implique I'existence d'umg > Otel quejp(z)] r"ja,j=2 pourjzj=r ry.

La démonstration du théoreme est par l'absurde. Suppmospiep(z) n'ait pas de racine
dansC. La fonctionf (z) := 1 =p(z) serait donc entiere. La minoration précédentg@ montre
alors que

if(2)] — our jzj=r rg: 7.4

if (2)] g p jZ] 0 (7.4)
Par compacité déz 2 C; jzj rog, la fonctionf (z) est donc bornée partout (cf. [HW, p. 289)).
Cela contredit le Théoreme de Liouville, dafz) n'est pas constante. m|

Siz; est une racine de(z) = 0, on peut divisep(z) par(z z;) (algorithme d'Euclide) et on
obtientp(z) = (z z1)q(z) ou g(z) est un polyndme de degré 1. En appliquant itérativement
le Théoreme 7.3 on arrive nalementa une factorisatig(z) = a, (z z1) ::: (z zn).

1.8 Principe du maximum

On doit ce théoreme a Riemann [1851, p. 22] pour les famgiharmoniques. D'apres [Remmert
1991, p. 259], l'auteur de ce résultat important, pour kds fonctions holomorphes, est inconnu.
Les premieres traces semblent étre un article de Sch(1882) et de Carathéodory (1912).

Lemme 8.1 Soitf (z) holomorphe dans un ouveld, continue dandJ. Si un pointc 2 U est un
maximum local d¢f (z)j, alorsf (z) est constante dans un voisinageale
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. f // - < \\\‘f (C) \\\
—/ \ M »
AN\ e
C ‘.
NP "

N ,/ rotation et
. _.7° translation P

~ _ -

Fic. 1I.7: Démonstration du Lemme 8.1

Démonstration. Sif(c) = 0, le lemme est évident. Sinon, posokls = |f (c)j. D'apres
I'hypothese, il existe > Otel quejf (z)j M pourz=c+re®,0 t 2 .Regardons limage
de cette courbe placée dans le disque fabp&0). Avec une rotation par I'angle =  argf (¢
suivie d'une translation paij f (c)j, nous ramenons le poirit(c) sur l'axe réel et ensuite a
l'origine. Apres cette transformation la courbe est deaparg(t) = e ' f (c+ re) j f(c)j ou
g(t)=e ' (f(c+ re®) f(c)). Parlaproprieté de la moyenne (formule (5.4)) nous avons

z 2
g(t)dt=0: (8.1)

La courbeg(t) étant dan®y ( M), nous avons Rg(t) < 0 sauf sig(t) = 0. La continuité de
g(t) et (8.1) impliguent que Rg(t) = 0 pour toutt (cf. [HW, p. 233, exercice 5.5]). Mais le seul
point, ou le cercle en question touche I'axe imaginaire,0esAinsi g(t) = 0 pourt 2 [0;2 ] et

f (2) est constante sur le bord Bg(c). Le facteurf ( ) peut donc sortir de l'integrale (5.1), ce qui
entra’ne qué (z) est constante partout dans ce cercle. O

Rappelons qu'un ensemblé € s'appelleconnexgplus précisemertonnexe par argssi
pour deux points arbitraires; b 2 U il existe un chemin continu : [0;1] ! U dansU avec
(0O)=aet (1)=h

Théoreme 8.2 (Principe du Maximum, Fonctions Holomorphes)Soit U un ensemble ouvert,
borné et connexe, et soit(z) holomorphe dang) et continue dandJ. Si jf (2)] M pour
z2 @Ualors

if (2)j <M pourtout z2 U (8.2)

sauf sif (z) = Const dansU.

Démonstration. Soit M° = sup,,5jf (2)j. Si les seuls points maximaux sont @) alors
MO M et les autres points satisfont (8.2). Sinon, il exist2 U (notons queJ est ouvert et
doncc 62@V avecjf (c)j = MC Le clou de la demonstration consiste a regarder I'ensemb
E=fz2U;f(z)= f(c)g, quiestnonvide (car 2 E), fermé dand) (Théoreme de Hausdorff
[HW97, p. 295]), et ouvert (Lemme 8.1).

Pour montrer qu& = U, ce qui complete la démonstration par la continuitéf ¢2) surU,
nous prenons un poift2 U et un chemin continu : [0;1] ! U qui reliec avecb (ce chemin
existe call est connexe). Considérons le nomhye= supft 2 [0;1]; (t) 2 Eg. Il existe car

(0)= a2 E,ona (ty) 2 E carE est fermé, ety ne peut pas étre plus petit gliecar E est
ouvert. Par conséquetit=1 etonab= (1) 2 E. O
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Dans les démonstrations du Lemme 8.1 et du Théoreme 812aguas vraiment utilisé I'nolo-
morphie def (z). On a seulement utilisé la propriété de la moyenne (qusassfaite par les
fonctions holomorphes, mais aussi par leurs partiesagell imaginaires).

Rappelons qu'une fonction réell€x; y) s'appelleharmoniqugvoir le Théoreme 1.4.3) si elle
est deux fois continimefR -differentiable et si u = uy, + uyy, = 0.

Théoreme 8.3 (Principe du Maximum, Fonctions Harmoniques)Soit U un ensemble ouvert,
borné et connexe, et sail(x; y) harmonique dan$) et continue dan®J. SiN  u(x;y) M
pour(x;y) 2 @Ualors

N <u(x;y) <M pour tout (Xx;y) 2 U (8.3)
sauf siu(x;y) = Const dansU.

Démonstration. Par le Lemme 8.4, la fonction harmoniquéx; y) est localement la partie réelle
d'une fonction holomorphe. Donc, elle satisfait la prepeide la moyenne. Avec cette observation
les demonstrations deviennent identiques a celles dunhe®.1 et du Théoreme 8.2. Comme la
fonctionu(x; y) est réelle, on n'est pas obligé de travailler avec la vaddasolue et on obtient les
majorations dans les deux directions. m|

Lemme 8.4 Une fonction qui est harmonique sur un domaihe C, est localement la partie
réelle d'une fonction holomorphe. En c@usence, chaque fonction harmonique est in niment
differentiable.

Démonstration. Soit u(x;y) deux fois continment differentiable satisfaisan + uy,, = 0
surU. On véri e facilement que la fonction

f(2)= f(x+iy):= ux(xy) iuy(xy) (8.4)

satisfait les équations de Cauchy-Riemaun)x = ( uy)y et( uy)x = (ux)y). Elle est donc
holomorphe par le Corollaire 1.3.3, et localement intbigaar le Théoreme 4.2 de Cauchy. Dans
un disque autayr d'un point x& = a+ ib il existe alors une primitivé (z) qui est donnée par
F(z)= F(c)+ f()d ou estune courbe arbitraire dans le disque qui relieecz. Prenons
comme le chemin composé par les segmdats ib; x + ib] et[x + ib;x + iy]. On a donc

Z X

F(2) F(c)+ Ux(t;b) iuy(t;b) dt+ by Ux(x;t) iuy(x;t) idt
a Z Z

F(c)+ u(x;b) u(a;b+ u(x;y) u(x;b)+ i by Uy (X; 1) dt Xuy(t; b) dt

et on voit qu'avec le choi¥ (c) = u(a; b de la constante d'intégration, la fonctiox; y) est la
partie réelle de la fonction holomorpkez). m|

Remarque (interg@tation physique des fonctions har-
moniques).Considérons une membrane élastique at-
tachéeaun |de fer (courbe fermée daRs). La sur-
face de la membrane est décrite par une fonction har-
moniqueu(x;y) dansU R 2 qui pour(x;y) 2 @U
décrit la courbe du | de fer. Cette interprétation nous
permet de bien comprendre le principe du maximum.

Le dessin de droite montre la partie réelle de la
fonction holomorphd (z) = z° au-dessus du carré

1 x 1, 1 y 1

WP
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1.9 Prolongement analytique et theoreme de I'image ouverte

Le théoreme d'unicité, posé comme “Exercice” par Abahd leCrelle Journa) vol. 2, p. 286, a
été postulé pour les fonctions holomorphes sans pregeaneuse par Riemann [1851, p. 28]. La
démonstration facile suivante deémontre, une fois de, fdugrande utilité des séries entieres.

Théoreme 9.1 (unicie) Soientf,(z) et f,(z) deux fonctions holomorphes dans un ouvéret
soitfq1(z) = f2(z) pour une suite; z,; z3; @ : 2, qui converge vers 2 U et qui satisfaitz; 6 ¢
pour toutj . Alors, il existe > 0tel quef,(z) etf,(z) sontidentiques dans le disqle(c).

Démonstration. D'apres le Théoreme 6.1, les deux fonctions sont anqlygs dans un voisinage
dec. Apres une translation, nous supposons geed et nous considérons la difference

f1(z2) fa(2)= ag+ ayz+ @z + azz+ 11 : (9.1)

Nous devons démontrer qag = 0 pour toutk. Supposons, par l'absurde, que ceci n'est pas vrai
et soitay le premier coef cient non nul. Alors

f12) fa2)=2 g2 ou  g@)= &+ &zt awZ’+ awZ’+ il (9.2)

On voit queg(0) 6 0. Commeg(z) est continue, il existe un voisinage @eu g(z) 6 0. Ceci est
une contradiction, car la suifg; g converge vers = 0 etg(z;) = 0 pour toutj. O

Le prolongement analytiquest un principe, “vu” par Riemann, qui est devenu un pointre¢n
de la théorie de Weierstrass. |l permet, entre autresemtfre le théoreme de l'unicité a tout le
domaineU.

Théoreme 9.2 (prolongement analytique)Soientf 1(z) holomorphe dans l'ouvert); et f,(z)
holomorphe dans l'ouveltt,. Si l'intersectionU; \ U, est connexe et $i(z) = f,(z) dans un
disqueD (¢) U;\ U,, alors (voir Fig. 11.8)

f1(2) = T2(2) pourtout z2 U;\ Us: (9.3)

Démonstration. Soit b un point quelconque d&; \ U,. Par connexité, il existe un chemin
:[0;1]! U\ U, reliantcavech, c.-a-d., (0) = cet (1) = b. Comme dans la démonstration

du Théoreme 8.2 nous posots:= supft 2 [0;1]; f1( (s)) = fo( (s)) pours 2 [0;t]g. Un tel

to > Oexiste carf 1(z) = f,(z) surD (c). La continuitée dd 1(z) f,(z) impliquef( (to)) =

fo( (to)), et grace au Théoreme 9.1 le nombg@e peut pas étre plus petit gliePar conséquent,

to=1 eton af 1(b) = f,(b). |

U\ U,

©

FiIG. 11.8: Prolongement analytique; a droite une illustratiu cours de Riemann
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Une situation typique du prolongement analytique est laasue: soitf (z) donnée par une
série dans un disque (0); par exemplef (z) =1+ z+ z2+ 23+ :::. Nous prenons un point
c 2 D (0) et nous considérons la série de Taylorfde) développée autour de ce point (voir
le Théoreme 1.6.3). Lasérie(z) = co+ ¢(z ©) + c(z ¢©)2%+ :::ainsi obtenue converge
certainement pouiz ¢ < j ¢. Mais, il est possible que le rayon de convergence de la
nouvelle série soit plus grand que j ¢ et converge donc dans un domaine plus grand. Pour la
fonction de notre exemple et avec  0:9, la nouvelle série possede un rayon de convergence

=1:9

La fonctionf (z) a étéprolongee en dehorslu disque initial, et ceale manere unique Ce
procédé peut étre répété plusieurs fois et permeedw®lir un domaine de plus en plus grand,
jusqua arriver, éventuellement, a un bord naturel.fitité est garantie seulement si l'intersection
du domaineU; ou la fonction est déja dé nie avec le nouveau disque @sinexe (un contre-
exemple est le logarithme apres un contour de I'origin@®jir \a Fig. I1.8 pour un dessin historique
illustrant ce phenomene.

Exemple 9.3 (fonction sans prolongement]l existe des fonctions qui convergent dans un disque
et qui ne permettent aucun prolongement en dehors de ceedisggemple le plus simple est

*
f(2)= z+ 22+ 2+ B+ 2%+ 1. =~ 2% (9.4)
k=0

ayant un rayon de convergence 1. Evalué erre’ avec
r < 1proche déel, cette série donne pour la partie réelle (la
gure montre la partie réelle au-dessus du disgu€0))

''=0: ro+r2+r4+r8+r6+:::
+r2+ 4+ 8+ 164
=
|:_.3_.5_.
47 4 47

r
0 r2+r4+r8+r6+ :::
p

SN

r= 2+0 r*+r8+ 16+ :::

etc. A part un nombre ni de termes, la série deviag(r) P K n r et pourr < 1lona
g(r) = r? + g(r?). Cette relation montre que la limiten,, 1 g(r) ne peut pas &tre nie et on
ne peut donc pas prolonger la fonctib(z) en dehors du disque;(0). Il parat paradoxal que
surtout les séries convergeant tres vite ont cette petgri

Le théoreme suivant montre que pour une fonction holomedfimage d'un ensemble ouvert
est ouvert (on dit que l'application est ouverte). Cetteppité topologique a été découverte dans
un cadre plus général par L.E.J. Brouwer dans les anr@d) &t démontrée de fagon élémentaire
par Sto’low (1938) et H. Cartan.

Pour mieux comprendre cette propriété, étudions dabarfonctionf : R2 ! R? de la
Fig. 1.9 (voir aussi [HW, p. 295]) qui est in nimerR -difféerentiable mais pas holomorphe. Pres
de chaque poingz; = (X1;Yy1) ou la matrice jacobienne est inversible, I'applicatibnest un
diffeomorphisme local. Par conséquent, pour tout vaigéVv dez,; I'imagef (V) est un voisinage
def (z;). Examinons alors les points ou la matrice jacobienne esfusiere : ces points forment
une courbg le long de laquelle cette application forme un “pli”. Si dwosit un pointz, sur cette
courbe, I'image d'un disqu¥l centré ergy sera plié a cet endroit, et ne sqras ouverte

2Pour I'exemple de la Fig. I1.9 cette courbe est donnée portaulex = (4y®  48y? 6y + 11)=(24y? 12)
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FIG. 11.9: Contre-exemple:u = x +

Théoreme 9.4 (tleoreme de I'image ouverte) SoitU un ouvert ef (z) une fonction holomorphe
(sur U) qui est nulle part localement constante. Alors pour chagueertV U l'image f (V)
est ouverte (on dit quie est une “application ouverte”).

Démonstration. SoitV U etz; 2 V un point aved {z;) 6 0. La fonction est localement
biholomorphe pres de; (Corollaire 1.7.7) et par conséquefz,) est un point intérieur de(V).

Il reste a considérer les pointg 2 V avecf {z) = 0. Par le Théoreme 9.1 ces points sont
isoles carf (z) n'est pas localement constante. Dans un voisinage d'uroiat,da fonctionf (z)
s'enroule, similairement a la fonctiari, que nous avons étudié dans le Chapitre | (voir Fig. I.5).
L'ensemblef (V) contourne totalement le poih{z,) (voir Fig. 1.10) et est donc ouvert.
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FIG. 11.10: lllustration de la preuve du Théoreme 9.4 = (z+ 0:7(1 + i))(z z)?> 03
Z20=0:4+03i,zz= 05+0:8i.

[uEY

La preuve rigoureuse utilise les séries: apres des @tosk, nous supposorrg = 0 et
f(z0) = 0. Soita, (k  2) le premier terme non nul de la série pdye) :

f(2)= az"+ auw M+ 111 = a (1l + bz + bZ% + :0): (9.5)

Pourjzj suf samment petitl + b,z + b,z + ::: peut &tre écrite comm@ + ¢,z + 2% + 1)K
(utiliser la série binomiale) et la fonctidn(z) de (9.5) devient

f(2) = a(z(L+ ¢z + 622+ ) = alg(z)™: (9.6)

La fonctionf (z) est donc lecompositiond'une fonction biholomorphg(z) et de la fonctiorwX
bien connue. Notre inspiration géométrique est doncaeet chaque point proche dg(zy) = 0
possedek préimages dé (z) qui sont proche dey. O
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11.10 EXxercices

1. Considérons le demi-disqéiex;y); x>+y2 1;y  0g. Donner un chemin continiment differentiable
par morceaux qui décrit le bord de cet ensembile.

2. Donner deux paramétrisations équivalentes maisrdifites de I'ellipse

n X2 y2 (0]
(X;y); ?"' Ezl

3. Démontrer en détail que la longueur d'une courbe e&prddente de la paramétrisation (considérer
des chemins qui sont continliment differentiables parcewsmux).

4. Calculer lalongueur d'arc de lacycloddt) = (t sint)+ i(1 cost) pout0O t 2 . Dessiner
cette courbe.

5. Intégrer lafonctior (z) = € sur les deux cheminsy(t) = t+it? (pourt 2 [0;1]) et »(t) = t?+it
(aussi pout 2 [0; 1]) ainsi que sur le chemin; .
Faire le méme calcul pour la fonctidn(z) = jzj°.

6. Soit@Kle bord (avec une paramétrisation qui est continlmeféraifitiable et orientée positivement)
d'un ensemble compa#t €. Son aire est donné par
1 VA
airgK) = = Z dz: (10.2)
2i @K
Démontrer ce résultat d'abord pour un triangle et enquitg une union nie de triangles (par exem-
ple, un rectangle).

7. A l'aide de la formule (10.1) calculer l'aire de I'ensemblai limité par la courbe (t) = (t)e"
(pour0 t 2)ou (t)=1+ Ssian. Faire un dessin.
Quel aire représente l'inégral@i) 1z dz sil'on integre sut tout l'intervallg0; 2 ].
zZ
8. Envous aidant du calcul de zi—za avec (t)= €' pourt 2 [0;2 ], montrer que

Z,

1+ acost
dt=0 our jaj> 1, a2 R;:
o 1l+2acost+ a? P 14

Indication. Montrer quef (z) = (z + a) * possede une primitive sur le disqle (0) avec = jaj.
9. En utilisant les techniques familieres pour le calcuisi® , calculer les primitives pour:

2

7€’ 7€ 7% sin(4z):

10. Si est l'arc de courbe de I'equatiop = x> 3x2+4x 1 joignant les point1;1) et (2;3),
trouver la valeur de z
1222 + 4iz dz:

R ..
11. En évaluant €?dz sur le cerclejzj = 1, montrer que

Z, Z,

eStcost +sint)dt=0 et e“%St sin(t + sin t) dt = 0:
0 0

- ., R .
12. En utilisant la formule de Cauchy pour l'intégralez *dz ou et le contour d'une ellipse, montrer

la formule z, g 5
t

o a2co@t+ RPsint  ab’
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

En s'inspirant du calcul des intégrales de Fresnelitipte 4.3) demontrer que
i e Wria)’t? g4y = PT1m our a2 R avec jaj 1
0 - 2 1+ a2 p J J .

Poup;q2 R,p Oetr = P p? + g? démontrer que

Z, p-_r Z . p_r
erE)g@dx:— r+p et ePXS_'g(ﬂ_X)dX:_ r b
0 X r 2 0 X r 2

Indication. Utiliser la substitutiorx = t2 dans l'integrale de I'exercice 13.

Soita= Xg<X1<:::<X = bune subdivision de l'intervallga; b et notons
Wh(z):=(z Xo)z X1) ::: (Zz Xp):

Considérons une courbe ferméautour du segmerji; bj, orientée positivement, et satisfaisant les
conditions pour pouvoir appliquer la formule de Cauchy. Rme fonctionf (z) qui est holomorphe
dans l'intérieur de la courbe et dans un voisinage de lalmuémontrer que

1% 1@ wa@ Wa(x)

)= 27 T x W (2)

dz

est un polyndme de degrequi satisfaitpn (xx) = f (xx) pourk = 0;1;:::;n (polyndme d'inter-
polation; voir le cours “Analyse Numérique”).

Soitf (z) holomorphe dan® (0) etsoit (t)= re®,0 t 2 avecO<r< . Calculer
z
O
( aC b
en dépendance de la positionaletb par rapport au cercle.

SoitU € ouvertetc2 U. Sif : U! C est continue dang et holomorphe dand n fcg, alors
f (z) est holomorphe dans tout.

Indication. Démontrer que la fonctiog(z) := (z ¢)f (z) estC -differentiable erc et donc aussi
dansU. Appliquer ensuite le Théoreme 6.1 a la fonctigfz).

Soitf (z) holomorphe danb (0) avec > 1. Calculer les intégrales

Z
2 z+% Edz

avec (t) = €t pourt 2 [0;2 ] de deux manieres différentes et en déduire les formules

Z Z
1=2 R 1“2 L fq0
Lty eogaz ror e LT ) sid=aa= 1) D2
0 0
Les nombres de BernouBiy sont les coef cients de la série
= t =zt 727+ 77+ —Z77+ .
R TR T T T (102)

En utilisant le Théoreme de Cauchy-Taylor et le résul&@at'exercice 17, demontrer que le rayon de
convergence de cette série est 2 .

Démontrer que la fonction
f(2) = Z N 2
@ 1 1+z2=42
est holomorphe dans le disgDe (0) avec =4 . En déduire que les nombres de Bernoulli satisfont
pourk 'l ,

(2K)!

BZk ( 1)k+l (2 )2k'
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21. Différentiation nurdrique d'une fonction holomorphesif (z) est holomorphe dans le disqDe (¢)
etsi0<r< ,onaque

ki 22

f (e = T f(c+ ret)e * dt:

Démontrer que 'approximation numérique

K 1 . . 2i
e K avec ) = N—J

f () f(c+ rei)e

j=0
donne le résultat exact i > k et sif (z) est un polyndme de degrek + N.
22. Pour la fonctiorf (z) = z?+ z 1 calculer le maximum dg (z)j dans le disquézj 1.

23. Considérons la fraction rationnelle
R(z) =
( ) 1

En appliquant le principe du maximum sur un demi-disdue Rez 0;jzj Rg avec unR tres
grand, demontrer que
iR(z)] 1 pour Re O

24. Soitf (z) holomorphe danB (0). Pour0 r< ,ondé nit

n [0}
M(r):=max jf(2)j;jzj=r :

Montrer que la fonctiorr 7! M (r) est continue et croissante. Elle est strictement croiessirgt
seulement sf (z) n'est pas une constante.

25. Soitf (z) une fonction holomorphe dans le disgbe(0). Montrer qu'il existe un entier positifi tel
quef (1=n) 6 1=(n +2).

26. Sur le disqu® 1(0) considérons la fonction dé nie par la série
*»
f(z)= K%z
k=0

Déterminer le domaine maximal duz) peut &tre prolongée comme fonction analytique. Donner la
valeur def (2) de ce prolongement.

Indication. En dérivant Identite(1 z) *=1+ z+ z2+ z3+ ::: deux fois, essayer d'exprimer
la fonctionf (z) comme fraction rationnelle.

27. Soitf (z) = z> 3z + 2. Calculer explicitement les imagégU) pour les disques ouverts
U = Dos(1) et U = D.(1:5):

Montrer dans chacun des cas du&J) est ouvert.
Indication. Ecriref (z) sous la forméz ¢)? + d, et le bord déJ sous la forme + r(t)e".

28. Démontrer le “principe du maximum” a l'aide du theare de I'image ouverte.



Chapitre lll

Singularites et fonctions neromorphes

“Les singularités sont extrémement importantes car art e tirer quelque chose en analyse
complexe, cette branche des mathématiques qui étudferieions dé nies sur un domaine
du plan complexe::” (www.techno-science.net , Astrophysique)

Des fonctions réelles avec des singularités nous sonti¢aas (cours Analyse 1), par exemple,
1=x, sinx=x, x sin(1=x), etc. Pour des fonctions complexes, I'étude des singakest tres
differente et on peut obtenir des classi cations intéeges qui ne sont pas possibles dans le
cas réel. Les singularités jouent un réle important damslcul des intégrales (résidus).

I1I.L1 Le point alin nietlasph ere de Riemann

Dans le cas réel, il est frequent de “compacti er” I'axe @outant un pointl et un deuxieme
point+1 ; en géométrie projective, on introduit une “droite anlhi”. En analyse complexe, il
est plus naturel de considérer tout I'in ibmme un seul point

Une premiere motivation pour cette convention sont lesfioms rationnelles commk=z, la
transformation de Cayley (1.2.7) ou celle de Joukovski.{i32. On voit, par exemple, en Fig. I.6,
gue les deux “taches blanches”, représentant I'extéideula gure d'a coté, se rapetissent au
point 1, si I'on imagine que I'extérieur s'agrandit a I'in ni. Dac, le “point1” correspond au
“point 1 ” par cette application.

Une deuxieme motivation est fournie parmdeojection séréographiquéFig. I11.1), qui projette
une spheres? a partir du “pdle nord’™N sur un plan parallele a I'equateur. Elle est bijectivaren
le plan et la sphere, sans le pohit Ce pointN correspond justement au “poibt” du plan. Cette
identi cationdeC = € [flg avec une sphere est connue sous le sphere de Riemann

FiG. lll.1: Projection stéréographique
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On sait depuis I'Antiquité (Hipparchus, Ptolemaios) ge#te projectiorpréserve les cercles
(cours Géomeétrie |, voir aussi Fig. Ill.1). Spécialemieméressant en analyse complexe est le fait
(connu depuis le 17eme siecle, Halley 1696) que la pra@ecttéeréographiqueréserve les angles
c.-a-d., elle estonforme Cela est di au fait que chaque rayon de projedi&C traverse le plan
tangentAB sous le méme angle que le plan de projectB® (voir Fig.lll.1, a droite: on a

1= 4, carBC estparallele au plan tangent, puis ;= et ,= 3z, donc 3= ).

Les propriétés d'un point complexe ou d'une fonction cdemp en un point peuvent étre
etendues au poirdt a l'aide de 'applicationz 7! 1=z qui envoiel au pointO.

C'est ainsi qu'on peut dé nir qu'une suitiez,g converge vers le poirtt , c.-a-d.,

kI!|lrn z=1; (1.1)

si la suitef 1=z.g converge ver$, c.-a-d., si pour tout > 0 il existeK tel quejl=zj <" pour
k K (ou, en posanR = 1=", si pour toutR > 0l existeK telquejzj > R pourk K).
La suite sur la sphere de Riemann qui correspond a unedeite dansC, converge vers le pole
nordN . Par exemple, lasui@i; 2; 3i;4;5i; 6; 7i8;:::convergeverd dansC. La suite
0, 1,2, 3,4, 5;:::converge aussivers dansC, mais elle ne converge pas ddRs

Si une fonction complexi(z) est dé nie pourjzj > R, on note

f(l1):= Izi!rln f(z) = Lllrln f(z) pourf z,g satisfaisant kI!ilrn z=1

si cette limite existe et ne dépend pas de la duitg. Avec cette notation on peut dé nir qu'une
fonctionf (z) estholomorphe (analytiquedu pointl , si la fonctionf(w) := f (1=w) est holo-
morphe (analytique) au poimt = 0. La fonctionf (z) = 1=z pour laquelle®(w) = w est alors
holomorphe erl . La fonction de Cayley (z) = (z+1)=(z 1) satisfaitf (1 ) =1 et elle est
holomorphe el car la fonction(w) = f (1=w) = (1 + w)=(1 w) est holomorphe ew = 0.

I1l.2 Le d éveloppement de Laurent

“L'extension donnée par M. Laurent: nous para’t digne de remarque.”
(Cauchy 1843, voir Remmert 1991)

Si une fonction holomorphe tend vers I'in ni ou cesse d&holomorphe dans une région, on peut
néanmoins sauver la série entiegecondition d'admettre aussi des puissancégatives Cette
extension a été présentée par P.A. Laurent (1813-1B§@nieur de I'armée) a Cauchy, qui en a
parlé a I'Académie (voir citation), mais qui ne I'a pastivée “digne” de publication.

Théoreme 2.1 Soitf (z) une fonction holomorphe dans un ouvert qui contient la coneocircu-
laire C. (¢):=fz2C; < jz ¢< g Alors,pourz2 C. (cjona

a a *
@)=t o get g ottt al ora o'rii= a9 @1
ou z
1 f()
= — —=d; k=::: 3 2 1,0,1,23;::: 2.2
est la néme formule que (11.6.2), mais aussi valable ici pouldeggatifs. Le chemin d'igggration
est (t)=c+ e",t2][0;2 J]avec < < (lesvaleurs =0 et = 1 sontadmises).

Lastrie , oa(z ©)*convergepoujz ¢ < ,etlasgrie .. a(z ©)*pourjz ¢>
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FiG. Ill.2: Preuve du Théoreme de Laurent

Démonstration. Nous suivons de tres pres les idées de la démonstratiomtidoreme 11.6.1
de Cauchy-Taylor qui est basée sur la formule inégralg.{l} de Cauchy. Comme la couronne
C. (c) n'est pas un domaine étoilé, on ne peut pas directemeiiapp cette formule intégrale.
On est alors obligé de diviser la couronne en plusieursgsagtoilées (voir la Fig. 111.2).
Pour unz xé a l'intérieur de la couronneC. (c) nous choisissonss > Oet < 1ltels

gue <s<s= jz ¢ r<r< et nous considérons les chemingt) = c+ re®,

s(t) = c+ sl et 1(t);:::; n(t), dessinés dans la Fig. .2 ponr= 5. La formule intégrale de
Cauchy (11.5.1) appliquée au chemig et le Théoreme I1.4.2 appliqué aux autrggnotons que
lafonction 7! f( )=(  z) estholomorphe dans l'intérieur depourj 6 1) donnent

z z
1 f() 1 f() .

f = — — = =2:::0n. 2.
(2) = 51 . Zd et 2 Zd 0 pour j A o (2.3)
En additionant les mtg?grales su&le;s |EhC0nEIbU'[I0n des segments reliant les cerclest ¢ se

simpli e, etonobtient  +:::+ = . Ainsi
z z
1 f() 1 f()

= — + — : .

@) 2i z d 2i sz d (2.4)

La premiere intégrale dans (2.4) peut étre tra'tée mendans la preuve du Théoreme 11.6.1
et donne naissance aux termes avec 0 dans (2.1). Comme l'integrant des intégrales (2.2) est
holomorphe dans la couronne, le chemjnpeut &étre déplacé librement verssans changer la
valeur de l'intégrale.

Pour la deuxieme intégrale, nous échangeofis z dans (11.6.3), ainsi la série devient conver-
gentepouf ¢ <jz ¢.Celadonne

k k+1
t .1 + © hi+ (9 + (9 ; (2.5)
z z ¢ (z 072 (z ot (z oki(z )
et inséré dans la deuxieme intégrale de (2.4) créeclesds ave& < 0. Le reste peut étre estimé
de la méme maniere, cgr ¢5z ¢ < 1 pour se deplacant sur le chemig. O

L'inégalité de Cauchy (voir (7.1))

jad M(kr) avec M (r)= max jf (2)] (2.6)
r iz c=r

( <r< )reste valable pour ldspositifs et négatifs.
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Exemple 2.2 Considérons la fonctiofi (z) = 1=(1 + z?) et cherchons le développement de Lau-
rent autour du point = 0:4 + 0:6i. Pour calculer les coef cients, les formules integral22) ne
sont pas toujours pratiques. On essayera plutdt d'utities séries de Taylor connues.
La fonction f (z) = 1=(1 + z2) est holomorphe partout sauf au pointsqui sont a distance
0:566et 1.65dec (voir la Fig. 111.3). Pour calculer le développement de tent dans la
couronne entre ces deux rayons, nous decomposons ladometifractions simples,
1 1 1 1

f = — = — : 2.7
(2) 1+ 22 2izi+iz (2.7)

On suit la démonstration précédente et on remplace ks filactions simples par les deux séries
géomeétriques (2.5) et (11.6.3), une fois aveecemplacé par et l'autre fois par i, en faisant
attention a la convergence. Ainsi, on obtient pour (2.7)

1 1 __.+(i C)2 i c 1 1 z ¢c (z ©?

1+22° 2 7 (z c)3+(z c)2+z ¢ c+(i c)2+(i 0)3

La valeur absolue de cette série tronqué24 k 24) peut étre admirée en Fig. l11.3.

=
.
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)

FiG. 1I1.3: Domaine et module de 24termes d'une série de Laurent pol#(1 + z2).

I11.3 Singularit és isokes

Si une fonctiorf (z) est holomorphe dans un disque épointé (0)
D(=1fz2C;0<jz ¢< g=D(¢c)nfcg; (3.1)

nous appelons une singularié isoke Le but de ce paragraphe est de classi er les singularités
isoléees et d'étudier les fonctions holomorphes procleeledrs singularités isolées.
Le disque époint® (c) est une couronn€. (c) avec = 0. On peut donc appliquer le
Théoreme 2.1 et considérer le développement de Laurent
a. a R

f(z)::::+(Z 2 ctaotaz o+ al C)2+121=k:13k(2 0"

pourz 2 D (c). On distingue les trois possibilités suivantes:
1. singularite supprimablesia, = 0 pour toutk < 0;
2. pole d'ordrem > 0, siaxy =0 pourk < m, maisa , 6 0);
3. singularite essentiellesi un nombre in ni deay aveck < 0 sont non nuls.
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1) Singularités supprimables

Une singularité supprimable s'appelle aussi singuarittuelle ou singularité effacable. Comme
le theoreme suivant nous montre, il ne s'agit pas d'unéevsamgularité.

Théoreme 3.1 Soitf (z) holomorphe dans un disqupoiné D (c). Les propositions suivantes
sontéquivalentes:

1. f (z) pos®de une singularé supprimable ewg;

2. f (z) se prolonge holomorphiquement au disque erliefc);

3. lalimite lim, f (z) existe dan¥;

4. f (z) est borree au voisinage de

Démonstration. L'implication (1) ) (2) suit du développement de Laurent en pos$duj := ap.
La condition (2) entra'ne (3), car chaque fonction holopharest continue. L'existence de la limite
lim,, .f(z) = aimplique que pour tout dans un voisinage dela valeur def (z) est proche de
a2 C,donc(3)) (4).

Il reste a déemontref4) ) (1). Sijf (2)j Mo dans un voisinage de alorsM (r) =
max; 4-rjf(z)] My. Par conséquent, les inégalites de Cauchy (2.6), pdur O, montrent
gueax = 0 pour toutk < 0. Ainsi, le développement de Laurent devient une sériermnt m|

2) Poles

Sif (z) possede un pdle d'ordme enc, on peut mettre en évidence le fact¢mr c) ™ dans le
développement de Laurent et on obtient

f(2)=(z © mam+tama(z O+ ame(z ©*+:::: (3.2)

Théoreme 3.2 Soitf (z) holomorphe dans un disqupoiné D (c). Les propositions suivantes
sontéquivalentes:

1. f (z) pos®de ercun pole d'ordrem > 0,

2.f(z)=(z ¢ ™Mg(z) oug(z) est holomorphe dans le disque enti&r(c);
3. lalimite lim, .f(z) = 1 existe dang.

Démonstration. Les implicationg1) ) (2) ) (3) sont une conséquence immédiate de (3.2).
Supposons maintenant gl ,, .f (z) = 1 . La fonctionf (z) est alors non nulle dans un voisi-
nage du point et l'inverseh(z) = 1 =f (z) est bien dé nie et holomorphe dans un disque épointé
D,(c)avecO<r . Commelim,, h(z) = 0, on déduit du Théoreme 3.1 qiz) est holo-
morphe dans le disque entieg (c) et queh(c) = 0. Par conséquent(z) = (z ¢)™hy(z) avec
unm > 0 et avechg(c) 6 0. La fonctionf (z) = 1=h(z) possede donc un développement de
I
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tion zHe* 1), qui possede des poles sim- \W \‘*iiii:f:’:“‘ sy
i

bl
R il
L A

plesenc = 2k, k 6 0 et une singu-
larité supprimable en = 0. La gure mon-

tre la valeur absolue au-dessus du domaine
[ 88] [ 16 16]
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3) Singularités essentielles

Dans le cas d'une singularité essentielle, le comporteheh(z), quandz se rapproche de est
caractérisé par le théoreme suivant.

Théoreme 3.3 (Casorati 1868, Weierstrass 187@oitf (z) holomorphe dans un disqépoinge
D (c). Les propositions suivantes s@yquivalentes:

1. f (z) pos®de erc une singularié essentielle;

2. pour toutr avecO<r , 'ensemblé (D, (c)) est dense dar®;

3. lalimite lim, .f (z) n'existe pas dang.

Démonstration. L'implication (2) ) (3) est évidente car, au cas timn,, .f (z) = a2 € existe,
f (z) est proche da siz est proche de etf (D, (c)) ne peut donc pas étre dense déns

Si la limite lim,, .f (z) n'existe pas dan€, le pointc ne peut pas &tre une singularité sup-
primable ni un pdle. Donc, limplicatio(8) ) (1) est vraie.

Pour démontre(l) ) (2), supposons que est une singularité essentielle et (par I'absurde)
qu'il exister > Otel quef (D, (c)) n'est pas dense dag. Il existe alorsa 2 C et" > Otels que

jf(z) & " pourtoutz 2 D,(c). Ceci nous permet de considérer la fonction
1 1
zZ) = —— c.-a-d. f(z)= a+ —: 3.3
99t % @)= a+ (33)

Elle est holomorphe et bornég(z); 1=") dansD, (c). D'apres le Théoreme 3.19(z) se
prolonge holomorphiquementi, (c). Sig(c) 6 0, alorsl=¢(z) est holomorphe dari3,; (c) et si
g(c) = 0 (zéro de multiplicitém), alors1=g(z) a un pole d'ordran enc. On en déduit (voir (3.3))
quef (z) est holomorphe ou quie(z) a un podle d'ordren enc. Ceci contredit le fait qué (z)
possede une singularité essentiellecen 0

Une illustration est donnée en Fig. lll.4, pour la fonction

1 1 1 1

—+ = @ —+

z2 2z 628 2478

une fonction qui, dans le cas réel, est si aimable (voir [{IV253]). Lesdeuxtours qui appa-
raissent formentinesingularité, les lignes de niveau g z)j sont des lemniscates (Exercice 7).
L'argument def (z) se comporte beaucoup plus violemment, avec une in nitéadations sur
chacune de ces lemniscates. La validité du Théoreme der@@&-\Weierstrass est évidente ici.

—52
e " =1

R
3

N
““‘

Ss!

IS
33

S
3
=

S

FiG. Ill.4: Fonctione ¥ avec singularité essentielle; la valeur absolue a gaethes lignes de
niveau avec valeuds (k=0; 1, 2;:::)deargf (z)adroite.
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11.4 Th eoreme des esidus

“résidu[ré-zi-dg n. m. (du lat.residuus qui est de reste). Ce qui reste”
(Larousse Dictionnaire Universel)

Le Théoreme des résidus généralise le theoreme del@all.4.2 aux fonctions ayant des singu-
larités isolées a l'intérieur du chemin d'intégratioll fut pour Cauchy l'instrument principal pour
trouver des valeurs d'intégrales dé nies.

Dé nition 4.1 Soitf (z) holomorphe dans un disque époilté(c). La quantité

Z
a= % f()d = Regf;c) (4.1)
ou (t)=c+re® pour0 t 2 etO<r< ,estappeléeée réesidu def (z) au pointc
(c.-a-d. la seule chose qui restefdg) apres intégration).

Le résidu est le coefcientdéz  ¢) ! du développement de Laurent. On peut le calculer par
développement en séries. Pour des pdles simples, orf@hesles commodes

Res(f,c)=1lim (z 0f(z) et Regfic)= ]‘:38
- 2

si f (z) = f1(2)=f2(z) avecfy(c) 6 0 et sif,(z) possede un zéro simple en= c.
Sicestun pole d'ordren def (z), on posey(z) =(z ¢)™f (z). Alors, le résidu dé (z) enc
estlem 1-ieme terme de la série de Taylor d&), c.-a-d.

(4.2)

Res(f;c) = g™ Y(o): (4.3)

_
(m 1)
Théoreme 4.2 (Cauchy 1826)50itU un domainettoile et une courbe ferie parcourant@ U
dans le sens positif. Sdit(z) holomorphe dans un voisinage de l'sé&thnceU = U[ @U a

17 X

— f()d = Res(f;c;): (4.4)

2i i=1

Démonstration. La preuve est tres similaire a celle du Théoreme Il.5drrfiule intégrale de
Cauchy). La seule difference réside dans le fait que neassamaintenanplusieurspoints sin-
guliers a contourner par de petits cercles (voir Fig.)l.Eomme auparavant, cela marche sans
autre complication si le domaine de dé nition est étoi@n projette les singularités vers le bord

Fic. lll.5; Preuve du théoreme des résidus
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et on applique le Théoreme 11.4.2 de Cauchy a un chemiui comprend , les cercles autour
des singularités et les connections. Les intégraleseswiemins aller et retour disparaissent, il ne
reste que
q z w Z
f()d f()d =0 (4.5)
j:]_ j

ou les ; sont les cercles qui contournent les points singuliers taeens positif. On obtient la
formule (4.4) en remplacgant les dernieres integraleg44). 0

Si une fonctiorf (z) est holomorphe dans un domaideet siz 2 U est un point x€, alors la
fonction ()

a( )=

possedez comme seul point singulier avec Rgsz) = f(z) (voir (4.2)). Dans ce cas, le
Théoreme 4.2 des résidus devient la formule intégral€duchy (11.5.1).

. (4.6)

I1I.5 Calcul d'int égrales par la nethode des esidus

“La théorie des résidus se préte avec une merveilleusplisité a la recherche des intégrales
dé nies, et voici comment:” (H. Laurent héorie des Rsidus 1865)

Nous sommes maintenant de retour a la toute premiere ataiivde Cauchy pour entreprendre ses
recherches en analyse complexe, a savoir la justi catida genéralisation des calculs d'intégrales
entrepris par Euler et Laplace.

“L'art” de trouver des intégrales dé nies a été cubitout au long des 18eme et 19eme siecle,
Dirichlet et Kronecker ont donné des cours (jusqua 6 lesunebdomadaires) sur le sujet. Au-
jourd’hui, il existe de longues tables (par ex. celles deliBer—Hofreiter ou Gradstein—Ryshik qui
temoignent d'un travail incroyable) et des programmesrimiatiques (par ex. Maple ou Mathe-
matica), qui “crachent” ces intégrales en quelques retisdes. Mais, pour un esprit scienti que,
il est, encore et toujours, intéressant de voir commentréssrs du savoir ont été trouves.

Lidée est tres simple: on choisit une fonctidr{z), on choisit un chemin et on évalue
I'intégrale (4.4) en calculant les résidus; ensuite opdeage en parties réelle et imaginaire, et on
trouve deux formules d'intégrales (dont une est souvewiate). Discutons quelques situations
typiques qui conduisenta des intégrales intéressantes

1) Intégrales impropres. Considerons des intégrales
VA 1

f (x) dx * G
e C3 e Cp

> >

ou la fonctionf (z) n'a qu'un nombre ni de singularités R 0 R
(aucune sur l'axe réel) et satisfdim,;, z f(z)=0.
Comme chemin d'intégration on prend l'intervalle réelR; R], suivi d'un grand demi-cercle

R €,0 t (voir la petite gure). Sous la conditiotim,; z f(z) =0, l'intégrale sur le
demi-cercle tend vel@pourR ! 1 et on trouve
Z, . X
f(x)dx=2i Res(f; cy); (5.1)
Im c>0

ou la somme est sur toutes les singulargédef (z) dans le demi-plan supérieur.
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Exemple.De cette maniere on obtient
21 dx _ 2
1 x6+1° 3
sans avoir besoin de calculer une primitive de la foncfigr) = 1=(x® + 1). En effet, les
singularités concernées samt = e%, C = iletc = e’ . Les résidus correspondants sont
¢, =6 par la deuxieme formule de (4.2). Ainsi, R@sc;) = e¢ =6, Req(f;c,) = =6 et
Res(f;c3) = e+ =6 dont la somme est 2i=6.

2) Intégrales trigonométriques. Pour une intégrale de la forme
Z
F (cost; sint) dt

on considere le cercle unitgt) = € avecO t 2 eton observe que
z, z

. z+z%Yz z1' dz
F(cost;sint)dt= F ; —:

2 2 iz’
Il suf t alors de calculer les singularités et leurs rasidoour la fonction de la deuxieme intégrale
dans (5.2). SF (u; v) est une fonction rationnelle, I'intégrant de (5.2) estsauationnel.
Exemple.On obtient les formules (poywr2 R)

(5.2)

Z2 dt 1% dz
= - = I jp<1 5.3
o 1 2pcost+p> i (z p(l pz 1 p? st Ip (®-3)
et
fr_dt 2% dz 2 si p> 1 (5.4)
o p+cost i z2+2pz+1 | pZ 1 p== '

Pour le deuxieme exen’tple, ilyaunpde= p+ p? 1alintérieur du cercle unité de
résidu Regf;c,)=1=2 p? 1).
Lintégrale 2
2 dt _ . 2p
o (p+cost)?  (TpF 1P
nécessite le calcul du résidu d'un pdle double. Pouteg\dela, on peut dériver l'intégrale (5.4)
par rapport au parametpe

si p>1 (5.5)

3) Transformation de Fourier. Il s'agit des intégrales 2
impropres de la forrzne

e O

g(x)e® dx; .Cr

ou la fonctiong(z) n'a qu'un nombre ni de singularités (au-
cune sur l'axe réel) et satisfalim,; g(z) =0 .

Comme chemin nous considérons le bord du carré (voir ldsepegiure) our > Oets > 0
sont suf samment grands pour que toutes les singulardaéssdans l'intérieur du carré. Notant
M (r) := max; jg(z)j quiconverge verszéropout 1 ,lintégralesur ,(t) = t+i(r+s),
t2[ s;r] pel{[ étre majorée par (poar> 0)

T

9(2)€®dz M(r+sed(r+s)! 0 si r+s!l
2

Pour l'intégrale sur 1(t) = s+ it,t 2 [0; s+ t] on obtient
z z

g(z)€¥2 dz  M(s) r+Se at gt MT(S) 1 e ar+s) M (s) |
1 0

a
et l'intégrale sur 3(t) peut étre majorée de la méme maniere. Ainsi nous ob&non

0 si s!1
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. X
g(x)e dx =2 i Res(f; ck) si a>0 (5.6)
Im c>0
ou f(z) = g(z)€¥ et la somme est sur toutes les singularitesle g(z) dans le demi-plan
Supérieur.
Exemple.On obtient alors sans calculs compliqués que, jpour0 et pourb2 € avec Ré > 0,

Z4 glax Z, gax
—dx=2ie * et —dx =0:
1 x ib 1 X+ib
Une addition resp. soustraction de ces deux intégralesalenformules de Laplace (1810)
Z1 bcos@x) dx = Z1 X sin(ax) dx= e
1 X2+ R 1 X2+ '
4) Transformation de Mellin. Considérons avez2 € r
et 0< Rea< 1 l'intégrale impropre
1
g(x)x® tdx >

ou la fonctiong(z) n'a qu'un nombre ni de singularités (au-
cune sur l'axe réel) et satisfaiim, og(z)z? = 0 ainsi que
lim,; g(z)z2=0.

Rappelons que la puissanzg est en général multivaluée et donnée par= exp(alogz).
Pour obtenir une fonction holomorphe il faut xer une braaatu logarithme. Nous considérons
logz = log jzj + i argz ou l'argument est choisi pourqu@ argz < 2 . Parle Théoreme 1.8.2
la fonctionlogz et alors aussi? sont holomorphes dans le plan complexe privé de l'axe réel
positif. Pour un réek > Oet pourz! X, lalimite d'en haut et celle d'en bas sont difféerentes; on
a respectivement® ete? @ x2.

Pour dé nir le chemin d'intégration, nous prenons si» 0 tres petit et urr > 0 tres grand,
et nous considérons les deux cercles de ragats reliés par des segments horizontaux proches
de l'axe réel positif (voir la petite gure). Aved (r) := max ;= jo(z)z?%j, les intégrales sur les

cercles peuvent étre majorées par
z

9(z2)z2 'dz 2M (r) et 9(2)z% *dz  2M (s) (5.7)

et convergent vers zéro pout 1 ets! 0 (par hypothese sur la fonctiag(z)). Le theéoreme
des résidus implique alors que, dans la limitel.  ets! 0,ona
Z, ' Z, . K
g(x)x® tdx e*® gx)x* tdx=21i  Reg(f;c;)
0

j=1

oU Ci;:::; G sont les singularités dg(z) et les résidus sont calculés pduiz) = g(z)z® . En
utilisant le faitquel €@ = €2 2isin(a) cette formule devient
o a 14 e " X et 5.8
X)X X= = es(f;cj): .
9(x) sin(a) ., Reshen) (5.8)

Exemple.Avec g(z) = 1=(1 + z) on obtient la formule (poud < Rea < 1)
Z 1 al
X

0 1+x %= sin(a)’

carlerésidudé(z) = z2 51+ z)enc, = lest( 1)2 1= & Dlogl 1) = gla Di = ga
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5) Une formule d'Euler. Pour démontrer

21 sinx r
—dx = z;
0 X 2
H - - S
nous poson$ (z) = €*=z et nous considerons le chemin —
de la gure avecs petit etr grand.
Le petit demi-cercle est nécessaire pour éviter le golerigine. L'intégrale sur le grand

demi-cercle ,(t) = re ,t 2 [0; ]peut &tre estimée a l'aide dgint  2t= sur[0; = 2] par
Z gz z Z Z _

~dz e "sShtgt 2 e "shtdgt 2 e dt= -1 e
4 0 0 0 r r
Elle converge vers zéro si! 1 . Comme la fonctiore? =z est holomorphe dans l'intérieur du
chemin fermé, une intégration sur ce chemin donne padur
VAR gx z Z 1 x

~_dx i efcostrisint gy e dx = 0:
X X

1 0 S

Lintegrale au milieu converge verssis! 0. En échangeantpar x dans la premiere intégrale
et en utilisante® e ™ =2isinx nous obtenons la formule cherchée.

6) Encore des inégrales impropres. Cherchons a calculer
VA 1

f (x) dx
0

ou la fonctionf (z) n'a qu'un nombre ni de singularités (aucune sur l'axe Irpesitif, I'origine
incluse) et satisfaitim,; z f(z) logz=0.

Lidée est de considérer la fonctiog(z) := f(z) logz et le méme chemin que pour la
transformation de Mellin. Comme dans (5.7) on démontre ltpiggrale deg(z) sur le grand
cercle disparatgi! 1 . Celle sur le petit cercle avec raysnpeut étre estimée comme sulit:

z
9(z)dz  2s maxjf(2)j (jlogsj+2 ):

Elle converge aussi vers zéro poair! 0, carf (z) n'a pas de singularité a l'origine. Pour
I'intégrale sur le chemin entier il reste alors (paurl ets! 0)
zZ, zZ,
f (x) logx dx . f(x) logx+2i dx

et le theoreme des résidus donne
Z 1 K
f(x)dx = Res(g;6): (5.9)

j=1

Exemple.Comme application concrete, calculons l'intégrale smite:

21 dx 2p§.

o 1+x3 9
Pour les trois singularites = =3, ¢c;= 1, cz=e '=3 Igs residus dey(z) = log z<(1 + z3)
sont respectivementi (1 + i 3)=18 i=3et 5 (1 i 3)=18 La formule (5.9) donne la

valeur af rmée de l'intégrale.
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1.6 Fonctions méromorphes

0&, partie” et “o' , forme” (Dictionnaire Grec Frangais, Hachette)

Les fonctions méromorphes sont des fonctions qui ont pieg¢en partie) la forme des fonctions
holomorphes. Plus précisement on a:

Dé nition 6.1 (Briot—-Bouquet 1875) Une fonctionf (z) estméromorphedans un ouvert), si
elle est holomorphe darns sauf en des points isolés ou elle peut avoir des poles.

Les fonctions méromorphes dans un domadihg@euvent étre additionnées, multipliées et
dérivées sans sortir de I'ensemble des fonctions mérphes. L'avantage par rapport aux fonc-
tions holomorphes est que les fonctions méromorphes peaussi &tre divisées entre elles.

Théoreme 6.2 Sif (z) etg(z) sont neromorphes dan, leur quotient (z)=¢(z) est aussi raro-
morphe. L'ensemble des fonctionénmmorphes dan forme alors un corps.

Démonstration. Les singularités dé(z)=g(z) sont les poles deé(z) etg(z) et les zéros dg(z).
Pour untel pointonaf (z) =(z ¢)™fi(z) avecm Oetf,(c) 60 etg(z)=(z ©)"qu(2)
avecn 2 Z etg,(c) 6 0. Le quotientf (2)=g(z) = (z ©o)™ "f1(2)=a(z) possede er une
singularité supprimable (sh  n) ou un pdle d'ordren  m. 0

Exemples.Toutes les fonctions holomorphes, mais aussi les fonctiatisnnelles ainsi que les
fonctionstan z = sin z=cosz, cotz = cosz=sinz, f (z) = zH€e* 1), etc., sont méromorphes.

Décomposition en fractions simples.Pour les fonctions rationnelles, la décomposition
en fractions simples est souvent tres utile. Nous reprenorexemple de [HW, p. 119-120]:

6z* 20z2+4z+19 6z* 20z2+4z+19
f(z)= = (6.1)
z5+ 2% 522 7z2+8z 4 (z 1)B3(z+2)2
Nous avons un pole d'ordre 3 en= 1 et un d'ordre 2 erz = 2. La fonctionf (z) (z 1)

n'a plus de pole ez = 1. Nous développons cette fonction en série de Taylor etrabts le
développement de Laurent (qui converge posrjz 1 < 3)
1 2 3 8 7
+ + - —
(z 1¥ (z 12 z 1 9 27
et similairement pour l'autre pole (cette fois pduxk jz +2j < 3)
f)= — > . 3 34 14
C (z+2)2 z+2 27 27
Idée: Si on dénote le$parties principales” de ces développements par
(2) = 1 2 N 3 ot (2) = 1 N 3
Tz 13z 12 0z 1 AT z+22 z+2”
alorsf(z) "1(z2) “2(z) naplus de pole et, par le Théoreme 3.1, est holomorphes @a
Commelim,; f(2) =0, il suit du Théoreme 11.7.2 de Liouville que cette difé#rce est zéro et
1 2 3 1 3
f(z) = + +
(z 12 (z 1?2 z 1 (z+22 z+2
(cf. [HW, formule (11.5.11)]).
Rappelons qué(z) possede un pdle d'ordm® enc= 1 , sif{w) = f (1=w) en a un au point
w = 0. Ceci signi e quef(w) = w ™f;(w) ou f,(w) est holomorphe proch@etf(0) 6 O.
Alors, f (z) = z™f1(z2) ou f1(z) est holomorphe dans un voisinagezde 1 etf,(1 ) 6 0. Par
exemple, un polyndme de degrépossede ed un pdle d'ordrem.

f(2) =

(z 1+ 237(2 1%+ ::: (6.2)

(z+2) ;—I(z+2)2+:::: (6.3)

(6.4)

(6.5)
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Théoreme 6.3 Sif (z) est une fonction Bromorphe surC = € [flg , alorsf (z) ne possde
gu'un nombre ni de les et est une fraction rationnelle.

Démonstration. Comme les singularités (ici le point in ni est inclus) d'aefonction méromorphe
sont isoléees, il existEZ > Otel quef (z) ne possede pas de singularitéa | ext'erieuB:ke(O) (sauf

f (z) situés dan€. Sim; est I'ordre deg;, on considere la fonctlon

9(2):=(z c)™ i (z &)™ f(2)

qui est holomorphe dans toit Sif (z) a un pole d'ordren > Oenl ou sif (z) est holomorphe
dans un voisinage de (m = 0), on ajg(z)j Constjzjm*™* =M« Par la remarque suivant le
Théoreme 11.7.2 de Liouville, la fonctiog(z) est un polyndme de degre au plas my+ 1+ my.
Par conséquent,(z) est une fonction rationnelle. O

Cas d'une in nit & de @les. Soit, par exempld, (z) = cot z = cosz=sinz. Iy a des pdles
simples aux pointg = k ,k 2 Z, avec Re¢f;k )=1. Laformule analogue a (6.5) serait ici
coSsz

T N AN AN AN
o \2 \ AR \ 6

= + - + + 1
z+2 Z+ z z z 2

formule trouvée par Euler, a l'aide de son produit psinz (voir Introductio1748, Chap. Xx178).
Voici d'autres exemples :

1 _ /// \\\ // \\\ ///
sinz 2 N N
\ ~ N 7
1 1 1 1 1
= + + = + +
z+2 Z+ z z z 2
ou encore
. 12 = \\\ //\‘j\\ /&/\\ /\/J\\\ //k/\\ //
sin“z \2/ s 0/ i < \Zf/ (6.8)
1 1 1 1
= + + + = + + +
(z+2 )2 (z+ )2 22 (z )* (z 2)2
et

\

e AL A
FUNTONS T

(Z+2)2 (Z+ )? ? @ ) (@ 2)2
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Notre but est de démontrer ces formules. Tout d'abord rqoaars que les séries (6.6) et (6.7)
ne convergent pas sans autre précision (série harmgnigaer donner une sens a ces formules il
faut grouper ensemble lestermest k ) 1+ (z k ) '=2zHz? k2 ?).

Pour une fonction méromorphe avec pglenous notons patr; (z) la partie principaledans
le développement de Laurent autour glg(c.-a-d., les termes avec indices négatifs). Pour une
courbe fermée autour de I'origine, nous notons pdf ) la distance de a l'origine et parL( )
sa longueur.

Théoreme 6.4 (Mittag-Lef er) Soitf (z) méromorphe dan€ avec @lescy; ¢;; Cs;::: (G 6 0).
Consicerons une suité g de courbes ferges contournant l'origine et satisfaisadf ) ! 1
pourk!l etL( ¢x)=d x) C, surlesquelles

if(23 ™ pourz2 et k=1;23;:::: (6.10)
Alors on a
. X . ‘o .
f(2)=1(0)+ lim i@ 50 =10+ i@ 00 (6.11)
T og2lnt(y) j=1

ou Int( ) désigne l'in€érieur de la coubey.
Sicy = 0 est un [ble def (z), il faut remplacerf (0) dans la formule (6.11) pary(z) plus le
terme constant dans leegeloppement de Laurent autourche= 0.

u

.

<

i

FIG. llI.6: lllustration de la preuve du “Théoreme de Mittagf er” pour f (z) = cot z

Démonstration. Ce théoreme est une version simpli €e du celebre
théoreme de Mittag-Lef er, qui fut publié dan&cta Math vol. 4,
1884.

Comme les singularités dgz) sont isolées, il n'y a qu'un nom-
bre ni des podles a l'intérieur de  (voir Fig.1ll.6). Lidée est
d'enlever ces singularités et de considérer la fonction

X
f(2) (2

g2Int( )

qui est holomorphe dans un voisinage de(1R) (voir Fig. ll.7). La

formule intégrale de Cauchy donne alors

Z P h
@ @)= = O eaintey 1Oy 1)

g2Int( ) 21 z

pour z dans l'intérieur de « et different de pdles. Dans cette situation, la fonctg ) =
()= z) possede les pdlesetc avec résidus Reg;;z) = "j(z) etRegg;G) = i (2).
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;:’

<]

: P <
FIG. lIl.7: Courbes de niveau pour la valeur absoluefde) = cot z }‘:o i (2)

Le théoreme des résidus donne alors que

zZ -
1 i)y -
5 - 2470 (6.13)
et la formule (6.12) (appliquée une fois pauet une deuxieme fois powr= 0) implique que
X .17 1 1 . 1% i)z .

g2Int( )

Nous majorons cette derniere intégrale en utilisant@f.&t I'hypothese sury, ce qui donne
MjzjL( «) MjzjC

2d(Wd( x;2) 2d( 2

X
f(z) 1(0) (@ (0

g2Int( )

(6.14)

ou d( g;z) estla distance minimale enteeet la courbe . Pourz xé, cette distance tend vers
Iin nipour k!1 etlamajoration dans (6.14) tend vers zéro.

Dans le cas ou l'origine est un pole de la fonctibfz), on applique cette démonstration a la
fonctionf (z) "o(z) qui est holomorphe pres de l'origine. O

Exemple 6.5 (formules d'Euler) Considérons la fonctioh(z) = cot z (voir la formule (6.6)).
Pour la courbe nous prenons le bord du carré avec somrflets1=2) ( 1 i). Onad( k) =
(k+1=2) 1 etL( x)=8d( «). Lafonctionf (z) peut étre majorée a l'aide de

jcosk + iy)j® = cos®x +sinh?y;  jsin(x + iy)j? = sin®x + sinh?y:

Sur les parties verticales dg on ajf (z)] 1 et sur les parties horizontal@s(z)j P 2 car
jsinhy]  1pourjyj 3=2. Laformule (6.11) du Théoreme de Mittag-Lef er impliqwdors
que

* 1 1 1 1 1+>% 2z

1
cotz = =+ - — + . . e
i1 Z¥] ] z j ] z zz 2 2
ce quijusti e d'une Fgart la formule (6.6). D'autre part, eruttipliant cette formule paz, la série

devient (avegl: = * & o)

j=1

* A xR g% X X1 2
— J — — 2k .
z cotz=1 2- [ =z =1 2_ o L1t A A (6.15)
J=l j2 2 J:]_ k:lj J

k=1 j=1
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Cette série, comparée a (1.9.5), donne les formules

1 _ (12 )
=1 J 2k _( 1) 2(2k)' BZk

pour k=1;2;3;:::; (6.16)

I'un des plus formidables triomphes d'Euler. Méme le &as 1 fut une énigme pour Leibniz et
Joh. Bernoulli pendant un demi-siecle (plus précisémea 1673 a 1740).

La formule (6.7) peut &tre justi ée de la méme manier@uPla fonctionf (z) = 1=sin’z
(voir la formule (6.8)) on a des pdles d'ord2eet le Théoreme de Mittag-Lef er donne

1 1 1 % 1 1 1 1

sifz - 2 38", @+ 2 G2 @ 2 G)

En utilisant la formule (6.16) pok = 1 etB, = 1=6, les termes constants s'annulent et on
retrouve la formule (6.8). La formule (6.9) peut aussi &g ée de cette maniere.

I1I.7 Principe de lI'argument

A l'aide du théoreme des résidus nous démontrons icélelre “principe de I'argument”. La
premiere application de ce principe est due a Riemanng1\8&rkep. 148, pour estimer le nombre
de zéros de sa “fonction”), une deuxieme par E.J. Routh (1877, dans un travail sstdailité
d'un systeme).

Théoreme 7.1 (Principe de I'argument) Soit U un domaineétoile et la courbe ferndée par-
courant @Udans le sens positif. Si(z) est neromorphe dans un voisinage de I'agtknce
U= U[ @Uetsans &ro ni ple sur , alors

1%19)
2i f()

ou Z(f) et P(f) sont, respectivement, le nombre d&as et le nombre dedtes def (z) a
I'int érieur de , compés avec leur multiplicé.

d =z(¢f) P(f) (7.1)

Démonstration. La fonctionf {z)=f (z) est méromorphe et possede des pdles l& (@) est soit
zéro soit in nie. A l'aide de (4.2), on voit que

si f(z)=(z ©)"Mg(z); g(c)60 alors Res % c =
. _ 9= . 2. _ .
si f(z)= z om g(c) 60 alors Res f2)’ ;C = m:
Le théoreme des résidus pour cette fonction donne lragtion (7.1). m|

Interpr étation geométrique du principe de lI'argument. Le quotientf {z)=f (z) est la dérivée
delog(f (z)). Aussi longtemps que la valeur €i€z) reste dans un domaine tmgw est dé nie et
analytique, on a trouv’e une primitive 8§z)=f (z) et par conséquent on a

)
)
ou : = jpou dénote une partie de la courbe Si on veut appliquer cette formule a la courbe

entiere , il faut interprétedogw comme fonction multi-valueée. Néanmoins la partie ele
logw (qui estlogjwj) est le méme pouv = f ( (1)) = f( (0)) (la courbe estfermée). Ainsi

d =log f( (1) log f( (0) (7.2)
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FIG. 111.8: Le principe de I'argument pour la fonctidn(z) = sin(z=2)=(e** b

z
f .
%d =log f( (1)) logf( (0) =i arg(f( (1)) arg(f( (0)) : (7.3)
Ceci est un multiple entier d2i et compte le nombre de tours qu'effectue le vectda)), quand
z parcourt dans le sens positif.

Exemple.Dans la Figure 111.8 sont dessinés les vectduyi®) attachés au poirgt pour la fonction
f(2) =sin(z=2)=(e** b)oua=1:75etb= 11:4. Cette fonction possede deux zéras{ 0

etz =2 ) etdeux pblesZ = (In bh=aetz = (In b+ 2i )=aa l'intérieur du chemin . On peut
observer que I'entier (7.1) vaOtpour les courbesy, 1 et ,, il vaut 1pour ;etde nouvea0
pour la courbe .

Ce théoreme possede d'innombrables applications eeautitres le “theoreme de Rouché” et
unen+1-eme preuve du théoreme fondamental de I'algebre.

Théoreme 7.2 (tleoreme de Rouck) Soientf (z) et g(z) des fonctions gromorphes dans un
ouvertU et soit une courbe telle que le principe de I'argument pétre applige. Si

if(2 9()j<ig(2)j pourtoutz2 ; (7.4)

alors
Z(f) P(f)= 2Z(9) P(9:

En particulier, quand (z) etg(z) sont holomorphes, alors elles ont l&€me nombre detrosa
l'int érieur de .
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Démonstration. En conséquence de (7.4), les fonctidiiz) etg(z) n‘ont ni zéros ni pdles sur.
Il existe alors un voisinag¥ de la courbe ou le quotienth(z) = f (z)=g(z) est holomorphe et
tel que _ _

jh(z) 1<1 pour z2 V:
Ceci implique que la fonction Lo (z)) est bien dé pie dan¥ et qu'elle est une primitive de
h%z)=h(z). Pour la courbe fermée on obtient donc  h%z)=h(z)dz = 0. L'égalite h%h =
f &=f g%get le principe de I'argument permettent de conclure. 0

Donnons encore quelques applications typiques de ceaésul

Une cemonstration du thoreme fondamental de I'adfpre. Soitp(z) = a,z"+:::+ a;2+ ag
un polyndme de degréa. Sur un cercle de rayoR (avecR suf samment grand) on a
ip(z) a,z"j < ja,z"j. Le theoreme de Rouché implique qo@) possede le méme nombre
de zéros dan®r(0) queg(z) = a,z" (c.-a-d., exactement zéros, comptés avec leurs
multiplicités).

Continuie des 2ros d'un polytme. Soit p(z; ) = an( )z" + :::+ ay( )z+ ag( ) un

polyndme a coef cients dépendant continlment d'ungmaetre . Siz = c est une racine

dep(z; o) de multiplicitem, alors pour” et]j o] assez petits, le polynonpéz; ) am

racines dans le disqu®: (c). Ceci suit du theoreme de Rouchg, car il existelun O tel que
jip(z; ) p(z; o)i<d jp(z; 0 pour jz g="

Und > 0 satisfaisant la deuxieme inégalité existe, parce gaed&os sont isolés. La pre-

miere inégalité est due a la continuité des coef ciergi  est suf samment proche de.

Lemme de Hurwitz.Soitff,(z)g, 1 une suite de fonctions holomorphes dahsjui con-
verge localement uniformément vers une fonction holomef{z) (c.-a-d., converge uni-
formément sur chaque sous-ensemble compatt)d&upposons quie(z) ne s'annule pas
sur le bord@BR(c) d'un disque. Alors, poun suf samment grandf,(z) etf (z) ont le
méme nombre de zéros daRs(c). Pour la demonstration de ce lemme on remarque que

ifn(z) f(2)i<d | f(2)] sur@D(c).
1.8 Exercices
1. Calculer les limites suivantes daiis(si elles existent)

. . 2+7z . Z . . 1
lim z*+3z 4 lim : lim expz; lim tan = :
zl1 zI1 zl1 Z

— im ——;
2l z2 3’ 211 3z+1’

2. Lesquelles des fonctions suivantes sont holomorphes wakioisinage de = 1 :

1+2z
228+ 2z 3 ; inz; Xp ——
5 g ShE e
3. Soit(;; ) un point de la sphere de Riemann, c.-a-f,+ 2+ 2 = 1. Calculer sa projec-

tion stéréographiquey a partir du pole nord0;0; 1) sur le plan passant par I'équateur. Calculer
également sa projectiary a partir du pdle sud0;0; 1). Montrer que

zn Zs =1

Ceci motive I'eétude de I'in nia l'aide de la transformatn z 7! 1=z.



Singulariés et fonctions Bromorphes 67

FIG.

I
|
/,,o/'" “

o':’
()

L
=
==

. D

SIS
IR

SR

=
=3

>

S
S
S
S
SOSSOSS
S

5%
5SS,

S
==

=

oS
=

11.9: Fonctione!=? avec singularité essentielle; la valeur absolue a gaethes lignes de

niveau avec valeuds (k=0; 1, 2;:::) deargf(z)adroite.

4.

10.

11.

Pour la fonctiorf (z) = exp(1 =z), démontrer par un calcul direct que pour teu2 € nf0g et pour
tout > Oilexiste unz 2 D (0) avecf (z) = w (voir la Fig. I11.9).

. La fonction

) 6
"@= 22Dz 2

est holomorphe dar® nf0; 1;2g. Calculer les trois développements de Laurent: floarjzj < 1,
pourl< jzj< 2etpour2< jzj< 1.

. Les fonctions suivantes possedent une singularitéomt p= 0. Décider s'il s'agit d'une singularité
supprimable, d'un pdle (quel ordre) ou d'une singularSsentielle:
3+z 1 sinz 1 z
; ; Ea—— cos — :
z4(5+322?) tan z z z &€ 1 z 2222

. Pour la fonctiorf (z) = e 1=2% demontrer gue les lignes de niveaujfi€z)j et deargf (z) sont des

lemniscates (voir la Fig. 111.4).

Rappel.La célebre “lemniscate” de Jac. Bernoulli est dé nie ga + y2)2 = a?(x>  y?) (voir
[HW, p. 314, 315 et 329).

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les pbles résidus en ces poles:
2z+1 z+1 2 sinz_ CoSz
z2 z 2 z 1° 2 sinz’
En utilisant le theoreme des résidus calculer I'grtée
Zgre?

3 dz

ou parcourt le bord du carré de sommet® 2i dans le sens positif.

Calculer l'integrale 7
1 d

X .

1 X4+ x2+1°

Démontrer que pour des entiensn satisfaisanD <m <n

z
1 oxm 1 dx =n
o 1+x0 sin(m=n)’

o™
Indication. Considérer le chemin de la gure.

Y
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Singulariés et fonctions Bromorphes

Soitp(z) un polyndme de degrée 2. Démontrer que la somme des résidus de la fonctigpiz)
est zéro.

Par la méthode des résidus, montrer que
Z1 cos(@x) dx= e & 22  cos3 dt= —- Z2 dt _ 5.
o 1+x2 T 277 o 5 4cost 12’ o (5 3sint)2 32

Calculer l'integrale 7
1
cosx 1

0 x2
Indication. Utiliser les mémes idées que pour l'intégrale du typed@js le paragraphe III.5.

dx:

Démontrer que 7
1 logx
o 1+ X2
Indication. Prendre un chemin comme dans lintégrale du type (5) dansatagraphe IIl.5 et
une détermination du logarithme qui est une fonction halgrthe dansC privé de la demi-droite
d'argument =2

dx =0:

Veéri er la formule
Z1 log x _log?a log?b

o GraGrh 2@ p PO ATETO

Calculer les intégrales suivantes
21 dx %1 sin?(kx) N 21 logx N
0o X2+6x+13’ 0 X2 ’ o (x+1)3

En applicant le théoreme de Mittag-Lef er demonti@formule

! + ! + ! +
(=22 z2 (3=22 z2 (56=2)2 2z

tanz=2z

En déduire que
1 1 1 1 2

LA A
Démontrer que toutes les racines du polyndnie) = z’ 5z3 + 12 sont situées entre les cercles
jzj =1 etjzj = 2.
Indication. Appliquer le theoreme de Rouché awg(@) = 12 sur le petit cercle et aveg(z) = z’
sur le grand cercle.

Soitf (z) holomorphe sur le disque unité := D 1(0) et continue sur I'adhérendg et supposons que
F(U) U. Démontrer alors (a l'aide du théoreme du Rouché) §(® = z possede exactement
une solutiorz 2 U.

Soitf (z) une fonction holomorphe et supposons que le bord de I'engemb
A=fz2C;jf(2))> 1g

soit parameétré par un chemirt) au sens positif. Rappelons qae= _(t) est le vecteur tangent a
cette courbe eh = i _(t) le vecteur normal orienté vers l'extérieur.

a) Expliguer pourquoi on &@logjf (z)j=@+x 0 dans cette situation;

b) En utilisant les équations de Cauchy—Riemann pag(f (z)), montrer que@argf (z)=@4a O.

c) Montrer queargf (z) est strictement décroissant lelong déériverf ( (t)) = & @97 ( (1)),

Ce résultat est illustré dans la Fig. 111.10 pour la foonti

1+2z(1 2a)+ z?(1=2 2a+ a°)

t@)= 1 az2)?exp()

(8.1)
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a=(3+ IO§>):6

FiG. 111.10: L'ensembleA = fz 2 C ; jf (z)] > 1g pour la fonctionf (z) de (8.1).

22. Dans la Fig. Ill.1& sont dessinés les vectelirg) attachés au poirt =  (t) sur la courbe qui décrit
le bord de I'ensembleA = fz 2 C; jf (z)] > 1g (pour la fonctionf (z) de (8.1)). Uniquement
en regardant cette gure, décider combien de zéros oaspébnt dans chacune des composantes
connexes bornées deet deA°.

23. En utilisant le théoreme de Rouché, demontrer $ailtat suivant qu'on appelle aussi le “lemme de
Zarantonello™: soifcj > r et soitp(z) un polyndme de degie satisfaisanp(c) = 1. Alors, on a

max jp(z)] =
jzji=r jg

Indication. Comparer la fonctiofi (z) = (z=9¥ p(z) avecg(z) = ( z=9.

1Cette gure est prise du livre “Solving Ordinary DiffereatiEquations II” de Hairer & Wanner.
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Chapitre IV

Series de Fourier

La théorie de ce chapitre nous permet de mieux comprendte torte de phénomenggrio-
diques Elle a son origine au 18eme siecle dans l'interpolati@nfdnctions périodiques en as-
tronomie, dans I'étude de la cordre vibrante et du son adamitrer en force en sciences grace a
la Théeorie de la Chaleude Fourier (1822), voir le chapitre V.

Comme exemple, considérons la digitalisation d'un sog.(’.1). On a enregistr@2 000im-
pulsions par seconde, dali24sont dessinées (ceci corresporitl®?4-22 465 millisecondes).
Il 'y a pas de doute que ces données représentent un ple@eopériodique. On est souvent
intéressé par I'étude du spectre d'un tel signal, pafieguences dominantes, par la suppression

d'un bruit de fond éventuel, etc.
A ] A A
L i oA I £ Lt v A ]
F . : . : . . i Y A A .
‘/'/ 2/ /J / /J ./ Yol ./ f/ :
v iV iV viV i L]
¥ ] L § i Vi
] v ¥ ¥ V

/

.
.
.
.
o .
.
s 3

v

v V

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
FIG. IV.1: Digitalisation du son “0” prononcé par Martin

A part la résolution de certaines equations aux déesyggetielles, on utilise aujourd’hui des
séries de Fourier (sa version discrete FFT, voir le codrsatyse Numeérique”; un des “Top 10
Algorithms of the 20th Century”) et des modi cations (onetéés ou “wavelets”) dans beaucoup
d'applications en informatique (compression de sons, cesgion d'image, JPEG).

IV.1 DEé nitions math ématiques et exemples

Fonctions périodiques. Les fonctionssinx, cosx, mais ausssin 2x, cos % sont des fonctions
2 -périodiques c.-a-d. elles véri ent la relation

f(x+2 )=1(x) pour toutx 2 R:

Polyndmes trigononetriques. Les combinaisons linéaires dnkx et decoskx (k 2 Z) sont
des fonction® -périodiques. Elles sont de la forme
ag X oo
— + a, coskx + b sinkx; (1.1)
2 k=1 k=1
ou lesay eth, sont des coef cients réels. On appelle (1.1)polyndbme trigonoratrique
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0:15+0:4cosx +0:6sinx  ::: 0bcosx 04sinX 1 +0:25c088% 0:5sinX

IIIIIIII' > S BT T 2p
------ i T2
i

FIG. IV.2: Plusieurs polyndbmes trigonométriques

Formule d'Euler et repr ésentation complexe. La formule d'Euler

€* = cosx + i sinx (1.2)

nous permet de simpli er I'expression (1.1). En effet, emlitidnnant et en soustrayant la formule
(1.2) ete ¥ =cos( x)+ isin( x)=cosx isinx, onen déduit

eix + e ix ) eix e ix
COSX = ————; sSiNX = ———: 1.3
2 2 (1.3)
Le polyndme trigonométrique (1.1) peut donc étre &wiis la forme
X .
G e (1.4)
ou . _ k= N
o = s(a iby) o, A = G+ C g
5 . ou, de maniere équivalente, . _
C k= (& + iby) be=i(c ¢ )

Avec ces formules, on peut passer de la représentatidie (&€l) a la représentation complexe
(1.4) et vice-versa.

Coef cients de Fourier_d'une fonction 2 -périodique. Considérons d'abord un polyndme
trigonomeétriqud (x) = . &€, multiplions-le pare ™ et intégrons d@a 2 :
Z2 . N Lo
f(x)e ™ dx = o ek Mdx=2cy;
k= N 0
R, . .
car 02 em™ dx = ﬁeijg =0 pourm 6 0 et l'intégrale est égaled pourm = 0. On obtient
alors z,

G = S f(x)e ** dx
2 o 122
=C+Cy= — f (x) coskx dx (1.5)
122
be=i(cc cy)=— f (x) sinkx dx:
0

. L ., R Ry v o R,
Comme les fonctions so@t -périodiques, on peut écrire ou S "“aulieude § .

Sif (x) est2 -périodique, mais pas nécessairement un polyndmenig@trique, on appelle
(1.5) lescoef cients de Fouriede la fonctiorf (x).

Dé nition 1.1 (Série de Fourier) Soitf (x) une fonction2 -périodique telle que les ibgrales
dans (1.5) existent. On appelleése de Fourier dd (x)” la série

R " 142 »
c e ou &= 5 f(x)e " dx (1.6)
k=1 0
. P . L. : .
et onécritf (x) I €. La <rie de Fourier peuégalemengtreécrite sous la forme

X X

Fx) 2+ accoskx+ . sinkx

2 k 1 k 1

avecay; b donrés par (1.5).
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. . P .
Pour le moment, on sait seulement qu'on a égalite dag) = ., € pour des
polyndmes trigonométriques. Le sujet de ce chapitre'éstdier la convergence de cette série et
la question quand cette identité reste vraie pour desifomg? -périodiques arbitraires.

Exemple 1.2 Etudions comment une fonctidn(x) est approximée par sa série de Fourier. La
Fig. IV.3 montre six fonction® -périodiques ainsi que plusieurs troncatures de leuisssée
Fourier associées. Les six fonctions sont:

8
2 pZCosz si jxj =4 X
f(x)= D 0 si =4 jxj 3=4 f(x):E sijxj <
2C0SX si 3=4 | X]

2 x? X
f(X)= — — si jxj< f (X)=log 2cos- si jxj<
X=1 7 JXj (x) = log > jxj
(
_ =4 si 0 x L
f(x)= —4 s X 0 f(X)—EJSInXJ
27 -~
2 3 o
1 n=1 n=24
n=1
_Z
P e | ) 1 2 3 4 5 7
-2 g 2\ p=g P
-1
-1
1 11 -27' 1 o 1 o
y =COSX+ 5C0SX 5;COSK+ ! y=sinx 3sin2x+ zsin3X

n=1
%N n=1
7 ‘ P % E— ‘ ‘
2 \ 25
— 1 1 - 1 1
y=C0SX ZCOSX+ 5COSX :i: y=C0SX 5CO0SX+ 3COSX

L m\
n=12
, , ) |
@% | kél
D 1 2

| |
Ry 3P

— o 1 oj 1 o — 2 2 2
y=sinx+ zsinX+ zsinSx + ::: y=1 45C08X 3:C0s&k :5COSK

i

FIG. IV.3: Quelques fonctiong -périodiques avec des séries de Fourier tronquéesiassoc



74 Series de Fourier

Véri ons, par exemple pour la fonctioh(x) = x=2 (jxj < ), que la série de Fourier est celle
donnée dans le dessin correspondant de la Fig. IV.3. Unldditect donne:

z
1 . :
a = — g coskxdx =0 (parce quex coskx est impaire),
z z
1° x . 1 coskx 1 ( 1)+
= _ — k = — + — k = .
> sinkx dx > X ” ” coskx dx ”

Remarquons que, en général, on a

a, = 0 silafonctionf (x) estimpaire, c.-a-d. i( x) = f(x) (série de sinus),
b = 0 sila fonctionf (x) est paire, c.-a-d. gi( x) = f (x) (série de cosinus).

pair _ N impair
/\.r"’ ~—" 1
7 /
/ 7 | . . . }

Vd !

FIG. IV.4: lllustration des fonctions paires et impaires

Exemple 1.3 Etudions encore la fonction du début de ce chapitre quaadigiitalisation d'un son
(Fig. IV.1). Sur l'intervalle comprenant tous 1&924points elle n'est visiblement pas périodique.
Par contre, les premie@44 points (reliés par des segments de droite) représententanction
qui peut étre prolongée périodiquement. Sa périodéTest 22 secondes. Si on dénote cette
fonction parf (t) (t en secondes), la fonctidr(x) = F(t) avecx =2 t=T devient2 -périodique
et on peut appliquer les formules de ce paragraphe. On ahdaic une représentation
F(t) * o e avec  x= 2r.
k=1 T

La Fig. IV.5 montre les modules dg en fonction de&k. On les calcule numériquement par FFT,
voir le cours “Analyse Numeérique”. Comnigx) est réelle, on & = G. On observe que les
coef cients de Fourier dominants correspondent tous anti@isiples deb. La frequence dominante
decesonestdoncde&=T =5 22006944 1165Hz.

Essayons de retrouver le son de la Fig. V.1 a partir de sentsp (c.-a-d. a partir des coef -
cients de Fouriegc). Quelques valeurs dg sont données dans le tableau IV.1. Dans la Fig. IV.6
nous dessinons quelques séries de Fourier tronquéebord'aous prenons uniquement les ter-

mes avek = +15 etk = 15, c.-a-d. la fonctiorc se °* + ¢;5e!®* . Ceci donne la fonction
1015
10);
o il ‘\ | |
Ll |I||‘I LIkl ] I., o | | ||| L
0 50 100 150

FIG. IV.5: Le spectre (valeur alsolue dg en fonction dek) pour le son de la Fig. IV.1
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K Ce JCi k G JCi
5 561 0:35i 5.:62 20 545 1:93i 5:78

10 427 871 9:70 25 0:31 1:19i 1:23

15 1353 +12:82i 1864 30 7:84 2:18i 814

TAB. IV.1: Coef cients de Fourier pour le son de la Fig. IV.1

pointillée dans la Fig. IV.6 (un sinus pur). Si on tient engptompte des coef cients avkc= 10
etk = 30o0n obtient la fonction traitillée, et en ajoutant les tesngerrespondantk = 5 et

k = 20on obtient la courbe solide. Elle est déja une tres borppr@ximation du son actuel. On
Voit qu'avec tres peu d'information on peut reconstitueslignal original.

R [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. IV.6: Approximation par un polyndme trigonométrique

IV.2 Lemme de Riemann et fonctionsa variation bornée

Si I'on se donne une fonction “arbitraird”(x) sur[0; 2 ], et si I'on calcule les coef cientsy, b
respectivement, par (1.5), on peut se demander :

la série de Fourier va-t-elle converger?, converger umément?

au cas ou elle converge, va-t-elle converger Veps) ?
Ces questions, af rmées dans un élan de jeunesse parefFaypartir de 1807, se sont avérées par
la suite plus dif ciles que prévues.

Une premiere approche pour étudier la convergence derla dé Fourier consiste a dériver

des majorations pouc,j et d'utiliser le fait quejo. €™ j j .

Lemme 2.1 Soite: [0;2 ]! R une fonction en escalier sur un nombre ni d'intervallesoed
les coef cients de Fourier (1.5) sont mags par

Const Const Const
ja —  Jh G — pour toutk. (2.1)
jKj jKj jkj
DémonstrationPour des fonctions en escalier (voir le petit dessin)
on peut explicitement calculer les coef cients de Fouri@n ob-
tient, par exemple, Y2
z z
142 _ 1 X X . Y.
= — exe* ™dx= vy e gy V1 .
2 o CEER R : Vs
—_ 1 ikx 1 ikx . . i | |
= oy ite (V2 y)+e ™ ys Y2+t Yo b 5% xs 2
o 1 . L L . Const

Les estimations powai eth, sont obtenues par leur relation awgeetc O
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Lemme 2.2 (Lemme de Riemannpoitf : [a;§! R intégrable (au sens de Riemann), alors
Z Z Zp _
lim  f(x)sinkxdx =0; lim  f(x)coskxdx =0; lim  f(x)e ®™ dx=0:
kIl g kKll g kil 3

Ceci implique que les coef cients de Fourier satisfapt! 0, b! Oetcg ! O.

Démonstration. Soit" > 0. Par hypothese, il existe un E
partageD de l'intervalle[a; [ tel que (dans la notation de
[HW, p. 222], voir le dessin a droite)

X
S(D) sD)= (F f);<" (22
j=1
Notonse(x) la fonction en escalier qui assume les valeurs
f; sur(x; 1;%;). Pour cette fonction nous avons par (2.1)
que pouN suf samment grand,
z

b . _
ae(x)e""‘dx <" si k N: 23) ax ix o 'p

Dans chaque intervallg; 1;x;) on aj(f (x) e(x))e *j (F; f;), etl'on trouve par (2.2)
que la difference des intégrales sx)e kx et g(x)e ™ est plus petite qu&. Ainsi, on a
I'estimationj ;’f (x)e ®* dxj < 2" pourk N. ]

Le Théoreme 2.4 ci-apres est le résultat d'un long déwpement commencant par S.D. Pois-
son (Th. math. Chaleud 835, p. 185), G.G. Stokes (1849), jusqua F. RieSlaih. Zeitschr.2,
1918, p.312). Il est inspiré par I'estimation de la déntoateon du Lemme 2.1, laquelle nous
amene a la dé nition suivante (C. Jorda@ours d'AnalyseTome 1) :

Dé nition 2.3 (Variation totale et fonctions a variation bornée) Lavariation totaled'une fonc-
tionf :[a;g! R estdé nie par
X 1 .
Vanf = sup if(Xier)  f(x0))
a=Xo<X 1<:ii<X n=b j=o

On dit quef esta variation borréesi Viauf < 1 .

A n de mieux comprendre les fonctions a variation bornéaici quelques propriétés :

Une fonction esa variation borree si et seulement si elle est éifnce de deux fonctions
monotones croissantes (voir Fig. IV.7).

Pour une fonction monotone : [a; ! R onaVjayu = ju(b) u(a)j. Elle est donc a
variation bornée. Comm¥( U) = Viay(u) et Vigg(u+ V) MVapU + VayV, aussila
difference de deux fonctions monotones est a variationé&er

Soitf :[a;d ! R avariation bornée. Avec la notation(x) := V..f on a la relation
if(ly) f(x)j Vikylf = v(y) Vv(x) pourx < y. Par conséquenty(x) f(x)

v(y) f(y) etaussiv(x)+ f(x) v(y)+ f(y). Les deux fonctions$ ™ = (v + f)=2 et

f := (v f)=2sontalors monotones croissantes et leur difference danfenctionf
(dans Fig. V.7 on a ajouté la constaht@®)=2 aux deux fonction§ * etf ).

Sif :[a;g! R estavariation borree, alorsf est inggrable (au sens de Riemann).
Ceci est une conséquence du fait que chaque fonction mometst intégrable au sens de
Riemann ([HW] p. 228).
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STTTTRR

\ T (x)

Dl SO I €Y
Fic. IV.7: Fonction a variation bornée comme somme de fomstimonotones

Sif est contifument diférentiable, alord esta variation borree.
Sur l'intervalle compacfa; i on ajf {x)j M. Le théoreme de Lagrange nous donne alors

o) fog 0i= A Dijx x4 M a):
i=1 j=1
Une fonctionf peutétrea variation borrée santre continue.
Considérons, par exemple, des fonctions en escalier.

Une fonctiorf peutétre continue sanstrea variation borree.
Une exemple est la fonctidn(x) = x sin(1=x) sur l'intervalle[0; 1].

Théoreme 2.4a) Sif :[0;2 ]! R esta variation borrée, alors les coef cients de Fourier

satisfont pouk 6 0

Const
ikj

b) Sif :R! R est2 -périodique,p 1fois contitiment diferentiable e fois differentiable

par morceaux avet(Pjy,., ; a variation borree, alors

1G] (de méme pouy ethy). (2.4)

Const
—— de néme pouy ethy). 2.5
el poury eth) (2.5)
Démonstration. a) Pour urk xé, nous approchons (x) de plus en plus nement par des fonc-
tions en escalieg(x), ainsi les intégrales

Z . Zp .

e(x)e ®™ dx  convergent vers f(x)e ® dx
a a

(voir la demonstration du Lemme de Riemann). Mais, pardaastration du Lemme 2.1, ces
premieres intégrales restent toujours majoreesi@s 29842 jKj)  Vio2 2229f=(2 JKj)
Constgkj avec une constante qui ne depend pas de la fonefion

b) Sif (x) est differentiable par morceaux, on fait une intégrapanparties

Z ; Z

1°2 o f(x)e k2 1 “2
e = +

G o (x)e T ax Ki o o 2Ki

2
Le terme intégré dispara’t grace a la périodicitéfd®). Le deuxieme terme est le coef cient
de Fourier de la fonction dérivée{x) avec un facteu(ik) * en plus. On peut donc appliquer
l'estimation (2.4) af {x). Sif (x) possede plus de régularité on peut repéter cette riatien par
parties pour obtenir (2.5). O

fqx) e ** dx: (2.6)
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Exemples de la Fig. IV.3. La deuxieme et la cinquieme fonction de la Fig. V.3 sontaiation
bornée, mais elles ne sont pas continues sur tout l'inlervé@n comprend alors pourquoi les
coef cients de Fourier diminuent comn@onst=k. La quatrieme fonction n'est pas bornée et donc
pas a variation bornée. Cela n'empéche pas les coeftside diminuer aussi comngonst=k.

La troisieme et la sixieme fonction de la Fig. V.3 possad une premiere dérivée qui est a
variation bornée, d'ou un comportement@anst=k?. La premiere fonction esta variation bornée,
mais sa dérivée ne l'est pas. On peut demontrer (par léyirde Wallis) que les coef cients de
Fourier se comportent comn@onst=k°,

IV.3 Etude élémentaire de la convergence

Commeje*j = 1, nous savons par le critere de Weierstrass ([HW], p. 218)lgsérie de Fourier
(1.6) est uniformement convergente si la série de tegpnesnverge absolument. Par conséquent,
sous la condition (b) du Théoreme 2.4, il est certain quelée de Fourier converge uniformément
sur[0; 2 ] vers une fonction continue. Mais, on ne sait pas encoreescelhverge vraiment vers

la fonctionf (x). Dans le cas olicksj C=k (cas (a) du Théoreme 2.4), ce raisonnement ne peut
pas étre appliqué.

Pour étudier la convergence vdréx) de la série de Fourier, nous considérons les sommes

partielles

1722

ikx —_
ou =
=3

X
Sh(x) = cc€
k= n
Un résultat intéressant avec une preuve extrememepteereté publiée par P.R. Cherndtimer.
Math. Monthly vol. 87, No. 5 (1980), p. 399-400.

f(x)e * dx: (3.1)

Théoreme 3.1 Soitf (x) integrable suf0; 2 ] et differentiable au poinky 2 (0;2 ). Alors les
sommes partielleS, (xo) convergent ver§(Xxp) sin!1

Démonstration. Apres soustraction d'une constante, nous pouvons suppmpssf (Xo) = 0.
Commef (x) est differentiable erg, on a par Carathéodory qfi€x) = (x) (X Xp) avec (X)
continue erxy. L'idée géniale est de poser

f(x) _ (X)) i(x Xo) |
T odlx xa) 1 gx xo) 1

(3.2)

La fonctionz5e* 1) nous est bien connue (voir les “Nombres de Bernoulli” dar& J)) et
possede une singularité supprimablezr 0. Doncg(x) est continue e et intégrable sur
I'intervalle [0; 2 ]. Notonsc, les coef cients de Fourier de(x) et d¢ les coef cients de Fourier
deg(x). Par (1.6) nous avons alors
142 . 142 . . .
Ck = > f(x)e ® dx = > g(x)(e™ X 1)e ® dx = d e X dy: (3.3)

Avec cette formule, les sommes partielgx), évaluées er = Xq, deviennent
X « X0 1 « . L .
Sn(Xp) = c e = de €k Do ggkxo =g o, dl N Dxo g d™o. (3.4)
k= n k= n

ce qu'on appelle uneérie tléscopante Le Lemme de Riemann, appliqué a la fonctigfx),
montre qued, ! O0sin!1 . Nousavonsalosm,; Sn(Xg)=0= f(Xop). O
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IV.4 Noyau de Dirichlet et convergence ponctuelle

“L'auteur de ce travail (Cauchy) avoue lui méme que sa distration se trouve en défaut
pour certaines fonctions pour lesquelles la convergengeoestant incontestable. Un examen
attentif du Mémoire cité m'a porté a croire que la dérsation qui y est exposée n'est pas
méme suf ssante pour les cas auxquels l'auteur la croitiegiple.”

(Dirichlet, Crelle Journal vol. 4 (1829), p. 157)

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (pour plus de pdgsvoir H. Minkowski, Jahresber.
DMV XIV, 1905, p.149-163), né en Allemagne en 1805 de paremigrés francais, passe les
années 1822-1827 a Paris; cette visite aura des consg&ggibouleversantes pour les mathéma-
tiques. Il fait la connaissance de Fourier, Poisson et Gauwbisson a publié une premiere preuve
de convergence des séries de Fourier, ou Cauchy décaneréaute. Cauchy publie ensuite une
deuxieme preuve, ou Dirichlet découvre une faute (vitatoon). Apres son retour en Allemagne
(@ 22 ans, sur initiative d'Alexander von Humboldt a Bras) puis a Berlin) il &crit un chef-
d'oeuvre Crelle Journal 1829, qui donne la premiere preuve rigoureuse de convergeessé&ties
de Fourier. De plus, cet article esta I'origine du conceptierne d'une fonction. Dirichlet devient
ensuite le pere spirituel du jeune Riemann et lui transmpéksion des séries trigopnométriques, qui
donnera naissance, entre autres, a l'intégrale de Riania@ Riemann, l'intérét de ces séries passe
a Weierstrass (son exemple d'une fonction sans dérigséare telle série) et a ses éleves (Heine),
qui propose en 1870 au jeune Cantor d'étudier la convemees séries trigonométriques. Ces
recherches de Cantor I'amenent a la théorie des ensamséms laquelle les mathématiques du
20e siecle seraient impensables.

Considérons les sommes partiel&gx) d'une série de Fourier, comme elles sont introduites
dans (3.1). Si on écrit les intégrales payravec une nouvelle variable d'intégratibnon peut
insérer ces formules dans la série et echanger sommiggtation. On obtient ainsi

z z z,

X 1 %42 . . 2 1 X .
Sa(x) = —  ft)e®dt = f(t) = e D gt = Dp(x t)f (t)dt
L2 0 0 2 .. 0
ikj n jkj n
ou X .
Dn(x t):= 1 ghtx v (4.1)
2 iki n

est lenoyau de Dirichlet Une formule plus compacte est donnée dans le lemme suivant

Lemme 4.1 (Noyau de Dirichlet) Le noyau de Dirichlet est dogmar

1 sin(n+1=2)s
D = — - @7 4.2
n(S) 2 sins=2 (4.2)
et la somme partielle de le&sie de Fourier satisfait
z
Sh(x) = f(x+s)+ f(x s) Dn(s)ds: (4.3)
0

Démonstration. En écrivant (4.1) sous forme d'une série géométriqureglotient a I'aide de la
formule d'Euler
1 e(2n+l) is
200 B
e ins ei(n+1)s e i(n+1=2)s ej(n+l =2)s sin (n + 1:2)8

1 es e is=2  @s=2 sins=2

eins 1+eis+e2is+:::+e2nis — eins
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n=15

R
=== i

FIG. IV.8: Noyaux de DirichleD ,(s) avec I'enveloppel=(2 sin(s=2)) en pointillée.

La formule pour la somme partielle est donnée par le caloubst:
z, zZ, z
f(t)Dnh(x t)dt = f(x s)Dn(s)ds = f(x s)Dn(s)ds
z0 Z OX ’ z
. f(x s)Dn(s)ds+ f(x s)Dn(s)ds = . f(x+s)+ f(x s) Dp(s)ds:

Sn(x)

Dans la premiere ligne on a utilisé 2a -périodicité deD, (s) et def (x  s) et dans la deuxieme
ligne le fait queD,(s) = D,( S). O

Nous sommes ici a un point, ou K. Knopp écrit (voir page B62Durch diesen Satz sind
zwar die Fragen:: noch keineswegs:: erledigt,: :: aber es ist jedenfalls eine wesentlich neue
Angriffsmoglichkeit zu ihrer Erledigung geschaffen.” 4 #onctionsD ,(S) ressembIEnt forta une
suite de Dirac(voir [HW, p. 266]) et on pourrait s'attendre a ce que la colion 2 D, (x
t)f (t) dt tendevers$ (x) sin!1 . Malheureusement, |€3,(s) ne forment pas précisément une
suite de Dirac, car lesonstantes de Lebesgue

VA 2
n = . iDh(s)jds! 1 pourn!l . (4.4)

On doit soigneusement étudier l'intégrale dans (4.3)etter des annulations dues aux change-
ments de signe dam, (s).

Pour le résultat suivant, I'nypothese essentielle serafqx) est a variation bornée. Rap-
pelons qu'une fonction a variation bornée est la differe de deux fonctions monotones. Pour une
fonction monotone la limite a droité (Xo+) = lim 4, x,+ f(X) etlalimite a gauchd (xo ) :=
limy «, f(x) existent. Donc elles existent aussi pour les fonctiongatian bornée.

Théoreme 4.2 (Dirichlet 1829)Soitf (x) une fonctior2 -périodique ef jjo., ; a variation borrée.
Alors la €rie de Fourier converge pour tout 2 R et

sif estcontinue emg, ona limy;  Sy(Xo) = f (Xo),
sif est discontinue erg, on a

I Si(0)= 5 (k0 )+ f (xo¥) @5)

(le premier cas est en fait un cas particulier du deume).
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Démonstration. Nous utiliserons la propH'eteRo Dn(s) dsg 1=2_du noyau de Dirichlet qui est

1 P

une conséquence @g,( s) = D,(s)etde  D,(s)ds= & ik n€°ds=1.Laformule
(4.3) nous suggere de considérer I'expression
z f(xot) _°
f (Xo+ s)Dn(s)ds > = f(Xo+s) f(xot) Dn(s)ds (4.6)
0 0
Z .
sin((n + 1=2)s) 1 S=
= = = f f .
g8 ds o g9)= = f(xo+s) fxe) g

Le but est de démontrer que cette derniere intégrale vensl zéro poun ! 1 . Commef (x)
est a variation bornée, on peut supposer sans perte degajiéd quef (x) et donc aussy(s) sont
monotones croissantes.

Par dé nition deg(s) on alimg o+ g(s) = 0. Ceci implique que, pour uh> 0 arbitraire, il
existe > Otel que

0 g(s)<" pour O<s<: 4.7)
Nous partageons alors l'integrale (4.6) en (en utilisatirbviationm := n + 1=2)
Z : Z .
o(s) sinms ds + o(s) sinms ds: 4.8)

Lintégrale sur l'intervalle[; ] tend vers zéro par le Lemme 2.2 (Lemme de Riemann), car la
singularité ens = 0 est écartée. Tout l'art (de Dirichlet) réside dans urntaresion soigneuse
de l'intégrale sur l'intervallg0; ]. Ici nous avons besoin de la monotonieggs), ce qui est une
conséquence de I'hypothese sur la variation bornéke(a.
L'idée est de remplacer la fonctiayfs) par une fonction en
escaliere(s), qui prend la valeure, = g((2k 1) =m) sur
l'intervalle [2(k 1) =m; 2k =m ]. Commeg(s) est monotone
croissante, on &(s) g(s) sisinms > Oete(s) g(s) si
sinms < 0. Ainsi

Y4 4

ds e(s)
0

sinms
ds
S

4

sinms

a(s)

0

sinms
0 S

=e l1+e |+ ::: ds "M

carly;l,;::: sont des intégrales avec valeur positive. La con-
stanteM = 1:8519majore l'intégrale
z Zm sin

M 4= 7 M g = sim)
0 S 0

(voir Figure IV.9a droite). Pour obtenir une minorationldenéme intégrale, nour remplacay(s)
par une fonction en escalier qui prend la valg@k =m ) sur l'intervalle [(2k 1) =m; (2k +
1) =m]. Les deux estimations ensembles montrent que la prenmeegrale de (4.8) devient
arbitrairement petite. Ceci démontre que I'expressioB)(donverge vers zéro poar! 1

De la méme maniere, on démontre

Z
f(xo 9Dn(s)ds f(o )

0

et en utilisant la formule (4.3) on en déduit (4.5). O
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IV.5 Le phénomene de Gibbs

“Willard GiBBS, 1839-1903, war der grosste Thermodynamiker Amerikaszugteich, neben
BoLTzMANN, der Begriinder der statistischen Mechanik.”
(A. SommerfeldPart. Diffgin. der Physik1947, p. 10)

Proche d'une discontinuite, d'une fonctionf (x), la série de Fourier tronquée ne donne pas une
bonne approximation (voir le&eme etSieme dessins de la gure IV.3). Bien que pour chaque
X 6 Xo (ou f est continue) les sommes partiel&gx) convergent vers$ (x), I'erreur maximale
est indépendante de(pourn! 1 ). Mais I'endroit ou I'erreur est maximale tend vers la chee
tinuité xo; voir le dessin de gauche de la gure IV.9. Cette propri€tppelle le phénomene de
Gibbs (1899).

1:179
1:066
i A e e
0:903
z
5+ . 2~ Xsin
Six)= - ——d
| . . |
5 10

FIG. IV.9: Sommes partielleS, (x) pour une fonction en escalier (gauche) et la foncBa(x) (droite)

Cas particulier. Pour expliquer le phénomene de Gibbs, considérons dthbeo fonction en
escalier (dessin de gauche de la gure IV.9)

( . 2
1 si 0<x<
h(x) = , .

Lsi <x< 0 h(x+s)+ h(x s)
Les sommes partielles de la série de Fourier associéea ce X
fonction satisfont poux 2 [0; =2](voir le lemme 4.1) 0 X s

z
Sh(x) = h(x+ s)+ h(x s) Dp(s)ds
z
X
= 2 Dy(s)ds 2 D, (s) ds: 2
0 X

Supposons maintenant q(e + %)x c (par exemple avec  10). La deuxieme intégrale est
majorée palO(n 1) parce qugD,(S)j ( 2)! 023pours 2 [=2; ] et parce que la
longueur de l'intervalle d'intégration est = O(n !). En utilisantsin = 5(1 + O(s?)) et la
substitution =(n+ %)s, la premiere intégrale devient

z 1% x sin (n+1=2)s 2 % (n+1=2)x sin

X - = i S - = - 2y.
2 . D,(s)ds= . e ds . d +O(n 9):

Avec la fonctionSi(x), dé nie dans le dessin de droite de la gure IV.9, nous avdosc
Sh(x)=Si n+ % x +0(nY:

Cela démontre que, pourgrand, la fonctiors, (x) est maximale pougn + %)x 3:2etque la
valeur maximale d&, (x) est d'environl:179, c.-a-d. presqué&8%trop grand.
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Cas ¢eréral. Considérons une fonctidh -périodique (x) . g(x) d
qui possede une discontinuité (saut de hauBegirau point N()/
Xo. D& nissons une fonction continuggx) a n que f (x) S

f(x)= g(x)+ ah(x  Xo); = .

ou h(x) est la fonction du cas particulier. Supposons que les sonpaielles de la série de
Fourier associée a la fonctiggx) convergent uniformément vers cette fonction dans un vage
dexo. Nous avons donc que, prochexig les fonctionsS, (x) associées &(x) satisfont

Sh(x) = g(x)+ aSi n+ % X +0(nY:

Ceci explique I'erreur proche de la discontinuité dangdene et leSieme dessin de la gure IV.3.

IV.6 Fonctions continues, Theoreme de Fegr

“Fejér avait I'habitude de travailler couché sur le dos teare, et en regardant le plafond. Sa
femme de ménage s'en est étonnée, et pensait d'aborbéqait malade. Lorsque Fejér I'a
rassuré qu'il était en bonne santé, elle a explosé : komde Professeur ! Vous allez donner
guelgues heures a l'université, puis vous rentrez et waus couchez par terre. Mais en n,
guand travaillez-vous ?”

(Sain Marton A matematikairténeti ABC trad. et comm. par E. Bayer)

Un des grands mysteres du 19e siecle a été de savoirwi,ghaque fonctioontinue la série de
Fourier converge vefrfs. Malgré les défauts de la preuve de Cauchy (1826) powrsdtdt, il a étée
généralement accepté (par Dirichlet et Riemann). Urtreeexemple de du Bois-Reymond (1873)
amis na cet espoir et, vers la n du 19e siecle, seulrésultat rigoureusement établi concernant
la convergence des ces séries a été la preuve de Diribhl&829, suivie de quelques variantes
(Dini, Jordan).

Dans cette situation morose, une sensation éclate: um jedongrois de 20 ans publie dans
les Comptes Rendus de 1900 (p.984) sur 4 pages la preuv@aurechaque fonction continue
périodique, lesommes de Cas convergent uniformément vefs Fejér est un des principaux
architectes d'une école mathématique hongroise de tamipr ordre (Lanczos, Erdos, Erdélyi,
F. et M. Riesz, Turan, Pblya, Szego, J. von Neumann, idglKkarman, Halmos, Haar, Wigner).

Sommes de Cemo. Dans les années 1890, de nombreux chercheurs (Stielgsard; Poincaré

et E. Borel) ont tenté de “dompter” des séries irrégelieen théorie des nombres ou des séries
divergentes par des processus de “lissage” ou “sommaticam’iméthode la plus simple est celle
de Cesaro (voir aussi Cauchy 1821, p.59): on remplace uteespis;; Sp; Sz; ::: par

Sot S1+ S+ lit Sy 1,

- (6.1)

n:

Un exercice “must” pour tout cours de premiere année (ldWV, p. 187]): si la suite des,
converge, alors la suite deg converge aussi et vers la méme limite. Mais cette derrpetg
converger, méme si la premiere ne converge pas. Par egefrgplg = f1;0;1;0; 1;0; : : Q.

Si l'on applique cette idée a la suite de sommes parti@jgs) de (3.1), on aura la formule

1%1 1%X1X . X iKi .
()= §(0= 2 o= 1 D g (6.2)
Nj=o Nj=o iKi jkj<n n
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FIG. IV.10: Noyaux de FejéF,(s)

En exprimant les sommes partiell&gx) a I'aide du noyau de DirichleD , (s) de (4.2), on obtient
pour la somme partielle de Cesaro

Z,
n(X) = Fa(x t)f(t)dt (6.3)
0
ou le noyau de Fejé&F,(s) est donné par
D D oo+ D
Fn(S) - O(S) + 1(8) : + n l(S) : (64)
Lemme 6.1 (Noyau de Fe&§r) Les noyaux de Féf satisfontpous2 [ ; ],
_ 1 sings 2
Fn(s) = TS sns (6.5)
Démonstration. L'identité 2sin sin = cos( ) cos( + ) implique que

s Xt o1 X 1 _, ns
2sin — sin j+ - s = cosfs) «cos(f +1)s) =1 cosfps)=2sin“ — :
2 5 2 i=0 2

La dé nition (6.4) ensemble avec la formule (4.2) pdaur(s) donnent (6.5). O

Lemme 6.2 (Suite de Dirac)Les noyaux de Féj forment une suite de Dirac, e-d., ils satisfont
z

Fan(s) O Fn(s)ds=1 pour toutn (6.6)
et, pour" > Oet > Qarbitraire, il existeN tel que
z
Fn(s)ds ™ pourn N. (6.7)
s62 ;)
Démonstration. L'af rmation (6.6) est une conséquence immédiate de \,6d& (6.4) et du fait
que  Dj(s)ds= 1. Pour démontrer (6.7), xon$> Oet > 0 arbitraire. On peut donc
trouver unN tel que poumn N etpour | Sj I'estimation F,(Ss) %(S"}_)Z < 2— est
2
vraie. Ceci démontre (6.7). Notons qu'on a aussi
z
1 "< Fn(s)ds 1, (6.8)
|

R
car Fp(s)ds=1.
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Théoreme 6.3 (Fepr 1900) a) Pour chaque fonctioR -périodique et continue siR , les sommes
de Cearo de la €rie de Fourier convergent unifoement vers (x).

b) Au cas a f (x) est continue par morceatixla convergence vers(x) est uniforme dans
chaque intervalle fersans point de discontinéitet on a que

f(Xo )+ f(Xot)
2

lm a(x0) = (6.9)

en chaque pointy de discontinui.
Démonstration. a) La preuve est similaire a la preuve de Landau du “Thiaere' Approximation

de Weierstrass” ([HW, p.265]). Nous décomposons la difiee entre ,(x) etf (x) en trois
parties (d'abord on restreint l'intéegrale i ;X + ), puis on remplacé (t) parf (x)):

Z 2 Z X+
n(x)  F(x) , F@OF( x)at fFOF(t  x)dt (1)
z X+ X+
+ f(DF,(t  x)dt f(X)F.(t  x)dt ((2))
X ., X
+ f(x) Fa(t x)dt f(x) : ((3))

D'apres des théoremes d'Analyse | ([HW], p. 207 et 210B{t) est bornée et uniformément con-
tinue sur l'intervalle compado; 2 ].

Nous commencons par choisir ir» O arbitraire. Puis, nous avons ur» 0 pour satisfaire
if (1) f(x)j <" uniformémentex sijt xj < . Ensuite, nous prenomssuf samment grand
pour satisfaire (6.7) et donc aussi (6.8). Ainsi hous avons

i "™ par (6.7) eif ()] M
() I carjf (t) f(x)] " uniformémenternx (6.10)
(@) "™ par (6.8) eff ()] M.

Donc,j ,(x) f(x)] (2M +1) pourtoutx 2 [0;2 ]etla convergence uniforme est établie.
b) Supposons quie(x) est seulement continue par morceaux. Comme dans la déutost
du Lemme 4.1, formule (4.3), nous avons
z
n(X) = f(x+s)+ f(x s) Fy(s)ds:
0

La démonstration est maintenant similaire a celle ducré@e 4.2, mais beaucoup plus simple.
Nous considérons

Z Z
f (xo+ S)Fn(s) ds f(X2°+) -
0

f(Xo+ts) f(xot) Fn(s)ds (6.11)

R R R
et nous séparons l'intégraleep = ,+ ou > Oesttelquef (Xo+S) f(Xe+)j<" pour
0 < s < . Ainsi, l'intégrale sur[0; ] est majorée par et celle suf; ]parM", carf (x) est
bornée et le noyau de Fejér satisfait (6.7). O

lUne fonctionf : [a;b! R estcontinue par morceausil existe un partagea = Xo < X1 <:::<Xp, = b
tel quef (x) est continue sur chaque intervalle ouvest; xj +1 ) eta chaque point de discontinuité la limite a droite
f (xj+) etlalimite a gauché (x; ) existent.



86 Series de Fourier

Contre-Exemple de Fegr (fonction continue avec grie de Fourier divergente)

Neuf ans apres son premier coup d'éclat, Fejér trouvedamxieme “trivialitasava” pour faire un
pied de nez aux grands ma‘tres du 19e siecle : son exemyote donction continue pour laquelle
la série de Fourier diverge en un poiftrélle J.137, 1909, p. 1-5Ges. Arbeiten, p. 538). Au-
paravant, un premier exemple, tres compliqué, est dicaBois-Reymond (1873), un deuxieme,
déja plus simple, a H.A. Schwarz, un troisieme a Leh@sg@ econs p. 84-88). Mais seulement
Fejér apporte une simplicité qui le rend approprié, canilndit, “fir Vorlesungszwecke”.

FIG. IV.11: Série “cosinus” pousin 8, k = 1; 3;5; 7 (gauche)k = 7;9; 11; 13(droite).

Motivation. Considérons la fonctiog(x) = sin Nx sur[0; ] et prolongeons la en une fonction
paire. Sa série de Fourier va étre une “série cosinusf fig. IV.11) avec coef cients (utiliser la
formule 2sin cos =sin( + )+ sin( ))

z 1 1

2
= — sinNx coskxdx = — + siN k estimpair e, = 0 sinon.
& 0 N k& N+kK pair eay

On voit gue lesa, non-nuls sont positifs polk < N et négatifs pouk > N . La somme patrtielle
Sh(0) = -, & est alors maximale pour = N (une sorte de résonance), ensuite elle décrot
de maniere monotone vers zéro, comme il se doigf@y = 0. On aS,(0) O pour toutn et on
peut minorer la valeur maximatg (0) a I'aide de l'aire d'une hyperbole:

1 2 X2 1 1
SN(O) = — - + -
-4 N 27+1 N+2] 1
1J>U 5 L (6.12)
| —— = - . > —log(2N +1):
0 3 5 ‘7 o 11 13 i=1 2 1 o )

Le contre-exemple. On considere donc (Fig. IV.12) la fonction paire qui §0ir ] est donnée par

sin2?x  sin®x  sin 26x R sin2"’x
+ + + 1= = - = .
4 9 16 (6.13)

f(x) = sin2x + 3

m=1

Le dénominateum? assure la convergence uniforme, et donc la continuite(d®. Les sommes
H H ({1994 ” 2
partiellesS, (0) de cette fonction ont une “résonance” vars 2™ ;m = 1;2;:::, dont la hauteur

dépassera 1 ) 1
S,m2(0) > m—zlog(Z 2™ +1) > ~log?2 (6.14)

(voir (6.12)). Ainsi,S,(0) neconvergera pasersf (0) =0 pourn!1

mzl W%S W
VAR

FIG. IV.12: Exemple de Fejér
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Remarques.Une fois un exemplé (x) trouvé, pour lequel la série de Fourier divergeuarpoint,
on peut, a l'aide de translations et superpositions, talat un exemple pour lequel la série diverge
en unnombre @nombrable de points

La fonction (6.13) de la Fig. V.12 n'est certainement pasaation bornée. Cela peut aider
a comprendre pourquoi le concept de variation bornéelenteint facilité les preuves des para-
graphes précédents.

La théorie de convergence des séries de Fourier fimations continuea trouvé dans les
années 60 une certaine maturité, grace a un théorentéatiane et Katznelson (pour chaque en-
sembleE de mesure nulle il existe une fonction continue tel §ueliverge suiE), et un théoreme
réciproque de Carleson (pour chaque fonction continuegigue lesS, convergent ver§ sauf
sur un éventuel ensemble de mesure nulle).

Exemple 6.4 Pour quatre fonctions de I'Exemple 1.2 nous montrons damsgaV.13 (a com-
parer avec la Fig. IV.3) quelques approximations par dessesipartielles de Cesarg(x). Nous
observons que les oscillations proches des disconts(pteenomene de Gibbs) ont disparu.

2—

FIG. IV.13: Approximation par des sommes de Cesaro

IV.7 Systemes orthogonaux

Pour nous rapprocher d'une théorie plus généralegsé&te Fourier, Sturm—Liouville, polyndmes
de Legendre, fonctions sphériques, etc.), et pour sirapla notation, considérons l'espace

R(a;g;C):= ff :[a;x! C ;f Riemann-intégrable suja; g (7.1)
avec la forme sesquilinéaire semi-dé nie positive (oradproduit scalaire”)
Zy
H;gi == f(x)g(x)dx: (7.2)
a
On désigne par s
qg —— 7y
kfk,:= H;fi= if (x)j2 dx (7.3)
a

la semi-norme correspondante.
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Pour un calcul avec cette semi-norme, on a les propriéiéarges :

l'inégalité de Cauchy—Schwarz jhf; gij k fk, kgks;

I'estimation kf k» b a kfk; ;par suite, la convergence uniforme entra’ne la con-
vergence en moyenne quadratique;

sif etgsont perpendiculaires, c.-a-df;gi =0, alorsona kf + gk3 = kf k3 + kgk3
(Théoreme de Pythagore);

restreinte aux fonctions continues, la semi-nokhk, est une norme; c.-a-ckf k, = 0 est
satisfaite seulement 6i= 0.

Dé nition 7.1 (systeme orthogonal) Une suite de fonctionk' (g« o dansR ([a; ; C) forme un
syseme orthogonadi
Hy;'-i=0 pour k;° 0; k6

On a unsyseme orthonormati, de plus,k' (ko =1 pourtoutk O.
Exemple 7.2 a) Le systeme
f 1 eix . e iX . e2ix . e 2ix . e3ix . e 3ix . g (74)

forme un systenbe orthogonal pour des fonctions d&(f6; 2 ]; C). Il est orthonormal si on divise

les fonctions par 2 . La suite des fonctions
f 1, cosx; sinx; cos¥X; sin2x cos¥; sin3X; :::g (7.5)

forme aussi un systeme orthogonal pour l'interv@lig2 ].
b) Sur I'espacdR ([0; ]; €) des fonctions dé nies sur un intervalle de longueur

f 1, cosx; cosX, cos¥X, <cos& :::g (7.6)
est un systeme orthogonal. Un autre systeme orthogomdé¢ suéme espace est
f sinx; sin2; sin3; sin4x; :::Q: (7.7)
Notons que (7.5) n'est pas orthogonale R{{O; ];C).
c) Le polyndomes de Legendre

Po(x) =1; Py(x)= x; Pz(x):gx2 1. Pk (X) = L& e 15 (78

2’ Zkldxk
forment un systeme orthogonal daRg¢[ 1;1]; C) (voir le cours “Analyse Numeérique”).

Soitf' ygk o un systeme orthonormal dafRy[a; ; C) (un systeme orthogonal peut toujours
étre norma'gsé en divisaht, par sa normé’' (k,) et soitf une combinaison linéaire nie de la
formef = [, &' «. En prenant le produit scalaire aveg et en utilisant I'orthonormalité du
systemef' g« o, on obtient la formule; = H;" ;i pour les coef cients. Ceci est la motivation
pour généraliser les séries de Fourier a des systemiesrmrmaux arbitraires.

Dé nition 7.3 Soitf' xg« o un systeme orthonormal dais([a; d; C) et soitf 2 R ([a;1; C).
On appelle X
f C' « avec C = h;" i (7.9)
k 0
série de Fourier et lesc, sont lescoef cients de Fourier On utilise la notation comme dans la
Dé nition 1.1 pour indiquer qu'il s'agit d'une identi cabn formelle.
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Le résultat suivant montre que la série de Fourier treequossede une propriété d'optimalité.
Elle est la meilleure approximation de pour la normek k, dans la classe de fonctions qui
s'expriment comme des combinaisons linéaires dgusqu'au degrén.

Théoreme 7.4 Soitf' gk o un syséme orthonormal darR ([a; H; €), soit la fonctiorf Riemann-

intégrable surfa; g et soit |, ,¢' k sa rie de Fourier. Pour touh 0 et pour toutdy; : ::; d,
ona 50 50

f k=0 % x 2 f k=0 A 2:
En particulier, parmi tous les polyyimes trigonoratriques T,(X) = P ki n dee®  de degé n,
celui pour lequel z,

f(x) Ta(x) dx! min

est la €rie de Fourier trongéeS, (x).

, . - P . . .
Démonstration. La differencef k=0 G Kk estorthogonaleatoutes les fonctionsavegy n
ainsi qua leurs combinaisons linéaires::

D X] ] X1 ] E X] 1 H X1 1 H X1 X]
f C «k; Xjj = le’f; il Ckahl ky j1 = X; G CXk =0:
k=0 j=0 j=0 kij =0 j=0 k=0

En appliquant le Théoreme de Pythagore axee ¢, dy on obtient

)@ , 2 X.I , 2 X1 , 2 X1 , 2
f d' = f Gkt (G d)'w, f Gk (7.10)
k=0 k=0 k=0 k=0
ce qui montre I'af rmation. 0

Théoreme 7.5 Soitf ' g pun syseéme orthonormal darR ([a; j; C), soit la fonctiorf Riemann-
intégrable sula; j et soit |, o' « sa €rie de Fourier. Alors,

joj? k fk3 (inégalite de Bessel) (7.11)
k=0

- . P
et en particulier la érie |, jcj? converge. On a

s X
joj? = kf k3 (égalite de Parseval) () f &k ,! 0 quandn!l : (7.12)
k=0 k=0

Démonstration. En prenantly = 0 dans I'égalité de (7.10), on obtient
2 o . : . .o
kf k= f C' « ) + ' = f G'« _+ 1G] JC] (7.13)

guel que soin et I'inégalité de Bessel est demontrée. L'égalitéR#rserval découle de I'égalité
dans (7.13). O

Remarqguons que l'inégalité de Bessel fournit une noevaleéuve du Lemme de Riemann.
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Dé nition 7.6 (systeme complet) On dira qu'un systeme orthonorm@l g« o dansR ([a; b; C)
estcomplet(ou total) si pour toute fonctioh 2 R ([a; ;) on a

X
f ;" kit 1O si n!'l (7.14)

k=0 2
Propri étés des systmes complets.
a) Pour toute fonctioh 2 R ([a;d; C), la série de Fourieconverge en moyenne quadratique
versf (ceci est la formule (7.14) exprimée en mots), méme setéesie converge pas point par
point.
b) Sif' ygk o estcomplet danR ([a; 4; €) et sif est continue suia; b, alors

f=0 0 h f;' «i=0 pourtoutk O:

Si les coef cients de Fourier sont tous nuls, l'identité Earseval implique qukf k, = 0. Par
continuité la fonctiorf est donc identiquement nulle.

c) Sif' ygk o est complet, alors la série de Fourier d'une fonctior2 R ([a; 4; C) peut &tre
'Lptégrée terme par terme independamment de la convergeémda série; c.-a-d., sf (x)

k 0C' k(X), alors on a pour touwt; <X
z

X2 X X2
f(x)dx = Ck " k(X) dx:

X1 K 0 X1

Des estimations élémentaires et l'inégalité de Cau8uthwarz donnent

z X2 X z X2 z X2 X
f (x) dx G k(x)dx f(x) G k(x) dx
X1 k=0 X X1 k=0
b X X P
f(x) G k(x) dx f C' « ) b a
a k=0 k=0

Par de nition de la completude cette majoration convergeswzéro poun ! 1
Théoreme 7.7 (convergence en moyenne quadratiqué)e syseme f1;e ;e 2*;e 5%;:::g
est complet danR ([0;2 ]; €). Ceci signi e que pour toute fonctidn2 R ([0;2 ];C) on a
Z3 X .
f (x) o€ “dx! 0 pour n!1
ikji n
ou ¢, sont les coef cients de Fourier de

gue pour tout' > 0 il existe une fonction continue &t -
périodiqueg(x) telle que
Z,

Démonstration. Dans une premiere partie nous montrons .-—l/

f(x) g dx ™ 715 | \

Par hypothese (voir aussi la démonstration du Lemme 2.2%i | ;]
de Riemann) il existe un partaglee = fa = xg < X3 < 4
:i. < Xn = bgtel que pour |§ difference des sommes ~
de RiemannS(D) s(D) = [, (Fp f)); <"°

Nous prenons powg(x) une fonction linéaire par morceaux
(voir la petite gure) qui prend au point; une valeur dans 0% 1% 2
l'intersection [f;; F;]\ [f;+1;Fj+1]. Pour obtenir une fonctio -périodique, nous remplagons
f (2 ) parf (0) (si nécessaire) et nous choisissgfB) = g(2 ) dans|[f,;F,]\ [f1;F1]. Ainsi,

la fonctiong(x) est dans la partie grise de la gure et nous obtenons suehuatlle[x; 1;X;]
l'estimation jf (x) g(x)j> M(F; f;).Nousen déduisons I'af rmation (7.15) avéc M"°.

9(x)
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Par le Théoreme 6.3 de Fejér, les sommes de Cersgro) de la série de Fourier poggx)
convergent uniformément vegéx). Pourn suf samment grand on a donc

z, )
g(x) n(x) dx ™ (7.16)
L'inégalité elementairga+ B2 (jaj + jb)?> 2(jaj?> + jb?) donne alors
z, X z, )
f(x) n(x) dx = f(x) o(x) + gx) n(x) dx
% z,

2 2 2
20 f(x) g(x) dx+2 . a(x) n(x) dx 4™

Dans la normé k,, les sommes partielles de la série de Fourier donnent ldenne approxima-
tion parmi tous les polyndmes trigopnométriques de degir le Théoreme 7.4). Ceci implique

ue _
q K Sik, kK ok, 207

et I'af rmation du theoreme est démontrée. O

Corollaire 7.8 Le syseme orthogonaf coskxgy of[f sinkxgx 1 estcompletdank([0;2 ];R).
Le syseéme orthogonaf coskxgy o est complet danR ([0; ];R).
Le syseme orthogonaf sinkxgy ; est complet danR ([0; ];R).

Démonstration. La premiere af rmation est une conséquence immédiatélaeoreme 7.7. Pour
la deuxieme, considérons une fonction arbitraire daifff); ]; R). Nous la prolongeons en une
fonction paire (voir la gure IV.4) et ensuite en une foncti@ -périodique. La série de Fourier
de cette prolongation est une série en cosinus et, parderéime 7.7, elle converge vefrsen
moyenne quadratique sur l'intervall®; ]. Pour la troisieme af rmation nous prolongeons la
fonctionf 2 R ([0; ];R) en une fonction impaire. 0

Théoreme 7.9 (Weierstrass 1885%o0itf :[a;J! € une fonction continue. Pour chaqtie 0
il existe un polydbmep(x) tel que

if(x) px)j " pour tout x 2 [a;1:

Démonstration. Apres un changement des coordonnées de la foriie  + X nous pouvons

supposerqu®d <a<b < 2 . Nous prolongeons(x) de maniere continue & -périodique sur

toutR . Pour cette fonction les sommes de Cesaro de la s'eris deeFoanvergent uniformément
versf (x). Il existe donc un polyndme trigonometriqdg(x) = = jxj n o€ tel que

fx) T,(x)j " pourtout x 2 [0;2 ]

Comme combinaison linéaire des fonctions exponentidiexerie de Taylor d&, (x) possede un
rayon de convergence= 1 . En tronquant la série de Taylor on obtient un polyn@e qui
satisfaitjT,(x) p(x)j " pourtoutx 2 [0;2 ]. Linégalité de triangle permet de conclureo

Corollaire 7.10 Le syseme orthogonal forg par les polydmesPy(x) de Legendre (7.8) est un
syseme completdarR ([ 1;1]; C).

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoreme 7.7 on peut ssnemau cas d'une
fonction continug (x). La méme démonstration montre qu'il suft de prouver listence d'un
polyndmep(x) pour lequelkf  pk, est arbitrairement petit. Mais, ceci est une conséquence
immeédiate du Théoreme de Weierstrass. |
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IV.8 L'espace de Hilbert *2

“Notre sujet: :: devra étre considéré comme marquant une premiere etaps lalrheorie des
fonctions d'une in nie de variablesencore naissante, mais qui fournira peut-étre bieett |
méthodes les plus puissantes de toute I'Analyse.” (F.ZRi84.3,0euvredl, p. 833)

Dans le cadre de ses recherches sur les équations ieggrilbert a entamé dans les premieres
années deme siecle un vaste programme d'étudefaiectionsa une in nité de variablesUne
série de Fourier est justement une “fonction” dependamtedin nité de variablesc;; ¢;; C3; i .
Allons donc élargir la théorie de I'espaf’ ouC" au cas de dimensidh . Nous n'écrirons pas
C!, cariciles differentes normes (voir [HW, p. 275]) ne vohig@tre équivalentes et les espaces
vont étre differents pour les differentes normes.

Lidentité de Parseval (7.12) nous montre déja le chenmiaus allons surtout nous intéressera
la norme euclidienne.

Dé nition 8.1 On dénote I'espace des suites carré-sommables par
n » (o}
(€)= (GGGl & 2 € jaj?<1 (8.1)
k=0
Si on se restreint aux suites réelles on R ).

Dans cet espace nous avonsauoduit scalaireet unenorme:

o _ q_——
he;d = Cy di; kck, ;= he;d =
k=0 k=0
On devrait maintenant s'attaquer a de nombreuses petrmsves fastidieuses, car pleines de
choses sont “triviales” darB", mais qui ne le sont plus pour ung in nité de variables. Pane
ple, sic2 "2 etd 2 *2 on doit démontrer que+ d 2 “2,i.e., que jo + d¢j> < 1 . Pour cela
on écrit quelques lignes fades et I'on utilise I'inégalite Cauchy—Schwaijic; dj k ck, kdk,.
Une chosest cependant intéressante a démontrer, le faif §est complet.

o
JCj? (8.2)

o<

Dé nition 8.2 Un espace vectoriel esbmpletsi chaque suite de Cauchy est une suite conver-
gente. Un espace complet avec produit scalaire et normpedlepunespace de Hilbert

Théoreme 8.3 Les espaces(R) et 2(C) sont complets.

Démonstration. Soit D = Cgl) : 0(11) : %(1) : %(1). )
@ =(?;d?: ) (8.3)

€@ = (. ;)
une suite de Cauchy, c.-a-d., pdus 0 arbitraire il existe un entieN tel quekc™ ™k, <"
pourn;m > N . Pour chaque entiegr, nous avons alors
V

ﬁxr

i (M)

o’ gMiE<r (8.4)

k=0

et aussijc”  c™j < " . Ceci signie que pour chaquk la suitefc"g, ; est une suite de
Cauchy dan€ (un espace complet). Par conséquent, cette suite convéngg, cl((”) = ¢. En

passantalalimiten! 1  dans (8.4), on obtient
Vv

X . (n .
€7 jd” agz (8.5)
k=0
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Cette inégalité est vraie pour chaquéAinsi,

¢ R
t i gj2= kd™ ok, ™ (8.6)
k=0
Cela signie quec™ ¢2 2, doncaussc?2 *? etlim,; c™ = c. O

Remarque Chaque systeme orthonormal complet donne suite a unécapiph
| :R([a;H;C)! “3C) (8.7)

qui elgvoie une fonctiorh sur la suite des coef cients de Fourier, c.-a-t(f) = fcgx o ou
f « 0C' k. Par lidentité de Parseval, la suite,gx o est en effet dan¥’(C), et on a que
kf ko = kI (f )k, = kfcege okz. En identi ant les fonctions avec la méme série de Fouoer
obtient alors une isométrie. Cette derniere applicatiest pas surjective, car I'espaBd[a; i; C)
n'est pas complet (voir Exercice 29).

Un probleme important est de trouver un espace qui conRefd; bj; €) et qui soit complet
pour que cette isométrie devienne bijective. Pour ce bslgvere que l'intégrale de Riemann n'est
pas suf sante. Lintégrale de Lebesgygermet d'interpréter le complété &4[a; j; €) comme un
espace de classes de fonctions de carré intégrable adsdembesgue (voir le cours Analyse Il
pour plus de détails).

IV.9 Ondelette de Haar

L'analyse de Fourier est basée sur les fonctions

e = MWW

qui sont uniformes sur tout l'intervalle considéré. Hile peut pas trater de maniere ef cace des

phénonenes locauxPar exemple, on a des grandes dif cultés d'approximerfonetion proche

d'une discontinuité (phénomene de Gibbs). Dans leg¢ragnt des images, ou on est typiquement
confronté a des changements abruptes de couleurs, ¢esi ggand désavantage. Le but est alors
de trouver un systeme orthogonal Bé[a; j; C) pour lequel la série de Fourier s'adapte mieux

aux phénomenes locaux.

L'origine de la “base de Haar” que nous allons présentes danparagraphe, est legerement
differente. Apres le "désastre’ des théoremes de eayence pour séries de Fourier et fonctions

continues (fausse preuve de Cauchy, correction de Ditiatdatre-exemple de Fejér), Hilbert pose

a son étudiant A. Haar le probleme suivant: trouver (6rume base de fonctions orthogonales, ou
la convergence (uniforme) eassuéepour toute fonction continue. Le résultat de ces recherche

est la “base de Haar” (1910, voir la gure IV.14).

La base de Haar (ondelettes de Haar).Sur l'intervalle[0; 1] nous considérons la fonction con-
stante' (x) =1 ainsique 00 = 1 six 2 [0,1=2]
B 1 six2 (1=2;1].

Elle s'appelleondelette rareet nous permet de construire toutes les autres fonctioresluesk par
dilatation et par translation :

e (x)=2%2 2% ) pour k 0 et “=0;1;:::2¢ 1
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Fic. IV.14: Les ondelettes de Haar

On voit une grande difféerence avec la base de sirgigk x g 1 sur l'intervalle[0; 1]. La
premiere fonction oo = ressemble beaucoup la fonctisim x . Pourk xé&, les fonctions .
pour =0:1;:::;2¢ 1 correspondent ensemble a la fonctigin 2 x . Elles permettent mieux
de s'adapter aux phénomenes locaux. Par contre, on ataganwoins de frequences a disposition
(seulement les puissances2je

Théoreme 9.1 Les fonctions
frvo  ; k 0°=0;1::5;2¢ 1g (9.1)
forment un systme orthonormal de I'espade([0; 1]; C).

Démonstration. L'orthogonalité du systeme est facilement véri ée eistthguant plusieurs cas.
Comme la fonction) .~ (x)j? vaut2 sur un intervalle de longue@ * et zéro ailleurs, on a que
k -k =1 pour toutk; ". O

. s, P P . .
Chaque combinaison linéai®' + .o Z%,'c « estune fonction en escalier. Elle est

dans I'espacé&,, des fonctions qui sont constantes sur les intervdljes=[2 "*; 2 "(C + 1)]
pour' =0;1;:::;2" 1. Lavaleury- de cette combinaison linéaire duyr- est donnée par (pour
n=3) 0o 1 o0 p_ 10 1

Yo 1 1 ,2 0 2 0 0 0 ¢
Y1 1 1 2 0 2 0 0 O0¢Eco

Yo 11 2 0 0 2 0 O0&RBcy

Y3 - 1 1 2 pO_ 0 2 0 0 Ci1¢ . (9 2)
Va 1 1 0 ;2 0 0 2 Offcof '
Vs 1 1 0 2 0 0 2 0ERon

Y6 1 1 0 p g 0 0 0 2 Co:2

Y7 1 1 0 2 0 0 0 2 Co:3

La matrice dans (9.2) est orthogonale a une constante @esi entra’ne que chaque fonction en
escalier dang,, peut étre écrite sous forme d'une telle combinaisordlireg

Lemme 9.2 Soitf 2 R([0;1];C). Sico = H;" i; a, = H; i sontles coef cients de Fourier
pour la base de Haar, alors la somme patrtielle
12 1
Sh(X) =" (x)+ Gk (X)
k=0 "=0
est la fonction en escalier qui prend la valeur moyenpe := 2" Rln_‘ f (x) dx sur l'intervalle
Il =[2 "2 "C +1)] (pour” =0;1;:::;2" 1), |
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Démonstration. La fonctionS,(x) est dans lI'espacg&,. Par le Théoreme 7.4, cette fonction
minimise la norme&f Sk, parmi toutes les fonctions en escalier d&ns Par conséquent, la
valeury,.- deS,(x) sur l'intervallel - minimise l'expression
z 2
f(X) Yno dx! min:
En calculant les dérivées par rapport aux parties reglimaginaire de/,- on voit que la valeur
optimale est donnée pag,- := 2" - f (x) dx. O

Théoreme 9.3 Pour chaque fonction continug : [0;1]! €, la serie de Fourier pour la base
de Haar converge uniforement vers (x), c.-a-d., pour les fonctionS,(x) du Lemme 9.2 on a
maxyzo.11Jf (X)  Sp(x)j! Osin!l

Démonstration. Sur l'intervalle compac|o; 1] la fonctionf (x) est uniformément continue. Pour
un" > 0 arbitraire, il existe donc un > 0 pour lequeljf (x) f(t)j <" sijx tj <

En int’egra@{t l'inégalite " <f (x) f(t) <" parrapportat sur l'intervallel .-, on obtient
jEx) 20, f(t)dj <" pourx 2 In si2 " < . Parle Lemme 9.2 ceci signie que
if(X) Sn(x)j <" pourtoutx 2 [0;1],si2 " < , etla convergence uniforme est établie. O

Corollaire 9.4 Le syseme orthonormal (9.1) est complet ddR§0; 1]; C).

Démonstration. Par le méme raisonnement que dans la démonstration dwerhé 7.7 il suf t
de considérer des fonctions continues. La completudarestonséquence du Théoreme 9.3, car
la convergence uniforme entra’ne la convergence en meyguadratique. O

Les fonctions trigonométriquefd g et la base de Haar sont deux cas extrémes pour des
systemes orthogonaux. Pour le premier, les fonctions domie tres grande régularité, mais on
est confronté au phénomene de Gibbs proche des discitésn Pour le deuxieme, les fonctions
de la base sont peu régulieres (elles sont discontinoes}, elles s'adaptent bien aux phénomenes
locaux.

Un grand probleme est de trouver un systeme orthonornrajpdet qui est formé par des fonc-
tions regulieres (continue, differentiable, a suppcompact, etc.) qui localisent bien. Les di-
verses réponses a cette question (ondelettes de Meya=|attes de Daubechies,:) nécessitent
la connaissance de fonctions de carré intégrable au sehelibsgue et des moyens de I'analyse
fonctionnelle (voir le cours “Analyse III”).

IV.10 Exercices

- , P i
1. Considérons la série de Fourier ;- ; ¢ avec

( .
+k'7 si k80;
0 si k=0:

=

Ck =

. - P P .
Ecrire cette série sous laforidg + | ;accoskx)+ | ;hbcsin(kx).
Réciproquement, transformer la série de Fourier doenéeotations réelles par

ﬁ pour k O; Q:% pourk 1

en la série correspondante en notations complexes.

ax =
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2. Calculer la série de Fourier de la foncti@n-périodique donnée par (voir la 5eme fonction de la
Fig. IV.3)

_ =4 si 0 X
re)= =4 si x 0
3. Calculer la série de Fourier de la foncti@gn-périodique donnée par (voir la 2eme fonction de la
Fig. IV.3) 5 o
F(X)= — = pour jxi
12 4
4. Soitf :[ ; ]! R une fonction avec série de Fourier
ag X X _
f (x) > + ay coskx + b sinkx:
k 1 k 1
Calculer les séries de Fourier de
f(x)+ f( x). f(x) f( x). (x) = f(x ) si 0 x
2 ’ 2 ’ T f(x+ ) s x O

Quelle est la parité de ces fonctions ?

5. Calculer la série de Fourier de la fonctidn-périodique donnée par

f (x) = cos(ax) X
ou a n'est pas entier.
] . 1 X acos(kx)
Reésultat : Zsin(a) —+ k=20
@)t (V'

6. En supposant que la série de Fourier de I'exercice ®Bsgmite la fonctiomos(@x), montrer que
®

_i = }+ ( 1)k 1 + 1

sinz z z k z+k

(@ comparer avec la formule (l11.6.7)).

7. Ondit qu'une fonctionf : [a;b! R satisfait une condition de Lipschitz d'ordre= 0 s'il existe
c > Otel que
i)ty cix yj pour X;y 2 [a;bf: (10.1)

a) Une fonction, qui satisfait (10.1) avee 1, est constante.

b) Une fonction, qui satisfait (10.1) avec= 1, esta variation bornée.

c) Pour < 1, trouver une fonctiori (x) qui satisfait (10.1) mais qui n'est pas a variation bornée
Indication. Sur l'intervalle [0; 1], considérer la fonction qui satisfdi{0) = 0, f (1=k) = ( 1)k=k
et qui est linéaire sur chaque intervdllex(k + 1) ; 1=K].

8. Considérons une fonction qui satisfait (10.1) et quiZespériodique. Montrer que les coef cients
de Fourier satisfont I'estimation

jcki (—2: K pour toutk.
Indication. Par un changement de variables montrer que
122 _ 122 _
&= 5 f(x)e ™ dx = 7 fox+ o e ® dx:

Prendre la moyenne arithmétique de ces deux représamgatecy .

9. Pour quelle valeur de, la fonctionf (x) = x sin(1=x) est-elle a variation bornée s[; 1] ?



Series de Fourier 97

10. Montrer qu'une série de Fourier

ag X X _
— + a, coskx + b, sinkx
2
k 1 k 1
peut étre écrite sous la forme X
% + k Coskx + )

k 1

q
ou k= a2+ bZ.Exprimer x entermes dey eth.

11. Soit f (x) = P(cosx;sinx), ou P(u;v) est un polynbme a deux variables. Montrer qu'il y a
seulement un nombre ni des coef cients de Fourierfde&) qui sont non nulles.

12. a) En utilisant le theoreme des résidus (intégraigenométriques), calculer la série de Fourier de

4 2cosk) .

F00 = 5 4cosk)

b) A l'aide de la série géométrique, véri er que

X coskx)
2k

k 0
est bien égal & (x).

13. Soitg(w) analytique dans un voisinage de la couronne circuldwe2 € ; 1=r j wj rg avec
unr > 1. Montrer que les coef cients de Fourier de la fonctiiofx) = g(€*) satisfont I'estimation
(décroissance exponentielle)

Const
rk -
14. Démontrer que les noyaux de Dirichlet possedent lanite que
Z
jDn(s)jds!1 si n!l
0
15. Justi er la formule
2 2 »
X coskx
— =X —=+2 our 0 x 2:
2 375 ke P

16. Pourx 2 [0; 1], montrer les formules

L yoo 8 ¥ sink 1)x 1 1% coskx _ 2% sinfkx
- 73 Tk 10 & 2 k2 T 2 k2

k1) 6 w1 K w1 K
17. Soitf :[0;2 ]! € continue par morceaux et designons parses coef cients de Fourier. La

fonction Z,
F(x)= cox+  f(t)dt
0

est continue, a variation bornéezt-périodique. Montrer (intégration par parties) que

Foo= ~ e

k=1

1:

Ainsi on a I'égalite 2

x *
f(t)dt = cox i — €
0 k= 1
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18. Soit la fonctiorf (x) dé nie par la série

R .
f(x):= o€ :
k=1

Si cette série converge uniformément, démontrer quelesont les coef cients de Fourier de la
fonctionf (x).

19. (Sommation d'Abel) Soit
Up+ Up+ Ux+ Uz + 1!

une série dont les sommes partiellgs= ug + u; + ::: + u, satisfont
isnj M pour toutn.

Alors, pour chaque suiteay g satisfaisant0  ax+;  ax pour toutk et limy;; ax =0, onaque
la série
doUp + a1uU1 + aUo + agug + .

converge et que sa somme est majoréevpag.
Indication. Soit S,, = agug + ajuy + :::+ apu,. En utilisant l'identité

Sh=so(ap ap)+ si(ar ax)+ i+ Sy 1(a 1 an)+ Span;

démontrer qué S, g forme une suite de Cauchy.

20. Considérons les deux séries

ag * b _
—+ ay Ccoskx et b sinkx: (10.2)

2 = k=1
Si les coef cientsf ax g etf bcg sont positifs et convergent monotoniqguement vers zéowos &s deux
séries de (10.2) convergent pour tausauf éventuellement pour les valewrs 2k dans le cas de
la premiere série. De plus, on a convergence uniforme Isaque intervalle fermg; 2 ] avec
> 0. P P
Indication. Majorer }_, coskx et g_q sinkx et utiliser la sommation d'Abel.

21. Pour quelles valeurs de les fonctions représentées par les séries

X coskx R sin3kx

logk ’ er K

k=2
sont-elles continues ? Quel est le graphe de la deuxientibor?

22. Soientf; g deux fonctions2 -périodiques continues et a variation bornée. Montiez tps coef -
cients de Fourier complexes de la convolution
142
f 9= - . f(to(x t)dt

sontce dk, ou ¢k etdy sont celles pouf respectivemen.

23. Supposons que les fonctidngt g soient données par des séries

ikX . ikx

R R
f(x)= e, g(x) = dye
k=1 k=1

qui convergent uniformémt;pt sBr. Montrer que les coef cients de Fourier du proddii¢x) g(x)
sontdonnées pac d) = -5 Gy ;.
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24. Soient r
f(x)= 1

sinx
a) Développef (x) en série de Fourier par rapport au systeme orthonofmg{x)gx 1.
b) Calculer les sommes partiell8g,, (x).
c¢) Calculer les sommes de Cesarg, (X). R
Indication. Démontrerl 1 = I 1 pour les integrales, =  sinkx=sinxdx.

et "k(x) = 2 sinkx:

st sp=2 SOy T Sni) cotin 101
. Se(x) i Sao(X) . Sgo(x) |
2 2f /| 2f
0 1 2 3 0 Lo 3 0 1 2 3
A 6(X) Al 10(X) A 16(X)
2k 2: 2
o 1 2z 3 o 1 2 s o 1 2 3

FIG. IV.15: Sommes partielleS, (x) et sommes de Cesarg,(x) pour la fonction de I'Exercice 24

25. Donner une suitegy (x)g de fonctions danR ([0; 1]; €) qui satisfaitkgck, 1 pour toutk 0 et
pour laquellelimy;;  ge(X) =0 pour toutx 2 [0; 1].

26. Demontrer qué  “Zsin((k + 2)x)g« o forme un systeme orthogonal daR¢[ ; [;€).

27. Soitf' xgx o un syteme orthogonal complet &[a; b; €). Sif etg appartiennent & ([a; b]; C),
et sicy; d¢ sont les coef cients de Fourier deg, montrer que

H;gi = c dy:
k 0
28. Démontrer que
f sinx; sin3x; sinbx; sin7x; i g

est un systeme orthogonal daRg[0; = 2]; C). Est-il complet ?

29. On considere la suite de fonctiohfs,g, 1 dé nie par

£(x) = 0 si0 x< 1=n
MM x ¥ osil=n x 1

Veéri er que cette suite est une suite de Cauchy daf9; 1]; R ) par rapport a la semi-norme k.
Démontrer que cette suite n'a pas de limite dans cette espac
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30. Fonctions de RademachdPourk = 0; 1; 2, dessiner les fonctions
re(x) = sign(sin 2¢ x ):

Démontrer que le systenfe, gy o est orthonormal darR ([0; 1]; R ), mais il n'est pas complet.
Indication. Chaque fonction, qui est symétrique par rapport a la deoit 1 =2, est orthogonale gy
pour toutk 1.

31. Combien de termes de la série de Fourier pour la base deddat nécessaires pour approximer
la fonctionf (x) = x sur|[0; 1] avec un erreur maximale d201? Ceci n'est pas possible avec le
systeme orthogondlsink x g 1!



Chapitre V

Equations aux derivees partielles

Contrairement aux équations differentielles ordima{k®ir le cours “Analyse Il, partie réelle”), les
équations aux dérivées partielles ont comme fonctionrmue unéonction de plusieurs variables
et I'equation contient des dérivées partielles. Leges&le Fourier ont été les premiers outils pour
leur solution. Nous considérons ce chapitre surtout coranmee application intéressante de la
théorie des séries de Fourier (chapitre 1V).

V.1 Equation des ondes (corde vibrante)

Initié par Taylor (1713) et Joh. Bernoulli (1728peralll, p. 198-210), le probleme de la corde
vibrante fut I'un des principaux champs de recherche et dputes (d'Alembert, Clairaut, Eu-
ler, Daniel Bernoulli, Lagrange) au XVllle siecle. Il régsente la premiere EDP (équation aux
dérivées partielles) de I'histoire.

Etablissement de lequation. Nous suivons les idées de Joh. Bernoulli: on s'imagineoiale
représentée par une suite de points de masse de distaneatre eux. On voudrait conna’tre
a tout instantt les positionsuk(t) du k-eme point (voir la gure V.1). Nous supposons lag

FIG. V.1: Les forces agissant sur la corde, et dessins de JohoBlir(1728)
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“petites”. SiF est la tension de la corde, la force transversalaukeme point est, par Thales,

e U1 Ug | U1 Uc _ _ Ug 1 2Ug + Ugsg @u
Fr=F + =F F—

X X X @x

Dans la derniere expression on considere la position cerfanction de deux variablesy(t) =

u(xg;t). Par la loi de Newton (1687) “force égale masse fois aredlon”, cette expression doit

(Xk; ) x: (1.1)

étre égalea
d?uy @u
— —(Xk; ): 1.2
dt2 X @q: (Xk1 ) ( )
Ainsi, pour x! 0, leséquations (1.1) et (1.2) nous amenenta cherchefanwionu(x; t) avec
S
F . :
% = a? %{ ou a= — seralavitesse de propagation (1.3)

Remarque.Pour cette équation, d'Alembert (174Recherches sur la Courbe que forme une
Corde tend@& mise en vibration”, Hist. de I'Acad. Berljnvol 3, p.214-219) a trouvé la solution
ux;t) = " (x+ at)+ (x at),ou’ et sontdes fonctions arbitraires (“Cette méthode qui
est sirement une des plus ingénieuses qu'on ait tirsgsljigi de I'Analyse: ::”; Lagrange 1759,
Oeuvresl, p.63). Nous nous intéressons maintenant aux solutibtenoes a l'aide de séries
trigonométriques, une technique qui peut étre gérgdah d'autres situations.

Equations des ondes avec conditions initiales et conditisnaux bords. Pour déterminer la
solution de la corde vibrante il faut encore préciser latpmset la vitesse de la corde a un instant
xé (par exemplet = 0) et il faut donner des conditions aux extrémités de la eordinsi, le
probleme complet s'écrit :

@u _ ,@u .

@—a@ o pour0<x<; >0

u(x; 0) = f (x): @'gx; 0)= g(x) pour 0<x<' (conditionsinitiales)  (1-4)
u©;t)=0; wu(;t)=0 pour t 0O (conditions aux bords)

M éthode de la gparation des variables. Cette méthode, adoptée par Fourier a de nombreuses
reprises, souvent appelée “méthode de Fourier”, estqapg@ pour la premiere fois par d'Alembert

a la corde vibrante en 1750. Elle consiste a rechercheoliatisn u(x;t) comme produit d'une
fonctionX (x), ne cependant que de, et une fonctiol (t), ne cependant que de c.-a-d.,

u(x;t) = X(x) T(t): (1.5)
Ainsi, I'equation de la corde (1.3) devient
X(x) T®t) = a?X ) T(1): (1.6)
La deuxieme idée consiste a diviser cette relationxéx) T (t) pour obtenir
1T X% _
az T(t) X (x) '
ou la conclusion est la suivantee qui esta gauche, ne &épend pas d&, ce qui est droite, ne

dépend pas dg donc le tout doietre une constante, que nous appelons Nous avons obtenu
deux équations différentielles ordinaires, que nougana I'une apres l'autre: commencgons par

X% X =0 ) X (x)= A cosp_x + B sinp_x: (1.8)

(1.7)

Les deux conditions aux bords dans (1.4) donAent0 pourx =0 et sinp ~ =0 pourx = °
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Ainsi, il fautquep_‘ = k , et on obtient pour la fonctioX (x),

= = k\ 2; X(X):Sinkx

~ 1

k=1;2,3;:::: (1.9)
L'autre équation de (1.7) nous donne
q — q —
T% a®T =0 ) T(t)=c cos@ «t)+d sin(@a ¢t): (1.10)

Cela, inséré dans (1.5) donne, pour chakjgel; 2; 3:::, une solution. Toutes ces solutions peu-
vent étre additionnées, car notre équation diffeatietiestiinéaire (similairementa [HW, p. 144])).
Ainsi, la solution générale devient par superposition
X kX ak t . akt
u(x;t) = sin——— ¢ COS—— + dy Sin—— (1.11)
k 1

Pour déterminer les coef cients inconngset dy, nous utilisons les conditions initiales de (1.4).
Ainsi, en posant = 0 dans (1.11), on obtient

X Z
F) = gesinX ) 6=2 fosinsX dx

Kk 1 0

k K K 5 Z- « (1.12)
a(x) = dk a‘ sinfX ) d« = — g(x)sin —X dx :

K1 ak o

Exemple (la corde d'un piano).
“Eine genaue Analyse der Bewegung der Saite nach dem Amgsehtes Klavierhammers
wiirde ziemlich verwickelt sein.”
(H. Helmholtz,Die Lehre von den Tonemp ndungetB62, p. 610)

Calculons le mouvement d'une corde de piano. Supposonsegomaitteau, couvert d'un feutre
élastique, transmet a la corde, initialement au rep@g)(= 0), une vitesse initiale de

gx)= C(x )3 (x )? si X avec =0:6, =0:75 C=10° (1.13)

et g(x) =0 sinon. On pose@“ =4 et” =1 dans l'équation (1.4).
Par bonheumAPLE existe pour calculer les intégrales (1.12). On obt@®nt O et

4C

dh = 6K6

(k? 2( )2 12)(cosk cosk )+6k ( Ysin k +sin k) :

Ces coef cients convergent rapidement vers zéro (cor@xtie 4)). La convergence uniforme de
la série de Fourier est alors assurée. La Fig. V.2 donndlustation deu(x; t) calculée par (1.11)
avecn =5, n =10 etn = 20 termes de la série.

FIG. V.2: Mouvement d'une corde de piang, (0resp.20termes de (1.11))
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V.2 L' éequation de la chaleur

“:::son analyse: : laisse encore quelque chose a désirer, soit relativeankengénéralite, soit
méme du coté de la rigueur:”
(Laplace, Lagrange, Legendre; cité d'apres [Burk1914857])

“FouRIERS Theorie analytique de la Chaleust die Bibel des mathematischen Physikers.”
(A. SommerfeldPart. Diffgin. der Physik1947, la toute premi?re phrase de ce livre)

Nous voici donc au livre qui est a l'origine des séries deufi@r, la Theorie analytique de la
Chaleurde Joseph Fourier. Un premier manuscript présenté paigf@ul' Académie en 1807,
et un second en 1811, ont rencontré une vive opposition gartadu Comité (voir ci-dessus).
Seulement apres la mort de Lagrange en 1813, violemmerds&paux idées avant-gardistes de
Fourier, ce livre a nalement été publié en 1822.

Dérivation de I'équation. Fourier explique I'origine de son équation sur une cergala pages,

en pensant a des molécules “extrémement voisines” éa ajiantité de chaleur que l'une des
molécules recoit de l'autre est proportionnelle a ld&t€nce de température de ces deux molécules”
[Fourier 1822, p. 41]. Au cas d'un “prisme d'une petite &gsaiur’ (p. 60), chague molécule a un
voisin de gauche et un voisin de droite, et la tempéraiyrge lak-eme molécule augmente, tres
similairementa la situation de la corde vibrante (1.1),

duy Uc 1 Ugx  Ugsr U Uc 12Uk + Ugsp
—X  Const — + i 5 = Const 5 s
dt X X X

et, apres le passagex ! 0, nous sommes amenés a chercher une fonet{@nt), exprimant la
température au pointa l'instantt, satisfaisant

@u_ @u

@t @%
[Fourier 1822, p. 102]. Icia est une constante dépendant du matériaux (chaleur gpé@t con-
ductivité calori que). Contrairementa I'eéquation d&¢orde vibrante, nous avons la une dérivation
par rapport & d'ordre 1.

Conditions initiales et conditions aux bords.Nous supposons conna’tre pour un temp)

(2.1)

O<x<’ t> 0 (2.2)

u(x; 0) = f (x) O<x<’ (condition initiale) (2.3)

et il faut donner des conditions qu'on impose aux bords dgéa tes plus frequentes (et les plus
faciles a traiter) surviennent quand les bords de la tige glongés dans de “I'eau glacée”, c.-a-d.,

u©;t)=0; u(;t)=0; t> 0 (condition aux bords). (2.4)

Méthode de la gparation des variables. Comme dans le paragraphe V.1 nous cherchons la
solution sous la forme d'un produit(x;t) = X (x) T(t). L'équation de la chaleur (2.2) devient
alors

X(x) Tqt) = ax%x) T(): (2.5)

Une division paiX (x) T(t) sépare les variables et permet de conclure I'existenaeedtonstante
telle que
1T _ X% _ |
aT(t) X&)
De nouveau, nous sommes confrontés a deux équatioisetitielles ordinaires: celle poXr(x)
(les conditions aux bords incluses) est exactement la nireedans le paragraphe V.1 et nous

(2.6)
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aT avec comme

obtenons (1.9) comme solution. L'autre équation de (2déjsdonneT?

solution T(t) = ¢ e 3t .

le geEerposition

énéra

z

dansi(x;t) = X(x) T(t) donne, pour chaqule

z

, inséré

Cela
une solution et nous obtenons la solution g

1,2:3:::

=

2.7)

aide de la condition initiale (2.3), legaules

on obtient,a '

=0

Sil'on pose icit

X

~

Kk

Ck Sin

R

= u(x; 0)

f(x)

k=1

ce qui est la réponse complete a notre probleme.

Exemple €quation de la chaleur pour une tige).

dans les solutions; elle les

e

n
aux dernieres applications numériquesdition nécessaire de toute recherche,

x

“La méthode qui en dérive ne laisse rien de vague et df

conduit jusqu

a des transformatiimasiles.” (Fourier 1822, p. xij)

et sans laquelle on n'arriverait qu'

/) ,\.Z’Z)’ l;0)’ (%a%)’ (510);

), (1; 0) par des segments de droite. En I'absence d'un intér&cpéier pour une expression

1.1

0:01 Pourf (x) (distribution initiale de
(

la température) nous prenons la fonction qui relie les tsdidx 0), (

Considérons une tige de longueur 1 et posonsa

3

1.3

(

12’ 4

t par une formule de quadrature.

nuguEemen

Le résultat peut étre admiré en Fig. V.3. La solutifi; t) résultant de (2.7) et tronquée apres

analytique des coef cients de Fourier, calculons les

0, les

pointes tres aigués nécessitent un grand nombre de $eivieds des qué a legerement augmenteé,

la diffusion efface toutes les irrégularités et un petitnore de termes suft.

termes est présentée en Fig. V.4 pour trois valeursrdiftes den. On voit que, pout

40 60 80 100 120

20
FiG. V.3: Spectre pour la fonction initiale-(quelques courbeS n ?)
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V.3 Le probleme de Dirichlet pour I'équation du potentiel

“Hierzu kann in vielen Fallen:: ein Princip dienen, welches Dirichlet zur Loésung dieser
Aufgabe fur eine der Laplace'schen Differentialgleicjugentigende Function : in seinen
Vorlesungen : : seit einer Reihe von Jahren zu geben p egt.”

(Riemann 1857Werkep. 97)

L'équation du potentiel (equation de Laplace), en deuxakdes, est

Gu, Gu_

@x @Y
Tirant son origine de l'astronomie (Laplace 1785, Legentif85), cette équation a une grande
importance dans presque toute la physigue et en analysdexapoir le Théoreme 1.4.3).

Probleme de Dirichlet. Soit donné un domaind (ouvert, borné, avec bord qui est différentiable
par morceaux) et une fonctidr(x;y) dé nie sur @U Trouveru(x;y) avec

@u @u

—+ — =0 dansuU et u(x;y) = f(x; sur@u: 3.2

o1’ o3 (6y) = (xY) (32)
Riemann (1857) évoque une “solution” simple de ce prokelguil nomme “Principe de Dirichlet”
(voir citation): choisir parmi toutes les fonctions celleup laquelle

142 @u2 @u2 | .

5 o @x + ay dxdy! min et uix;y)=f(x;y) sur@u: (3.3)
C'est un probleme variationnel en deux variables (d'umtesd“énergie minimale”), et son “équa-
tion d'Euler-Lagrange” (voir “Analyse Il, partie réellg’est justement I'équation du potentiel.
La solution du probleme de Dirichlet en toute généealitdli attendre le siecle suivant (Hilbert,

Sobolev, Lax-Milgram).

0: (3.1)

Le probleme de Dirichlet pour un rectangle. m 1 o)

Considérons le rectangle x ~et0 y metexp- |

rimons les conditions aux bords par quatre fonctions desné (v) (v)
f(x),0x) (0 x et (y), (y) (O y m). Trouver _

la solution de (3.2) qui satisfasse ces conditions. 0 f (x)

Solution. Nous supposons dabord(y) = (y) = 0. Posons, pour séparer les variables,

u(x;y) = X(x) Y(y), cequidonne pour (3.2)

XRx) _ YRy _

X (x) Y (y)
CommeX (0) = X (*) = 0, nous avons pouX et les mémes solutions qu'en (1.9). L'gguation
pourY e_vientY00 Y =0, etdonne pouy (y) les fonctions hyperboliques(y) = c;cosh vy +
c;sinh y . Pour faciliter le traitement des conditions gyix boyds O ety = m, nous choisis-
sons comme basgnh y (qui est nul ery = 0) etsinh (m y) (qui est nul eny = m).
Ainsi, nous avons, de nouveau par superposition, la solggmérale

(3.4)

*
uxt)= - osintX g sinh<Y 4 g, sinh (MY . (3.5)
k=1
Sil'on insere ici les conditions initialeg = 0 ety = m, on trouve
VAN Z -
2 k 2 k
ik = ——————— s,infX f (x) dx; Ck = sinfX g(x)dx: (3.6)

sinhkm Y sinhk™

Similairement (échanget $ y), on calcule une solutiom(x;y) qui est nulle sur les droites
horizontales et satisfdit(y), (y) pourO y m. Lasolution nale est alorsi(x;y)+ v(X;y).
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Exemple. Pour satisfaire notre sens esthétique, choisissorrs 1 et = 1:618::, le nombre
d'or. Pour le dessin de la gure V.5 nous partageons leses@ti34 et 55 (nombres de Fibonacci)
sous-intervalles. Les fonctions du bord sont

S
2X + ox 1 3x 11 . 7x 113 . 11x
= = - + +: .
f(x) 2 COS— sin — 2sm < > 4sm < > 6sm R (3.7)
(ou on utilise la conventiofh (x)* = max(f (x);0)) et
. 2?2 x) . x 1 .3x 1 .5x 1 .
= ; = — + — — + 00 (3.
g(x) = min I T sin — 9sm < 25S|n R 49sm X (3.8)

Comme facade est, nous prenons simplemdy) = sin y, et a l'ouest, encore plus simple,
' (y) = 0. Le résultat peut étre vu en gure V.5.

u(x;y) + v(xy)

u(x;y)

V(X; %
( 7 y) 22K
LR
SRR
SRR
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X
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R
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FIG. V.5: Un probleme de Dirichlet pour un rectangle

Le probleme de Dirichlet pour le disque.

Un deuxieme cas, ou le probleme de Dirichlet peut é&salu a l'aide des séries de Fourier est
celui d'un disque. SoiD le disque unitaire. Nous choisissons des coordonnéesrgmta’

o r 13,0 2 ). Pour la fonctiorv(r;" ) = u(r cos’;r sin') l'équation de Laplace
(3.2) devient

@v 1@v 1@v __
@+ F@r+ @ 0: (3.9)

La séparation des variable§;' ) = R(r) ( ') donne les deux équations ordinaires

r2R°° rRO 00
oy = = : 3.10
R R ’ ( )
Puisque( ' ) doit &tre périodique de période , il fautque = = k?et (') = acosk' +

bsink' . Ensuite I'équation pouR(r) devient
r’R% rR® k?R=0: (3.11)

Il s'agit d'une équation du type “Cauchy” (voir [HW, p. 152)pour laquelle on posB(r) = r¢
avec unginconnu. L'équation (3.11) donrglq 1)+ g k?=0,c.-a-d.,g= k. La solution
q= k possede une singularité pout 0, donc la seule solution valable €¢r) = r*. Le tout
donne, par superposition, la solution générale

*
- %,

> r accosk' + b sink' (3.12)

v(r' )

k=1
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Condition au bord. Si la condition au bord est exprimée par
v(1;')= f(")pour0O<'< 2 ,onvoit que les, eth sont
tout simplement les coef cients de Fourier de la fonctidh).

Comme exemple, considérons la condition au kiofd) =
jsin' j en utilisant la série de la gure IV.3. La solution est
dessinée dans la petite gure € 40 termes de la série).

La formule de Poisson. Une représentation intéressante de la solution esad®@isson (1815,
voir [Burk1914, p. 997]) : l'idée consiste a introduiresléormules (1V.1.5) pour les coef cients de
Fourieray eth, dans (3.12). Apres un échange de l'intégration avec tarse on obtient

142 %
v(r," )= > 1+2 r* cosk' cosk +sink' sink f()d: (3.13)
0 k=1
Ici on se sert de la formuleosk’ cosk + sink' sink = cosk( ). La somme peut étre

évaluée en considérant la partie réellelde2 |, ;¢ =1+2qg51 ¢ =(1+ =1 0 avec
q:= re'C’_ ). On obtient ainsi pour la solution de (3.9),

142 1 r2

v(r;' )= 5 . 1 21 cos( = r2f( )d : (3.14)

V.4 Equation des ondes (membrane circulaire)

Nous généralisons les idées de Joh. Bernoulli (voir

le paragraphe V.1) a deux dimensions dans I'espace. T
- . , , vl /
On. s'imagine la membrane reprgsentge par des A —
points de masse situés sur une grille (distanse el f/ % t/ / X Y
en direction de l'axex, et y en direction dey) o /—1/— el S
o &L yend Y). * o
On cherche a conna’tre les vibrations transversales P P
u; (t) de la membrane. Comme pour la corde vi- X,

brante, la force transversale au pdxyt; y;) est

Ui 1 U | Uisrg Ui Ui , Ui+ Uy

Fj = (F y) » — +(F x) Hij 1y ;
@u, . @u,_ .
F@(Xi,Yj, ) X y+ F@—9(Xiayj! ) X Y.

ou on considere la vibration transversale comme fonctlertrois variablesy; (t) = u(x;;y;;t).
Par la loi de Newton (force eégale masse fois accéléerptiarobtient donc

Xy %(X;y;t) Foxy %(X;y;t”%(x;y;t):

Enpassantalalimitex! Oet y! 0, en utilisantlanotation u= @u 1 @u ot 'gbréviation

@X @y
a? = F= , cette équation nous amene a (pour une membrane qui éstaxi bord)
@u _
= = a2 u our (x;y)2 ; 2> 0
@t pour (x;y)

u(x;y; 0) = f(x;y); pour (Xx;y) 2 (condition initiale, position)

@ (4.1)
@?x;y;O) = g(x;y) pour (X;y) 2 (condition initiale, vitesse)
u(x;y;t)=0 pour (x;y)2 @ ; ?t> 0 (condition au bord)

ou, pour une membrane circulaires f(x;y); x2+ y2 < 1g.
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Premiere £paration des variables.Comme pour I'eéquation des ondes dans une dimension, nous
séparons le tempgles variables d'espace et nous cherchons des solutionsatenkau(x; y; t) =
T(t) v(x;y). Ceciconduita
1TR) _ v(xy) _ o
2 T(t) vy
On a le droit de supposer que la constante dans (4.2) esiveedan effet, siv(x;y) est telle que

v = Cv dans (le disque unité) etv = 0 sur@ , on obtient par une intégration par parties
(pour le premier terme par rapporkapour le deuxieme par rapportyg
zz zz zz
@v2 @v2 ’
— + —  dxdy= v vdxdy= C v dxdy;
@x @y y y y

ce qui montre qu€ < 0, siv(x;y) n'est pas identiquement nulle.
L'équation differentielle poutl (t) dans (4.2) donne les oscillations en temps

T(t)= Acos@t)+ Bsin(at) (4.3)

(4.2)

et pourv(x;y) on obtient le probleme (€quation de Helmholjz
v+ 2v=0  sur
0 sur ?@ :

Si  est le disque unité, on peut résoudre ce probleme. Il esiral d'introduire des coor-
données polaires = rcos ,y = rsin' et de considérer la fonctiow(r;" ) = v(x;y) =
v(r cos;r sin' ). En exprimant le Laplacien v en terme dav, le probleme (4.4) devient
@w, 10w 1@w, ,
@ r@r rz@*z
w(l;')=0;  w(r;0)= w(r; 2 ); %\,’Yr; 0) = %\,’Yr; 2); (4.6)

(4.4)

\Y

w=0 (4.5)

ou lalimite lim,, ow(r;' ) est constante et indépendante de
Deuxieme €paration des variables.Pour résoudre I'équation aux dérivées partielles)(fhbus
posonswn(r;' )= R(r) (') ce quidonne
PRAN+ RN+ AR ) _
R(r) (") '

La condition de périodicite(0) = (2 )et 40) = 92 ), implique queC = n? avec un
entiern. Les solutions pour ' ) sont alors

n(')= a,cosn' + b,sinn" 4.7)
Pour la fonctiorR(r) on obtient I'equation differentielle
r’R% rR%+ ( %r? n?»R=0 (4.8)
avec les conditions aux bords
( 0 sin>0

R(1)=0 et R(0)= (4.9)

une valeur nie  sin=0:
Pour > 0, la transformatiorx = r ety(x) = R(r) nous permet d'éliminer le parametrede
I'equation differentielle (4.8), caRqr) = y qx) etR%r) = 2y%x). On obtient ainsi I'equation
de Bessel (4.10).
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L' équation de Bessella transformatiorx = r ety(x) = R(r) dans I'équation differentielle
(4.8) nous conduit # équation de Bessel

x?y%% xy%+ (x? n?y=0: (4.10)
Nous considérons uniqguement le cagoest un entier non-négatif. Une particularité de I'édomat
de Bessel (4.10) est que le coef cient y¥s'annule en un point ou on s'intéresse a la solution (il
s'agit d'une équation difféerentielle avec une singukyi
Les termes principaux?y®+ xy°+ ::: de (4.10) sont les mémes que pour une équation du
type Cauchy et on est tenté de chercher une solution soosnef/(x) = x . Comme ceci ne
marche pas, on essaie avec une perturbation d'une tellédanc
X X :
y(X) = X gx = gx7 avec ¢ 60: (4.11)
i o i o
En insérant (4.11) dans (4.10) on obtient
X . X . X :
g+ )i+ DX+ g+ W' +(x* n?) gx' =0
i 0 j 0 )
Une comparaison des coef cients donne

o ( D+ n> =0 (4.12)
ca 1+ ) +@+ ) n? =0 (4.13)
g (+ )4+ D+(j+ ) n® +qg .=0; | (4.14)

Commeg, 6 0, I'équation (4.12) implique 2 n? =0, ce qui xe la valeur de . La possibilité

= n(pourn > 0) ne nous intéresse pas, parce que la fonction (4.11) dessee singularité en
x = 0 et ne peut donc pas satisfaire les conditions (4.9). Contisalors notre calcul avec l'autre
possibilite = n. L'équation (4.13) devient;(2n + 1) = 0 et impliquec, = 0. Finalement, la
relation (4.14) donne la formule de récurrercej(j +2n)+ ¢ > =0 pourj 2. Le fait que
¢; = 0 implique quec; = 0 pour toutj impair. Pourj =2k onacy 4k(k+ n)+ cx . =0 et
on voit par récurrence que ( 1)¢

T AT ()
Avec le choixcy = 1=(2" n!), la fonctiony(x) de (4.11) devient

X nX (1 x x
2 Jki(n+ k! 2 (4.15)

Cette fonction s'appelléonction de Bessel'indice n (voir la gure V.6). Le critere du quotient

@~ pk+1)(k+1+ )11

Cok

Jn(x) =

Co(k+1)
montre que la série dans (4.15) converge pourxautR .

1F 1F

% > %zgglﬂw S0 0 e a A0

FIG. V.6: Fonctions de Bessaé},(x) (gauche)Jo(j okr) (droite)
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.

n=3, k=4, j=16.2235

—

FIG. V.7: Fonctions propred,(jncr) cosn' du Laplacien sur le disque

Solution de I'équation des ondes (membrane circulaire)Pour tout > 0, la fonction R(r) =
Jn(r ) estsolution de I'équation differentielle (4.8) et eliisfait la condition pouR(0) de (4.9).
A n de satisfaire aussi la conditioR(1) = 0 de (4.9), il faut que soit une racine dé,( ) =0.
Le dessina gauche de la gure V.6 montre que pour tout entierQ, la fonction de Bessél, (x)
possede une in nité de zéros satisfaisant

O<jni<jn2<jnz<:ii:i:

Cette af rmation est donnée ici sans démonstration. E#eobtenue comme application de la
théorie de Sturm-Liouville qui est parfois traitée aursofinalyse Il (partie réelle).

La fonctionR(r) = J,(jnr) satisfait alors I'équation differentielle (4.8) et laratition au
bord (4.9). Par conséquent, pour tout O et pour touk 1,

w(r;' )= Jn(jnkl) @ cosn' + by sinn'

est une solution de I'equation de Helmholtz (4.5) en coordees polaires qui satisfait les condi-
tions au bord (4.6). En la multipliant par (4.3) ouest remplacé pgr, on obtient par superposi-
tion la solution générale(x; y;t) de I'équation des ondes (4.1):

X X
u(rcos;r sin;t) = Jn(jnkl) an cosn' + hy sinn’  cos@jn t)
%%t , o (4.16)
+ Jn(jnkr) Cuk CcOSN' + do SINN' sin(@jnk t):
n 0k 1

Il reste a déterminer les coef cients,, bk, ck €td. an de satisfaire les conditions initiales
pour la position et la vitesse dans (4.1). Pour ce calcul otliserons une relation d'orthogonalité
des fonctions de Bessel.
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Théoreme 4.1 (orthogonalié des fonctions de Besselpoient0 < j,1 < jn2 <jnz <::: les
zéros positifs dd,(x), alors on a

21 . C o pour k 6 °
< = 2
0 Jn(J nkr)‘]n(Jn r)rdr % Jr?(] nk) pour k=",

Démonstration. Posons ¢ = j etyk(r) := Jn( «r). Cette fonction satisfait I'equation
differentielle (4.8) qui, apres une division parpeut étre écrite sous la forme auto-adjointe

2
2 n

0
ryd +  Zr - yk =0; yk(1) = 0: (4.17)

Deux intégrations par parties donnent (en utilisat) = y-(1) =0)
z, z Z

IO Y= oy oy dr= s e W e

En remplacangry 9)°par I'expression de (4.17) on obtient
z, ) Z, 2

T owymd= Dy (4.18)

et par conséquent aussi 7
1
¢ Ny (rdr=o0

ce qui entra’ne l'orthogonalité pouré .
Une multiplication de (4.17) pawy? donne (ryQ)(ry9)°+ ( 2r2 n?)ycy? = 0 ce qui peut
étre écrit sous la forme

2 1d
>dr rye(r) ~+ >dr ye(r) §r? n? yi(r) §r=0:

On integre cette identité de@a 1 pour obtenir (observer qug (1) = 0 et queyk(0) =0 sin> 0)
Z
1 2 1
5 W@ =k yyk(r)rdr:

L'af rmation du théoreme pouk = = est maintenant une conséquence/de) = Jn( «r) et de
ory=" I «r). O
yk kvnl k

Satisfaire les conditions initiales. Commencons par celle pour la positiofx; y; 0) = f (x;y).
Nous travaillons en coordonnées polaires et nous depélupla fonction en série de Fourier

X
f(rcos;r sin')= An(r)cosn' + Bn(r)sinn' : (4.19)
n 0

Les coef cients de Fourier peuvent étre calculés pardesitiles suivantes:
Z,

Ao(r) = — f(rcos;r sin')d'

2 20
2

An(r) = 1 f(rcos;r sin')cos' )d; n 1
12

Bn(r) = = f(rcos;r sin') sin(n' )d; n L

En comparant la série (4.19) avec la solutigncos'’;r sin’; 0) de (4.16), on obtient
X X
An(r) = ankJIn(jnk"); Bn(r) = bBhk In(J nkF): (4.20)

k 1 k 1

Il reste a multiplier ces formules pad,(j,r) et d'integrer sur l'intervallg0; 1]. La relation
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d'orthogonalité pour les fonctions de Bessel donne alors
2 Z1 . 2 Z1 .
an (Jr?(ln))z o An(r)In(nr)rdr by (Jr?(ln))z 0 Ba(r)Idn(jnr)rdr.  (4.21)
Un calcul analogue permet de déterminer les coef cieptset dx dans (4.16) a partir des co-
ef cients de FourierC,(r) et D, (r) de la fonctiong(r cos’;r sin' ) (condition initiale pour la
vitesse). Avec les valeurs @y, b, Gk, dnk ainsi trouvées et insérées dans (4.16), nous avons
completement resolu le probleme (4.1) sur le disqueaunit”

Remarqueles séries de (4.20) avec coef cients dé nis par (4.219ppellentséries de Fourier—
Bessel A l'aide de la théorie de Sturm—Liouville on peut démontgeie le systeme orthogonal
fIn(jnkr)ok 1 est complet sur l'intervall¢0; 1] par rapport au produit scalaire avec fonction de
poids! (r) = r. Ceci implique que pour toute fonction daRg[0; 1]; C) la série converge en
moyenne quadratique veirgx). Pour obtenir la convergence ponctuelle ou uniforme il fa-
poser plus de régularité (continuité, differentiabil: : ;) de la fonction.

V.5 Transformation de Fourier

“On considere ici le mouvement de la chaleur dans une mad&tehomogene, dont toutes
les dimensions sont in nies.” (Fouriethéorie Anal. de la Chaleut822, Chap. IX)

Si on veut calculer le mouvement de la chaleur dans un | dglmur in nie, on peut prendre les
formules du paragraphe V.2 et faire tendriel . Mais comme il y a déja un passage a la limite
(la somme in nie dans la série de Fourier) il faut faire atten.

Prenons une fonctioh : R ! R quitend rapidement vers zéroxsi 1  , et considérons
la série de Fourier pour sa restriction sur l'intervdlle’; = |
Z .
X e 1 e
f (x) n'.'1m c e avec ¢ = TR f(t)e " dt: (5.1)
’ k= n

Si la fonction satisfaitRi jf (H)jdt < 1 , les coef cientsc, convergent vers zéro Si! 1 (a
cause du facteu2 * ) ! devant l'intégrale). La série de Fourier tronquée (awen x&) donne
alors une mauvaise approximationfdg) (voir les deux dessins de la Figure V.8 qui utilisent le
méme nombre de termes).

6termes | | 6 termes

I e A
Voo v o Z \
-3 0 3 -6 -3 0

FIG. V.8: Série de Fourier sous le passagé 2’
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Simultanément aveg on doit augmenter le nombre de termes pris en considaréatmr la
troisieme image dans la Figure V.8). L'idée est de premdre m™ termes dans la série tronquée
(oum est une constante eest supposeé étre entier). En podant k=" pourjkj m’, on obtient
alors en insérant les coef cientg dans la série tronquée

X o 14 . .
c e = 5 . f(t)e "<tdt & (1 1)

k= m’ k= m’

Dans cette formule on reconna’t une somme de Riemann eissaatendré etm vers I'in ni,
les deux membres convergent formellement vers
Zy 124 . )
f (x) — f(t)e " dt € d: (5.2)
1 2 1
Lintéegrale de Riemann étant dé nie seulement pour wervalle compact, nous sommes obligés
de considérer des intégrales impropres (voir [HW, Séic8]). Nous introduisons I'espace

n z n (0]
RG(R) == f:R! C;:fjnn2R({ mnkC) 2t lim  jf (x)jdx< 1 (5.3)

de fonctions absolument intégrables Bur

Dé nition 5.1 (Transformation de Fourier) Soit f 2 RG(R). Latransfornée de Fouriedef
est la fonction suR dé nie par
1 %1 .
1y = P> f(t)e ™ dt: (5.4)

Souvent on utilise aussi la notatid# f )(! ) pourf(! ).

Ainsi, la formule (5.2) ressemble a merveille aux formu{Bs.1.6) : la somme (suk) dans
(IV.1.6) est devenue une intégrale ($Ur et les coef cients, deviennent la fonctioff(! ). Grace
a cette analogie, les coef cients de Fourigr sont souvent notés pdi(k). Une grande par-
tie des résultats du chapitre 1V peut étre formulée ehal@rée pour la transformée de Fourier.
Commencons par le Lemme de Riemann et la théorie de Detichl

Lemme 5.2 (Riemann—LebesgueBoitf (x) une fonction absolument igrable surR. Alors
(1 ) est unifornément continue et satisfaft(! ) | 0 pour! ! 1

R
Démonstration. Pour” > 0donnég, il existen > Otel que ;; ., jf (x)jdx<" . Pourl;! 42 R

nous avons alors
4 4

_ 1 . . m
P2 1) £ o) je™ e oy if)jdt 2+ mijl o jf)jdt
1 m

ou la derniere majoration utilisge " e "°fj 2 pourjtj m et le theoreme des accroisse-

ments nis pourjti m: je ™ e "o supgjite Stj jI 1o mjl 1oj. Lacontinuité
uniforme def(! ) en découle.
Comme 2 jfY1)j "+j ™ f(t)€" dtj, le Lemme de Riemann (Lemme IV.2.2) donne

2 jfo(1)j 2" sij!jestassez grand. O
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Théoreme 5.3Soit f 2 RG(R) eta variation borrée sur chaque intervalle compact. Alors,
pour toutx 2 R on a

Zm _
f(x+)+2f(x ) - li 912: e d:

Démonstration. Pourm > 0 on introduit une fonctior, (x) surR par
1 z m iIx 1 z m : z : ilt ilx
Fo(X) = p=—  P1)e* dl = = im  f(t)e ™ dt € di: (5.5)
2 m 2 m ni n
R : R
Puisquej ;; ,f (t)e " dtj i nif()jdt! Oquandn!1 |, lalimite dans (5.5) est uni-
forme en! et on peut échanger la limite avec l'intégrale surOn obtient alors

1Zn Zm .
Fn(x) = Irln 2— nf(t) me”(x Vdl dt
Z, -
_ } 1:(t)smm(x t)dt= 1 F(x S)smmsds;
1

t

car l'intégrale sut  peut étre déterminée explicitement et va@® t) ‘sinm(x t). Le reste
de la démonstration est identique a celle du Théoremd.R/ m|

Une conséquence immeédiate est la formule d'inversion.

Corollaire 5.4 (formule d'inversion de Fourier) Soit f (x) une fonction continuea variation
bornée sur chaque intervalle compact et ddR6(R). SifY! ) est absolument iégrable sur
R, alors Z,

f(x) = 12_ o ) e d:

|

Pour travailler avec la transformation de Fourier, il edeud'avoir une petite table a sa dipo-
sition (voir la table V.1). De telles tables ont été pekk par Campbell & Forster 1948, Erdélyi
et al. 1954. La plus impressionnante est de F. Oberhettipgh. GrundlehrenXC (1957) qui

TAB. V.1: Petite table de la transformée de Fourier

Z, Z

f(x)= p—lz_ ) e d o) = p—lz_ f(ty e™ dt
1
S
1 sijxj<a; gsina! { }
g 0 sijxj & I g a 5
e x//E\\u
1 (a> 0) e

X2 + a2 2 a 2 1 o 1 a:

%
W\ X F—ile a'i L1 T
— e
AN

X2+ ad)? (a>0)

a2 2 !
> —P—= €42
,3 2 -1 0 192 3 4 (a O) a 2 €a -4 -3 2‘ —1‘ 0’ 152‘ 3 4
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contient sur 200 pages quelques 1800 formules. Lintradoal'une page et demie mise a patrt,
cet ouvrage ne contient que des formules et vaut la peineed@uilleté. L'éditeur n'a pas omis
de préciser, comme a l'accoutumée, qu'il était “intéde le traduire dans une langue étrangere”.
La table V.1 est un extrait de Gradshteyn-Ryzhik, p. 1147.

Convolution
“C'est la la propriété essentielle de la transformatam Fourier, et qui est lmison détre de
ses applications: ;" (L. Schwartz,Cours1958, p. 25.)

Nous avons déja rencontré la convolution a plusieursas®ns : théoreme d'approximation de
Weierstrass [HW, p. 267], les formules de Dirichlet (IV YelFejér (1V.6.3) et la formule intégrale
de Cauchy (11.5.1). On dé nit l@zonvolutionde deux fonction$ etg par

VA 1

(f wm:g%lfu t) g(t) dt; (5.6)

[TPE- p A~ . , . ,
Le facteur “génantl= 2 serale bienvenu dans la preuve du théoreme suivantgimsodonnant
une simple relation entre la convolution et la transfororate Fourier.

Théoreme 5.5 Soientf etg des fonctions absolument @grables et bor@es. La transfori@e de
Fourier de leur convolution est le produit des deux transfees de Fourier, plus @ci€ment

(f9 g)(t)= () o ): (5.7)

Démonstration. Il faut insérer la dé nition (5.6) dans la transforméefeeurier (5.4), changer les
intégrations a volonté et faire une substitution trigia

d 1 %3 1 %3 itx
(5 o) = p= p—  f(x tgt)dt e ™ dx
2 1 2 1
1 Z, 1 Z, . . (5.8)
= p— p— f(x t) e"™®Ydx g(t)e ™ dt:
2 1 2

Dans l'intégrale intérieure on substitue= x t, ainsi l'intégrale double se décompose en un
produit de deux intégrales simples. m|

Transformee d'une Derivee

Voici la propriété importante pour les applications déréamsformation de Fourier aux résolutions
des equations differentielles.

Théoreme 5.6 Sif (x) et ses @riveesf {x) etf °¢x) sont danRG(R), alors
Gocy=1i ) @) =(ir)? ) (5.9)

Démonstration. La preuve est par intégrations par parties. On a

Z 1 il il 1 H Z 1 il
fqt)e "™ dt=f()e ™ Lt f(t)e " dt:

1 1

R . : .
Commef (x) = f(0)+ Jfqt)dt et f°2 RG(R), on voit quelimy,; f(x) existent. Ces
limites sont nulles caf 2 RG(R). Une autre facon de voir le résultat est de dériverégrtle
de la transformation inverse (Corollaire 5.4) par rappartgarametre” . O

Comme exemple, voir les formules 2 et 3 dans la table V.1.
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Application aux équations differentielles et inegrales

Le schéma est le suivant: la transformation de Fouriergdame équation differentielle (ou une
équation intégrale avec convolution) en une équatias pimple. Cette équation est résolue, puis
la transformée inverse donne la solution.

Probleme dif cile
Equation difféerentielle ordin.
Equation intégrale
Equation dérivées partielles

= Probleme facile
Equation algébrique
Equation différentielle ordin.

'

Solution du F Solution du
Probleme dif cile Probleme facile

Ci-dessous quelques exemples faciles. (Des exemplesgiydliqués de la physique — “the the-
ory of vibrations”, “the conduction of heat in solids”, “sling down of neutrons”, “hydrodynam-
ical problems”, “atomic and nuclear physics”, “two-dimemsl stress systems”, “symmetrical
stress systems” — dans le “state-of-the-art” de 1951, doesit plus de 80% du livre de Sneddon.
Aujourd’hui, les progres des méthodes numériques ebda@imateurs ont quelque peu tempéré cet
enthousiasme.)

Equation de la chaleur. Voyons avec quelle élégance la transformée de Fourigs amene a la
solution de I'équation de la chaleur pour un linni:

@u_ _, @u
u(x; 0) = f (x) 1 <x<1 @t

'

u(x;t) = —pl:eﬁit f (%) F o(;t) = e az.2 b(; 0)
i ea! t fb(l)

Sous des conditions sfi(x) qui permettent de faire toutes ces opérations, la soldsiralors
donnée par léormule de Poisson
1 z 1 (x s)2
u(x;t) = 2—a|9—T . f(s)e <z ds: (5.10)

Une équation intégrale. Cherchons une fonctioy(x) telle que

23 2 F p_— 1 .2
yx u) ydu=e*® —— "2 §(!) ¥(!)= g€~

'

p— F ) 2

) 1
y(x) = T=2462x -« V(!)Zpﬁes
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V.6 Exercices

1. Si' et sontdeux fois continlment differentiables, la fonctiofx;t) = ' (x + at) + (x at)
est une solution de I'equation des ondas = a’uyy . Déterminer les fonctions et  pour satisfaire
les conditions (avet etg convenables)

u(x; 0) = f (x); %E[(x; 0) = g(x) pour 0<x <" (conditions initiales)

(6.1)
u(0;t)=0; wu(;t)=0 pour t 0 (conditions aux bords).
Le résultat est Z
1 1 X+ at
uix;t)= = f(x+at)+ f(x at) + — g(s) ds: (6.2)
2 2a x at

2. La fonctionu(x;t) de (6.2) est bien dé nie tant quix at;x + at] [0;°]. Comment faut-il
prolonger les fonction$ et g en dehors de l'intervallg0; "] pour que (6.2) soit une solution pour
x 2 [0;°] et pour toutt 0. Discuter les conditions sudr et g an que u(x;t) soit deux fois
continlment différentiable.

3. L'équation des tuyaux sonore&n supposant que les extrémités du tuyau soient ouventesst
confronté au probleme (avécetg convenables)

%:aZ% pour 0<x<7 2> 0

u(x; 0) = f (x); %E[(x; 0) = g(x) pour 0<x <" (conditions initiales) (6.3)
@Yo v_n. @u..._ "
@ZO, t)=0; @Z 1)=0 pour t 0 (conditions aux bords).

a) Montrer que (6.2) représente la solution de (6.3), si poolonge les fonctions et g de fagcon a
ce gu'elles soient paires et périodigques de péridde

b) En utilisant la méthode des séries de Fourier, trouner autre représentation de la solution de
(6.3).

4. L'énergie de la corde vibrante (en tentpest donné par

Z -

H[u](t) = % %Ltzx;t) 2+ %ZX;t) ? dx:

0
Montrer que I'énergie est préservée en temps.

5. On considere l'equation de la chaleur

@u_ _@u .
— = a—; 0 x ;o t 0
@t ~@%
pour un conducteur linéaire de longu€urTrouver les solutions correspondant aux conditions aux

limites @
@Zt; 0)=0; ut;’)=0 pour t O:

6. Considérons Iprobleme de Neumarsur le disque = f(x;y)jx%+ y? 1g:

_ : @u_
u=0 sur ; @n g sur@ (6.4)
(@u=@est la dérivée en direction de la normale (cos'; sin')).

En supposant connue la série de Fourier mger ), calculer la solution de (6.4).
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7. Démontrer une des formules suivantes=(1;2;3;:::)

Jox) = %Jn 1(X) Jnsr (¥) ; JA) = I1(x) (6.5)
i () = 203000 I 100 (66)

8. Démontrer la formule (de Bessel 1816)

zZ
1 .
Jn(x)= = . cos X sin n d: (6.7)

En déduire que limpi;  Ja(x) =0 pourtoutx O.
Indication. En utilisant la série de Taylor, démontrer la formule pour 0. Ensuite, véri er que
l'inteégrale dans I'eéquation (6.7) satisfait les formsilg.5).

. En sachant que
Jo(2:13) = 0:14960677044884  J1(2:13) = 0:5649969805641,3

utiliser la formule de récurrence (6.6) pour calculg(2:13) pourn = 2; 3;:::; 30. Le résultat est-il
en contradiction avec I'af rmation de I'exercice préeeu?
Essayer d'expliquer I'apparante contradiction en étatiautes les solutions de

Yn+1 2byn +Yn 1=0

ou b > 1 est une constante donnée.



