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(Euvres ¢enérales sur I'analyse complexe et lessies de Fourier

Il y a un grand assortiment de livres qui introduisent le tsdjanalyse complexe (voir le rayon
30 a la bibliotheque de la section de mathématiques sf Busayon 27 pour des traités généraux
d’analyse). Des livres sur I'analyse de Fourier se trouaentayon 42. En voici quelques ex-
emples. Les numeéros entre chrochets (p. ex. [MA 30/213lsvmermettent de trouver le livre
facilement a la bibliotheque.

L.V. Ahlfors (1979):Complex AnalysidvicGraw-Hill. [MA 30/62]

T. Apostol (1957)Mathematical AnalysisAddison-Wesley. [MA 27/51]

H. Behnke & F. Sommer (1962 heorie der analytischen Funktionen einer komplexeraigerlichen.
Springer-Verlag. [MA 30/91]

J.C. Burkill & H. Burkill (1970): A Second Course in Mathematical Analysismbridge University Press.
[MA 27/152]

H. Cartan (1961)Théorie élementaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurgakibys complexes.
Hermann. [MA 30/101]

J. Conway (1973)Functions of one complex variabl8pringer. [MA 30/152]

H. Dym & H.P. McKeen (1972)Fourier Series and IntegralsAcademic Press. [MA 42/62]

W. Fulks (1993)Complex VariablesM. Dekker. [MA 30/268]

T.W. Gamelin (2001)Complex AnalysisSpringer. [MA 30/300]

R. Godement (1998Analyse matbmatique 1l et lll.Springer. [MA 27/274]

P. Henrici (1974)Applied and Computational Complex Analysishn Wiley & Sons. [MA 30/166]
A. Hurwitz & R. Courant (1964)FunktionentheorieSpringer-Verlag. [MA 30/100]

E. Neuenschwander (1996kiemanns Eirifhrung in die Funktionentheorigottingen; cours donné par
Riemann a I'Université de Gottingen 1855-1861.

R. Remmert (1991)Theory of Complex FunctionSpringer. [MA 30/213]
M. Rudin (1978):Analyse Eelle et complexéMasson. [MA 27/95]

G.P. Tolstov (1962)Fourier SeriesDover. [MA 42/115]

J.S. Walker (1988)Fourier Analysis.Oxford University Press. [MA 42/110]

Avant-propos

Ce polycopié contient la matiere du cours “Analyse Il (gga complexe)” enseigné pendant les
années 1999 - 2002 par Gerhard Wanner et pendant 'anaédémaue 2005/06 par Ernst Hairer
a la Section de mathématiques de I'Université de Genles portraits de la page 1 ont &té copiés
sur 'adresse Internet http://www-groups.dcs.st-andlae history/Mathematicians/ .

En ce lieu, nous aimerions remercier Assyr Abdulle, Staph@irilli, Ghislain Jaudon, Gilles
Vilmart et des nombreux assistants et étudiants soit paurdide dans la préparation des exercices
soit pour la correction des erreurs (typographiques et amagtiques).
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Analyse complexe

“COMPLEXE adj. (lat.complexusqui contient). Qui contient plusieurs éléements d#ifés
et combinés d’une maniére qui n'est pas immédiatemeiitechour I'esprit, qui est difficile a
analyser.” (Petit Larousse illustré 1983)

L'analyse complexe moderne a été développée au 19&tle par trois mathématiciens célebres :

e A.L. Cauchy (1789-1857konsidere des fonctions differentiables dé@nhgfonctions holo-
morphes ou analytiques). Sa théorie est basée sur unesegpation intégrale de telles
fonctions (formule de Cauchy) et sur les résidus.

e B. Riemann (1826-1866publie sa these “Grundlagen fur eine allgemeine Theoee d
Functionen einer veranderlichen complexen Grosse” é&i.18our lui, la conception géo-
métrique occupe une place prépondérante.

e K. Weierstrass (1815-1897pppuie sa théorie sur les fonctions développables aassér
entieres (fonctions analytiques), il en résulte une agipe algébrique de I'analyse complexe.

Aujourd’hui, les trois approches sont confondues et ins@ples. De cette maniére il est possible
de simplifier la théorie et de trouver des résultats ingrud.

“La théorie de Cauchy contenait en germe a la fois la cammegéométriqgue de Riemann et la
conception arithmétique de Weierstraf3,la méthode de Riemann est avant tout une méthode
de découverte, celle de Weierstrald est avant tout uneoatte deémonstration.”

(H. Poincaré 1898\cta Math.22, p. 6-7)

Dans ce cours nous abordons la théorie du calcul diffislestansC (chapitre 1) et des fonctions
holomorphes selon Riemann. Nous suivons ensuite le chemaimede Cauchy (intégrales com-
plexes, formule de Cauchy) dans le chapitre Il et nous démoes que toute fonction holomorphe
est analytique (possede un développement en sérierentiNous traitons les singularités et le
calcul de résidus dans le chapitre Il1.

)
=, 4GS

Riemann Weierstrass




Chapitre |

Diff erentiabilité dans

L'objet de I'analyse complexe est I'étude de fonctidhs— €. Nous rappelons les regles de calcul
avec les nombres complexes et nous discutons la diffatglite dansC' (qui est differente de la
differentiabilité dansik?). Les fonctions holomorphes (c.-a-d., differentiabénsl(’) possedent
des propriétés surprenantes qui seront analyséessatdaNous terminons ce chapitre par I'étude
des séries entiéres (fonctions analytiques).

.1 Les nombres complexes et le plan complexe

Les nombres complexes ont leur origine dans I'imposséilé résoudre certaines équations qua-
dratiques (Cardano 1545); au cours des siecles suiventieviennent de plus en plus importants
(Descartes 1637; voir [HW, pages 57-6ppur plus de précisions). Euler découvre leur grande
utilité dans toutes les branches de I'analyse, et inttqeuni 1777) le symbole

i=+v—-1 c-ad i?=-—1, (1.1)
grace auquel les nombres complexes prennent la forme
z=x+1y. (1.2)

Des le début du 19eéme siecle (Gauss 1799, Argand 1806)lemtifie les nombres complexés
avec leplan de Gausgou plan d’Argand)R?* (voir Fig. .1 & gauche)

C={x+iy; v,y € R} ~ R* = {(2,y); z,y € R}. (1.3)
On notex = Rez, y = Imz lesparties €ellesetimaginairesde z, et Z = x — iy le nombre
complexe conjugal
Le corps des nombres complexesEn tenant compte de (1.1), le produit de deux nombres com-
plexesc = a +ib et z = x + iy donne

c-z=ax — by +i(ay + bx). (1.4)

Avec l'addition ¢ + z = a + = + i(b + y) 'ensemble’ devient uncorps commutatifL'€lément
inverse dez pour la multiplication est

Iz  r—iy z .y

= = — ) 15
z A x2+y2 x2+y2 Z[L‘2+y2 ( )

10n utilise I'abbreviation HW pour le livre de E. Hairer & G. Waer,L’analyse au fil de I'histoire Ce livre nous
sert de référence sur le sujets traités au cours Analyse |
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FiG. I.1: Plan complexe (gauche), addition complexe (miliew)jtiplication complexe (droite)

En identifiant un nombre réel avec le nombre complexe+ i - 0, 'ensemblelR peut étre
considéré comme un sous-corps@e

Coordonnées polaires. Si I'on dénote par la distance du point = = + iy al'origine, et pary
I'angle entre I'axe horizontal et la droite qui relie I'ong avec le point (voir Fig. 1.1 a gauche),
nous avonst = r cos ¢ et y = rsin . La distance s'appellemoduleou valeur absoluale z, et
p = arg z est somargument Ainsi le nombre complexe peut &étre écrit comme

z = r(cosp+isinp). (1.6)

Cette représentation des nombres complexes permet wareritation géomeétrique du produit.
Pourc = s(cosa+isina) et z =r (cosy + isin ), le produit (1.4) devient

c-z = sr(cosacosp —sin asin ¢ + i(sin « cos ¢ + cos asin @)) (L.7)
= sr(cos(a + @) +isin(a + ¢)) .

a l'aide des identités trigonométriques connues ([HW3)). Ainsi, la multiplication de deux
nombres complexanultiplie les valeurs absoluexst additionne les argument§ig. I.1 a droite).

Espace netrique. Avec l'identification (1.3) del’ aveclR?, la valeur absolue de = z + iy

2] =7 = /22 + 32, (1.8)

correspond a la norme euclidienne &8. Elle fait de un espace normé. La distance entre deux
nombres complexes est ainfiz;, z2) = |22 — 21

Les concepts de convergence, limites, continuité, cgarere uniforme, ensembles ouverts et
fermés, compacité, etc. sont les mémes qu’en Analysenloet donc pas besoin d’étre répétés.
Nous utiliserons la notatio®, (¢c) = {z € €'; |z — ¢| < r} pour le disque ouvert centré au point
c et de rayonr.

.2 Fonctions complexes d’'une variable complexe

SoitU C € un ensemble (généralement ouvert)et €' un autre ensemble. Une fonction qui
associe a chaquec U unw = f(z) € V est undonction complexg : U — V.

Nous pouvons aussi identifier= = + iy ~ (2,9) € R* etw = f(2) ~ (u,v) € R* et
arrivons adeuxfonctionsu(z, y),v(z,y) (les coordonnées du point) de deuxvariables réelles
x,y (les coordonnées du poin}; voir Fig. 1.2.
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FIG. I.2: Fonction complexew = (2 + 0.2)?

Si un pointz; se met en mouvement le long d’'une courhealors le point imagev; bougera
le long d’'une autre courbg(~); si un pointz, remplit une surfacé/ (“the horse of Sarah”), alors
le point imagew, remplira une surfac¢(H); voir Fig. 1.2.

Plusieurs exemples vont nous aider a nous familiariser estte matiere. On va constater que
des formules trés simples donnent déja lieu a des Bnmassez compliquées.

Exemple 2.1 (application'-linéaire) Pour un nombre complexefixé, considérons la fonction
w=f(z) =cz. (2.1)

Elle estC-linéaire, c.-a-d., elle satisfajf(c121 + c222) = ¢1f(21) + caf(22) pour toutey, co € €
et pour toutz, 2z € .

Vue comme application d&?? dansR* (z = = + iy, ¢ = a + ib = s(cosa + i sina),
w = u + iv), nous pouvons I'écrire sous forme matricielle (cf. lanfioile (1.4))

u a —b x cosa —sino T
<U>:<b a)(fy):S(sina cosa><y>- (2.2)

Cette application linéaire est ungtation orthogonale d’angle: = arg ¢, suivie d’'unehomotletie
de rapports = |¢| (voir Fig.1.3). Elle sera fondamentale, plus tard, pourt¢éda compréhension
des fonctionsl'-différentiables.
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Differentiabilite dansC

I.4: Application [R-linéaire de (2.3)

FiG.

Exemple 2.2 (application/R-lin éaire mais pasC-linéaire) Considérons la fonction

(2.3)

(0.3 — i)z — (1.1 — 0.54)z.

w = f(2)

Elle n’est pasC-linéaire, carf(i) # if(1).

-d., elle satisfait

pY

éaire c.-a

z

Par contre, elle edR-lin

c1f(z1) + caf(z9) pour toutey,co € IR et pour toutzy, 2z, € €. Comme

application delR? dansiR” elle devient

f(Cl,Zl + C2Z2>

(2.4)

dent, nous

t ggella ne reste pas orthogonale (Fig. 1.4).

ecé

z

z

eservee e

z.

sans structure particuliere de la matrice apparente. Btragie avec I'exemple pr

observons que I'orientation n’est pas pr
Exemple 2.3 (fonction carée) La fonction

(2.5)

22 — y? + 2izy elle est

(z + 1y)?

Hes v

z.

ees ree

z

|
[

est illustrée en Fig.1.5. En coordonn

donnée par

FIG. I.5: La fonctionw = 22
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Les images des lignes verticales (paset a) deviennentu = a®> — y?, v = 2ay et en éliminant
y on trouve des parabolas= a? — % Les lignes horizontaleg (= b) deviennent des paraboles
aussi (voir Fig. 1.5). Nous observons que pour chagug 0, cette fonction possede 2 préimages

(un chat gris foncé et un chat gris clair). Ce phénomemeneare nous intéresser.

Exemple 2.4 (transformation de Cayley)Une fonction intéressante est

z+1
z—1

elle est illustrée en Fig.1.6. C’est umevolution, c.-a-d., elle satisfaitf(f(z)) = 2. Donc, la

fonction f(z) est bijective comme applicatiod' \ {1} — € \ {1} etonaf'(z) = f(2).
L'importance de cette formule fut découverte par Caylese(le J.vol. 32, 1846, p. 119) pour

le calcul matriciel: elle métamorphose des matrices ymiggrigues en matrices orthogonales.

Dans(, elle transforme I'axe imaginaire en cercle unitaire (eewersa):

’ 1 ’ 1 —wy—-1 -1 2 2
w= L WAL TWE L TR St (2.8)
w—1 wy—1 —iy—1 1492 1492
ou )
1— 2 .
u=-—>9 4 =__2 satisfont  u? + v = 1. (2.9)
1+y2 1+y2

Ces expressions ne nous sont pas étrangereglles créent une représentation rationnelle du
cercle ¢os p etsin ) et les nombres pythagoriciens (voir [HW, p. 124]).

| HAH
| 11
2 2
]
S
JEEAE N
v
7 N N
A ) D
I T A N AR
=2 1 ., 1 21
} f s
| 1.
| -1 N
_27
m
H

Exemple 2.5 (transformation de Joukovski, 1910)La fonction

1 1
= =— — 2.10
w=f) =5 (=+7) 2.10)
estillustrée en Fig. 1.7. Elle transforme respectiveniemntercles centrés @ret les rayons passant
par0 en une famille d’ellipses et d’hyperboles confocales. Rwauver ce fait, nous utilisons des
coordonnées polaires= r (cos ¢ + isin ), 2~ = r~!(cos ¢ — isin ) et nous obtenons

w = (ng%) cosg0+i<g—%) sin ¢ (2.11)
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Fic. I.7: Transformation de Joukovski

d'oliu = (5 + o) cos g etv = (5 — o) sin ¢ et on voit que
u? v? u? v?

(Z+ 217)2 (- %)2 cos?p  sin® ¢

Remarque.L'image d'un cercle astucieusement placé (voir Fig. L.if;tait ——r———
discontinu; le cercle doit passer par le point 1), pourrait ressembler a i —
profil d’aile d’avion. Cela montre I'importance (historigude la transforma—=———

tion de Joukovski en aérodynamique. =——

.3 Equations de Cauchy—Riemann

Avec lidentification (1.3) chaque fonctiorf : U — € (avec un ouvert/ C ') est équivalente
a une fonction/ — IR? (nous utilisons la méme lettre poytz, y) ; = + iy € U} C IR* et pour

U cC ),
x U(x,y))
— , 3.1
< Y ) < v(z,y) (3.1)
ouz =z + iy etu(z,y),v(x, y) sont les parties réelles et imaginairesfde).
IR-diff érentiabilité. Comme vu au cours Analyse | [HW, p. 302], la fonctibh— IR? de (3.1)

est IR-differentiableen (xy,yy) € U, s'il existe une matriced et une fonctionr : U — IR?,
continue en(xg, yo) et satisfaisant(xg, yo) = 0, telle que

U(%?/)) (U(xoayo)) <$—9€0> H<!E—$0)H
= + A + JY) - . 3.2
<v(fc, y) v(o, Yo) y—o) TV Ly, (3:2)
Les éléments de la matrick appelée matrice jacobienne, sont les dérivées dadide (3.1):
[ Ou/0x Ou/dy
A= (8@/83: 8v/8y) (%0, Yo)- (3.3)

Avec la notation complexe, la formule (3.2) s’écrit
f(2) = f(20) + Mz — 20) + u(Z — Zo) + r(2) - |2 — 20| (3.4)

(voir 'exercice 8). En négligeant le restéz) - |z — 2|, la fonction f(z) — f(zy) estapprochée
par une fonctionk-linéaire.
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C'-diff érentiabilité. La fonction f : U — €' est diteC’-differentiableenz, € U, s'il existe une
constantef’(z,) € €' et une fonction-(z), continue er, et satisfaisant(z,) = 0, telle que

f(2) = f(20) + f'(20)(2 = 20) +7(2) - |2 — 2. (3.5)

La constantg’(z,) est la dérivée d¢ (=) enz,. Cette fois, la fonctionf(z) — f(zo) est approchée
par une fonctionC’-linéaire.
D’une maniéere équivalente, la fonctigh: U — €' estC-differentiable ey € U, sila limite
Suivante existe dang"
p 1) = £(z0)

= f'(20) (3.6)
Z—Z0 zZ— 2
Dans cette limite;z peut se rapprocher arbitrairementge

Premiers exemples.De la méme maniere que pour des fonctions réelles d’unabta réelle on
démontre que la somme, le produit, le quotient et la contipostle deux fonctiong’'-differen-
tiables sontl'-differentiables. Les mémes regles de calcul sont Vesaregle de Leibniz, dérivée
en chaine). Comme la fonction constante et la fonctfdn) = = sont ¢'-differentiables, les
polyndmes en: et les fractions rationnelles ensont également’-differentiables (en dehors
de singularités). Les fonctions considérées dans lempies 2.1, 2.3, 2.4 et 2.5 sont dofie
differentiables.

Par contre, la fonctionf(z) = z n’est pasC-difféerentiable (mais elle edRk-différentiable).
Pour voir ceci, on laisse d’abord tendrdnorizontalement vers, dans (3.6) ce qui donnel, et
ensuite verticalement ce qui donné. La fonction de I'exemple 2.2 n’est pds-différentiable.

Une conséquence immédiate des définitions est@aifférentiabilité impliquelR-differen-
tiabilite (en effet, la formule (3.5) implique (3.4) avac= f'(zy) ety = 0).

Théoreme 3.1 équations de Cauchy—Riemann)Si la fonction f(z) = u(z, y) + iv(z,y) (avec
z = x + iy) estC-differentiable enzy = xy + iyo, alors on a recessairement

ou ov ov ou
- T = g
ox y et ox y 3.7)

(BV .x, w (Bk_* _‘Qv
. - ,
By K ¥ T
FiG. 1.8: Equations de Cauchy—Riemann (autographe de Rienidangnschwander, p. 94])

Démonstration. Une matrice2 x 2 représente une applicatidftlinéaire seulement si elle est de

la forme
A= (‘Z ‘b> (3.8)

a
(voir les exercices 8 et 9). Une comparaison avec (3.3) dznoendition (3.7).
Donnons encore une deuxieme démonstration de ce theor®our cela nous considérons

lidentité f(x+iy) = u(x,y)+iv(z,y) et nous la dérivons une fois par rapport &t ensuite par
rapport ay. Ceci donne

Plotin) = Swa) +ighen),  ifle+in) = Ghlen) +i5 @)

Apres multiplication de la premiéere équation paune comparaison des parties réelles et imagi-
naires donne l'affirmation. O
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Théoreme 3.2 Sila fonction (3.1) esik-différentiable ez, yo) et si les conditions de Cauchy—
Riemann (3.7) sont satisfaites en ce point, alors la foncfic:) donrée par f(z+iy) = u(x,y)+
iv(x,y) estC-differentiable ery = g + iyo.

Démonstration. Le fait que les conditions de Cauchy—Riemann soient sagsfanplique que la
matrice A dans (3.2) possede la structure (3.8). Elle correspond alane applicatiod'-linéaire
et peut étre écrite sous la forme (3.4) auee 0. |

Contre-exemple. Dans le theoreme 3.2 la condition de [lxdifferentiabilité ne peut pas étre
remplacée par I'existence de dérivées partielles. bation

25

f(z) = 2 (3.9)

est continue, possede des dérivées partielles parntappe@t y et satisfait err = 0 les conditions
de Cauchy—Riemann (3.7). Pourtant, elle n'est@adifferentiable.

Corollaire 3.3 Siles deriges partielleg", g—Z, & g—z existent, sont continues dans un ouvéest

satisfont les conditions de Cauchy—Riemannigualors la fonctionf(z) donrée par f(x +iy) =
u(z,y) +iv(x,y) estC-differentiable suil.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate du théoremedeitét du théoreme 3.6
de [HW, p. 304]. O

.4 Propri étés de fonctions holomorphes

Définition 4.1 (fonctions holomorphes)Une fonction f : U — €' qui estC'-differentiable dans
un ouvertU C € s’appelleholomorphe dang/. On dit qu'une fonction estolomorphe en un
point z, si elle est holomorphe dans un voisindgs ).

Fonctions conformes.
“Die Theile einer gegebenen Flache auf einer anderen gegebFlache so abzubilden, dass
die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilenligh wird.”
(Gauss 1825W\erkelV, p. 189.)

Gauss a adressé l'article mentionné ci-dessus a leeteoBidyale de Copenhague. Pour traiter
des problémes en géodésie et en cartographie, on réehées applications “similaires dans leurs
plus petites parties”, c’est-a-dire pour lesquelles desigles infinitesimaux (ou des courbes qui
se croisent) préservent leurs angles.

Pour deux courbes differentiables: (—c,c) — € et d : (—,¢) — € qui Se croisent en,
(c.-a-d..y(0) = 6(0) = 2 et5(0) # 0, 6(0) # 0) on dénote I'angle entre les deux direction(8)
etd(0) par X (v, 9).

Théoreme 4.2 (Riemann)Si la fonctionf : U — ¢ (U C € ouvert) est holomorphe en avec
f'(z0) # 0, alors elle péserve les angles (et leur orientation),&ed., pour deux courbes qui se
croisent enz, on a

¥(7,0) = L(for, fed).
Une fonction qui peserve les angles s’appelle conforme.
Déemonstration. Les directions de courbebo ~ et f o § sont f'(z)5(0) et f'(z)4(0); chaque

fois multipliés par la méme constante- f'(z;). Nous avons analysé en détail dans I'exemple 2.1
gu’une applicationr — ¢z est une rotation avec homothétie, et préserve donc ldesang O
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FIG. 1.9: Exemple de fonction conforme, = (z + 0.2)?

Ce théoreme est illustré dans Fig.1.9 ou un animal guatisa gymnastique matinale sous
I'influence dew = (z + 0.2)%. A certains angles apparents de son contour, nous avoch@tias
rapporteurs, avant et apres le “stretching”. Nous voyareslgs angles restent invariants, mais les
rayons sont agrandis par le factefif( z; )| et subissent une rotation d’angley f'(z). Pour ceux
qui voudraient vérifier, voici quelques valeurs:

2 =0.1640.06i f =072+012 |f|=0.73 argf =0.17
20 =056+0.06i f =152+0.12 |f|=152 argf =0.08
25 =05340.18i  f/=147+037 |f|=152 argf =0.25.

On peut observer, sur tous les dessins des exemples 2.2,2e8,2.5, que I'image d’une grille
orthogonale reste orthogonale partoutfé(t) # 0. La fonction de I'exemple 2.2 ne préserve pas
les angles (elle n’est pas conforme).

Fonctions biholomorphes. Une fonction holomorphg : U — V (avecU,V cC )
s’appellebiholomorphe si elle est bijective et si sa fonction inverge! : V — U est aussi
holomorphe.

L'exemple le plus simple est la fonctiafi-linéaire f : ¢ — € donnée payf(z) = az avec
a # 0. Son inverse est~!(w) = a~'w qui est auss’-linéaire et donc holomorphe. Nous verrons
plus tard (quand nous considérerons des fonctions erpsrpar des séries) que chaque fonction
holomorphe satisfaisant(z,) # 0 estlocalement biholomorphe.-a-d., elle est biholomorphe
entre des voisinages dgetw, = f(2o).

La transformation de Caylef2.7), illustrée dans la Fig. 1.6, est biholomorphe de

C\{1} -\ {1} mais ausside ¢~ — D;(0),

du demi-plan gauche a I'intérieur du cercle unitaireq et sa propre inverse).
La transformation de Joukovsi2.10) est biholomorphe de

Dy(0)\ {0} — €'\ [-1,1] 4.1)

(voir Fig.1.7). Mais comme elle est symétrique eret z—!, elle est aussi biholomorphe entre
I'extérieurdu cercle et le plan fendu et joue un rdle important en migcendes fluides.
La fonction cargé f(z) = 22 (voir 'exemple 2.3) est biholomorphe comme application

f: 0" — €\ (~0,0]. 4.2)

En passant aux coordonnées polaires on voit directemdnifdetivite. Nous laissons comme
exercice la vérification du fait que la fonction inverse (w) = \/w est holomorphe (exercicel6).
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Fonctions harmoniques et applications en physique.

“Eine vollkommen in sich abgeschlossene mathematisch@ridhewelche. .. fortschreitet,
ohne zu scheiden, ob es sich um die Schwerkraft, oder di¢rEl&d, oder den Magnetismus,
oder das Gleichgewicht der Warme handelt.”  (manuscrigRigenann 1850Werkep. 545)

Théoreme 4.3 (Riemann 1851)S0it f = u + iv holomorphe dang’ avecu etv deux fois con-
tinlment diférentiables dan#??. Alors

AU = Ugy + Uy, =0 et AV = Vg + vy, =0, (4.3)
i.e.,u etv satisfont “I'équation de Laplace”+ etv sont des fonctions “harmoniques”).
Démonstration.Les équations de Cauchy—-Riemann sopt= v, etv, = —u,. On dérive la
premiere équation par rapportzaet la deuxieme par rapportia Cela donneu,, = v, et
Uy = —Uy,. Comme (voir le théoreme de Schwarz, [HW, p.317}) = v,,, on obtient la
premiere equation de (4.3). Pour la deuxieme, on déeisequations de Cauchy—Riemann par
rapport ay et x respectivement. O

FIG. 1.10: Champs d’un dipdle danB?, w = log(z + 1) — log(z — 1)

Grace a cette découverte, Riemann a ouvert I'applinates fonctions holomorphes a de nom-
breux problemes de la physique, puisque cette équattaatsfaite par le potentiel gravitationnel
d’un corps (Laplace 1785, voeuvred, Mécanique céleste, publié 1843, p. 157), par les cleamp
électriques et magnétiques (Gauss et W. Weber a Géttngt par la chaleur en équilibre (Fourier
1807; cf. citation de Riemann ci-dessus). Il faut rajowtezette liste certains mouvements de
liquides (les mouvements sans rotationnel; d’Alember2]l Felmholtz 1858).

Exemple 4.4 Le potentiel d'un dipdle (ou I'écoulement d’un liquidersant d’une source et ren-
trant dans un trou) est créé par la fonction holomorphe log(z + 1) — log(z — 1) (pour des
nombres complexes le logarithme est défini payz = log |z| + i arg z; voir plus tard pour une
discussion détaillée). La Fig.1.10 montre les courbesideau des fonctions harmoniques:, )
etv(x,y), données comme parties réelle et complexg e = log(z + 1) — log(z — 1).

2Nous allons voir plus tard que chaque fonction holomorphaésiment différentiable. L'hypothése concernant
les deuxiemes dérivées sera donc superflue.
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1.5 Series et fonctions analytiques

Pourc € € etpoura, € €', k= 0,1,..., considérons la série
ag+ai(z—c)+as(z—c)’+az(z—c)’+... = > ap(z —o)F (5.1)
k=0

et étudions le domaine ou elle représente une fonctiedsd, ou la série converge. La définition
de la convergence de (5.1) est la méme que pour une sésditiamec la seule difference que la
valeur absolue est maintenant définie guet pas suiR. Comme(' ~ IR* est un espace complet,
on a aussi le critere de Cauchy (voir les paragraphes til2 € de [HW]).

Rappelons que (5.1) convergbsolumentsi la série de terme génétal,| - |z — c|¥ converge.
Elle convergauniformemensur A C €', si pour touts > 0 donné il existe unV (indépendant de
z € A)tel que | X7, ar(z — ¢)¥| < e pourn,m > N et pourz € A.

Définition 5.1 (rayon de convergence)Pour une grie avec coefficients, a;, . . . on dfinit

p = sup {\C| ; laserie > ax¢” Converg% (5.2)

k=0

et on appellep le rayon de convergence de large.

Théoreme 5.2 Soitp le rayon de convergence de large (5.1). Alors,

e pour chaque: avec|z — ¢| < p, on a convergence absolue;
e pour chaque: avec|z — ¢| > p, on a divergence;
e pour chaque" avecr < p, on a convergence uniforme sur le disqugc).

Une série (5.1) définit alors une fonction complexe surisgi@eD,(c). La démonstration de
ce théoreme repose sur le critere des majorants.

Lemme 5.3 (critere des majorants) Supposons quéu;| < v, pour toutk et que la érie réelle
S k=07, " converge avec un > 0. Alors, la €rie (5.1) converge absolument et uniformement
sur D,.(c) et son rayon de convergenpesatisfaitp > r.

Démonstration. Pourz € D,(c) nous avong S/ ax(z — ¢)f| < 7, v r* et 'affirmation est
une conséquence du critere de Cauchy. |

Pourdémontrer le tkoreme choisissons un, satisfaisantr < |z, — ¢| < p, pour lequel la
série converge (Fig.1.11). Une condition nécessairengt, — c)* — 0 et il existe donc un\/
tel que |ax(z0 — ¢)¥| < M pour toutk. Par conséquenta,| < M/|zy — c|* =: . Comme
r/lz0 — ¢| < 1, la série}",, v, r* converge et on peut appliquer le critere des majorants pour
z € D,(c). O

® o0 L X ] 9000000

FIG. 1.11: Preuve de la convergence uniforme et absolue pourc| < r < p.
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Théoreme 5.4 Le rayon de convergence de leri (5.1) est donia par

1
* limsupy_o, {/]ax]

Si la limite suivante existe, le rayon de convergence esiaaosnre par

(critere de laracine, Hadamard 1892). (5.3)

(critere du quotient). (5.4)

|z — ¢/* < r¥ avec unr < 1, le critere des majorants garantit la
convergence de la série (5.1). Cette condition peutdstrige” sous la forme(“/@ Nz = <7,
et elle est satisfaite avec un< 1 pourk suffisamment grand dim sup;._, W- |z —¢| < 1.
Ceci implique quep > (limsupy_, ., {“/@)*1. Linégalité stricte p > (limsup;,_, M)*
n’est pas possible, car sinon il existeraituavec|z — ¢| < p et limsup,,_, M— |z —c| > 1,
c.-a-d., |ag| - |z — c|* > 1 pour un nombre infini dé.

Pour la déemonstration du critere du quotient on part asemohdition |ay| - |z — ¢|**! <

- lag| - |z — /¥ pour unr < 1. En écrivant cette condition comn{$ak+1|/\ak|)|z —c <r,le
reste de la preuve est identique a celle du critere de iagac m|

La considération des séries (5.1) avec argument complexe@ nous permet d’élargir le
domaine de définition d’un grand nombre des fonctions ingmes. Voici quelques exemples:
La fonction exponentielleest définie par la série

2 3

51+ 3 = Z R (5.5)

Le critere du quotient donne = co. Ainsi, cette série converge pour toute €' et la fonction
exponentielle est définie sur tout le plan complexe.

expz:=1+2z+ —

Les fonctions trigonomeétriques sont définies par

22 24 o) (_1)k ok
Cos 2 .:1—§+E+ = Z(Qk:)!z
k=0 (5.6)
. 2 n 2° n i (1" g '
sing = z— —+—+... = — .
3! 51 b (2k + 1)!

Commeexp z, les fonctionscos z et sin z sont définies pour tout € ¢'. En remplacant pariz
dans (5.5) et en rassemblant les termes sans et avec lerfaaiawobtient laformule d’Euler

expiz = cosz + 14 sinz pour toutz € ¢ (5.7)

(attention: on effectue un réarrangement d’une sérigucea étre justifieé dans le paragraphe 1.7).
La série logarithmique est donnée par

> P 00 _1 k+1
log(14+2)=2——+ — Z ) (5.8)

Le rayon de convergence de cette sériepest 1. Le logarithme est donc défini par cette série
sur le disque de rayoh centré enc = 1. Pour le moment, on n’a pas encore démontré que le
logarithme est la fonction inverse de la fonction exporedigi(voir le paragraphe 1.8).
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Définition 5.5 (fonction analytique) Une fonctionf : U — € avecU C (' ouvert s'appelle
analytique, si pour chaquee U il existe une érie de la forme (5.1) avec un rayon de convergence
p = p(c) > 0 telle que sur 'ensembl& N D,(c) on a

f(2) =ag+ai(z —c) +ax(z — c)* + as(z — ¢)? i (z —c)". (5.9)

Au paragraphe 1.6 nous allons démontrer que chaque fonatialytique est holomorphe, nous
discuterons le calcul avec des séries en présentant deypées importants, et nous démontrerons
qu’une série (5.1) est analytique dans le disque ouvg(t), si p désigne le rayon de convergence
de la série.

1.6 Holomorphie et analyticite des gries enteres

Considérons une fonctiofy( z) définie par une série avec un rayon de convergeneé (pour sim-
plifier la discussion, mais sans perdre la généralitésrsoypposons que le centrest a l'origine):

f()=a+amz+at+a32®+... = > a2 (6.1)

Cette fonction est continue suit,(0), car la série converge uniformément gur(0) pourr < p
(appliquer le critere de Weierstrass; voir [HW], page 217)

Théoreme 6.1 La fonctionf(z) de (6.1) est-differentiable sur le disqu®,(0) et sa @rivée est

f(2) = a1+ 2a92 + 3a32> + das2® + ... = Y kap" (6.2)

Démonstration.On obtient la série (6.2) en dérivant (6.1) terme par ter@emmeyk — 1, le
critere de la racine montre que les deux séries (6.1) 2} ffassedent le méme rayon de conver-
gence. Il faut encore justifier la difféerentiation terme fgame, c.-a-d., qu’il est permis d’échanger
differentiation et sommation.

Pour voir cela, nous considérongt z, satisfaisantz|, |zo| < r < p, et nous soustrayons

f(20) = ao+ a1z + GQZO + agzo Z akzo

de f(z). Ceci donne F(2) = f(z0) = 6(2)(= — 20)

avec
V(2) = a1 +as(z + 20) +as(2® + 220 + 25) +ag(2P + P2+ 22i +25) +... . (6.3)

On voit tout de suite que(z,) sera la dérivég’(z,) annoncée en (6.2). Il nous reste a vérifier que
la fonctiony(z) estcontinueen z. Le k-iéme terme de la série poti(z) donne I'estimation

lag (2571 4 257220+ 28] < klag R (6.4)

C’est le terme général, en valeur absolue, de la sér® (Bise au point. Nous savons que
cette série converge absolument, et nous avons trouveearieconvergente qui majore la série
(6.3) indépendamment de Le critere des majorants (Lemme 5.3) assure alors la cgenee
uniforme et, avec elle, la continuité. O

Corollaire 6.2 Une fonction qui est analytique sir est aussi holomorphe suf. O
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Le théoréme précédent peut étre appliqué a la fongti(z) et on voit itérativement qu’une
fonction analytique n’est pas seulement une fois mais migmt ¢'-differentiable (des exemples
sontexp z, cos z etsin z sur ). La j-ieme dérivée de (6.1) satisfait pduf < p,

|
J: k=j

et pour tout; cette série possede le méme rayon de convergence qlie (6.1

Théoreme 6.3 (&rie de Taylor) La fonction f(z) de (6.1) est
analytique sur le disqu®,(0). Pourc € D,(0) etz satisfaisant
|z — ¢ <,0—|c| ona

Le rayon de corgrgence de cetteesie estp. > p — |c| > 0.

Démonstration. En utilisant le théoréme binomial on obtient

- St St (Yoo 5 (S

Il reste a vérifier que I'échange de la sommation dans taiéee égalité est permis sous les hy-
pothéses du théoréme. Comme— ¢| < r — |c¢| avecr < p, une partie finie de la série double
peut étre majorée par

55l ()it 1o = < 355l (4 et - EESESSAE

k=0 j=0 k=075=0

Le Théoreme 7.1 du paragraphe suivant justifie cet éehahdémontre la formule pour le rayon
de convergence. O

|.7 Calcul avec des éries

Dans les anges 1870, Weierstrass a passes vacances en Suisse (au Rigi) et avait avec lui &s&h
de Riemann comme lectureétE. Il a alors renconté le physicien Helmholtz et s’est plaint agprde

lui de sa grande difficuét a comprendre les &thodes de Riemann. Helmholtz lui demanda le travail et,
guelgues jours plus tard, d& Weierstrass: “moi je les trouve faciles et naturelles” (ude texte original

cf. A. Sommerfeld, Vorliber Theoret. Physik, Vol. Il, p. 124 ou [Remm91, p. 430]).

Il ne s’agit certainement pas d’un manque d’intelligencezkeierstrass, mais phitd’'une conception
differente du mot “comprendre” Chez Weierstrass, “comprisfsifie “demonté avec toute la rigueur
dont on est capable”. Absolument rigoureux sont seulemialgiébre et les polyimes avec un passage
la limite prudent (&ries infinies et leur convergence uniforme).

Le but de ce paragraphe est de demontrer rigoureusemetdé goenme, le produit, la com-
position, . .. des fonctions analytiques donnent des fonctions analsiqiPour la somme, ceci
est simple, mais les autres opérations nécessitent\adglkea avec des réarrangements et avec des
séries doubles. Commencons par rappeler un résultaiwts dnalyse | [HW, p. 192-198].

Réarrangement de gries doubles. Considérons une famill§a;; }; j—o.12... de nombres com-
plexes disposés en tableau comme dans Fig. .12 et suppgeemous voulions tout additionner.
Il y a bien des manieres de le faire. On peut additionneeleménts de la lign¢ dénoter le
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apo + ap1 + ap2 + Qo3 + = So
+ + + + +
ap + an + a2 + a3z + = 5
+ + + + +
a0 + a1 + ax + a3 + = 52
+ + + + + (7.1)
agpy + azx + azx + azx +... = S3
+ + + + +
Vo + U1 + V2 + V3 + e = ???

FiG. 1.12; Tableau d’une série double

résultat paw;, et calculery_:°, s; ; on peut aussi additionner les éléments de la colgndénoter
le résultat paw;, et calculery-22, v;. On pourrait aussi écrire tous les élements dans ungeran
ment linéaire. Par exemple, nous pouvons commencerpagnsuite additionner les éléements
pour lesquels + j = 1, puis ceux avec¢+ j = 2, et ainsi de suite. Cela donne

ago + @10 + ap1 + ago + a1 + age +asg + as +a2 + ... .

La question qui se pose est la suivante: les differentesilpiites de sommation fournissent-
elles la méme valeur? A-t-on

o o o o
So+S1+S2+ ... :Z(ZG’U) :Z(ZCLU) =U9+v +V2+ ..., (72)
i=0 j=0 =0 i=0
et les arrangements linéaires convergent-ils aussi et méme valeur?

Théoreme 7.1 Supposons que l@se double (7.1) soit telle qu'il existe ub avec

m

> ay| < B pour tout m.
i=0 j=0

Alors, les gries dans (7.2), et tous les arrangementédimes de la 8rie double convergent absol-
ument. Les expressions dans (7.2) et tous les arrangenme@asreés ont la rBme somme. m|

Considérons deux fonctions données par des séries

f(2) = ap+ a1z +axz? +azz® + . ..

(7.3)
g(2) = bg+ b1z + boz?® + b3z + ...
avec rayon de convergenpg > 0 et p, > 0 respectivement. Il est évident qu'on a
f(Z) + g(Z) = (CLO + b(]) -+ (a1 —+ b1>Z —+ (CL2 -+ b2)22 + ...+ (CLk —+ bk)Zk + ... (74)

et que la série (7.4) a un rayon de convergencemin(p,, pp)-

Produit. Sil'on calcule le produit des deux séries (7.3), terme pang, et si I'on collecte les
termes avec la méme puissance:gden obtient la série

(aobo) + (aoby + arbo)z + (agbs + arby + asby)z® + (aghs + arby + asby + asby)z> + ... . (7.5)

La question est, pour quelscette série converge et, en cas de convergence, est-ca géed
représente le produft(z) - g(z) ?
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Théoreme 7.2 (Produit de Cauchy)Soientp, et p, les rayons de convergence des de@rxes
(7.3). Alors, la €rie (7.5) a un rayon de convergenge> min(p,, pp) €t pour|z| < min(pg, pp)

ona ok
F(2)-9(z) = S (3 abe—y) 2" (7.6)

k=0 ;=0

En con&quence, le produit de deux fonctions analytiques est tigaby

Démonstration. Le produit, terme par terme, des séries (7.3) donne undaldgec éléments
a;b;z"*7. Comme le produif (z) - g(z) correspond aux sommes doubles dans (7.2) et la série (7.5)
est un arrangement linéaire, il suffit d’appliquer le Tiggoe 7.1. Pouz| < r < min(p,, p») ON @
lestimation 37 >0 [a;ib; 217 | < (Xiso laslr)(Z;50 bs]r7) =: B. Alors, la formule (7.6) est
vraie pourz satisfaisantz| < min(pq, pp)- O

Exemple.Ce résultat nous permet de démontrer la formadp(az) - exp(8z) = exp((a + 5)z2)
poura, 3,z € €, et d’en déduire queexp z - exp w = exp(z + w).

Composition de €ries convergentes.Soit w = f(z) = a1z + az2* + azz® + ... une
série avee, = 0 (c.-a-d.,f(0) = 0) et soit g(w) = by + byw + byw? + bzw® + ... . Cherchons a
calculer une série pour la compositiéiiz) = g(f(z)) (voir Fig.1.13). On insére la premiére série
dans la deuxieme et on réarrange la série en puissances de

F(z) = by +bi(a1z + a2 + a3z’ +..) + bz + a22® + a32® + .. )° + ...
= bO + blCle + (b1a2 + b2a%)22 + (blCLg + 21)2&1&2 —+ bg(l?)Zg + ... (77)

= coF+Cz+c?+eg2d et 4+

De nouveau on se demande si cette série possede un rayanekrgence non nul et si elle
représente la compositidn(z) = g(f(2)).

Théoreme 7.3 (composition deéries) Soientp, > 0 et p, > 0 les rayons de convergence des

séries pourf(z) etg(w). Choisissons > 0 tel queX_, |ax|r* < py.
Alors, la €rie F(z2) = ¢y + c12 + 222 + ¢32° + ... de (7.7) converge poye| < r eton a

9(f(z)) = F(2).

Démonstration. Pour|r| < p,, la fonctionr — 3°3° | |ax|r* est bien définie, elle est continue et
s'annule pour- = 0. Il est donc possible de choisir> 0 tel que>_, |ax|r* < py, (Fig. 1.13).

FIG. 1.13: Composition de séries
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En appliquant iterativement le Théoréme 7.2, nous veypre I'expressiorf(z)’ est une série
f2)t = (Z akzk) =Y a7
k=1 j=i

avec un rayon de convergenge p, et pour|z| < r < p, ona >, a2’ < 352, faglr? <
(332, |ag|r®)" == s' avecs < p,. Pour obtenir la sériey + c1z + co2% + c32® + ... on a en effet
échangé la sommation dans

00 ‘ 0o 0o ' 00 i . 0o .
gUf() = b (=) = b > ays? = Y (Dbiay)s = S = F(2).
i=0 i=0  j=i j=0 " i=0 §=0
La justification vient du Théoreme 7.1, CBI;", 27, [bia;; 27| < S0 |bs| s < 32 |bils' =: B
pour toutm > 0. O

Comme application considérons gootientg(z)/f(z). Pour le développer en série, il suffit
de traiterl/f(z) car g(z)/f(z) = g(z) - (1/f(2)) et on sait déja développer un produit de séries.
Siag # 0 on peut mettre ce facteur en évidence et ainsi commencérilmdef(z) parl (un
exemple intéressant d’un quotient est la série paurz = sin z/ cos z).

Théoreme 7.4 (quotient) Soit
f(2) = 1+ az+ a2® +az2® + a2 +... = 1= h(2)

une €rie avec rayon de convergenge- 0 et soitr > 0 tel que S22, |ax|r* < 1. Alors, on a pour
2| <,
= 1+clz+0222+03z3+c4z4+... .

1
f(z)
Les coefficients, peuvengtre calcués en comparant lesé@mes puissances dedans l'identie
(1+a;z+...)(1+c2z+...)=1ouencalculantl + h(z) + h(z)*+ ... .

Démonstration. On applique le Théoreme 7.3 aveer) = (1 —w) ' =1+ w+w? +... et
avecw = h(z). O

Tous les résultats de ce paragraphe restent vrais si l'osidere des séries développées autour
d’un point différent de I'origine. Par exemple, $(z2) = ap + a1(z — 20) + az(z — 20)* + ... et
g(w) = by + by (w — wy) + ba(w — wy)? + ... avecwy = f(z9) = ag, alors sous les hypotheses du
Théoréeme 7.30na(f(2)) = co + c1(z — 20) + ca(z — 20)? + ... pour|z — z| < 7.

Equations différentielles. Soit une fonctiong(w) = by 4 byw + byw? + bsw® + . .. donnée,
on cherche une fonctionw = f(2) = a1z + a»2* + a3z + ... avec
dw

E = g(w)v w(O) =0, (7.8)

(une condition initialev(zy) = wy peut &tre traitée en considérant des séries devetspgdour
de 2z, etw, respectivement). On insere la série paudans (7.8) et on utilise (7.7),

ay + 2apz + 3az2* + ... = g(f(2)) = by +brarz + (brag + boal) 2> + ... . (7.9)
Une comparaison des coefficients donne
a; = bo, 2(1,2 = blal, 3(13 = bla2 + bga%, 4(1,4 = bl(lg + 262(11(1,2 + bgafz’, e (710)

et nous permet de calculer récursivement les coefficigntie la solution de maniere unique. Ici,
I'étude de la convergence est plaisante (CauElgrc. d’analysd 841).

SAttention: s est ici une lettre de sommation et nof-1.
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Théoreme 7.5Si la <rie pourg(w) pos®de un rayon de convergence posijf> 0, alors la
seriew = f(z) = a1z + ax2* + .. ., obtenue en comparant les coefficients dans (7.9), a aussi un
rayon de convergence positif > 0 et donne une solution de2juation diférentielle.

Démonstration. La sérieg(w) = by+byw+byw?+. .. converge poufw| < p,. En posanty = ¢!
avecl < ¢! < p, on en déduit que les coefficients peuvent étre majoréshpp Mq*.

On cherche a majorer les coefficientsdonnés récursivement par (7.10). L'inégalité du trian
gle avec la majoration powy, donne

‘al‘ S M7 2‘&2‘ S MQ‘CL1|7 3|a’3| S M(Q‘a2| + q2|a’1‘2>7 te (711)

L'idée est de définir une suite des nombres réglen remplagant dans (7.11) leg| paray, et les
“<" par “=". Cela donne

ay =M, 2ay=Mqay, 3az= M(qay+q¢*a3), ... (7.12)
La premiere observation est qu’on a I'estimation
lag| < oy pour k=1,2,... (7.13)

(ceci se demontre par un argument de récurrence stanetdedfieuxieme observation est que les
ay, satisfont les relations de (7.10) si on remplaceblepar M¢*. Cela veut dire que la série
w = oz + apz? + ... est la solution de I'equation differentielle

dw M

W v 224 ) = 0) = 0. 7.14
7 (I4+wg+wq +...) —— w(0) (7.14)

Cette équation peut étre résolue facilement (par “s#jwa des variables”, [HW, p. 138])

2 1—+/1—2qM
(1—wq)dw=Mdz = w—%:Mz = w= q Z, (7.15)
q
et sa solution peut étre devéloppée en série (a I'aaléadsérie binomiale), qui converge pour
|z| < 1/(2¢M). O

Exemples.La fonction exponentieller = exp z est solution de I'équation différentiellﬁgE =w
et la fonction tangentean z = sin z/ cos z est solution de‘é—j =1+ w? (exercice 32).

Fonction inverse. Soitw = f(z) avecw, = f(z,) donnée par un développement— w, =
ar(z — zo) +az(z — 20)* +as(z — 29)® +. .. . On cherche le développement de la fonction inverse
z = g(w) sous la forme: — 2y = by (w — wo) + bo(w — wp)* + bg(w — wp)® + ... . Apres des
translations, on peut supposgret w, placés a l'origine et on part de

w= f(2) = a1z + as2®> + a3z> + ... donné
f(z) = a1z +ay 3 ¢ (7.16)
z = g(w) = byw + byw? + bsw® + ... chercheé.

La fonctiong(w) est l'inverse def(z) si pour la fonction composée(w) = f(g(w)) dans (7.7)
nous avong’'(w) = w. Une comparaison des coefficients donne

a161 = 1, a1b2 —+ agb% = 0, a1b3 + 2(1261172 + CL?,Z):li = 0, e (717)
Sia, # 0, la premiére équation nous donhie= 1/a,, la deuxieme, = —b,a, /a3, etc. Comme
la kieme relation est de la formgb, + ... = 0, ou les trois points indiquent des expressions déja

calculées, la seule conditian # 0 nous permet de calculer réecursivement tous les coeffgbent
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La discussion de laonvergencear la méthode des majorants (similaire a celle dansda dé
monstration du Théoreme 7.5) est possible (voir le livedHd Cartan), mais peu commode. Nous
ramenerons la question a une équation differentialiee(vue par Gerhard Wanner dans un cours
de W. Grobner 1963).

Théoreme 7.6 Soit w = f(2) = a1z + a22® + azz® + ... une €rie aveca; # 0 et rayon de
convergence, > 0, alors la €rie z = g(w) = byw + byw? + bsw? + . .. avec coefficients doks
par (7.17) pos&de un rayon de convergence positif et offi@@(w)) = w dans un voisinage de

Démonstration. Si g(w) est bien définie dans un voisinageeine différentiation de la relation
f(g(w)) = w donne

flg(w))g'(w) = 1, (7.18)
ce qui conduit a I'équation differentielle

dz 1 1 ,
dw - = 0)=0 7.19
dw I'(2) ay 4 2a22 + 3as2? + ... Ctaz+oz+..., 2(0) ( )

pour la fonctionz = g(w). Par le Théoreme 6.1 pour la dérivée et le Théoremepdut le
quotient, la sériey + ¢1z + ... possede un rayon de convergence positif. On est maintenant
en position d’appliquer le Théoreme 7.5 qui dit que la Bolude I'équation differentielle (7.19)

est donnée par une série avec rayon de convergence pd@dgife série satisfait (7.18), c.-a-d.,
F'(w) = 1 pour F(w) = f(g(w)). En comparant les coefficients @&é(w) avec ceux dé et en
utilisant #'(0) = 0, on voit queF (w) = w. O

Corollaire 7.7 (théoreme d’inversion local) Soit f : U — € (avecU C € ouvert) analytique
dansU et soitzg € U. Si f'(z9) # 0, la fonction est localement biholomorphe,2ed., elle est
biholomorphe entre des voisinagesdgeet dew, = f(z).

Démonstration. Avec z etw remplacés pat — z, etw — wy dans le Théoreme 7.6, la condition
a; # 0 devientf’(zy) # 0. O

Exemples.La fonction f(z) = 2% (voir Fig. 1.5) est localement biholomorphe dans un voigiaa
de chaquey, # 0. Pour la fonction de Joukovski onjd(z) = (1 — z~2). Elle est localement
biholomorphe pout, # +1 (voir Fig. 1.7).

1.8 La fonction exponentielle et le logarithme

Etudions en détail quelques fonctions analytiques: lation exponentielle, son inverse le loga-
rithme, les fonctions trigopnométriques et les puissacoasplexes.

Fonction exponentielle.A part les polyndmes et les fractions rationnelles, la famcexpo-
nentielle est la fonction holomorphe la plus importantée Ekt définie par la série
2 23 24 00 Zk

z
expz:1+z+§+§+i+...:k_og (8.1)

dont le rayon de convergence @st oc.
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Avec la fonction exponentielle, il est naturel de consal@ussi les fonctions trigonométriques

22 24 [e'S) (_1)k ok
o (8.2)
. 2 +25 i i (=1)* 2k+1 .
SNz (= 2 — — vy . = -z
3l " Bl Z 2k + 1))

qui sont egalement définies pour taue € par ces séries. En remplacamariz dans (8.1) et en
rassemblant les termes sans et avec le fa¢teur obtient laformule d’Euler(1748)

exp(iz) = cosz + i sin z pour toutz € . (8.3)

Ce réarrangement de la série (8.1) est permis car elleecgenabsolument. Commes(—z) =
cos z etsin(—z) = —sin z, on arrive a exprimer les fonctions trigopnométriquesemes de la
fonction exponentielle de la maniére suivante:

cosz = %(exp(iz) + exp(—iz)), sinz = %(exp(iz) - exp(—iz)). (8.4)

Equation diff érentielle. Par differentiation terme par terme, on voit que la fontgaponentielle
w = exp(cz) (avecc € (') est solution de I'équation differentielle

dw
dz
Cette propriété est caractéristique pour la fonctiopomentielle, car siv = f(z) = ag + a1z +
asz? + ... satisfait (8.5), on a nécessaireménj, = ca;_;. Cette formule de récurrence donne
ar = apck/k! et on trouve ainsi la fonction exponentiell§z) = agexp(cz) comme la seule
solution de I'équation différentielle satisfaisgft)) = ay.
Une autre propriété caractéristique est donnée dah&teéme suivant.

= cw. (8.5)

Théoreme 8.1 (tleoreme d’'addition) Soit f(z) = ag + a1z + a»2* + ... donrée par une &rie
avec un rayon de convergenge- 0 et avecu, # 0. Alors f(z) satisfait la relation

fz4+w) = f(2)f(w) pour z,w avec z,w, z + w € D,(0) (8.6)
si et seulement sf(z) = exp(cz) avec urc € .

Démonstration. Avec le produit de Cauchy on a démontré au paragraphe k7lajfionction
f(z) = exp(cz) satisfait (8.6) (voir aussi I'exercice 27). Pour voir qléeest la seule fonction
satisfaisant (8.6), nous dérivons cette relation pargggpo, ce qui donnef’(z+w) = f(2)f (w).
En posantv = 0 on voit quef(z) satisfait 'équation différentielle (8.5) avec= f’(0). On a
doncf(z) = apexp(cz). Mais, pour que cette fonction satisfasse (8.6) il fautque: 1. |

Ce théoreme d’addition combiné avec la formule d’Eu8eB8) donne pout = = + iy que
expz = exp(z +1y) = exprexp(iy) = expx (cosy + isiny). (8.7)

Comme nous sommes familiers avec les fonctions réetles, cos y etsin y (avec argument réel),
cette formule nous permet de mieux comprendre I'applicafi@) = exp z illustrée en Fig.1.14.
Les lignes verticalesz( = Const) sont envoyées sur des cercles avec raggnz, les lignes
horizontalesy = Const) sur des rayons partant de I'origine avec un angl®e plus,exp z # 0
guel que soit € (.

On sait que les fonctionsn y et cos y sont2r-périodiques. Ceci implique que

exp(z + 2kmi) = exp 2z pour toutk € Z etz € (. (8.8)
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FIG. 1.14: La fonction exponentielle et le logarithme

Théoreme 8.2 Pour toutn € IR, la fonctionf(z) = exp z est biholomorphe comme application
entre

{zeC;n—n<Imz<n+r} et C\ R,
ou R, = {z = rexp(in £im); r > 0} est le rayon partant de I'origine avec angjet .

Démonstration. Surjectivét Prenonsu, € €'\ R, et écrivons ce nombre complexe en coordonnées
polaireswy = r(cos ¢ + ising) (r > 0 ety # n £ wmod2r). Avecz, := logr + i + 2kmi (ou
k est un entier) on a que&p 2z, = wy. |l suffit de choisirk afin quey + 2k soit dans l'intervalle
ouvert(n — m,n + m) pour conclure la surjectivité de I'application exponetié.

Injectivite. Soit exp zyp = exp z; aveczy = ro+1iyp, 21 = r1+1y; €t n—m < yo,y1 < n+n. La
formule (8.7) implique que; = z, (carexp x1 = | exp z1| = | exp 20| = exp ) €ty; —yo = 2k
avec un entiek. Comme la distancly; — yo| est strictement plus petite qe, il en suitk = 0 et
I'injectivité de I'application.

Holomorphie. La fonction f(z) = exp z est analytique et donc holomorphe gtir Comme
f'(z) = exp z # 0 partout dansl’, le théoréme d’inversion local (Corollaire 7.7) impl&que la
fonction inverse est aussi holomorphe. O

Le logarithme. Le but est de définir le logarithme comme application ingets la fonction
exponentielle. Pour ceci il faut restreindre le domaine é@éndion deexp z, par exemple, a la
bandeB := {z € '; —7 < Imz < 4=} (voir le Théoreme 8.2). On obtient alors

Logz :=log|z| +iargz (8.9)

ou I'argumentarg z est choisi pour que-7 < argz < 4. Cette fonction, qui est holomorphe
par le Théoreme 8.2, estltmanche principale du logarithmeElle est définie su€' \ R, et elle est
souvent notée Log (avec un L majuscule).

On peut aussi définir le logarithme comffioaction multivalée

log z :=log|z| + i arg z + 2kmi avec ke Z. (8.10)

Il faut faire attention, calog = n’est pas un seul nombre complexe mais un ensemble de nombres
complexes. Quel que sditdans (8.10), on exp(log z) = z. En contraste avec Lag I'expression

log z est définie sur tout le plan complexe (a I'exception dedjime). Pour un nombre réel négatif

on alog(—x) = logx + (2k + 1)mi (siz > 0).
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Equation diff érentielle. Soit f(z) = logz la fonction (8.10) avec ur fixé (par exemple,
f(z) = Logz), ou une des fonctions inverses de la fonction exponeatieie au Théoreme 8.2,
alors f(z) est holomorphe et on axp(f(z)) = z. Une différentiation par rapport 2 donne
exp(f(z))f'(z) = 1. Enconséquence, lafonctian= log z est solution de I'équation differentielle

1
dw _ 1 (8.11)
dz z

La valeur initiale estv(1) = 0 pour la branche principale et(1) = 2kni pour les autres branches.

Deeloppement en érie. Avec I'argumentz remplacé pai + z on voit que Log1 + z) est

solution de I'équation differentiellé” = 1/(1 + z) =1 — z + 22 — 2* + ... . Une intégration,
terme par terme, donne alors ) 5 A
Log(142) = 2= S+ ——+...  pour|z] <L (8.12)

La relation fonctionnelle. Le théoréme d’addition pour la fonction exponentiell@lique que
exp(log(zw)) = zw = exp(log z) exp(log w) = exp(log z 4+ log w) . On en déduit que

log(zw) = log z + logw + 2kmi (8.13)

pour deux nombres complexes non nuls. L'entiezst déterminé par la branche du logarithme
choisie. Si I'on considere deux nombres complexes déns R, et la branche principale du

logarithme, on a , .
2w Sl argz +argw < —7

Log(zw) = Logz + Logw + { 0 Si argz +argw € (—7, 7] (8.14)
—2mi  Si argz 4 argw > T

En particulier, on aog 2™ = nlog z + 2kmi pour des entiers et donc aussi” = exp(nlog z).
Cette formule est la motivation pour considérer aussi désspnces complexes.

La puissance complexe.Pour un nombre complexe € € et pour la variable complexe
z # 0 nous définissons
2¢:=exp(clog z). (8.15)

Ici, la fonctionlog =z est multivaluée. Ceci signifie queé est aussi multivaluée en général. Pour
chaque branche deg z, cette fonction est holomorphe comme composition des i@mstolo-
morphes. Considérons quelques cas particuliers:

e Sic = n estun entier positif, on & = z - ... - z (n fois); cette valeur est unique;

e Sic = —n est un entier négatif, on& = 2z~ - ... - z~! (n fois); cette valeur est unique;

e Pourc = 1/n, la valeurz© représente les solutions dev™ = z, et on les obtient en prenant
une solution et en la multipliant pakp(2k7i/n) (k = 0,1,...,n — 1) qui sont lexiémes
racines d'unité;

e Sic € IR\ @ estun nombre irrationnel (par exemple= \/2), I'expression:*© représente
une infinité des nombres complexes; ils sont denses surdéec@/ec rayonz|© centré a
I'origine;

e Sic e €\ IR, I'expression:© représente une infinité des nombres complexes; ils stu@ssi
sur une spirale et donnés p#r= exp(cLogz) exp(2kmic) pourk € Z.

Echangeons maintenant les rdles-ds > dans (8.15) et considérons
¢® = exp(zLogc). (8.16)

Cette fois il s’agit d’une vraie fonction, car on a fixé Loegomme la valeur de la branche princi-
pale. Avece := exp(l) = 2.71828...,0n a Loge = 1 et donc aussi® = exp(z - 1) = exp(z).
Ceci justifie la notatior® pour la fonctiorexp z.
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Exercices

Calculer les deux racines du polyndme
224+ (1+4i)z—(5+1i)=0.

Ecrire le nombre complexe = —2 + 2i en coordonnées polaires et calculge (trois solutions).

En utilisant la formule de Cardano (voir [HW, p. 7]) caleula solution réelle de I'equation
2 —z+41=0.

Vérifier le résultat avec un logiciel comme Maple.

. Considérons une applicatidR? — IR?: <9y”> — <“(5'3’y))_

v(z,y)
Avec lidentification ¢ ~ IR? de (1.3) elle peut &tre écrite sous la forme= f(z).
Exprimer f(z) en termes de, v etz = = + iy.

Décrire géométriguement les parties du plan complétimies par

a) |zl <1, |z+1<1, Jz-1]<1,
b) Rez > —-1/3, Rez+3Imz <4,
C) 3r/4 <argz < bm/4.

Lesquels des ensembles de I'exercice 5 sont ouvertsegetmrnés, compacts ?
Poura, c € IR etb € € considérons I'équation
azZ +bzZ+bz+c=0.
Montrer que cette équation représente un cercle dasisa # 0 et |b|? > ac. Discuter le cas = 0.
Que se passe-t-il $|? < ac?

Avec lidentification ¢ ~ IR? de (1.3) chaque applicatiolk-linéaire IR> — IR? peut &tre écrite
sous la forme
f(z)=Xz+puz (9.1)

avech, u € € (uniguement déterminés).
Montrer gu’une application (9.1) satisfait
C-linéaire & f@) =1if(1) & w="0.
Etudier la fonctiony = f(z) = 2! et demontrer que cette fonction conserve les cercles;dc,-
'image d’un cercle est un cercle.

L'image d'un cercle{z ; |z —a| = r} par la transformation de Cayley (2.7) est de nouveau uneercl
(ou une droite). Déterminer son centre et son rayon.

SoitD = {z; |z| > 1}, I'exterieur de cercle unité. Demontrer que la transfdafomade Joukowski

f:D—C\[-1,1] définie par z|—>w:%(z+l),
z
considérée comme application fledans' \ [—1, 1] est surjective et injective. Etudier I'application
inverse f~! : w — 2. Dessiner les images inverses des ligneswlm Const (€coulement "poten-
tiel” autour d’un cylindre).
Indication. Limage de z = cos ¢ + isin ¢ eSstw = cos .

Décomposer la fonctiom = f(z) = z* en partie réele et imaginaifx + iy) = u(x,y) +iv(x,y).
Calculer les dérivées partielles et vérifier les éqratide Cauchy—Riemann.
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14. Soit u(z,y) = x* — 62%y* + y* donnée. Trouver toutes les fonctiongr, y) qui satisfont avec
u(zx,y) partout les équations de Cauchy—Riemann.

15. SoitU unouvertdel’ et f : U — €' une fonctionC-différentiable. Montrer que la fonction
9(z) = f(2)
est¢-differentiable sur = {z € €'; z € U}. Quelle est la dérivée dgz)?

16. La fonction carrég(z) = 22, vue comme applicatio®™ — €\ (—oo, 0], est bijective. Montrer
que la fonction inversg¢ —!(w) = \/w est holomorphe.

17. A chaque matrice complexe = (CCL Z) avec(c,d) # 0 nous associons la fonction

az+b
cz+d

fa(z) =

Montrer que

fap=faofp  c-ad.  fap(z) = fa(fp(2)).
En déduire que, pour# 0 etdet A # 0, la fonction f4(z) est biholomorphe entr@ \ {—c~'d} et
€\ {c'a}. Quelle est la fonction inverse g (z)?

18. En utilisant le corollaire 3.3 démontrer que la fonetio
log z :=log |z| + iarg z
est holomorphe suf’ \ (—o0, 0].
19. Trouver une solution(z,y) du probleme de Dirichlet suivant:
Au=0 surQ=10,1] x [0,1], u(z,0) =u(0,y) =0, wu(z,1)=z, u(ly) =uy.
Idée.Considérer la partie réelle (ou imaginaire) d’'une fometholomorphe (polynomial trés simple).

20. Déterminer le rayon de convergence de la série bidertias IR)

(1+2)° ::1+sz+8(871) 22+.”+3(3—1)-...;(3—1{4—1) F = i<s>zk.
2l Rl 2\ k

21. Déterminer le domaine de définition de la fonction dedeéd’indice zéro définie par

o (F
Jo(z) = l;)mz%.

22. On sait que la séri@ 2, ax(z — i) converge pour = 4 et diverge pour = —8. Que sait on au
sujet de la convergence ou de la divergence des sériesmg?a

o0 o0 o
> ap(l+ i)k, > and®, D D (=1)Farsk
k=0 k=0 k=0
23. Déeterminer les coefficients de la série
2
24+ 11z -2
= ayt+arz+arz+azd+. .. (9.2)

(22 —1)(2%2 —4)

et calculer le rayon de convergence de la série ainsi obtenu

Pour une fraction rationnelle arbitraire, deviner une folerpour le rayon de convergence.

Quel est le rayon de convergence de la série qu’on obti#nngiéveloppe la fonction de (9.2) autour
du pointc = 1?

Indication. Décomposition en fractions simples.
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24. Soient{a,}, {b,} deux suites dan#k. Supposons qudim b,, existe et que cette limite est non-
n—oo
negative. Alors on a toujours
lim sup(a,b,) = limsup(ay) - lim (by,)
n—o00 n—00 n—0o0
(om a utilisé ce résultat dans la preuve du théorémeastirdifferentiabilité d’'une série entiere).
Montrer par un contre exemple que I'affirmation
lim sup(a,by,) = limsup(a,) - limsup(by,)
n—oo n—oo n—oo
est fausse en général.
25. Soit f(z) = ag + a1z + a2z + a3z’ + ... donnée par une série aygnt> 0 comme rayon de
convergence. Démontrer que

2 3 4 00 k+1
z z z z

Fiz)=az+a1—+a—+a3— +...= E ag

2 k=0

3 4 E+1

est une primitive def(z) surD,(0), c.-a-d., le rayon de convergence de cette sérip esbn a que
F'(z) = f(2).

26. La fonctionarctan z est la primitive def(z) = (1 + z2)~! qui s'anulle pourz = 0. Calculer les
coefficients de la série pourctan z.
Résultat. arctanz =z — % + z5—5 — Z—77 +....

27. Démontrer que
exp(z +w) = exp z - exp w.

28. Exprimer les fonctionsin z et cos z en termes dexp(iz) et exp(—iz) et utiliser le résultat de
I'exercice 27 pour démontrer la formule

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw.

29. Calculer les cing premiers termes de la série ptun = exp(slog(1 + z)) et comparer les avec la
série de I'exercice 20.

30. Soitw = arcsin z. Inspirez vous du dessin (qui lui méme
est inspiré d'un dessin de Newton 1669) pour voir que

d 1
—w = —— = (1—22)_ .
dz /1 —=22
Insérer pour cette derniere fonction la série binométle
obtenir par intégration la série (de Newton) pauitsin z.

Déterminer le rayon de convergence.

I

31. Lesnombres de BernoulBont les coefficients de la série

z B B B B
:B0+—12—i—2—|222—|—3—?z3+4—:1z4—|—.... (9.3)

a) Démontrer la formule de récurrence

k k k
<O)Bo—|— (1)Bl+...+ (k—l)Bk_l =0

et calculer les premiers dix nombres de Bernoulli.

b) En observant que
z z z /2 4 e7%/2
12 g

démontrer que3; = 0 sij > 1 estimpair.

(9.4)
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

c) En remplacant pariz dans (9.4) trouver les coefficients de la série pour

cosz 1 & w 22 Bay oy
tr= - _)k 22k k-1 9.5
T ne 2 +kz::1( ) (2k)! ‘ (©-5)

d) Vérifier I'identité tan z = cot z — 2 cot(2z) et en déduire la formule

> 22k(22k _ 1)B2k 3
tanz = kz_:l(_l)kH o] 221 (9.6)

Déterminer les premiers termes de la série paur de plusieurs maniéres differentes:

a) comme le quotient des deux séries damnsz = sin z/ cos z;

b) comme fonction inverse de la série pauttan z (utiliser les formules pour la composition des
séries);

c) comme solution de I'equation differentieltle’ = 1 + w? (justifiér cette équation differentielle).
Soientp, > 0 etp, > 0 les rayons de convergence des séries giouy et g(w) et soitf(0) = 0. La
démonstration du théoreme 7.3 (composition de sémesitre que la série pour la fonction composée
g(f(z)) posséde un rayon de convergence

p> min(pa, sup {r‘ i ]aklrk < pb}).
k=1

Calculer cette estimation du rayon de convergence powelse de la sérieos 2 :

1 1 ol £(2) 22 2 n 20
= )= ——+-—"F—....
cosz 1— f(2) 214! 6!
Résultat. log(2 + v/3).
Montrer que I'équation cubique
22 —3z—w=0 9.7)

possede une solution unique procheldg w et suffisamment petit. Plus précisement, il existe des
voisinagesU de zg = 0 etV dewy = 0 tels que pour toutv € V il existe un uniquez € U
satisfaisant (9.7). Devéloper cette racine en puissathees(calculer les premier3 termes).

Déterminer toutes les racines complexes des éqgatigmantes:
sinz =0, cosz =0, exp(2z) —bexpz +4 =0.

Devéloper la fonctiorf (z) = log z (branche pricipale) en série autour d’'un poigte ¢ qui n'est
pas sur I'axe réel négatif. Quel est le rayon de convergeleccette série?

Une exercice difficile Demontrer, par récurrence, que pout tewt ¢ et pourn > 2 on a
Z\" " 1 E—1\ 2F
(1+5) = 1+z+§2(1—g)-...-(1—7)ﬁ
En déduire que pour tout nombre complexe
lim (1 + E)n = expz.
n—oo n

Démontrer poufr| < 1 que

i 1+
arctan x = — log ( )
2 1—x

a) a l'aide de la formule d’Euler appliquéeia= tan z = sin z/ cos z;
b) a l'aide de séries entiéres poarctan z et log(1 + z).
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39. Démontrer les identités (d’Euler 1746 et de Johanm@&sli 1702)

Z'Z — 677'('/2’ 627‘(‘/2 — ’L

Quelles autres valeurs poiirete'™/2 pourrait-on imaginer?

40. Pour ur fixé (par exemplez := 1 + 1), les valeurs représentées pdr -9 sont toutes sur une
spirale. Donner cette spirale en coordonnées polairesladarmer = s(p).

FIG. 1.15: Les valeurs dél + )11 (Exercice 40).



Chapitre |l

Calcul integral et theorie de Cauchy

“Was soll man sich nun befi px - dz fur =a+ ib denken?. .. Ich behaupte nun, dass das
Integral [ pz - dx nach zweien verschiedn&rbergangen immer einerlei Werth erhalte.”
(C.F.Gauss 1811, lettre & Bes3&krke8, p.91)

“L'intention de Cauchy, proclamée dans I'introductions® mémoire, était de rendre rigoureuse
une méthode d'intégration utilisée déja par Eulerugtaut par Laplace. .”
(B. Belhoste Cauchy p. 179, en parlant de Cauchy 1814)

Le “Mémoire” reconnu comme “le plus important des travaex@auchy” est intituléMémoire
sur les inégrales @finies, prises entre les limites imaginairpsiblié en 1825, en quelques exem-
plaires, et inclus seulement en 1974 dansJesvres de Cauchigf. [Remmert 1991])).

Le but de ce chapitre est de donner un sefi$ &(z) dz ol ¢y, c sont des nombres complexes
reliés par une courbe etest une variable complexe. La théorie du calcul intéegoatglexe nous
permet de mieux comprendre les fonctions holomorphes éttanees introduites au chapitre 1.

1.1 Chemins et courbes

Comme motivation de la définition suivante, considérons fourmi se promenant sur le plan
complexe. On peut décrire son chemin en donnant & chagtaninla position de la fourmi, i.e.,
les deux coordonnéest) ety(t).

Définition 1.1 Uncheminou unecourbe pararétréeedansC ~ IR* est une fonction continue d’un
intervalle fermé dané’, c.-a-d.,y : [a, b] — IR?. Nous supposons en plus qu@) est continiment
differentiable par morceaux.

Voici quelques exemples simples: Ay Ay

e Des fonctiong) = f(z) etz = g(y) f(t);U'\/\ "

peuvent étre écrites sous la forme N

V(t) = (fft)) resp.y(t) = (g(tt)>_ f tT 0 T

cost,sint)

e Un cercle dans le plan est donné péat) = (E:E )
e Soientey, ¢y, c3 trois points dan€’. Le bord du
triangle formé par ces trois points est décrit par

c1 + 3t(ey — 1) sio<t<1/3
y({t) =q o+ Bt —1)(c3 —c2) sSi 1/3<t<2/3
3+ (3t —2)(c1 —c3) si2/3<t<1.
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Chemin renvers. Soity : [0,1] — € un chemin dang’. On dénote pat—~) : [0,1] — C'le
chemin parcouru dans le sens inverse. Il est donné-pay(t) := v(1 — t).

Chemin compo®. Soit+, : [0,1] — € unchemin ety : [0, 1] — € un autre aveg,(0) = v;1(1).
Alors nous écrivons pour lehemin compdsdes deux cheming = ~; + 7, en posant

(2t si 0<t<1/2
7(lﬁ)_{jm(%—n si 1/2<t<1. (1.1)

On peut aussi composer plusieurs chemins si le point final 7 Y4
d’'un chemin est égal au point de départ du chemin suivant. 71 3
On utilise la notation; +vs+. . .+,

Définition 1.2 (courbe) Deux cheminsy : [a,b] — IR® etd : [c,d] — IR® sontéquivalents
s'il existe un diffeomorphisme’ : [a,b] — [c,d] (bijective ety ainsi quey~! continlment
différentiables) tel que = § o ¢, i.e.,y(t) = 6(¥(¢t)).

Une courbeest une classe d’équivalence de chemins. UCowarbe orienée est une classe
d’équivalence de chemins pour la relation précédente astrictement croissante.

Yy
Y ;&;g: 0
X
y ot o 4

a C

VA

Exemple.Les deux paramétrisations

4

cost
v(t) = <sint>’ 0<t<m, ’,
—S
représentent le méme demi-cercie={ ¢)(t) = — cost dans la Définition 1.2). En interprétant le

parametre respectivement comme le temps, on observe que la courbe est parcourue agec un
vitesse constante lors de la premiere paramétrisatiors de la deuxieme, la partie au sommet est
parcourue moins vite que les parties a gauche et a droite.

Pour une courbe paramétrée [a,b] — ', considérons une subdivisidiy, t1,...,tx} de
l'intervalle [a, b] et les points correspondants sur la courbe. Une approximat la longueur
d’arc est la longueur du polygone reliant les poits), v(t1), - .., v(ty). On obtient donc, en
utilisant le théoreme de Lagrange,

B v(to)
Nl . y(t)
longueur~ 3 [(tis1) = Y(t:)| i) .
i=0 e T
N—-1 Tf}/
~ D 1) (tien — t). totrte -tV
i=0 (R e

Ceci est une somme de Riemann. La limite quand; |t — ¢;|] — 0 donne alors la longueur
cherchée.

Définition 1.3 (longueur d’arc) Lalongueurde la courbe paramétrée: [a,b] — € est

1) = [ ol

Un changement des coordonnées=( ¢'(¢)) montre que cette définition est indépendante du
représentant d'une courbe. De plus, oh(a) = L(v) et L(y1 + v2) = L(v1) + L(72).
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Exemple.Considérons la parabole= x? paramétrisée pay(t) = (¢,t*)7.
Commey(t) = (1,2t)T, on obtient pour la longueur d’arc entre= 0 ett = 1

L(fy):/01\/1+4t2dt:...z?Jrilog(Q—i—\/g).

II.2 Int égrales curvilignes

Le probleme consiste a donner un sens a une integralelesey;, f(z)dz olcy = ag + iby,
¢ = a + ib etz parcourt un chemin(¢) reliantc, avece.

Ay

FIG. II.1: Chemin pour intégrale curviligne et un dessin derRa@n [Neuenschwander 1996]

L'idée est de placer sur la courbe une suite de peints z, 21, . . ., 2z, = ¢ (Fig. 1.1) et de poser
/ f(2)dz :=lm(f(z0) (21— 20) + f(21) (22 = 21) + ..+ f(zn) (2n = 201)) (22)
Y

ou la limite est prise sur des subdivisions de plus en plesfiae la courbe. Supposons que la
courbe soit déterminée par une application[a, b] — €, qui soit continment différentiable par
morceaux. Inspirés pay, = ~(tx), pour lesquelgy 1 — zi ~ Y(tx) « (tpe1 — tr) Sitrper — tx

est suffisamment petit, I'expression de (2.1) devient umense de Riemann. Ceci sert comme
motivation de la définition suivante.

Définition 2.1 (intégrale curviligne) Soit~ : [a,b] — € une courbe paramétrée qui est con-
tiniment différentiable par morcealuat soit f(z) une fonction définie et continue sur le support
v([a, b]) de la courbe. On définit alors I'intégrale curviligne comm

b
[ 1@ == [ o) (2.2)

On doit maintenant montrer que cette intégrale curviligatbien cefinig c’est-a-dire qu’'elle
est indépendante du choix de la paramétrisation de ldbeanientée.

Théoréeme 2.2 Soienty(t) et §(s) deux chemingquivalents (Bfinition 1.2) et soit)(t) stricte-

ment croissante. Alors on a _ _
[ 1)z = [ 1) a
¥ 3

De plus, l'inegrale curviligne est ligaire par rapporta f et satisfait

/_Vf(Z)dz:—/vf(z)dz et /Wlﬂzf(z)dz:Alf(z)dz+A2f(z)dz_

1Le cheminy : [a,b] — € est differentiable par morceaux, s'il existe un partage ap < a1 < ... < a,, = b
tel que la restiction de(t) sur[ax—1, ax] €st continiment differentiable pour tdut= 1,. .., m. Dans cette situation,
l'intégrale de (2.2) doit etre interprétée comme la sogrdes intégrales sur les sous-intervalles.
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Démonstration. Les deux chemins sont équivalents par) = §(¢(t)). La substitutions = ¢(t),
ds = 1(t) dt donne alors

/5f(z) dz:Ldf(d(s))é(s) ds = ...:/abf(y(t))ﬁ(t) dt:[yf(z) dz.

Les formules pour les chemins renversés et composés Btamues de la méme maniere. O

“Wiirde auch das Integrd}, 5 (¢ )~1d¢ verschwinden, so gabe es keine Funktionentheorie!”
(R. RemmertFunktionentheorie1983)

Exemple 2.3 Soitv(t) = ¢+ re' pourt € [0, 2xr] une paramétrisation du cercle avec rayan 0
centré au point € ¢'. Pour un entien, on a

0 sin#-1
—o)tdy = - 2.3
/y(z )" dz {27Ti Ssin=—1. (2:3)
Ce résultat est obtenu par un calcul direct (la dernigedig® uniguement pout # —1)
' 2r ) . potl o
/(Z _ C)n dz = / (Telt)niTGZt dt = Tn—i—l/ z(n+1 dt = 6Z<n+1)t .
v 0 0 n+1 0

Théoreme 2.4 Soitv : [a,b] — € un chemin qui est contiment diférentiable par morceaux et
soit f(z) continue sur le support dg, c.-a-d., sury([a, b]). Alors, on a

‘Af(z)dz‘§M~L(7) o M = max |f(y(1))l.

t€(a,b]

Démonstration. Siv(¢) est continment difféerentiable, on a

]/f(z)dz\: / i(t) dt| < /|f )|dt<M/ ()| dt = M - L(7).

% a

Dans le cas ou(t) est seulement continiment difféerentiable par morceddaut appliquer ce
raisonnement a chaque sous-intervalle ou la fonction@ginGment différentiable. 0

1.3 Existence des primitives

Le théoreme fondamental du calcul differentiel d&#®xprime le fait que chaque fonction con-
tinue f : [a,b] — IR possede une primitive'(z) et que/’ f(z) dz = F(b) — F(a). Nous allons
étudier si ce résultat reste vrai dafis

Définition 3.1 (primitive) SoientU C € un ouvertetf : U — € continue sutl/. Une fonction
holomorpheF'(z) s’appelle ungrimitivede f(z) si F'(z) = f(z) surU.

Théoreme 3.2 Supposons qu’une fonction continfier) pos&de une primitivé’(z) dans le do-
maineU C C'. Alors, _
[ ) dz = F(e) = F(e) (3.1)
y

pour chaque chemin : [a,b] — U pour lequel le point initial et le point final sont respectivent
o ete, c.-a-d., pour lequety(a) = ¢y ety(b) = c (voir Fig. 11.2).
En particulier, on a la condition @écessaire

[ #z)dz=0 (3.2)

pour chague chemin fe@nc.a-d.,v(a) = v(b).
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Démonstration. Si(t) est continiment différentiable, I'affirmation est uneséquence de

[ 1= [ fo@pr = [ Pe@yiod = Fao), = Fe - Fla).

Si v(t) est seulement continlment différentiable par morceadauyt faire le méme calcul pour
chaqgue sous-intervalle et additionner les expressions. m|

Ce théoreme montre une énorme différence entre le Icatagral dansiR et celui dansl'.
Tandis que chaque fonction continue possede une prindaws /R, ceci n’est pas vrai dang.
Par exemple, la fonction continy&z) = z ne satisfait pas (3.2) et ne peut donc pas avoir une
primitive (prendre le chemin ferm&(t) = re' pourt € [0,27]). M&me la fonction holomorphe
f(2) = (2 — ¢)~! ne posseéde pas de primitive dang(c) \ {c} (voir I'exemple 2.3).

Par contre, une fonctiorf(z) = ag + a1z + azz® + ... avec rayon de convergenge> 0
possede une primitive su?,(0). Elle est donnée par

2 23 24

F(z):aoz+a1%+a2§+agz+... (3.3)
(intégration terme par terme). Ceci est une conséquemddédoreme 1.6.1.
Le théoréeme suivant montre que la condition (3.2) estiaugBsante pour I'existence d’'une
primitive. Nous donnons la preuvelSiest undomaineétoilg, c.-a-d., siU est ouvert et s'il existe
un “centre”C' € U tel que pour tout € U le segmeniC, z| :== {(1 —t)C +tz; 0 <t < 1} est

entierement dans (voir Fig. 1.2 a gauche).

FiG. 1l.2;: Domaine étoilé et illustration du Théoreme 3.2

Théoreme 3.3 (criere d'intégrabilité) SoitU un domainettoile de “centre” C. Supposons que
f U — € soit continue. Si pour chaque triangleayantC' comme sommet onfg, f(¢) d¢ =0
(OA étant le bord du triangl&\), alors f(z) pos&de une primitiveé”'(z) qui est donie par

F(z) = /[Cz]f(g)dg pour zeU.

En particulier, on a (3.2) pour chaque chemin fé&raansl.

Démonstration. CommeU est un domaine étoilé, la fonctioki(z) est bien définie. Fixons
maintenant, € U et considérons € U proche de, tel que le triangle avec sommeis 2, z est
entierement dang. L'intégrale sur le bordC, zo| + [20, 2] — [C, z] de ce triangle est zéro. Par

conséqguent, on a ,
F(z) = F(z) + [ ]f(C)dC-

20,2

En écrivantf(¢) = f(z0) + (f(¢) — f(20)), cette formule devient
F(2) = F(a) + f(20)(z = 20) + [ (F(O) = 7)) e,

dontl'intégrale peut étre majorée panx ¢/, . | f({) — f(zo)| |z— 20| (voirle Théoréme 2.4). La
fonction F'(z) est donal-differentiable aved” (z) = f(z0), Car maxce[z,- | f(¢) — f(20)] — 0
Siz — z, par la continuité def(z). O
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1.4 Th éoreme fondamental de Cauchy

Le but de ce paragraphe est de déemontrer que chaque fohdli@morphe est intégrable, c.-a-d.,
possede une primitive. Jusqu’a maintenant nous savaismsent que les fonctions analytiques
sont intégrables.

Théoreme 4.1 (lemme de GoursatSoit f(z) une fonction holomorphel{-differentiable) dans
un ouvertU C €. SioA estle bord orier# d’'un triangleA C U, alors

/aA f(z)dz = 0. (4.2)

Démonstration. (E. Goursat,Acta Mathematicad, 1884; A. PringsheimJrans. Amer. Math.
Soc2, 1901). La preuve de Goursat s’appuie sur des rectandidéelde Pringsheim est d'utiliser
des triangles qui rend la preuve directement applicablesaddmaines étoilés.

Soit alorsA un triangle et soitf holomorphe sur un voisinage de (voir Fig.1l.3). Nous
devons déemontrer (4.1). Al'aide des centres de chacurraiesbtés, on découpk en 4 triangles
semblables, mais deux fois plus petits. De ces 4 triangtess an choisissons uf;, pour lequel
l'intégrale (4.1) est maximale (en valeur absolue). Eresoous continuons de subdiviskr de la
méme facgon et arrivons a une suite> A; D Ay, D Az D ... avec

f(2) dz‘ < 4‘ f(z) dz’ <. .. < 4”’ . f(z) dz’ <. ... (4.2)

‘ 0A 0A1

Lintersection de cette suite contient un poigt car lesA; sont compacts. Commgz) est(-
différentiable erxy, nous avong (z) = f(z0) + f'(20)(z —20) +7(2) - (2 — z0) OUT(2) est continue
enz, etr(z,) = 0. Cette formule, insérée dans l'intégrale, donne

de=f(0) [ et [(0) [ (z=z)dzt [ n()-(z—z)dz (43
Lo f@dz=1G0) [ det fe) [ (-z)det [ r()-(-)dz (@43)
Les deux premiéres intégrales sont nulles, car les fonsti et (- — z,) possédent une primitive.
Estimons encore la derniere: la continuitérde) en z, signifie que pour tout > 0 il existe un
d > 0tel que|r(z)| < e pour|z — zy| < 6. Prenons alors assez grand pour qu®,, C Ds(2).

FiG. 11.3: Preuve de Goursat—Pringsheim pour un triangle
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Alors |z — zp| < Const - 27" et L(0A,) < Const - 27™. On peut alors majorer la troisieme
intégrale de (4.3) a l'aide du Théoreme 2.4 et aveciliestion (4.2) on obtient

‘ A f(2) dz‘ <4".e-Const-27"- Const - 27". (4.4)

Le ¢ étant arbitraire, cette intégrale doit étre nulle. O

Nous sommes maintenant en position de déemontrer le eéguinhcipal de ce chapitre.

Théoreme 4.2 (Cauchy 182550itU C €' un domaineetoile avec centre’, et soitf : U — €
une fonction holomorphe dai& Alors, f(z) pos&de une primitivé’(z), donrée par

F(z) = /[Cz]f(g)dg pour =€ U.

En particulier,on a [, f(¢) d¢ = 0 pour chaque chemin fer@rdansl.

Démonstration. L'affirmation est une conséquence immédiate du lemme dersao (Théo-
reme 4.1) et du critere d’'intégrabilité (Théorema)3. O

FIG. I.4: Couper un domaine non-étoilé en domaines &oilé

Domaines plus @néraux. Le fait qu'une fonction holomorphe satisfajt, /() d¢ = 0 pour
chaque chemin fermé (et donc I'existence d’'une primitieste valable pour un domaine @
laisse @couper en un nombre fini de domaigsiles(voir Fig. 11.4). Il est néanmoins nécessaire
gue le cheminy traverse chaque “ligne de coupe” dans chaque directiorele@miombre de fois.
Cela est vrai, sile domairié estsimplement connexd@insi, I'intégrale sury se laisse décomposer
(pour les chemins de la Fig. 11.4) en

A:A1+L2+Agzo+o+o:o (4.5)

car, 72 etz sont chacun dans un domaine étoilé.

Remarquons encore que sans conditions sur I'odvgfénoncé du Théoreme de Cauchy n’est
pas correcte. Considérons par exemple la foncfian = 2! sur I'ensemble ouvett = €'\ {0}.
La fonction F'(z) = Logz est une primitive sur le domaine étoif®\ /R~ (plan complexe sans
I'axe réel négatif) mais pas sdr. En effet, la condition nécessaife f(z) dz = 0 n'est pas
satisfaite pour le chemin(t) = ¢% (cercle autour de l'origine).
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Exemple 4.3 (inégrales de Fresnel)Comme premiere ap-
plication du theoreme de Cauchy, considérons

e o]
0l 7 72 3

ou le cheminy se compose de trois parties: @a R le long
de I'axe réel, puis on monte verticalement, et retour sur la
diagonale (voir la figure a droite; les courbes de niveau des
parties réelle et imaginaire g&z) = exp(—2?) sont aussi
dessinées). L'intégrale sus est

IQ — /R e_(R-Ht)?Z. dt = /R €—R2+t2 ‘ e_QiRtl' 5 b (it
0 0
donc o i 1 |
Ll<e ™ [Tefar<e™ [Tetar—e (e - 1) <
0 0 R R

Ainsi, limgr_ .. I = 0, et le Theoreme de Cauchy nous donih@z .., [; = limg_ ., I3. Du
cours “Analyse I” nous savons quéng .., Iy = J5° e dt = V7 /2 [HW, p. 346]. Ainsi nous
arrivons a

/ e~ (8 (1 4 4y gt = g (4.6)
0
En partageant parties réelle et imaginaire, on obtient
/ cos 2% dt = / sin 2t* dt = ?, 4.7)
0 0

et, a l'aide de substitutions,

0 100 1 /m © cost "0 gint T
tht:/ int?dt = /= et ——dt = ——dt = /=, 4.8
/0 COS 0 S1n 5 5 0 \/E 0 \/E 9 ( )

formules affirmées en [HW, p. 131] et démontrées de mamkis élégante qu’en [HW, p. 350].

1.5 Formule int égrale de Cauchy

“La plus belle création de Cauchy, et I'une des plus beltéations mathématiques de tous les
temps...” (Georges de Rham, Discours d’Installation, Lausanne 1943

La Révolution de juillet 1830 entraine la chute de la dyieades Bourbons. Cauchy, royaliste
et ultracatholique, quitte Paris, laissant femme et esfagtts’exile a Fribourg. La, il cherche a
fonder une académie catholique et part pour I'ltalie,lquense trouver le soutien des souverains
réactionnaires. Finalement, soutenu par les jesuitefyioffre a Turin une chaire de “physique
supérieure”. Son enseignement “était de toute confugassant tout d’'un coup d’'une idée, d'une
formule a une autre, sans trouver le chemin de la transit®on enseignement était un nuage
obscur parfois illuminé par des éclairs de génie; maisait fatigant pour des jeunes éleves, aussi,
bien peu purent le suivre jusqu’au bout et de trente qutdse@dt au début du cours, il restait un
seul dernier sur la breche” (vdgelhostep. 130).

A Turin, Cauchy découvre sa célébre formule. Sa preapéiblication est dans un article inti-
tulé Sur la nécanique éleste et sur un nouveau calcul appeklcul des limitedu a I’Académie
de Turin le 11 octobre 1831. La formule est devenue plus atdesen 1841 quand Cauchy la
publie dans le tome 2 de sEgercices d’analyse et de physique né&attatique
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Théoreme 5.1 (formule ingégrale de Cauchy 1831)Soit U un domaineétoileé ety une courbe
fermée parcouranvU dans le sens positif. Soft(z) holomorphe dans un voisinage de I'&th
enceU = U U dU. Alors pour toutz € U

(9]
f(z) = 2—7Ti/w§d<' (5.1)

L MM

x’” A
ey
276* f

FiG. 11.5: Chemin~* pour la preuve de la formule de Cauchy (a droite: manusdegRiemann,
[Neuenschwander 1996, p. 120])

Démonstration. On fixe unz € U. La fonction{ — f(¢)/(¢ — z) dans l'intégrale (5.1) est
holomorphe partout eff, saufen{ = z. On doit donc dter ce point “chirurgicalement”. Séitle
“centre” du domaine étoil& (voir Fig. I1.2), et soita la projection de: a partir deC' sur le bord de
U voir Fig. I1.5 (siz = C on choisit pour un point arbitraire d&U). Le domaind/* = U \ [z, d]
est donc étoilé (pour le méme cen@rg.

La continuité er: de la fonctionf (¢) implique que pour tout > 0 il existe uné > 0 tel que
|f(C) — f(2)| < epour|¢ — z| < 4. Notonsg le cercle centré en de rayons. Nous allons
démontrer que

SO .
/Q_ZC = 2 d¢ = f(z /—d§+(’)) f(2)-2mi+0O(). (5.2

Pour montrer la premiere égalité dans (5.2), nous pret®@rchemim™* = v+ a — § — «
dansU* (Fig. 11.5) et appliquons le Théoréme 4.2 pour le chentinCela donne le résultat désiré,
car les intégrales sura et —a S’annulent.

La deuxieme 'egalit'e de (5.2) résulte du fait ¢fide) est continue. Nous estimons la difféerence

\/f = S| < max, 17(0)~ )] mas

|C—z|=6 ‘g —z

\ L(B) <e % 216 = 2re. (5.3)

La derniere égalité dans (5.2) suit d’'un calcul direahooe dans 'Exemple 2.3. La formule
(5.2) est vraie pour tout > 0. On obtient donc 'affirmation (5.1) en considérant- 0. O

Le pouvoir extraordinaire de la formule de Cauchy (5.1)d€slans le fait que la variabkea
gauche se retrouve a droite dans la simple fofthe z)~! ; toutes les belles propriétés de cette
derniere fonction se transmettent, & travers l'integra n'importe quelle fonction holomorphe.
Elle va nous donner une suite de conséquences surprenantes

Propri été de la moyenne. En prenant commé&/ un disque de rayom > 0 avec centre: et
y(t) = ¢+ rett avecl < t < 2, la formule de Cauchy donne
1 2
fle) = 27 Jo

si f(z) est holomorphe dans un voisinageldg(c). Ceci signifie que la valeuf(c) au milieu du
disque est la moyenne des valeursfde) sur le bord du disque.

flc+ret)dt (5.4)
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1.6 D eérivees sugrieures d’'une fonction holomorphe

L'application la plus spectaculaire de la formule de Cauesiyle résultat suivant qui montre que
chaque fonction holomorphe (c.-a-d:;différentiable) est infiniment'-différentiable et peut étre
représentée par une série avec rayon de convergendi. posi

Théoreme 6.1 (Tleoreme de Cauchy-Taylor) Soit f(z) holomorphe dans un ouvett. Alors
pour toutc € U la fonctionf(z) pos&de un éveloppement erege

e}

f(2)=ao+ai(z—c)+ax(z—c) +azs(z— ) +...= > ar(z — ) (6.1)
k=0

avec coefficients dogs par

1 f(©)
a {AQ??ﬁﬂdC 6.2)

om

Le chemin dans cette igrale esty(t) = ¢+ re, t € [0,27] 000 < r < petp > 0 est tel que
D,(c) C U. La <rie (6.1) pos&de un rayon de convergenee p (p est la plus petite distance
entrec et le bordoU) et elle repésentef(z) dans le disquéD,(c).

Démonstration. On utilise I'identité (1 — ¢) ' =1+ ¢+ ...+ ¢"* + ¢ /(1 — ¢) pour obtenir

Ciz B (g—c)i(z—c)zgic<1—1u)

B 1 N z—c N (z — cC)_kc (z — c)kHt (6.3)
e (O O e (O MM (S0 Lanl ()
Insérée dans la formule de Cauchy (5.1), ceci donne
_ k+1
f(z) = ap+ai(z—c)+...+ap(z — ) + %/ﬁ(g — Z) : (f(—oz dc. (6.4)

Pour démontrer le theoréme, il faut voir que le reste dtée dans (6.4), qu’on dénote pay(z),
converge vers zéro pour toute D,(c). Fixons un telz et choisissons > 0 etd < 1 tels que
|z—c| < 0r <r < p. Alors pour tout{ € yonalz—c| < 6|¢ —c|. AvecM, une borne supérieure
de f(z) surla courbey, etl'inégalité | —z| > |[(—c|—|z—¢| > (1—8)r pour( € ~, I'estimation
du Théoreme 2.4 donne

- i 9k+1-M~L(”}/)
= 2r (1=0)r

ou L(vy) = 2rr est la longueur de la courbe. Ce terme tend donc vers zére-sico et la série
converge verg(z). O

| Bk (2)

(6.5)

En comparant la série (6.1) avec la série de Taylor du fidm@e 1.6.3 on obtient une formule
intégrale pour les dérivées d’'une fonction holomorphe.

Corollaire 6.2 (formule de Cauchy pour la derivée) Sous les hypo#ises du Teoreme 6.1 on a

f(k)(c) _ k_'/vi( e dz (6.6)

2 Jy (2 — )k

Le théoreme de Cauchy-Taylor est la derniere piece daesthéorie qui nous permet de
démontrer I'eéquivalence de trois propriétés fondaraks.
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Théoreme 6.3SoitU C € un ensemble ouvert et : U — (€ une fonction continue. Les
affirmations suivantes soatjuivalentes:
e f(z) est holomorphe dans, c.-a-d., C'-différentiable dang/,

e f(z) est analytique dan¥, c.-a-d., pour toutc € U la fonction f(z) peutétre cevelopige
en une 8rie convergente dans un disqlg(c) avecp > 0,

e f(z) est localement ifgrable, c.a-d., pour toutc € U il existe un voisinage o f(z)
pos®de une primitive.

SiU est un domainétoilé, on peut supprimer le mot “localement” dans la tr@sie propréete,
c.-a-d., f(z) pos®de une primitive sur tout.

Démonstration. Ce théoreme est un résumeé des résultats déja dessdmbir Fig. 11.6). Pour la
preuve de “intégrable implique analytique” on appliquélteoréme 6.1 a la primitivé’(z) de

f(2). O
2 %
7 L
<C /'<°s 7

FiG. 11.6: Equivalence de trois propriétés fondamentales

1I.7 Th éoreme fondamental de I'alg:bre

Ce théoreme affirme que chaque polyndme de degré (0 possede au moins une (et, apres di-
vision, exactement) racine(s) dan€’. Suite a laGéonetrie de Descartes (1638), ce théoreme
a été chaudement discuté pendant des siecles. Plsisippfications (intégration de fonctions
rationnelles (Joh. Bernoulli 1702), équations différeltes a coefficients constants (Euler 1743),
valeurs propres (Lagrange 1770)) ont toujours réaciidiprobleme et conduit a plusieurs tenta-
tives de démonstration. Finalement, Gauss (1799) a cantagte sa these a 4 demonstrations de
ce “Grundlehrsatz”. Une revue sur une centaine de dénaditsis (correctes et fausses) a travers
I'histoire par E. Netto et R. Le Vavasseur se trouve dansycl. des Sc. Maématiqued. I, vol. 2,

p. 189-205, et vaut la peine d’étre consultée.

La démonstration est basée sur les inégalites de Caeickyr le Théoreme de Liouville,
qui sont des conséquences simples de la formule (6.6). itgua le theoreme fondamental de
I'algebre devienne ici un “jeu d’enfants” de quelques égnnous montre une fois de plus la puis-
sance de la théorie que nous venons de découvrir.

Théoreme 7.1 (iregalites de Cauchy)Soit f(z) holomorphe dans le disque,(c). Avec la nota-
tion M(r) := max|,_.—, | f(2)] onapour0 < r < p I'estimation

k- M(r)

T (7.1)

[F®(e)] <

Démonstration. On obtient ces estimations en appliquant I'estimationiigéad” du Théoreme 2.4
al'intégrale dans (6.6) et en utilisah{y) = 2z pour le cercle de rayon |
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Le Théoreme de Liouville est devenu célebre apres ldigation de “Lecons ... faites en 1847
par M. J. Liouville” dans IeCrelle Journal88, (1879), p.277, par C.W. Borchardt. Cependant le
théoreme avait déja été publié en 1844 par Cauchy.

On appelle une fonctiofi(z) entieresi elle est holomorphe sur tout le plan compl@xeDes
exemples sont les polyndmes, les fonctiers(z), cos(z), sin(z).

Théoreme 7.2 (Tleoreme de Liouville) Chaque fonction ertre et borige est constante.

Démonstration. Par le Théoreme de Cauchy—Taylor une fonction entfgrg peut &tre écrite

sous la forme d'une sérig¢(z) = ag + a1z + a»2* + ... avec coefficients, donnés par (6.2).

Commea;, = f*(0)/k!, l'inégalitée de Cauchy (Théoréme 7.1) implique que

M(r)
Tk

lax| < pour k£=0,1,2,...

pour toutr > 0. Si on fait tendre- — oo (par hypothésé/(r) est majorée pad/, indépendant
der), on arrive au, = 0 pourk > 1. |

La mé&me preuve montre aussi que si une fonction entiéisfaatf(z)| < Const - |z|™ pour
|z| = oo (doncM (r) < Const - r™), alors la fonction est un polyndme de degré au plus

Théoreme 7.3 (Tkeoreme Fondamental de I’Algbre) Pour chaque polybme
p(2) = ap2™ + a1 2" .+ ag avec a, € C et a, #0 (7.2)
il existe unz € €' avecp(z) = 0.

Démonstration. Linégalité du triangle appliquée &,:" = p(z) — a,,_12" ' — ... — ay donne

A a
lp(2)[ = 7" <|an| — (¥++|r—2|)) pour |z| =r. (7.3)

Ceci implique I'existence d’uny, > 0 tel que [p(z)| > r"|a,|/2 pour|z| =7 > r.

La démonstration du théoreme est par I'absurde. Suppogaep(z) n'ait pas de racine
dansC'. La fonctionf(z) := 1/p(z) serait donc entiére. La minoration précédente(d¢ montre
alors que

lf(2) < pour |z| =r > . (7.4)
la,|rm
Par compacite ddz € C'; |z| < 1o}, la fonction f(z) est donc bornée partout (cf. [HW, p. 289]).
Cela contredit le Théoréme de Liouville, cAtz) n’est pas constante. O

Si z; est une racine dg(z) = 0, on peut divisep(z) par(z — z;) (algorithme d’Euclide) et on
obtientp(z) = (z — 21)q(z) ou¢(z) est un polyndme de degré— 1. En appliquant itérativement
le Théoreme 7.3 on arrive finalement & une factorisation = a,, - (z — 2z1) - ... - (2 — z,).

1.8 Principe du maximum

On doit ce théoréme a Riemann [1851, p. 22] pour les fonstharmoniques. D’apres [Remmert
1991, p. 259], 'auteur de ce résultat important, pour kedes fonctions holomorphes, est inconnu.
Les premieres traces semblent &tre un article de Sch(it882) et de Carathéodory (1912).

Lemme 8.1 Soit f(z) holomorphe dans un ouveit, continue dang/. Si un pointc € U est un
maximum local déf(z)|, alors f(z) est constante dans un voisinagecde
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dra
NIZE

Fic. 1I.7: Démonstration du Lemme 8.1

N ,/ rotation et /
. _.7° translation P

~ P

Démonstration. Si f(c) = 0, le lemme est évident. Sinon, posohs = |f(c)|. D’aprés
I'hypothése, il existe > 0 tel que|f(z)] < M pourz = c+re', 0 < t < 27. Regardons I'image
de cette courbe placée dans le disque fefl&0). Avec une rotation par 'anglea = — arg f(c)
suivie d’'une translation pa#|f(c)|, nous ramenons le poinf(c) sur I'axe réel et ensuite a
I'origine. Apres cette transformation la courbe est demparg(t) = e~ f(c + re') — | f(c)| ou
g(t) = e (f(c+re') — f(c)). Par la propriété de la moyenne (formule (5.4)) nous avons

/027r g(t) dt = 0. 8.1)

La courbey(t) étant dandD,,(— M), nous avons Re(t) < 0 sauf sig(t) = 0. La continuité de
g(t) et (8.1) impliquent que Rgt) = 0 pour toutt (cf. [HW, p. 233, exercice 5.5]). Mais le seul
point, ou le cercle en question touche I'axe imaginairefeinsi g(¢t) = 0 pourt € [0, 2x] et
f(2) est constante sur le bord d&(c). Le facteurf(¢) peut donc sortir de l'intégrale (5.1), ce qui
entraine qué (z) est constante partout dans ce cercle. O

Rappelons qu’'un ensemblé C €' s’appelleconnexgplus précisemertonnexe par argssi
pour deux points arbitraires, b € U il existe un chemin conting : [0,1] — U dansU avec

7(0) = aety(1) =b.

Théoreme 8.2 (Principe du Maximum, Fonctions Holomorphes)Soit U un ensemble ouvert,
borné et connexe, et sojt(z) holomorphe dang/ et continue dan$/. Si |f(z)] < M pour
z € 0U, alors

lf(z)| <M pourtout z e U (8.2)

sauf si f(z) = Const dansU.

Démonstration. Soit M’ = sup, 7 |f(2)]. Si les seuls points maximaux sont sy, alors
M' < M et les autres points satisfont (8.2). Sinon, il existe U (notons qud/ est ouvert et
doncc ¢ 0U) avec|f(c)] = M’'. Le clou de la démonstration consiste a regarder 'engemb
E={z€U; f(z) = f(c)}, qui est non vide (cat € E), fermé dand/ (Théoréme de Hausdorff
[HW97, p. 295]), et ouvert (Lemme 8.1).

Pour montrer queés = U, ce qui compléte la demonstration par la continuitéf¢e) surU,
nous prenons un poite U et un chemin continyg : [0, 1] — U qui relie c avecb (ce chemin
existe car/ est connexe). Considérons le nomhye= sup{t € [0,1]; v(¢t) € E}. Il existe car
v(0) = a € E, on ay(ty) € E car E est fermé, et, ne peut pas &étre plus petit quecar £ est
ouvert. Par conséquetit=1etonab = (1) € E. O
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Dans les démonstrations du Lemme 8.1 et du Théoreme &agras vraiment utilisé I'holo-
morphie def(z). On a seulement utilisé la propriété de la moyenne (qusatsfaite par les
fonctions holomorphes, mais aussi par leurs partiesageliimaginaires).

Rappelons qu’une fonction réeli€x, y) s’appelleharmonique&voir le Théoréme 1.4.3) si elle
est deux fois continimerk-differentiable et s\u = u,, + u,, = 0.

Théoreme 8.3 (Principe du Maximum, Fonctions Harmoniques)Soit U un ensemble ouvert,
borné et connexe, et sait(z, y) harmonique dané/ et continue dan#/. Si N < u(z,y) < M
pour (z,y) € oU, alors

N <u(z,y) < M pour tout (z,y) € U (8.3)
sauf siu(z,y) = Const dansU.

Démonstration. Par le Lemme 8.4, la fonction harmoniquér, y) est localement la partie réelle
d’une fonction holomorphe. Donc, elle satisfait la prepgide la moyenne. Avec cette observation
les demonstrations deviennent identiques a celles duiee 1 et du Théoreme 8.2. Comme la
fonctionu(z, y) est réelle, on n’est pas obligé de travailler avec la vaddasolue et on obtient les
majorations dans les deux directions. m|

Lemme 8.4 Une fonction qui est harmonique sur un domaihe- €, est localement la partie
réelle d’'une fonction holomorphe. En cé&gsience, chaque fonction harmonique est infiniment
differentiable.

Démonstration. Soit u(z,y) deux fois continlment différentiable satisfaisant, + u,, = 0
surU. On vérifie facilement que la fonction

f(z) = [z +1y) o= ua (2, y) —iuy (2, y) (8.4)

satisfait les équations de Cauchy—Riemapn X, = (—u,), et(—u,), = —(u,),). Elle est donc
holomorphe par le Corollaire 1.3.3, et localement intbigaar le Théoreme 4.2 de Cauchy. Dans
un disque autour d’un point fixé€ = a + b il existe alors une primitivé”'(z) qui est donnée par
F(z) = F(c)+ [, f(¢) d¢ ou~ estune courbe arbitraire dans le disque qui reieecz. Prenons
commey le chemin composé par les segments- ib, = + ib] etz + ib, x + iy]. On a donc

F(z) = F(c)+/ax(um(t, b) — i, (1,0)) dt+/by(um(a:,t) —iu(z, 1)) i dt
= F(c)+u(x,b) —ula,b) + u(z,y) — u(z,b) + z(/by U (x,t) dt — /: u,(t,b) dt)

et on voit qu’avec le choiX’(c) = u(a,b) de la constante d’intégration, la fonctiafz, y) est la

partie réelle de la fonction holomorptigz). |
Remarque (interg@tation physique des fonctions har-

moniques).Considérons une membrane élastique at- //’I'l"b

tachée a un fil de fer (courbe fermée d#y. La sur- _/////,’l,:,tf.::g‘\

face de la membrane est décrite par une fonction har-
moniqueu(z,y) dansU C IR* qui pour(z,y) € OU
décrit la courbe du fil de fer. Cette interprétation nous
permet de bien comprendre le principe du maximum.

Le dessin de droite montre la partie réelle de la
fonction holomorphef(z) = 2% au-dessus du carré
—-1<z<1, -1 <y < 1.
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1.9 Prolongement analytique et theoreme de I'image ouverte

Le théoreme d’unicité, posé comme “Exercice” par Abahsl leCrelle Journa) vol. 2, p. 286, a
été postulé pour les fonctions holomorphes sans pregeaneuse par Riemann [1851, p. 28]. La
démonstration facile suivante deémontre, une fois de, fdugrande utilité des séries entieres.

Théoreme 9.1 (unicig) Soientf;(z) et f2(z) deux fonctions holomorphes dans un ouvérét
soit f1(z;) = fa(z;) pour une suite, 29, 23, . . ., qui converge vers € U et qui satisfaitz; # ¢
pour toutj. Alors, il existep > 0 tel quef;(z) et fo(z) sont identiques dans le disquig,(c).

Démonstration. D’'apres le Théoreme 6.1, les deux fonctions sont artalgs dans un voisinage
dec. Apres une translation, nous supposons @ue0 et nous considérons la difference

fi(2) = fa(2) = a0 + a1z + a2® + ag2® + ... . (9.1)

Nous devons démontrer qug = 0 pour toutk. Supposons, par I'absurde, que ceci n’est pas vrai
et soita,, le premier coefficient non nul. Alors

fi(2) = fa2) = 2 - g(2) ou 9(2) = ap + aps12 + ap2?’ +anss?® + ... (9.2)

On voit queg(0) # 0. Commey(z) est continue, il existe un voisinage deu g(z) # 0. Ceci est
une contradiction, car la suife; } converge vers = 0 etg(z;) = 0 pour tout;. O

Le prolongement analytiquest un principe, “vu” par Riemann, qui est devenu un pointre¢n
de la théorie de Weierstrass. |l permet, entre autresetie le théoreme de l'unicité a tout le
domainel.

Théoreme 9.2 (prolongement analytique)Soient f; (z) holomorphe dans l'ouvert/; et f(z)
holomorphe dans I'ouveit/s. Si I'intersectionl; N U, est connexe et i (z) = f2(z) dans un
disqueD,(c) C U; N Uy, alors (voir Fig. I1.8)

f1(z) = f2(2) pour tout z € U; N Us. (9.3)

Démonstration. Soit b un point quelconque d&; N U,. Par connexité, il existe un chemin
v : [0,1] — Uy N U, reliantc avec, c.-a-d.,y(0) = c ety(1) = b. Comme dans la démonstration
du Théoréme 8.2 nous posans= sup{t € [0,1]; fi(v(s)) = fa(v(s)) pours € [0,¢]}. Un tel

to > 0 existe carfi(z) = fa(z) surD,(c). La continuité def;(z) — fo(z) implique fi(v(to)) =
f2(v(to)), et grace au Théoreme 9.1 le nomhy@e peut pas étre plus petit quePar conséquent,
to = 1 etonaf(b) = fo(b). O

Ui NU,

FiG. 11.8: Prolongement analytique; a droite une illustratéu cours de Riemann
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Une situation typique du prolongement analytique est laasue: soitf(z) donnée par une
série dans un disquB,(0); par exemplef(z) = 1+ z + z* + z° + .... Nous prenons un point
c € D,(0) et nous considérons la série de Taylor fle) développée autour de ce point (voir
le Théoreme 1.6.3). La sérig(z) = ¢y + c1(z — ¢) + co(z — ¢)? + ... ainsi obtenue converge
certainement poufz — ¢| < p — |¢|. Mais, il est possible que le rayon de convergence de la
nouvelle série soit plus grand que- |c| et converge donc dans un domaine plus grand. Pour la
fonction de notre exemple et avec= —0.9, la nouvelle série possede un rayon de convergence
p=109.

La fonction f(z) a étéprolongée en dehorslu disque initial, et ceaile manére unique Ce
procédé peut étre répété plusieurs fois et permeedw®lir un domaine de plus en plus grand,
jusqu’'a arriver, éventuellement, a un bord naturelnigité est garantie seulement si I'intersection
du domainel/; ou la fonction est déja définie avec le nouveau disque@shexe (un contre-
exemple est le logarithme apres un contour de I'originejr M Fig. 1.8 pour un dessin historique
illustrant ce phenomeéne.

Exemple 9.3 (fonction sans prolongement]l existe des fonctions qui convergent dans un disque
et qui ne permettent aucun prolongement en dehors de ceedisgdemple le plus simple est

f(z):z+z2+z4—|—z8—|—z16—|—...:Zsz (9.4)
k=0

ayant un rayon de convergenee- 1. Evalué en-e avec
r < 1 proche del, cette série donne pour la partie réelle (la
figure montre la partie réelle au-dessus du disGu@))

p=0: roo+r? ot 4o

p=m: —r 4+t gt 6

37” 0 —r2+4+rterS4r64
wzg,f,z,%I r/V2 +0 —rt St

etc. A part un nombre fini de termes, la série deviglt) = >, 2" et pourr < 1ona
g(r) = 7" + g(r?). Cette relation montre que la limitan,_., g() ne peut pas étre finie et on
ne peut donc pas prolonger la fonctigfx) en dehors du disqu®,(0). Il parait paradoxal que
surtout les séries convergeant tres vite ont cette prtgori

Le théoreme suivant montre que pour une fonction holom®ijfimage d’'un ensemble ouvert
est ouvert (on dit que I'application est ouverte). Cetteppiié topologique a été découverte dans
un cadre plus général par L.E.J. Brouwer dans les anr@d) &t démontrée de fagon élémentaire
par Stoilow (1938) et H. Cartan.

Pour mieux comprendre cette propriété, étudions d@barfonction f : |R> — IR? de la
Fig. 1.9 (voir aussi [HW, p. 295]) qui est infinimed®-difféerentiable mais pas holomorphe. Pres
de chaque point; = (z1,y;) ou la matrice jacobienne est inversible, I'applicatifrest un
diffeomorphisme local. Par conséquent, pour tout vaeigél” de z; I'image f (V') est un voisinage
de f(z). Examinons alors les points ou la matrice jacobienne agutiere : ces points forment
une courbg le long de laquelle cette application forme un “pli”. Si dwosit un pointz, sur cette
courbe, I'image d’un disqué& centré erx, sera plié a cet endroit, et ne s@as ouverte

2Pour I'exemple de la Fig. I1.9 cette courbe est donnée pfartaulex = (4y> — 48y — 6y + 11)/(24y? — 12)
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B

FIG. 11.9: Contre-exemple:u =z + %, v=(z+2)y® — 3(z+ 1)y + %

Théoreme 9.4 (tleoréeme de I'image ouverte)SoitU un ouvert etf(z) une fonction holomorphe
(surU) qui est nulle part localement constante. Alors pour chagueertV C U I'image f(V)
est ouverte (on dit qué est une “application ouverte”).

Démonstration. SoitV C U etz; € V un point avecf’(z;) # 0. La fonction est localement
biholomorphe prés de (Corollaire 1.7.7) et par conséquefitz;) est un point intérieur d¢(V).

Il reste & considérer les points € V avecf’(z,) = 0. Par le Théoréme 9.1 ces points sont
isolés car f(z) n'est pas localement constante. Dans un voisinage d’'urotet,ga fonctionf (=)
s’enroule, similairement a la fonctiorf, que nous avons étudié dans le Chapitre | (voir Fig. 1.5).
L'ensemblef (V') contourne totalement le poirft z,) (voir Fig. 11.10) et est donc ouvert.

VAV
‘ sy
i _f Jaoep
% & T ¥, T 3 “ \; A
i | XSRS -ggixl‘ﬂm¢
iEcEeet S >
OIS
L v NS
"’%‘DS"A—'

FIG. 11.10: lllustration de la preuve du Théoreme 9.4, = (z + 0.7(1 + i))(z — 29)® — 0.3;
20 = 0.440.37, 21 = —0.5 + 0.81.

La preuve rigoureuse utilise les séries: apres des atoss, nous supposong = 0 et
f(20) = 0. Soitay, (k > 2) le premier terme non nul de la série pagife) :

f(2) = a2’ + a2+ = a2 (U bz + b2+ ), (9.5)

Pour|z| suffisamment petit] + bz + by2? + ... peut &tre écrite comm@ + c;z + cp2% + .. )"
(utiliser la série binomiale) et la fonctiof(z) de (9.5) devient

F(2) = ap(z(1 + 12 + 22 + .. ) = ar(g(2))". (9.6)

La fonction f(z) est donc la&compositiond’une fonction biholomorphe(z) et de la fonctiony*
bien connue. Notre inspiration géométrique est donifigéret chaque point proche géz,) = 0
posséedé: préimages d¢g(z) qui sont proche dey. |
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11.10 EXxercices

1. Considérons le demi-disqgér, y) ; 22+y* < 1, y > 0}. Donner un chemin contintiment différentiable
par morceaux qui décrit le bord de cet ensemble.

2. Donner deux paramétrisations équivalentes maisreifites de I'ellipse

2 2
P LY
{(iﬂ,y) 9 CL2 + b2 - 1}
3. Démontrer en détail que la longueur d'une courbe eétpaddente de la paramétrisation (considérer
des chemins qui sont continiment differentiables parcewmux).

4. Calculer lalongueur d’arc de la cycloidgt) = (¢t —sint) +i(1 —cost) pout0 < ¢ < 27. Dessiner
cette courbe.

5. Intégrer lafonctiory (z) = e sur les deux chemins, (t) = t+it? (pourt € [0,1]) et ya(t) = t2+it
(aussi pout € [0, 1]) ainsi que sur le chemify, — 9.
Faire le méme calcul pour la fonctiofi(z) = |z|2.

6. SoitdK le bord (avec une paramétrisation qui est continlmeférdifitiable et orientée positivement)
d’'un ensemble compadt C ¢'. Son aire est donné par

. 1

arg(K) = — / Zdz. (10.1)
2i Jokx

Démontrer ce résultat d'abord pour un triangle et engquote une union finie de triangles (par exem-

ple, un rectangle).

7. A laide de la formule (10.1) calculer I'aire de 'ensemblaifiimité par la courbey(t) = p(t)e'
(pour0 <t < 27) ou p(t) = 1 + 3sint. Faire un dessin.
Quel aire représente l'inégral@i) ! f7 Z dz sil'on intégre sut tout l'intervallgo, 27].

. " d ~
8. En vous aidant du calcul df TZ avec(t) = e'* pourt € [0,27], montrer que
v Z+a

/27T 1+ acost
0

1—|—2acost—|—a2dt:0 pour |a|>1,a€ R.

Indication. Montrer quef(z) = (z + a)~! posséde une primitive sur le disqi,(0) avecp = |a|.

9. En utilisant les techniques familieres pour le calculd®, calculer les primitives pour:

P

ze® ze”, 22 sin(4z).
10. Siy est I'arc de courbe de I'équatiop = 2* — 322 + 42 — 1 joignant les pointg1,1) et (2, 3),

trouver la valeur de _
/ (1222 + 4@'2) dz.
.

11. Enévaluant/, e*dz sur le cercle|z| = 1, montrer que
27 27
/ et cos(t + sint) dt = 0 et / e“Stsin(t + sint) dt = 0.
0 0

12. En utilisant la formule de Cauchy pour I'intégraﬁgz*l dz ou+ et le contour d’'une ellipse, montrer
la formule

/27r dt _ 2m
0 aZcos2t+ b2sin?t  ab’
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

En s’inspirant du calcul des intégrales de Fresnelrtipke 4.3) demontrer que

o) . 1—12
/ o~ (IHia)*t> gy g T ZZ pour a € IR avec |a| <1.
0 a

Poump,q € IR, p > 0 etr = /p2 + ¢2 démontrer que

/.OO e P* cos(gz) dr = ﬁ r+p et /OO e Pt sin(qx) dr — NZ I
0 \/E r 2 0 \/E . 5

Indication. Utiliser la substitutionz = t? dans l'intégrale de I'exercice 13.

Soita =29 < z1 < ... < x, = b une subdivision de l'intervallé, b] et notons
wp(z) = (z —x0)(z —21) ... - (2 — xp).

Considérons une courbe ferméautour du segmerjt, b], orientée positivement, et satisfaisant les
conditions pour pouvoir appliquer la formule de Cauchy. Rme fonctionf (z) qui est holomorphe
dans l'intérieur de la courbe et dans un voisinage de labsyutémontrer que

() = L f(2) ) wn(2) — wy(x)

= d
2i Jy 2z — wn(2) ‘

est un polyndme de degréqui satisfaitp,, (z;) = f(zx) pourk = 0,1,...,n (polyndbme d'inter-
polation; voir le cours “Analyse Numérique”).

Soitf(z) holomorphe dan®,(0) et soity(t) = re, 0 < t < 27 avec0 < r < p. Calculer

' f(©)
— ¢
/v (€ —a)(¢—b)
en dépendance de la positiond@et b par rapport au cercle.

SoitU C € ouvertetc € U. Si f : U — (€ est continue dan§ et holomorphe dang \ {c}, alors
f(z) est holomorphe dans tolt.

Indication. Démontrer que la fonctiop(z) := (z — ¢) f(z) estC-différentiable erc et donc aussi
dansU. Appliquer ensuite le Théoréme 6.1 a la fonctiga).

Soitf(z) holomorphe dan®,(0) avecp > 1. Calculer les intégrales

A(Qi(z%—%))f(zz)dz

avecy(t) = e' pourt € [0,27] de deux maniéres differentes et en déduire les formules

1 2 . / 0 1 2 . / 0
LT e costayman=ro)+ B2 et LT gty sy an = g0y - B2
7 Jo 2 7 Jo 2
Les nombres de Bernoulii;, sont les coefficients de la série

z N Bl BQ 2 B3 3 B4 4

En utilisant le Theoreme de Cauchy—Taylor et le résdéafexercice 17, demontrer que le rayon de
convergence de cette série st 2.

Démontrer que la fonction
z

S e A gy
est holomorphe dans le disqik,(0) avecp = 4x. En déduire que les nombres de Bernoulli satisfont
pourk — oo,

2k)!
BQk ~ (_1)k+1 ( )

(27T)2k :



48 Calcul integral et treorie de Cauchy

21. Différentiation nurgrique d’une fonction holomorpheéi f(z) est holomorphe dans le disqiig, (c)
etsi0 < r < p,onaque

k! 2

Sy fle+ reit)e*ikt dt.
r

f®(e) =

Démontrer que I'approximation numérique
k= :
f(k‘ ~ Nk Z c+ret ekt avec tj = —

donne le résultat exact 87 > k et si f(z) est un polyndbme de degee k + N.
22. Pour la fonctiory(z) = 22 + z — 1 calculer le maximum dgf (z)| dans le disquéz| < 1.
23. Considérons la fraction rationnelle

1—1—%2

R _~3®
(2) = 1—224 322

En appliquant le principe du maximum sur un demi-disque Rez < 0, |z| < R} avec unR trés
grand, demontrer que
|R(2)] <1 pour Rez <0.

24. Soitf(z) holomorphe dan®,(0). Pour0 < r < p, on définit

M(r) = max{|f(z)| ;2| = r}.
Montrer que la fonctionr — M (r) est continue et croissante. Elle est strictement croiessirgt
seulement sf(z) n'est pas une constante.

25. Soitf(z) une fonction holomorphe dans le disqlk(0). Montrer qu'il existe un entier positif tel
quef(1/n) # 1/(n +2).

26. Sur le disquéD; (0) considérons la fonction définie par la série

z) = Z k225,
k=0

Déterminer le domaine maximal gfi(z) peut &tre prolongée comme fonction analytique. Donner la
valeur def(2) de ce prolongement.

Indication. En dérivant lidentite(1 — 2)~! = 1 4+ z + 22 + 23 + ... deux fois, essayer d’exprimer

la fonction f(z) comme fraction rationnelle.

27. Soitf(z) = 22 — 3z + 2. Calculer explicitement les imagg$U ) pour les disques ouverts
U= D0.5(1) et U= D1(15)

Montrer dans chacun des cas gUé/) est ouvert.
Indication. Ecrire f(z) sous la formez — c)? + d, et le bord déJ sous la forme: + r(t)e.

28. Démontrer le “principe du maximum” & I'aide du thépre de I'image ouverte.



Chapitre lll

Singularites et fonctions neromorphes

“Les singularités sont extrémement importantes car art e tirer quelque chose en analyse
complexe, cette branche des mathématiques qui étudferieions définies sur un domaine
du plan complexe..” (ww. t echno- sci ence. net, Astrophysique)

Des fonctions réelles avec des singularités nous sontiéaes (cours Analyse 1), par exemple,
1/x, sinz/z, xsin(1l/z), etc. Pour des fonctions complexes, I'étude des singéatest trés
differente et on peut obtenir des classifications ingaetes qui ne sont pas possibles dans le
cas réel. Les singularités jouent un réle important damslcul des intégrales (résidus).

I1l.1 Le point al'infini et la sphere de Riemann

Dans le cas réel, il est frequent de “compactifier” I'axeawutant un point-co et un deuxieme
point +o0o; en géométrie projective, on introduit une “droite afini”. En analyse complexe, il
est plus naturel de considérer tout I'infscdomme un seul point

Une premiére motivation pour cette convention sont lestions rationnelles commg/z, la
transformation de Cayley (1.2.7) ou celle de Joukovski{i32. On voit, par exemple, en Fig. |.6,
gue les deux “taches blanches”, représentant I'extedeula figure d’'a coté, se rapetissent au
point 1, si 'on imagine que I'extérieur s’agrandit a I'infini. e, le “point1” correspond au
“point co” par cette application.

Une deuxieme motivation est fournie papi@jection sereographiqudFig. Ill.1), qui projette
une spheres? a partir du “pdle nord”N sur un plan paralléle a I'equateur. Elle est bijectiveen
le plan et la sphere, sans le paivit Ce pointN correspond justement au “poist” du plan. Cette
identification deC’ = € U {co} avec une sphére est connue sous le sphére de Riemann

FiG. lll.1: Projection stéréographique
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On sait depuis I'Antiquité (Hipparchus, Ptolemaios) qeéi& projectiorpréserve les cercles
(cours Géomeétrie |, voir aussi Fig. lll.1). Spécialemieéressant en analyse complexe est le fait
(connu depuis le 17éme siecle, Halley 1696) que la priojestéréographiqueréserve les angles
c.-a-d., elle estonforme Cela est di au fait que chaque rayon de projeciiohC' traverse le plan
tangentAB sous le méme angle que le plan de projectidfi (voir Fig.lll.1, a droite: on a
a1 = ay, car BC est parallele au plan tangenf\§ puisa; = a; etas = ag, doncas = ay).

Les propriétés d’'un point complexe ou d'une fonction céerp en un point peuvent étre
étendues au poinb a l'aide de I'applicatior: — 1/z qui envoieso au point0.

C’est ainsi qu’on peut définir qu’une suife,. } converge vers le poink, c.-a-d.,

leIEO Zp = 00, (1.1)
si la suite{1/z;} converge ver$, c.-a-d., si pour tout > 0 il existe K tel que|l/z;| < ¢ pour
k > K (ou, en posanf? = 1/¢, si pour toutk > 0 il existe K telque|zx| > R pourk > K).
La suite sur la sphere de Riemann qui correspond a unestétie dansl’, converge vers le pole
nord N. Par exemple, la suite i, —2, —3i, 4, 5i, —6, —7i, 8, . .. converge verso dansC'. La suite
0, 1,2, —3,4, —5,...converge aussi vers dans, mais elle ne converge pas daRs

Si une fonction complexg(z) est définie poufz| > R, on note

f(oo) := lim f(z) = klim f(zx) pour{z;} satisfaisant klim 2 = 00

Z— 00

si cette limite existe et ne dépend pas de la siitg. Avec cette notation on peut définir qu'une
fonction f(z) estholomorphe (analytiquedu pointco, si la fonctionf(w) := f(1/w) est holo-
morphe (analytique) au poimt = 0. La fonction f(z) = 1/z pour laquellef(w) = w est alors
holomorphe erx. La fonction de Cayley(z) = (z + 1)/(z — 1) satisfaitf(co) = 1 et elle est

~

holomorphe emx car la fonctionf (w) = f(1/w) = (1 +w)/(1 — w) est holomorphe e = 0.

I1l.2 Le d éveloppement de Laurent

“L'extension donnée par M. Laurent. nous parait digne de remarque.”
(Cauchy 1843, voir Remmert 1991)

Si une fonction holomorphe tend vers l'infini ou cesse @é&mwlomorphe dans une région, on peut
néanmoins sauver la série entiegegondition d’admettre aussi des puissancégatives Cette
extension a été présentée par P.A. Laurent (1813-1B§@nieur de I'armée) a Cauchy, qui en a
parlé a ’Académie (voir citation), mais qui ne I'a pasuvée “digne” de publication.

Théoreme 2.1 Soit f(z) une fonction holomorphe dans un ouvert qui contient la cooeocircu-
laire C, ,(c) :={z€ C; 0 <|z—¢| < p}. Alors, pourz € C, ,(c) on a

f(2>:...+(za__2€)2_|_ a:1 +a0+a1(2—0)+a2(z—c)2+”.: i ak(Z—C)k (2.1)
k=—o00
ou _
ak:%/wﬁda k=..-3-2-10123,... (2.2)

est la néme formule que (11.6.2), mais aussi valable ici pourdle®gatifs. Le chemin d’iégration
esty(t) = c+ne't, t € [0,27] aveco < n < p (les valeursy = 0 et p = oo sont admises).
La riey";~q ax(z—c)* converge poufz—c| < p, etla®riey, o ax(z—c)* pour|z—c| > o.
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FiG. lll.2: Preuve du Théoréme de Laurent

Démonstration. Nous suivons de tres pres les idées de la démonstratiorhéoreme 11.6.1
de Cauchy-Taylor qui est basée sur la formule inégralg.{l) de Cauchy. Comme la couronne
C,p(c) n'est pas un domaine étoilé, on ne peut pas directemetitjappcette formule intégrale.
On est alors obligé de diviser la couronne en plusieursgsagtoilées (voir la Fig. 111.2).

Pour unz fixé a l'intérieur de la couronné€’; ,(c) nous choisissong s > 0 etf < 1 tels
queoc < s < s/0 < |z —¢c| < 0r < r < petnous considérons les chemingt) = ¢ + re’,
vs(t) = ¢+ se etdy(t),. .., 0,(t), dessinés dans la Fig. 111.2 pour= 5. La formule intégrale de
Cauchy (11.5.1) appliquée au chemip et le Théoreme 11.4.2 appliqué aux autéegnotons que
la fonction ¢ — f(¢)/(¢ — =) est holomorphe dans l'intérieur depour; # 1) donnent

- L[ I©

T o n(—z

1

d¢ et —/ /() d¢ =0 pour j =2,... n. (2.3)
2mi Js; C — %

En additionant les intégrales sur I&s la contribution des segments reliant les cerelest v, se

simplifie, et on obtientf; +...+ [5, = [, — [, . Ainsi

o= [ 29 ach L 19 04

2w Sy, (— 2 21t Jys 2 —

La premiere intégrale dans (2.4) peut étre traitéernerdans la preuve du Théoreme I1.6.1
et donne naissance aux termes avee 0 dans (2.1). Comme l'intégrant des intégrales (2.2) est
holomorphe dans la couronne, le chemjnpeut étre déplacé librement veyssans changer la
valeur de I'intégrale.

Pour la deuxieme intégrale, nous échangeons =z dans (11.6.3), ainsi la série devient conver-
gente poul¢ — ¢| < |z — ¢|. Cela donne

1 1 —c — )k S L
— L5 SIS 2 + (Ck ) , (2.5)
z—C¢ z—c (z—20¢)? (z =)kt (z—c)F1(z = ()
et inséré dans la deuxieme intégrale de (2.4) créeslesds aveé < 0. Le reste peut étre estimé
de la méme maniére, caf — c|/|z — ¢| < 6 < 1 pour( se deplagant sur le chemin. O

L'inégalité de Cauchy (voir (7.1))

o < 0 aves M() = max [7(2) @6)

(0 < r < p) reste valable pour les positifs et négatifs.
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Exemple 2.2 Considérons la fonctiorf(z) = 1/(1 + 2?) et cherchons le développement de Lau-
rent autour du point = 0.4 + 0.6 i. Pour calculer les coefficients, les formules integraleg)(ne
sont pas toujours pratiques. On essayera plutdt d’utities séries de Taylor connues.

La fonction f(z) = 1/(1 + 2%) est holomorphe partout sauf au poirtsqui sont a distance
o ~ 0.566 et p ~ 1.65 dec (voir la Fig. 111.3). Pour calculer le développement de tent dans la
couronne entre ces deux rayons, nous decomposons ladomctifractions simples,

1 1 1 1

= _=_ . 2.7
1) =157 2i(z—i+—i—z) @1

On suit la démonstration précédente et on remplace ks filactions simples par les deux séries

géomeétriques (2.5) et (11.6.3), une fois aveecemplacé par et l'autre fois par—i, en faisant
attention a la convergence. Ainsi, on obtient pour (2.7)

(i —c)? i—c z—c (2 — c)?
: _1<”' (z—¢)3  (2—c)? zic+—i1—c (—i—c)?  (—i—c)? )

1422 2i
La valeur absolue de cette série tronquée4 < k < 24) peut étre admirée en Fig. l11.3.

=
.

s
I
il
R

FiG. I1.3: Domaine et module de-24 termes d’une série de Laurent poluf(1 + z?).

I11.3 Singularit és isokes

Si une fonctionf(z) est holomorphe dans un disque épointé-(0)
Di(c):={2€C; 0<|z—c|<p}=Dyc)\{c}, (3.1)

nous appelons une singularié isoke Le but de ce paragraphe est de classifier les singularités
isoléees et d’étudier les fonctions holomorphes proclegledrs singularités isolées.
Le disque épointé);(c) est une couronn€’, ,(c) aveco = 0. On peut donc appliquer le
Théoreme 2.1 et considérer le développement de Laurent
a_o a_q >

f(z)z...—i—(Z_C)z+Z_C+a0+a1(z—c)+a2(z—c)2+_..:k; ar(z — c)"

pourz € D3(c). On distingue les trois possibilités suivantes:
1. singularite supprimablesia, = 0 pour toutk < 0;
2. pole d’'ordrem > 0, siay = 0 pourk < —m, maisa_,, # 0);
3. singularite essentiellesi un nombre infini de,;, aveck < 0 sont non nuls.
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1) Singularités supprimables

53

Une singularité supprimable s’appelle aussi singwdarittuelle ou singularité effacable. Comme
le theoreme suivant nous montre, il ne s’'agit pas d’'une&\simgularité.

Théoreme 3.1 Soit f(z) holomorphe dans un disqupoing D;(c). Les propositions suivantes

sontéquivalentes:

1. f(z) pos®de une singularé supprimable en;
2. f(z) se prolonge holomorphiquement au disque enfigfc);

3. lalimite lim,_.. f(z) existe dan<l;
4. f(z) est borrée au voisinage de

Démonstration. Limplication (1) = (2) suit du développement de Laurent en pogdnj := ay.
La condition (2) entraine (3), car chaque fonction holgpherest continue. L'existence de la limite
lim, .. f(z) = a implique que pour tout dans un voisinage dela valeur def(z) est proche de

a € €,donc(3) = (4).
Il reste & démontref4) = (1).

Si |f(2)] < M, dans un voisinage de alors M (r) :=

max|._.— | f(2)] < M,. Par conséquent, les inégalités de Cauchy (2.6), pour 0, montrent
queay = 0 pour toutk < 0. Ainsi, le développement de Laurent devient une sérieent m|

2) Poles

Si f(z) possede un pole d’ordre enc, on peut mettre en évidence le fact¢ur— ¢)~™ dans le

développement de Laurent et on obtient

f)=(EZ-=-c™ (a_m A1 (2 =€)+ amya(z — )2 + .. )

(3.2)

Théoreme 3.2 Soit f(2) holomorphe dans un disquépoin€ D;(c). Les propositions suivantes

sontéquivalentes:
1. f(z) pos®de encun pole d’ordrem > 0;

2. f(z) = (2 — ) ™"g(2) ol g(z) est holomorphe dans le disque entiey(c);

3. lalimite lim, .. f(2) = oo existe dan<.

Démonstration. Les implications(1) = (2) = (3) sont une conséquence immédiate de (3.2).
Supposons maintenant gliev, .. f(z) = co. La fonctionf(z) est alors non nulle dans un voisi-
nage du point et I'inverseh(z) = 1/f(z) est bien définie et holomorphe dans un disque épointé
Di(c) avecO < r < p. Commelim,_.. h(z) = 0, on déduit du Théoréme 3.1 quéz) est holo-
morphe dans le disque entiéx.(c) et queh(c) = 0. Par conséquent,(z) = (z — ¢)™ho(z) avec
unm > 0 et avechy(c) # 0. La fonction f(z) = 1/h(z) possede donc un développement de

Laurent de la forme (3.2).

Un pdle d’'ordrem est typiguement pré-
sent dans un quotierf z) = f1(2)/f2(z) de
deux fonctions holomorphes ofj(c) # 0
et le dénominateuf,(z) possede un zéro de
multiplicité m enc.

Une illustration est donnée pour la fonc-
tion z/(e* — 1), qui possede des pobles sim-
ples enc = +2irk, k # 0 et une singu-
larité supprimable en = 0. La figure mon-
tre la valeur absolue au-dessus du domaine
[—8, 8] x[—16, 16].
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3) Singularités essentielles

Dans le cas d’'une singularité essentielle, le comportéaefi(z), quandz se rapproche de est
caractérisé par le théoreme suivant.

Théoreme 3.3 (Casorati 1868, Weierstrass 187@oit f(z) holomorphe dans un disq@poiné
D3 (c). Les propositions suivantes sa@guivalentes:

1. f(z) pos®de ern une singularié essentielle;

2. pourtoutr avec0 < r < p, I'ensemblef (D} (c)) est dense dan&';

3. lalimite lim,_.. f(z) n'existe pas dang.

Démonstration. L'implication (2) = (3) est évidente car, au cas titn, .. f(z) = a € €' existe,
f(z) est proche de si z est proche de et f(D?(c)) ne peut donc pas &tre dense ddhs

Si la limite lim,_.. f(z) n'existe pas dang’, le pointc ne peut pas &tre une singularité sup-
primable ni un pdle. Donc, I'implicatio(8) = (1) est vraie.

Pour démontrefl) = (2), supposons que est une singularité essentielle et (par I'absurde)
qu’il exister > 0 tel quef(D}(c)) n'est pas dense daids. Il existe alorsz € € ete > 0 tels que
|f(2) — a] > € pourtoutz € D}(c). Ceci nous permet de considérer la fonction

1 . S
g(z) = 7o —a c-ad.  f(z)=a+ @)

Elle est holomorphe et bornég(z)| < 1/¢) dansD}(c). D’aprés le Théoreme 3.L(z) se
prolonge holomorphiquement/a,(c). Sig(c) # 0, alors1/g(z) est holomorphe dan®,.(c) et si
g(c) = 0 (zéro de multiplicitén), alors1/g(z) a un pdle d’ordren enc. On en déduit (voir (3.3))
que f(z) est holomorphe ou qué(z) a un podle d’'ordren enc. Ceci contredit le fait que (=)
posséde une singularité essentielleen |

(3.3)

Une illustration est donnée en Fig. lll.4, pour la fonction

6*1/2 _1_i+i_i+ 1
22 224 626 0 2428
une fonction qui, dans le cas réel, est si aimable (voir [{V253]). Lesdeuxtours qui appa-
raissent formentinesingularité, les lignes de niveau §&z)| sont des lemniscates (Exercice 7).
L'argument def(z) se comporte beaucoup plus violemment, avec une infiniteotgions sur

chacune de ces lemniscates. La validité du Théoreme sler&ta-\Weierstrass est évidente ici.

...

FiG. IIl.4: Fonctione~'/* avec singularité essentielle; la valeur absolue a gaettes lignes de
niveau avec valeursr (k = 0, £1,+2,...) dearg f(z) a droite.
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1.4 Th eéoreme des esidus

“résidu[ré-zi-dg n. m. (du lat.residuus qui est de reste). Ce qui reste”
(Larousse Dictionnaire Universel)

Le Théoreme des résidus généralise le theoreme dehgdl.4.2 aux fonctions ayant des singu-
larités isolées a l'intérieur du chemin d’intégratidl fut pour Cauchy I'instrument principal pour
trouver des valeurs d’'intégrales définies.

Définition 4.1 Soit f(z) holomorphe dans un disque époiri#§(c). La quantite

a=5 [ #€d¢ = Res(1.o (4.2)

ou (t) = c+re pour0 <t <27 et0 <r < p, est appeléeée résidu def(z) au pointc
(c.-a-d. la seule chose qui reste fle) apres intégration).

Le résidu est le coefficient de — ¢)~! du développement de Laurent. On peut le calculer par
développement en séries. Pour des pdles simples, orf@hesles commodes

Res(f.c) = lim (z — ) f(z) et Resf.c)=2 1(’3) (4.2)
e fa(c)
si f(z) = fi(2)/ f2(2) avecfi(c) # 0 et si fo(z) posséde un zéro simple en= c.
Sicestun podle d’'ordren de f(z), on posgy(z) = (z — ¢)™ f(z). Alors, le résidu def(z) enc
est lem — 1-ieme terme de la série de Taylor gie), c.-a-d.
1

ReS(f, C) = m g(mil) (C) (43)

Théoreme 4.2 (Cauchy 1826)Soit U un domainettoilé ety une courbe fere parcouranblU
dans le sens positif. Sojft(z) holomorphe dans un voisinage de I'abncelU = U U dU , a

I'exception d’'un nombre fini de singulagis isokéescy, s, . . ., ¢, dansU. Alors,
1 k
— =3'R ). 4.4
5 | T ¢ 3 Res(f,c) (4.4)

Démonstration. La preuve est trés similaire a celle du Théoréme Il.50tnfule intégrale de
Cauchy). La seule difference réside dans le fait que neassamaintenanplusieurspoints sin-
guliers a contourner par de petits cercles (voir Fig.)ll.Eomme auparavant, cela marche sans
autre complication si le domaine de définition est éto projette les singularités vers le bord

FiG. lll.5; Preuve du théoreme des résidus
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et on applique le Théoreme I11.4.2 de Cauchy a un chephiqui comprendy, les cercles autour
des singularités et les connections. Les intégralesesweiiemins aller et retour disparaissent, il ne
reste que

[1©d=3 [ rcyac=o (4.5)

ou lesf; sont les cercles qui contournent les points singuliers taeens positif. On obtient la
formule (4.4) en remplacgant les dernieres intégrale$4a). 0

Si une fonctionf(z) est holomorphe dans un domaitieet siz € U est un point fixé, alors la
fonction £(0)

9(¢) = —z

possédez comme seul point singulier avec Rgsz) = f(z) (voir (4.2)). Dans ce cas, le
Théoreme 4.2 des résidus devient la formule intégral€auchy (11.5.1).

(4.6)

I1I.5 Calcul d’int égrales par la nethode des esidus

“La théorie des résidus se préte avec une merveilleusplisité a la recherche des intégrales
définies, et voici comment:” (H. Laurenkhéorie des Rsidus 1865)

Nous sommes maintenant de retour a la toute premiere atiotivde Cauchy pour entreprendre ses
recherches en analyse complexe, a savoir la justificatiarg&néralisation des calculs d’'intégrales
entrepris par Euler et Laplace.

“L'art” de trouver des intégrales définies a été cudtiout au long des 18éme et 19éme siecle,
Dirichlet et Kronecker ont donné des cours (jusqu’a 6 Beurebdomadaires) sur le sujet. Au-
jourd’hui, il existe de longues tables (par ex. celles delfBer—Hofreiter ou Gradstein—Ryshik qui
temoignent d’un travail incroyable) et des programmesrimitiques (par ex. Maple ou Mathe-
matica), qui “crachent” ces intégrales en quelques retisdes. Mais, pour un esprit scientifique,
il est, encore et toujours, intéressant de voir commentréssrs du savoir ont été trouves.

L'idée est tres simple: on choisit une fonctigiiz), on choisit un cheminy et on évalue
l'integrale (4.4) en calculant les résidus; ensuite opdgage en parties réelle et imaginaire, et on
trouve deux formules d’intégrales (dont une est souvéviate). Discutons quelques situations
typiques qui conduisent a des intégrales intéressantes

1) Intégrales impropres. Considerons des intégrales

/Oo f(x)dx

—00

ou la fonctionf(z) n'a qu’'un nombre fini de singularitets  —R
(aucune sur I'axe réel) et satisfditn, ., z - f(z) =0.

Comme chemin d’intégration on prend l'intervalle réelR, R], suivi d'un grand demi-cercle
R-¢e", 0 <t < (voir la petite figure). Sous la conditiolim, ... z - f(z) = 0, l'intégrale sur le
demi-cercle tend ver$ pour R — oo et on trouve

[O fx)dz =2ri S Res(f, i), (5.1)

Im c>0

ou la somme est sur toutes les singularitede f(z) dans le demi-plan supérieur.
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Exemple.De cette maniére on obtient

© dr 2w
/m ®4+1 3
sans avoir besoin de calculer une primitive de la foncti¢n) = 1/(z% + 1). En effet, les
singularités concernées sant = e%, co = i €eteg = e, Le5smrésidus correspondants sont

c;’/6 par la deuxieme formule de (4.2). Ainsi, Refsci) = e s /6, Res(f,c;) = —i/6 et
Res(f,c3) = e /6 dont la somme est2i/6.

2) Intégrales trigononétriques. Pour une intégrale de la forme
21
/ F(cost,sint) dt
0
on considere le cercle unitét) = e avec0 < ¢t < 27 et on observe que
2w -1 _ 1 d
/ F(cost,sint)dt:/F<Z+Z ,Z - )—Z (5.2)
0 y 2 21 12
Il suffit alors de calculer les singularités et leurs rasigour la fonction de la deuxieme intégrale
dans (5.2). SF'(u,v) est une fonction rationnelle, I'intégrant de (5.2) estsaustionnel.

Exemple.On obtient les formules (pour< IR)

2w dt 1 r d 2 .
/ _ —./ - _— si [p| <1 (5.3)
o 1—2pcost+p> iJy(z—p)(1l—pz) 1—p?
o 2 dt 2 d 2
m z T .
— = - = S > 1. 5.4
/o p + cost i/y22+2pz+1 Vpr—1 b (54)

Pour le deuxieme exemple, il y a un péle= —p + /p?> — 1 a l'intérieur du cercle unite de

résidu Regf,c;) = 1/(2v/p% —1).

L'intégrale
2w dt 2mp .
= Si > 1 55

b e e 87 55
nécessite le calcul du résidu d’'un pble double. Pouteéwela, on peut dériver I'intégrale (5.4)
par rapport au parametge

3) Transformation de Fourier. Il s’agit des intégrales 12
impropres de la forme
[ee] o Cy
iax V3 4!
/_Oog(x)e dx, el
ou la fonctiong(z) n’a gqu’un nombre fini de singularités (au-

cune sur I'axe réel) et satisfalitm, ..., g(z) = 0. - i

Comme chemin nous considérons le bord du carré (voir laepgure) our > 0 ets > 0
sont suffisamment grands pour que toutes les singuladtéatsdans l'intérieur du carré. Notant
M (r) := max).>, |g(2)| quiconverge vers zéro pour— oo, l'intégrale sury,(t) = —t+i(r+s),

t € [—s,r| peut étre majorée par (pour> 0)

‘/ g(z)e" dz‘ < M(r+s)e” ) (r 4 5) -0 Si r+s— 0.
2

Pour l'intégrale sury,(t) = s + it, t € [0, s + t] on obtient

, r+s M M .
’/ g(2)e" dz‘ < M(S)/ e~ dt < CES) (1 - e*“(”s)) <My s s
ji! 0

T a
et I'intégrale sury;(t) peut étre majorée de la méme maniére. Ainsi nous obtenon
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/OO g(z)e™dr =2mi > Res(f, c) si a>0 (5.6)
o Im c>0

ou f(z) = g(z)e" et la somme est sur toutes les singularitege g(z) dans le demi-plan
Supérieur.
Exemple.On obtient alors sans calculs compliqués que, pour0 et pourb € ¢ avec Réh > 0,

/ ¢ - dx = 2mie” et / c dz = 0.

—00 T —1 —co T +1b
Une addition resp. soustraction de ces deux intégralesadenformules de Laplace (1810)
% pcos(ar) o rsin(ax) o
/—oo IE2+62 dx:/—oo l’2+b2 r= e '

4) Transformation de Mellin. Considérons avece ¢
et 0 < Rea < 1 l'intégrale impropre

/Oo g(z)x* tda s
0

ou la fonctiong(z) n’a qu’un nombre fini de singularités (au-
cune sur l'axe réel) et satisfaitm, ., g(z)z* = 0 ainsi que
lim, o g(2)2* = 0.

Rappelons que la puissance est en général multivaluée et donnée gar= exp(alog z).
Pour obtenir une fonction holomorphe il faut fixer une brandh logarithme. Nous considérons
log z = log |z| +iarg z ou I'argument est choisi pour que< arg z < 27 . Par le Théoréme 1.8.2
la fonctionlog z et alors ausst® sont holomorphes dans le plan complexe privé de I'axe réel
positif. Pour un réek > 0 et pourz — z, la limite d’en haut et celle d’en bas sont difféerentes; on
a respectivement® ete? @2,

Pour définir le chemin d’intégration, nous prenonssus 0 tres petit et un- > 0 tres grand,
et nous considérons les deux cercles de rayats reliés par des segments horizontaux proches
de I'axe réel positif (voir la petite figure). Aved/(r) := max.-, |g(2)z%|, les intégrales sur les
cercles peuvent étre majorées par

r

[ gz <om(r) et | [ gl d| < 2mh(s) (5.7)

et convergent vers zéro pour— oo ets — 0 (par hypothése sur la fonctiagriz)). Le théoreme
des résidus implique alors que, dans la limite> oo ets — 0, on a

[ ) [eS) k
/ g(x)x* tdw — 627”“/ g(z)z* " dr =2m )y Res(f,c;)
0 0

j=1

olcy,...,c, sont les singularités dg(z) et les résidus sont calculés pof(z) = g(z)z**. En
utilisant le fait quel — e2™@ = —¢™™ 2 sin(wa) cette formule devient
/Oog(a:):c“’l dy = — 1< o Z Res(f, ¢;). (5.8)
0 sm(7m

Exemple.Avec g(z) = 1/(1 + z) on obtient la formule (pout < Rea < 1)
a—1

o s
/ dr = — ;
0o 142z sin(mwa)

car le résidu dg (z) = 2271 /(14 2) enc; = —1 est(—1)2"1 = elaDlos(=1) = pla—l)im — _gima,
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5) Une formule d’Euler. Pour démontrer

o0 §in & Yr
/ dr = z,
0 T 2

nous posong(z) = e /z et nous considerons le chemin > >
de la figure avee petit etr grand. - 50 "

Le petit demi-cercle est nécessaire pour éviter le pol®rigine. Lintégrale sur le grand
demi-cercley,(t) = re , t € [0, 7] peut étre estimée a I'aide dént > 2¢/7 sur|0, /2] par

‘/ idz‘ < /7T oorsint g < 2/7r/2 porsint gy < 2/7r/2 €f2rt/7r dt = z(l — €7T) <
. 2 0 0 " '

=13

Elle converge vers zéro 8i— oco. Comme la fonctiore’* /> est holomorphe dans I'intérieur du
chemin fermé, une intégration sur ce chemin donne pouroo

/_ e—dl' o Z/ es(cost-i—isint) dt +/ e—dl' —0.
0 s

T

L'intégrale au milieu converge verssi s — 0. En échangeant par—z dans la premiere intégrale
et en utilisante’™ — e~** = 2isin x nous obtenons la formule cherchée.

6) Encore des inEgrales impropres. Cherchons a calculer

| @y de
0
ou la fonctionf(z) n’a qu’'un nombre fini de singularités (aucune sur I'axd pessitif, I'origine
incluse) et satisfaitim, ..., z - f(2) - logz = 0.
L'idée est de considérer la fonction(z) := f(z) - logz et le méme chemin que pour la

transformation de Mellin. Comme dans (5.7) on démontre ltoiegrale deg(z) sur le grand
cercle disparait si — oo. Celle sur le petit cercle avec rayenpeut étre estimée comme suit:

|| 9(2)dz| < 2ms - max| ()| - (| logs| +2r).

Elle converge aussi vers zéro pour— 0, car f(z) n’a pas de singularité a I'origine. Pour
l'intégrale sur le chemin entier il reste alors (pour oo ets — 0)

/Ooo f(z)logxdx — /Ooo f(:c)(loga: + 27m') dx

et le theéoreme des résidus donne

50 k
/0 f(z)dr == Res(g,c;). (5.9)
j=1
Exemple.Comme application concréte, calculons I'intégrale ante:
/OO dx B 21/3
o 14a3 9
Pour les trois singularitag = ¢™/3, ¢, = —1, c3 = e7™/3 les résidus dey(z) = log z/(1 + 2°)

sont respectivementirn (1 + i1/3)/18, in/3 et —5ir(1 — iy/3)/18. La formule (5.9) donne la
valeur affirmée de l'intégrale.
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1.6 Fonctions méromorphes

“uépos, partie” et ‘uopen, forme” (Dictionnaire Grec Francais, Hachette)

Les fonctions méromorphes sont des fonctions qui ont pieg¢en partie) la forme des fonctions
holomorphes. Plus précisement on a:

Définition 6.1 (Briot—-Bouquet 1875) Une fonction f(z) estméromorphedans un ouvert/, si
elle est holomorphe daris sauf en des points isolés ou elle peut avoir des poles.

Les fonctions méromorphes dans un domaihgeuvent étre additionnées, multipliées et
dérivées sans sortir de I'ensemble des fonctions mémnoines. L'avantage par rapport aux fonc-
tions holomorphes est que les fonctions méromorphes peaussi étre divisées entre elles.

Théoreme 6.2Si f(z) etg(z) sont neromorphes dang, leur quotientf(z)/g(z) est aussi raro-
morphe. L’'ensemble des fonctiongnmmorphes dang forme alors un corps.

Démonstration. Les singularités d¢(z)/g(z) sont les poles d¢g(z) etg(z) et les zéros de(z).
Pour un tel point on af(z) = (z — ¢)™ f1(z) avecm < 0 et fi(c) # 0 etg(z) = (z — ¢)"g1(2)
avecn € Z etgi(c) # 0. Le quotientf(z)/g(z) = (z — o)™ " f1(2)/g:1(z) posséde en une
singularité supprimable (s > n) ou un podle d’ordrer — m. 0

Exemples.Toutes les fonctions holomorphes, mais aussi les fonctatisnnelles ainsi que les
fonctionstan z = sin z/ cos z, cot z = cos z/sin z, f(z) = z/(e* — 1), etc., sont méromorphes.

Décomposition en fractions simples.Pour les fonctions rationnelles, la décomposition
en fractions simples est souvent trés utile. Nous reprenarexemple de [HW, p. 119-120]:

624 — 2022 + 42 + 19 624 — 2022 + 42 + 19
) = 5= 3 _ 2 - 3 2 (6.1)
22+ 24 —523 - 2248214 (z—13(2+2)
Nous avons un pole d’ordre 3 en= 1 et un d'ordre 2 enr = —2. La fonctionf(z) - (z — 1)?

n'a plus de pole er = 1. Nous développons cette fonction en série de Taylor etrabts le
développement de Laurent (qui converge pour |z — 1| < 3)

1 2 3 8§ 7 2

= — —— —(z—1 —(z—=1)+... 2
S Al e s Al s e St R AR A G (6-2)
et similairement pour I'autre pole (cette fois pdux |z + 2| < 3)
1 3 34 14 17
=— - - — 2) — — 2% ... . 6.3
J@ =Gt o Bt gty (63)
Idée: Si on dénote le$parties principales” de ces développements par
1 2 3 1 3
l(2) = - + et ly(z2)=— (6.4)

Go1PF (=12 z-1 G2’ zy20
alors f(z) — ¢1(z) — £3(z) n'a plus de pdle et, par le Théoreme 3.1, est holomorpins da
Commelim,_., f(z) = 0, il suit du Théoreme 11.7.2 de Liouville que cette di#éice est zéro et

1 2 3 1 3
O = ot oo G 2
(cf. [HW, formule (11.5.11)]).
Rappelons qug(z) possede un pdle d'ordre enc = oo, Si f(w) = f(1/w) en a un au point
w = 0. Ceci signifie quef(w) = w™™ f1(w) ou f;(w) est holomorphe proch@ et f,(0) # 0.
Alors, f(z) = 2™ f1(z) ou f1(z) est holomorphe dans un voisinagezde: co et f;(co0) # 0. Par
exemple, un polyndbme de degrépossede enc un pdle d’ordren.

(6.5)
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Théoreme 6.3 Si f(z) est une fonction Bromorphe sur€ = €' U {oo}, alors f(z) ne posgde
gu’un nombre fini de ples et est une fraction rationnelle.

Démonstration. Comme les singularités (ici le point infini est inclus) dasfonction méromorphe
sontisolées, il exist® > 0 tel quef(z) ne possede pas de singularité a I'extérieuBgé0) (sauf
éventuellement en = oo) et seulement un nombre fini daBs; (0). Soientc,, .. ., ¢, les poles de
f(z) situés dang’. Sim; est l'ordre de;, on considere la fonction

g(z) i =(z—c)™ ... (z—c)™ - f(2)

qui est holomorphe dans to@t Si f(z) a un pole d’ordren > 0 enoco ou si f(z) est holomorphe
dans un voisinage d& (m = 0), on a|g(z)| < Const|z|™t™ T+ Par la remarque suivant le
Théoréme 11.7.2 de Liouville, la fonctiof( =) est un polyndme de degré au ptus-m, +. . .+my.
Par conséquenf,(z) est une fonction rationnelle. O

Cas d’'une infinité de les. Soit, par exemplef(z) = cot z = cos z/ sin z. Iy a des pdles
simples aux points = kn, k € Z, avec Res$f, kr) = 1. La formule analogue a (6.5) serait ici

NEANEANEA
TNV NN NN 6

- z+27r z+7r+; Z—T z—27r+”'

formule trouvée par Euler, a I'aide de son produit paur: (voir Introductio1748, Chap. X§178).
Voici d'autres exemples :

sin z T2 — W\ﬁ/ T (6.7)
5 T | |

1 1 1 1
= - - - - —+..
z 421 z4+m z z—T z— 27
Ou encore
[S100 A _\27( —‘7T 0 7_\‘_ 2‘7_‘_ (68)

B 1 1 1 1 N

B (24272  (z4+m?2 22 (z—7)?2 (z-2m)?%
et

\”/ 1\%“/ ”

(6.9)
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Notre but est de démontrer ces formules. Tout d’abord rquaars que les séries (6.6) et (6.7)
ne convergent pas sans autre précision (série harmgnigaer donner une sens a ces formules il
faut grouper ensemble les termes+ km) ™! + (2 — kn) = = 22/(2? — k*n?).

Pour une fonction méromorphe avec pdjenous notons paf;(z) la partie principaledans
le développement de Laurent autour gg(c.-a-d., les termes avec indices négatifs). Pour une
courbe fermée autour de I'origine, nous notons péfy) la distance de & I'origine et parL()
sa longueur.

Théoreme 6.4 (Mittag-Leffler) Soit f(z) méromorphe dang’ avec @lesc;, ¢z, cs, . .. (¢; # 0).
Consickrons une suitéy; } de courbes feries contournant I'origine et satisfaisatif;) — oo
pour k — oo et L(v)/d(v) < C, sur lesquelles

lf(x)| <M pour z €, et k=1,2,3,.... (6.10)
Alorson a
FR=fO)+Jim Y (GG -60) =0+ (6E) -40) (61D
cj-elnt(%) Jj=1

ou Int(v;) désigne l'inérieur de la coubey,.
Sico = 0 estun le def(z), il faut remplacerf(0) dans la formule (6.11) paf,(z) plus le
terme constant dans leegeloppement de Laurent autour ¢e= 0.

&&&\

i

FiG. 111.6: lllustration de la preuve du “Théoréme de Mitthgffler” pour f(z) = cot z

Démonstration. Ce théoreme est une version simplifiee du celebre
théoreme de Mittag-Leffler, qui fut publie dar&ta Math vol. 4,
1884.

Comme les singularités d& =) sont isolées, il n'y a qu’'un nom-
bre fini des pdles a l'intérieur deg, (voir Fig.1ll.6). Lidée est
d’enlever ces singularités et de considérer la fonction

f)= > 4(2)
cielnt ()

qui est holomorphe dans un voisinage de(4pb (voir Fig. 111.7). La
formule intégrale de Cauchy donne alors

> 4=/ HOZ 2anton 5 - 6.12)

c]elntm) (=72

Mﬁé;‘—‘;gz,/

pour z dans lintérieur dey, et different de pdles. Dans cette situation, la fonct@t(mg‘) =
¢;(¢)/(¢ — =) possede les polesetc; avec résidus Reg;, z) = ¢;(z) et Reqy;,c;) = —¢;(2).
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=)

Le théoreme des résidus donne alors que

L 49
2ri w G —

et la formule (6.12) (appliquée une fois pouet une deuxiéme fois pour= 0) implique que

! Lol Lo JQ)
f(z) = f(0) — 0(2) = 00) = — [ fIO—— — =)d¢ = — [ === dc.
cjelnzt(%g ) 27 Ak <§ —z §> 211 Jy, (¢ — 2)

~dg=0 (6.13)

Nous majorons cette derniere intégrale en utilisant))§.at I'nypothese suy,,, ce qui donne

o ML) M
’f(z) —1(0) _cjelnzt(%ggj( ) EJ(O))’ = 21 d(yx,) d(vk, 2) = 21 d( "k, 2)

(6.14)

ou d(vx, z) est la distance minimale enteeet la courbey,. Pourz fixé, cette distance tend vers
I'infini pour & — oo et la majoration dans (6.14) tend vers zéro.

Dans le cas ou I'origine est un pdle de la fonctitx), on applique cette démonstration a la
fonction f(z) — ¢y(z) qui est holomorphe prés de l'origine. O

Exemple 6.5 (formules d’Euler) Considérons la fonctiorf(z) = cot z (voir la formule (6.6)).
Pour la courbey, nous prenons le bord du carré avec somrfiets 1/2)r(£1 £4). On ad(v;) =
(k+1/2)m — oo et L(y,) = 8d(vx). La fonctionf(z) peut étre majorée a l'aide de

|2

| cos(x + iy)|* = cos® ¥ + sinh? y, | sin(z 4 4y)|* = sin® z + sinh® y.

Sur les parties verticales dg on a|f(z)| < 1 et sur les parties horizontalgs(z)| < /2 car
|sinhy| > 1 pour|y| > 37/2. La formule (6.11) du Théoréme de Mittag-Leffler impliqalers
que

[e o]

o= 3 (@) ) = S e

24T gm z—gm gm z 3% — j%m?

ce qui justifie d’'une part la formule (6.6). D’autre part, ealtipliant cette formule pat, la série
devient (aveg?, = 372, 7"

22 o 1

z-cotz:l—QilL—l—Zzz 2k7r2k: i(Z > 22%. (6.15)

j=1 _j27r2 j=1k= 1] J= 1]
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Cette série, comparée a (1.9.5), donne les formules

— 1 _ k—1 (277)%

Zj% =(=1) 2(2k)!

=1

By, pour k=1,2,3,..., (6.16)
I'un des plus formidables triomphes d’Euler. Méme le g£as 1 fut une énigme pour Leibniz et
Joh. Bernoulli pendant un demi-siecle (plus précisém#m 1673 a 1740).

La formule (6.7) peut &tre justifiee de la méme maniéreurRa fonction f(z) = 1/sin® 2
(voir la formule (6.8)) on a des pdles d’'ordzeet le Théoreme de Mittag-Leffler donne

si1112z B %* % +;i1(((z +1j7r)2 B (j71r)2) * ((z —1j7r)2 B (jylr)2>>'

En utilisant la formule (6.16) pout = 1 et B, = 1/6, les termes constants s’annulent et on
retrouve la formule (6.8). La formule (6.9) peut aussi &&dfi€e de cette maniere.

I1I.7 Principe de I'argument

A l'aide du théoréme des résidus nous déemontrons icelebze“principe de I'argument”. La
premiere application de ce principe est due a Riemanrd(M&rkep. 148, pour estimer le nombre
de zéros de sa “fonctio€’"), une deuxieme par E.J. Routh (1877, dans un travail setdhilité
d’un systeme).

Théoreme 7.1 (Principe de I'argument) Soit U un domaineétoile et~ la courbe ferndée par-
courantoU dans le sens positif. Sfi(z) est néromorphe dans un voisinage de '@thnce
U = U UdU et sans é&ro ni ple surv, alors

Q) g g
3w | 6= 200 = PU) (7.1)

ou Z(f) et P(f) sont, respectivement, le nombre d&as et le nombre dedbes def(z) a
I'int érieur de~y, compés avec leur multiplicé.

Démonstration. La fonction f'(z)/ f(z) est méromorphe et possede des poles I#i(ali est soit
zéro soit infinie A I'aide de (4.2), on voit que

si f(z)=(z—¢c)"g(2), g(c)#0 alors Res(f/(z) : c) =m

f(z)
. 9(2) S<f’(2) )
Si 2) = ——~—, c)#0 alors Re ,Cc) = —m.
1) = g 90 # o
Le théoreme des résidus pour cette fonction donne haéfiron (7.1). m|

Interpr étation geométrique du principe de I'argument. Le quotientf’(z)/f(z) est la dérivée
delog(f(z)). Aussilongtemps que la valeur ¢giéz) reste dans un domaine tng w est définie et
analytique, on a trouvé une primitive ¢d§ z)/ f(z) et par conséquent on a

- Q)
7w f(C)

ol = 7|y dénote une partie de la courbe Si on veut appliquer cette formule a la courbe
entiere~, il faut interpréterlog w comme fonction multi-valueée. Néanmoins la partie el
log w (qui estlog |w|) est le méme pour = f(y(1)) = f(v(0)) (la courbey est fermée). Ainsi

d¢ =log(f(x(1))) —log(f(+(0))) (7.2)
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FiG. 1I.8: Le principe de I'argument pour la fonctiof(z) = sin(z/2)/(e** — b)

/ J}(f)) 4 = log(1(v(1))) — log(£(+(0))) = i(ara(f(+(1))) — axa(F((0))).  (7.3)
Ceci est un multiple entier d&r: et compte le nombre de tours gu’effectue le veciuy, quand
z parcourty dans le sens positif.

Exemple.Dans la Figure 111.8 sont dessinés les vectef(rs) attachés au point pour la fonction
f(z) = sin(z/2)/(e”* — b) ola = 1.75 etb = 11.4. Cette fonction posséde deux zéres={ 0

etz = 27) et deux polesq{ = (Inb)/a etz = (Inb + 2imw)/a & I'intérieur du cheminy. On peut
observer que I'entier (7.1) vadtpour les courbesy, 71 et~,, il vaut —1 pour~s et de nouvead

pour la courbey.

Ce théoreme possede d’'innombrables applicationse extres le “theoreme de Rouché” et
unen+ 1-eme preuve du theoréme fondamental de I'algebre.

Théoreme 7.2 (tleoreme de Rouck) Soientf(z) et g(z) des fonctions @romorphes dans un
ouvertU et soity une courbe telle que le principe de I'argument pétre applige. Si

[F(2) =g(2)| <lg()]  pourtoutz e, (7.4)

alors

Z(f) = P(f) = Z(g) — P(g).
En particulier, quandf(z) et g(z) sont holomorphes, alors elles ont l&me nombre deérosa
I'int érieur de~.
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Démonstration. En conséquence de (7.4), les fonctigits) et g(z) n’ont ni zéros ni poles suy.
Il existe alors un voisinag¥ de la courbey ou le quotienth(z) = f(z)/g(z) est holomorphe et
tel que

|h(z) —1] <1 pour z € V.
Ceci implique que la fonction Lo@:(z)) est bien définie dang et qu’elle est une primitive de
h'(z)/h(z). Pour la courbe fermée on obtient donc/ 7'(z)/h(z)dz = 0. Légalite h'/h =
f'/f —d'/g etle principe de 'argument permettent de conclure. |

Donnons encore quelques applications typiques de ceaésul

e Une cEmonstration du thoreme fondamental de I'afyre. Soitp(z) = a,,z"+. ..+ a1z +ag
un polyndbme de degré. Sur un cercle de rayoR (avec R suffisamment grand) on a
Ip(2) —a,2"| < |a,z"™|. Le théoreme de Rouché implique gu(e) possede le méme nombre
de zéros dan®r(0) queg(z) = a,2" (c.-a-d., exactement zéros, comptés avec leurs
multiplicités).

e Continuié des &ros d’un poly@me. Soit p(z,\) = a,(\)2" + ...+ a1(A\)z 4+ ag(A) un
polyndme a coefficients dépendant continllment d’'uup@tre). Si z = ¢ est une racine
dep(z, o) de multiplicitém, alors pourk et|\ — \q| assez petits, le polyndmgz, \) am
racines dans le disque.(c). Ceci suit du théoreme de Rouché, car il existéun0 tel que

Ip(z, A) — p(2, Mo)| < d < |p(z, A\o)| pour |z —c| =e.

Un d > 0 satisfaisant la deuxieme inégalité existe, parce gsieéeos sont isolés. La pre-
miere inégalité est due a la continuité des coeffiggsit\ est suffisamment proche de.

e Lemme de Hurwitz.Soit { f,,(2) },>1 une suite de fonctions holomorphes dansjui con-
verge localement uniformément vers une fonction holorerff z) (c.-a-d., converge uni-
formément sur chaque sous-ensemble compatt)d&upposons qug(z) ne s’annule pas
sur le borddD,(c) d'un disque. Alors, poufr. suffisamment grandf,(z) et f(z) ont le
méme nombre de zéros dafs(c). Pour la démonstration de ce lemme on remarque que

[fn(2) = F(2)| <d < [f(2)] surdD:(c).

1.8 Exercices

1. Calculer les limites suivantes dafis(si elles existent)

2+ 2 z—1 1
. 4 . . . . L
fifese o4 JNmogre Jmogme Jmoews i ().

2. Lesquelles des fonctions suivantes sont holomorphes akioisinage de = oo:

1+2 z
3 _ LTz : _c
22° + 2z — 3, 53, sin z, exp(1 22).

3. Soit (&,1,¢) un point de la sphere de Riemann, c.-a&t..+ n? + ¢ = 1. Calculer sa projec-
tion stéréographiquey a partir du pdle nord0,0, 1) sur le plan passant par I'equateur. Calculer
également sa projectiory a partir du pdle sudo, 0, —1). Montrer que

zy - zZs = L.

Ceci motive I'étude de I'infini & I'aide de la transformatiz — 1/z.
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o

FiG. 111.9: Fonctione!/* avec singularité essentielle; la valeur absolue & gaathes lignes de
niveau avec valeurkr (k = 0,+1,42,...) dearg f(z) a droite.

4. Pour la fonctionf(z) = exp(1/z), demontrer par un calcul direct que pour taue €'\ {0} et pour

10.

11.

toutp > 0 il existe unz € D,(0) avecf(z) = w (voir la Fig. l11.9).

La fonction 6

1z) = z2(z4+1)(z —2)
est holomorphe dang'\ {0, —1,2}. Calculer les trois développements de Laurent: o«r|z| < 1,
pourl < |z| < 2etpour2 < |z| < co.

Les fonctions suivantes possedent une singularit@®iut o= 0. Décider s'il s'agit d’'une singularité
supprimable, d'un pdle (quel ordre) ou d'une singuiagtssentielle:

34+ z 1 sin z cos(l) z

24(5 + 322)’ tan 2’ z z et —1—2—22/2

Pour la fonctionf (z) = e~/ demontrer que les lignes de niveau|flé:)| et dearg f(z) sont des
lemniscates (voir la Fig. 111.4).

Rappel.La célébre “lemniscate” de Jac. Bernoulli est définie pet + y?)? = a?(2% — y?) (voir
[HW, p. 314, 315 et 329).

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les pbles résidus en ces poles:

2z +1 (z+1)2 sin 2 CoS z
22—z =2 z—1/"

En utilisant le theoréme des résidus calculer Iintée

4 —Z
/%dz
’Y Z

ou -~y parcourt le bord du carré de sommet® + 2; dans le sens positif.

/OO dx
o T+ 241

Démontrer que pour des entiensn satisfaisand < m < n

22 sin z

Calculer l'intégrale

/oo xm—l g . 7.(./” .
o 1+4+azn sin(7mm/n)

Indication. Considérer le chemin de la figure.

o eiﬂ/n

27 /n
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Singulariés et fonctions Bromorphes

Soitp(z) un polyndme de degrée > 2. Démontrer que la somme des résidus de la fondtjgriz)
est zéro.

Par la méthode des résidus, montrer que
/oo COS(G.%') dr — I 6_a7 /27r cos 3t dt — 17 /27r dt' _ 5_71'
o 1422 2 o Hb—4cost 12 o (h—3sint)2 32

Calculer l'intégrale
©cosx — 1
———dz.
0 x

Indication. Utiliser les mémes idées que pour l'intégrale du typed@)s le paragraphe Il1.5.

Démontrer que

Indication. Prendre un chemin comme dans lintégrale du type (5) dargatagraphe IIl.5 et
une détermination du logarithme qui est une fonction haigrhe dansl’ privé de la demi-droite
d’argument—m /2.

Verifier la formule

0 log = log?a —log? b
—_— =Y our b 0.
J @ta)e+b) " 2(a—b) Pt @ =0=

Calculer les intégrales suivantes

00 dx % sin? (k) oo Jogx
[t e e,
o xz2+6xz+13 0 T o (z+1)

En applicant le théoreme de Mittag-Leffler démontae€ormule

, 1 1 1
tan z = Z((w/2)2 2 GrpE 2 T G2 )

En déduire que

11 1 1 72

ﬁ—i_?—i_?—i_ﬁ—’_”':?'
Démontrer que toutes les racines du polyndfie) = 27 — 52% + 12 sont situées entre les cercles
|z| = 1et|z]| = 2.
Indication. Appliquer le théoréme de Rouché avge) = 12 sur le petit cercle et aveg(z) = 2”
sur le grand cercle.

SoEf(z) holomorphe sur le disque unité:= D1 (0) et continue sur I'adhérendé et supposons que

F(U) c U. Démontrer alors (a I'aide du theoréme du Rouché) fjue = = possede exactement
une solutiorz € U.

Soitf(z) une fonction holomorphe et supposons que le bord de I'enigemb
A={zeC;|f(2)]>1}

soit paramétré par un chemirit) au sens positif. Rappelons qde= +(t) est le vecteur tangent a
cette courbe et = —i(t) le vecteur normal orienté vers I'extérieur.

a) Expliquer pourquoi on @log | f(z)|/0n < 0 dans cette situation;

b) En utilisant les équations de Cauchy—Riemann peg(if (z)), montrer qued arg f(z)/0d < 0.

c) Montrer quearg f(z) est strictement décroissant lelong-gédériver f (y(t)) = e*22/(v(1)),

Ce résultat est illustré dans la Fig. 111.10 pour la foonti

1+ 2(1—2a) +2%(1/2 — 2a + a?)
(z) = (1 —az)?exp(z) ’

(8.1)
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22.

23.
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FiG. 111.10: L'ensembleA = {z € C'; |f(z)| > 1} pour la fonctionf(z) de (8.1).

Dans la Fig. lll.1& sont dessinés les vecteyi&:) attachés au point = ~(t) sur la courbe qui décrit

le bord de 'ensembled = {z € €'; |f(z)| > 1} (pour la fonctionf(z) de (8.1)). Uniquement
en regardant cette figure, décider combien de zéros asint dans chacune des composantes
connexes bornées deet deA°.

En utilisant le theoreme de Rouché, demontrerdeltét suivant qu’on appelle aussi le “lemme de
Zarantonello”™: soifc| > r et soitp(z) un polyndme de degre satisfaisanp(c) = 1. Alors, on a

max [p(2)] > ()

|2l=r lc|

Indication. Comparer la fonctiorf (z) = (z/c)* — p(z) avecg(z) = (z/c)".

ICette figure est prise du livre “Solving Ordinary DiffereaitEquations II” de Hairer & Wanner.
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Chapitre IV

Series de Fourier

La théorie de ce chapitre nous permet de mieux comprendte torte de phénomengpério-
diques Elle a son origine au 18eme siecle dans l'interpolatierfahctions périodiques en as-
tronomie, dans I'étude de la cordre vibrante et du son avamtrer en force en sciences grace a
la Théeorie de la Chaleude Fourier (1822), voir le chapitre V.

Comme exemple, considérons la digitalisation d’'un sog.(M.1). On a enregistr&2 000 im-
pulsions par seconde, dori24 sont dessinées (ceci corresponidad /22 ~ 46.5 millisecondes).
Il 'y a pas de doute que ces données représentent un mpigégeopériodique. On est souvent
intéressé par I'étude du spectre d'un tel signal, pafrexpuences dominantes, par la suppression
d’un bruit de fond éventuel, etc.
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FIG. IV.1: Digitalisation du son “0” prononcé par Martin

A part la résolution de certaines equations aux déesy@getielles, on utilise aujourd’hui des
séries de Fourier (sa version discrete FFT, voir le coArglyse Numeérique”; un des “Top 10
Algorithms of the 20th Century”) et des modifications (oredtEs ou “wavelets”) dans beaucoup
d’applications en informatique (compression de sons, ¢cesgion d'image, JPEG).

IV.1 Deéfinitions mathématiques et exemples

Fonctions périodiques. Les fonctionssin x, cos z, mais ausssin 2x, cos 5x sont des fonctions
2m-périodiques c.-a-d. elles vérifient la relation

flz+2m) = f(x) pour toutz € IR.

Polyndmes trigononetriques. Les combinaisons linéaires da kx et decos kz (k € Z) sont
des fonctiong2n-périodiques. Elles sont de la forme

Qg

N N
5 + > apcoskz + Y bysinkaz, (1.1)
k=1

k=1
ou lesa;, etbh,, sont des coefficients réels. On appelle (1.1patyndme trigonordtrique
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—0.154+04cosx+0.6sinx ...—0.5cos2x —0.4sin2x ...+ 0.25cos3x — 0.5sin 3z

FIG. IV.2: Plusieurs polyndbmes trigonomeétriques

Formule d’Euler et repr ésentation complexe. La formule d’Euler

e = cosx +isinx (1.2)
nous permet de simplifier I'expression (1.1). En effet, editawhnant et en soustrayant la formule
(1.2) ete ™ = cos (—x) + isin (—x) = cosx — isin x, on en déduit

eia: + e—ia: eix _ e—ix

cosr = ————, sing = ——. (1.3)
2 21
Le polyndme trigonométrique (1.1) peut donc étre &wiis la forme
N .
> cpe’t® (1.4)
ou ) . k=—N
Cr — §(ak — Zbk) ap = C + c_p,

ou, de maniére équivalente
1 . ) ] .
C_| = E(ak + Zbk) bk = Z(Ck — C_k).

Avec ces formules, on peut passer de la représentatidie (&€l) a la représentation complexe
(1.4) et vice-versa.

Coefficients de Fourier d’'une fonction 2r-périodique.  Considérons d’abord un polyndme
trigonometriquef (z) = S0y cxe™*®, multiplions-le pare—"* et intégrons dé® a2

21 . N 2T
/ f@)e™de =Y ck/ e B0 oy — 9mey
0 N Jo

car f;™ e™* dx = Le™= |27 = ( pourm # 0 et I'intégrale est égale &r pourm = 0. On obtient

alors 1 o
_ —ikx
k= 27T/0 f(:p)le 2 dz
ay = cp +c_p = —/ f(z) cos kx dx (1.5)
mJo

1 2w

by = i(ck, —c_g) = —/ f(x)sinkz dx .
7 Jo

Comme les fonctions soBtr-périodiques, on peut écrir€, ou [>"™* au lieu def;™.
Si f(x) est2r-périodique, mais pas nécessairement un polyndmeniigpétrique, on appelle
(1.5) lescoefficients de Fouriede la fonctionf(z).

Définition 1.1 (Serie de Fourier) Soit f(x) une fonction2r-périodique telle que les idgrales

dans (1.5) existent. On appelleé&se de Fourier def(x)” la série
0 . 1 g2 4
> e ou Cp = — f(z)e ™* dx (1.6)

P 21 Jo

et onécrit f(z) ~ X% cpe*®. La srie de Fourier peuégalemenétre écrite sous la forme
f(x) ~ % + > aycoskz + Y bysinkx

k>1 E>1
avecay, by donrés par (1.5).



Series de Fourier 73

Pour le moment, on sait seulement qu'on a égalitée ddiis) = >° _ cxe*® pour des
polyndmes trigonométriques. Le sujet de ce chapitre’éstidier la convergence de cette série et
la question quand cette identité reste vraie pour desifoms2r-périodiques arbitraires.

Exemple 1.2 Etudions comment une fonctiof{x) est approximée par sa série de Fourier. La
Fig. IV.3 montre six fonction@r-périodiques ainsi que plusieurs troncatures de leuisssée
Fourier associées. Les six fonctions sont:

V2cos2x Si x| <w/4

f(z) = 0 si 7/4 < |z| < 3n/4 f(:p):g si || <7
—Vv2cos2x Si 3n/4d<|z|<m7
2 2 x .
f(a:)zﬁ—z si x| < f(x)zlog(Qcosi) si x| <m
B /4 si 0<z<m oo
f<x)_{_7r/4 Si —r<z<0 f(x)—g\sm:d
27 ~
2 B g
1 n=1 n=24
n=1
| | | | \Z
== P il ) 1 2 3 4 5 7
-2 ) 2\\ n=g ™ 4
_17
_17
_27
yzcosx+%cos3x—%cos7x+... y:sinx—%sin2x+ésin3x—...

/ 0 | E

_27 \
- 1 1 _ - _ 1 1 _
y=cosx — ;cos2r+ gcosdxr — ... y=cosx —5co82x + 5c0o83r — ...

i

2 4
| | | n=12
D 1 2 3

_17 T

— qi 1 1 g -1 - 2 _ 2 _ 2 _
Yy =sinz + 3sin 3z + £sindr + . .. y=1—15co82x — j5 cosdr — = cosbr — ...

FIG. IV.3: Quelques fonctiongr-périodiques avec des séries de Fourier tronquéesiassoc
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Vérifions, par exemple pour la fonctigiiz) = z/2 (|| < 7), que la série de Fourier est celle
donnée dans le dessin correspondant de la Fig. IV.3. Unldditect donne:

1 /= . .
ay = %/ gcos kxdx =0 (parce quer cos kx est impaire),

1 /= 1 kxm 1 /7 —1)k+1
ka%/_wgsinkxd:c:§(—:ccoskx_ﬂ—l—E/_wcosk:cdx):(]2 )

Remarquons que, en général, on a

e a; = 0 silafonctionf(z) estimpaire, c.-a-d. §fi(—x) = — f(z) (série de sinus),
e b, =0 silafonctionf(x) est paire, c.-a-d. §i(—x) = f(z) (série de cosinus).

Dalr\_/, - 1|mpalr 1M [
7

/ /

/ 4 | . ‘ . . }

Vd
/ 1 / - 0 T ~ 21

—T 0 T 27 ~ . r

FIG. IV.4: lllustration des fonctions paires et impaires

Exemple 1.3 Etudions encore la fonction du début de ce chapitre quaaditiitalisation d’'un son
(Fig. IV.1). Sur l'intervalle comprenant tous €824 points elle n’est visiblement pas périodique.
Par contre, les premiefsl4 points (reliés par des segments de droite) représententanction
qui peut étre prolongée périodiquement. Sa période/est ;244 secondes. Si on dénote cette
fonction parF'(t) (¢t en secondes), la fonctigi{z) = F'(t) avecx = 27t/T devient2r-périodique

et on peut appliquer les formules de ce paragraphe. On ahdmit une représentation

> - 2rt
F(t)~ > cpe™ avec 1z = %

k=—o00

La Fig. IV.5 montre les modules dg en fonction dek. On les calcule numériquement par FFT,
voir le cours “Analyse Numérique”. Commgz) est réelle, on a_, = ¢;. On observe que les
coefficients de Fourier dominants correspondent tous endéifples deb. La fréequence dominante
de ce son estdonc d&/7T = 5 - 22000/944 ~ 116.5 Hz.

Essayons de retrouver le son de la Fig. 1V.1 a partir de seotsp(c.-a-d. a partir des coeffi-
cients de Fourier,). Quelques valeurs dg sont données dans le tableau IV.1. Dans la Fig. IV.6
nous dessinons quelques séries de Fourier tronquéebord’ aous prenons uniquement les ter-

mes aved: = +15 etk = —15, c.-a-d. la fonction:_5e 1% + ¢15¢!%*. Ceci donne la fonction
1015
10);
o il ) ‘\ | |
Ll |I||‘I LIkl ] I., o | | ||| L
0 50 100 150

FIG. IV.5: Le spectre (valeur alsolue @g en fonction dek) pour le son de la Fig. IV.1



Series de Fourier 75

]i] Cp |Ck‘ ]i] CL |Ck|
) 5.61 — 0.35¢ 5.62 20 5.45 —1.931¢ 5.78
10 4.27 — 8.711 9.70 25 0.31 —1.19+¢ 1.23
15| —13.53+4+12.82: 18.64 30 | —7.84 —2.181¢ 8.14

TAB. IV.1: Coefficients de Fourier pour le son de la Fig. IV.1

pointillee dans la Fig. IV.6 (un sinus pur). Sion tient enpptompte des coefficients avee- +10
etk = 430 on obtient la fonction traitillee, et en ajoutant les tesneerrespondant & = +5 et

k = 420 on obtient la courbe solide. Elle est déja une tres boppecximation du son actuel. On
Voit qu’avec tres peu d’information on peut reconstitesignal original.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
FIG. IV.6: Approximation par un polyndme trigonométrique

IV.2 Lemme de Riemann et fonctionsa variation bornee

Si 'on se donne une fonction “arbitrairg’(x) sur |0, 27}, et si I'on calcule les coefficients;, by
respectivement, par (1.5), on peut se demander :

e |a série de Fourier va-t-elle converger?, converger umément?
e aucas ou elle converge, va-t-elle converger yérg?

Ces questions, affirmées dans un élan de jeunesse paeFapartir de 1807, se sont avérées par
la suite plus difficiles que prévues.

Une premiere approche pour étudier la convergence derie 8é Fourier consiste a dériver
des majorations pouc,| et d'utiliser le fait que|c,e*| < |cg|.

Lemme 2.1 Soite : [0, 27] — IR une fonction en escalier sur un nombre fini d’intervallesysal
les coefficients de Fourier (1.5) sont ma&srpar

lag| < %, |br| < C(mSt, lex| < Const pour toutk. (2.1)
|| || ||
DémonstrationPour des fonctions en escalier (voir le petit dessin)
on peut explicitement calculer les coefficients de Fourdar.ob-
tient, par exemple, Y2
1 27 —ikx IR *i —ikx Y4
Cp = 27T/o e(z)e dr = 27szlyj /mjle dx Y1 | "
— L(?/l + e—ilml(yQ _ yl) + e—z‘kxz(y3 _ y2) +...—vy ) i 1 1
2mik "0 1 X T3 2w
el < ———(lya — vl + s — ol + ..+ Iy — i) < 22
Kkl = or || Y2 — W Ys = Yo ™o T {Yn —Y1|) = B

Les estimations pour; etb, sont obtenues par leur relation avee@tc_,, |
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Lemme 2.2 (Lemme de Riemannypoitf : [a,b] — IR intégrable (au sens de Riemann), alors

b b b .
lim [ f(z)sinkzdz =0, lim [ f(z)coskxdr =0, lim [ f(x)er™ dx = 0.

k—oo Jg k—o0 Jq k—oo Ja
Ceci impligue que les coefficients de Fourier satisfopt— 0, b, — 0 et ¢, — 0.
Démonstration. Soite > 0. Par hypothese, il existe un

partageD de l'intervalle[a, b] tel que (dans la notation de
[HW, p. 222], voir le dessin a droite)

S(D) i Fy — f;)0; <. (2.2)

Notonse(z) la fonction en escalier qui assume les valeurs
f; sur(z;_1,z;). Pour cette fonction nous avons par (2.1)
gue pourN suffisamment grand,

b .
/e(x)ei’md‘”’<5 si k> N. (2.3) a T ij' H—— 'b

Dans chaque intervaller;_y, z;) on a|(f(z) — e(z))e*™| < (F; — f;), et I'on trouve par (2.2)
que la difference des intégrales sfifr)e™** et e(z)e*** est plus petite que. Ainsi, on a
lestimation| [” f(z)e*™** dx| < 2¢ pourk > N. O

Le Théoreme 2.4 ci-apres est le résultat d'un long igpmement commencant par S.D. Pois-
son (Th. math. Chaleud 835, p. 185), G.G. Stokes (1849), jusqu’a F. Rigdath. Zeitschr.2,
1918, p.312). Il est inspiré par I'estimation de la démmton du Lemme 2.1, laquelle nous
amene a la définition suivante (C. Jord@ours d’AnalyseTome 1) :

Définition 2.3 (Variation totale et fonctionsa variation bornée) Lavariation totaled’'une fonc-
tion f : [a,b] — IR est définie par

Ve[ = sup <Z | f(ziy1) )|>

a=x0<z1<...<Tp=b
On dit quef esta variation borreesi Vi, f < oc.
Afin de mieux comprendre les fonctions a variation bornegi quelques propriétés :

e Une fonction esa variation borree si et seulement si elle est @fnce de deux fonctions
monotones croissantes (voir Fig. IV.7).
Pour une fonction monotone : [a,b] — IR on aVj,yu = |u(b) — u(a)|. Elle est donc a
variation bornée. Comm&/, ;) (—u) = Vig4(u) €t Vigy(u + v) < Vigyu + Vig v, aussila
difference de deux fonctions monotones est a variationésar
Soit f : [a,b] — IR a variation bornée. Avec la notationz) := Vi, ,f on a la relation
1f(y) = f(@)] £ Vieyf = v(y) — v(z) pourz < y. Par conséquenty(z) — f(z) <
v(y) — f(y) etaussiv(z) + f(z) < v(y) + f(y). Les deux fonctiong* = (v + f)/2 et
f~ = (v — f)/2 sont alors monotones croissantes et leur difféerence dianfanction f
(dans Fig. V.7 on a ajouté la constarft@) /2 aux deux fonctiong™ et /).

e Sif:[a,b] — IR esta variation borrée, alorsf est ineégrable (au sens de Riemann).
Ceci est une conségquence du fait que chaque fonction mometst intégrable au sens de
Riemann ([HW] p. 228).
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—

AT W

N ()

R E A

Fic. IV.7: Fonction a variation bornée comme somme de fomstimonotones

e Sif est contifuiment diférentiable, alorsf esta variation borree.
Sur l'intervalle compacta, b] on a|f'(x)| < M. Le théoréme de Lagrange nous donne alors

ilf(xj) ~ fay)] = Z PE - |2 — 5] < M(b—a).

e Une fonctionf peutétrea variation borree san®tre continue.
Considérons, par exemple, des fonctions en escalier.

¢ Une fonctionf peutétre continue sangtrea variation borree.
Une exemple est la fonctiof{x) = x sin(1/x) sur l'intervalle[0, 1].

Théoreme 2.4a) Si f : [0,27] — IR esta variation borrée, alors les coefficients de Fourier

satisfont pouik # 0
Const

||
b) Si f: IR — IR est2r-périodique,p — 1 fois contitiment diférentiable efp fois differentiable
par morceaux ave¢ (P>|[072ﬂ a variation borree, alors

lex| < (de néme poumy, etby). (2.4)

(de néme poui, etby). (2.5)

Démonstration. a) Pour urk fixé, nous approchong(x) de plus en plus finement par des fonc-
tions en escalie#(x), ainsi les intégrales

b ] b |
/ e(z) e dx  convergent vers / F(x) e dy

(voir la demonstration du Lemme de Riemann). Mais, pardaalstration du Lemme 2.1, ces
premieres intégrales restent toujours majorées\igd-z71e/(2m|k|) < Vigarroon f/(27]k]) <
Const/|k| avec une constante qui ne depend pas de la fonetion

b) Si f(z) est differentiable par morceaux, on fait une intégrapanparties

f(SC) e—ilm
—2kmi

2 1

0 2kmi

1
o7

2m ) 2T .
Cr / f(z)e ™ de = / f(z) e ™ da. (2.6)
0 0
Le terme intégré disparait grace a la périodicitéfde). Le deuxiéme terme est le coefficient
de Fourier de la fonction dérivég(z) avec un facteufik)~! en plus. On peut donc appliquer
I'estimation (2.4) af’(x). Si f(x) posséde plus de régularité on peut repéter cetteratiég par

parties pour obtenir (2.5). O
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Exemples de la Fig. IV.3. La deuxieme et la cinquieme fonction de la Fig. IV.3 sonaaation
bornée, mais elles ne sont pas continues sur tout I'infferv®n comprend alors pourquoi les
coefficients de Fourier diminuent comrlenst /k. La quatrieme fonction n’est pas bornée et donc
pas a variation bornée. Cela n"'empéche pas les coetfoiEndiminuer aussi comm@onst / k.

La troisieme et la sixieme fonction de la Fig. V.3 possedune premiere dérivée qui est a
variation bornée, d’ot un comportement@onst /k*. La premiére fonction est a variation bornée,
mais sa dérivée ne I'est pas. On peut démontrer (par uitrde Wallis) que les coefficients de
Fourier se comportent commevnst /k'-.

IV.3 Etude élémentaire de la convergence

Comme|e**| = 1, nous savons par le critere de Weierstrass ([HW], p. 21&)lgsérie de Fourier
(1.6) est uniformement convergente si la série de teapesnverge absolument. Par conséquent,
sous la condition (b) du Théoreme 2.4, il est certain que&tae de Fourier converge uniformément
sur [0, 27r] vers une fonction continue. Mais, on ne sait pas encoreesceltverge vraiment vers
la fonction f(x). Dans le cas olr,| ~ C/k (cas (a) du Théoreme 2.4), ce raisonnement ne peut
pas étre appliqué.

Pour étudier la convergence vefér) de la série de Fourier, nous considérons les sommes

partielles

n . 1 2m )
Sau(x) = Y cpe™ ou ¢ =— f(z)e ™ da. (3.1)

Pt 21 Jo

Un résultat intéressant avec une preuve extrememeptesereté publiée par P.R. Cherndtimer.
Math. Monthly vol. 87, No. 5 (1980), p. 399-400.

Théoreme 3.1 Soit f(z) intégrable sur[0, 27| et differentiable au pointy € (0,27). Alors les
sommes partielleS,, (xy) convergent verg(z,) Sin — oo.

Démonstration. Aprés soustraction d’une constante, nous pouvons supposef (z,) = 0.
Commef(z) est differentiable em,, on a par Carathéodory quéxr) = ¢ (x) - (z — zo) avecy(x)
continue enx,. L'idée géniale est de poser

f@) b))

eilz—zo) _ 1 o 7 eilz—z0) _ 1°

g(x) == (3.2)
La fonctionz/(e* — 1) nous est bien connue (voir les “Nombres de Bernoulli” dar& 3)) et
posséde une singularité supprimablezer- 0. Donc g(z) est continue em, et intégrable sur
I'intervalle [0, 27r]. Notonsc, les coefficients de Fourier d§z) et d,, les coefficients de Fourier
deg(z). Par (1.6) nous avons alors

1 21 . 1 21 . . .
Ck —/0 f(z)e @ dy = %/0 g(x)(e720) — e * dy = djy_je”™@0 —d,.  (3.3)

27
Avec cette formule, les sommes partiellegx), évaluées emn = z, deviennent

n n

Sn(xO) _ Z Ckeikxo _ Z (dk_lei(k—l)xo o dkeikxo) _ d_n_lei(—n—l)mo o dneinxo’ (34)

ce qu'on appelle uneérie €lescopante Le Lemme de Riemann, appliqué a la fonctigi),
montre quel,, — 0 Sin — oco. Nous avons alorBm,, ., S, (o) = 0 = f(xo). O



Series de Fourier 79

IV.4 Noyau de Dirichlet et convergence ponctuelle

“Lauteur de ce travail (Cauchy) avoue lui méme que sa d@stiation se trouve en défaut
pour certaines fonctions pour lesquelles la convergengeoestant incontestable. Un examen
attentif du Mémoire cité m’a porté a croire que la déstoation qui y est exposée n'est pas
méme suffissante pour les cas auxquels l'auteur la crolicaje.”

(Dirichlet, Crelle Journal vol. 4 (1829), p. 157)

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (pour plus de pagsvoir H. Minkowski, Jahresber.
DMV XIV, 1905, p.149-163), né en Allemagne en 1805 de paremigrés francais, passe les
années 1822-1827 a Paris; cette visite aura des conms&gpuBouleversantes pour les mathéma-
tiques. Il fait la connaissance de Fourier, Poisson et Gaurisson a publié une premiere preuve
de convergence des séries de Fourier, ou Cauchy déconertaute. Cauchy publie ensuite une
deuxieme preuve, ou Dirichlet découvre une faute (vibiition). Aprés son retour en Allemagne
(a 22 ans, sur initiative d’Alexander von Humboldt a Baesl puis a Berlin) il &crit un chef-
d’oeuvre Crelle Journal 1829, qui donne la premiére preuve rigoureuse de convergesgséties
de Fourier. De plus, cet article est a I'origine du conceptlierne d’une fonction. Dirichlet devient
ensuite le pere spirituel du jeune Riemann et lui transengdtsion des séries trigopnomeétriques, qui
donnera naissance, entre autres, a I'intégrale de RienfiRiemann, I'intérét de ces séries passe
a Weierstrass (son exemple d’une fonction sans dériseane telle série) et a ses éleves (Heine),
qui propose en 1870 au jeune Cantor d’étudier la convergdres séries trigonométriques. Ces
recherches de Cantor 'amenent a la théorie des ensendaas laquelle les mathématiques du
20e siecle seraient impensables.

Considérons les sommes partiellegz) d’'une série de Fourier, comme elles sont introduites
dans (3.1). Si on écrit les intégrales pewravec une nouvelle variable d’intégrationon peut
insérer ces formules dans la série et echanger sommiggtation. On obtient ainsi

_ 1o ikt P o 1 ik(z—t) _ /'27r
Sul@) = 3 o= [ fpedt e _/0 F0(5- X0 e )dt = [ Dalw - 0)f(t) dt
|k[< |k|<n
ou .
D,(z—1t) = L eh@=t) (4.1)
27 \il<n

est lenoyau de DirichletUne formule plus compacte est donnée dans le lemme suivant

Lemme 4.1 (Noyau de Dirichlet) Le noyau de Dirichlet est dogmar

1 sin(n+1/2)s
Dnls) = o sin s/2 (4.2)

et la somme partielle de l&esie de Fourier satisfait
Sp(z) = / (f(:z: +5)+ f(z — 3))Dn(s) ds. (4.3)
0

Démonstration. En écrivant (4.1) sous forme d’'une série géométriqueglatient a I'aide de la

formule d’Euler
. . . . 1= 6(2n—|—1)is
. —ins 1S 218 2nis __—1ins
21 Dy(s) = e (1+e +e+ . +e )—e s
e~ins _ ei(n-i—l)s 6—i(n+1/2)s _ ei(n+1/2)s B sin (TL + 1/2)5

1 —ets e—is/2 _ gis/2 sin s/2
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n =15

FIG. IV.8: Noyaux de DirichletD,,(s) avec I'enveloppd /(27 sin(s/2)) en pointillée.

La formule pour la somme partielle est donnée par le caloubst:

S, (z) = /'Q”f(t)pn(x—t) dt = /2 Flz — $)Do(s) ds = /'”f(x— $)Dn(s) ds

— /O.Wf(:v —5)D,(s)ds _|_/'07Tf(:17 —$)D,(s)ds = /Oﬂ(f(x +8)+ f(z — 3))Dn(5) ds.

Dans la premiére ligne on a utilisé 2a&-périodicité deD,,(s) et def(z — s) et dans la deuxieme
ligne le fait queD,,(s) = D,,(—s). O

Nous sommes ici a un point, ou K. Knopp écrit (voir page )36Durch diesen Satz sind
zwar die Fragen.. noch keineswegs. . erledigt,. .. aber es ist jedenfalls eine wesentlich neue
Angriffsmoglichkeit zu ihrer Erledigung geschaffen.” d éonctionsD,, (s) ressemblent fort & une
suite de Dirac(voir [HW, p. 266]) et on pourrait s'attendre & ce que la aation [;™ D,,(z —
t)f(t) dt tende verd (z) sin — oo. Malheureusement, 163, (s) ne forment pas précisément une
suite de Dirac, car lesonstantes de Lebesgue

2T
Ap 1= / |D,(s)|ds — oo pourn — oo. (4.4)
0

On doit soigneusement étudier I'intégrale dans (4.3)yefifer des annulations dues aux change-
ments de signe dans,,(s).

Pour le résultat suivant, 'hypothése essentielle seia fqz) est a variation bornée. Rap-
pelons qu’une fonction a variation bornée est la diffiéeede deux fonctions monotones. Pour une
fonction monotone la limite a droit¢ (zo+) := lim, ..+ f(z) etla limite & gauchef (zo—) :=
lim, .., f(x) existent. Donc elles existent aussi pour les fonctiongiatiran bornée.

Théoreme 4.2 (Dirichlet 1829)Soit f () une fonctior2z-périodique etf| o & variation borree.
Alors la €rie de Fourier converge pour tout, € IR et

e si f est continue emy, on a lim,, .., S,(zo) = f(x0),
e si f estdiscontinue emy, on a

T Su(eo) = 3 (F(w-) + Flaot)). (4.5)

(le premier cas est en fait un cas particulier du déume).
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Démonstration. Nous utiliserons la propriété; D,,(s) ds = 1/2 du noyau de Dirichlet qui est
une conséquence d&,(—s) = D, (s) etde [T D, (s)ds = [T 5= > xj<n€** ds = 1. Laformule
(4.3) nous suggere de considérer I'expression

[ 5w+ 9)Da(s)ds - @ = [[(#@-+9) = Fav+) Dafs) ds (4.6)

™ sin((n+1/2)s 1 s/2

= [ ™0 o () = 2 (ot s) - flawt) S

Le but est de démontrer que cette derniére intégraleverslzéro poun — co. Commef(x)

est a variation bornée, on peut supposer sans perte éealigmquef (z) et donc aussj(s) sont
monotones croissantes.

Par définition dgy(s) on alim, o, g(s) = 0. Ceci implique que, pour un > 0 arbitraire, il

existes > 0 tel que
0<g(s)<e pour 0<s<39. 4.7)

Nous partageons alors 'intégrale (4.6) en (en utilisaftrbviationm = n + 1/2)

5 : - .
/ g(s) SRS s + / g(s) SRS s, (4.8)
0 s 5 s

Lintégrale sur l'intervalle[d, 7] tend vers zéro par le Lemme 2.2 (Lemme de Riemann), car la
singularité ens = 0 est écartée. Tout I'art (de Dirichlet) réside dans un@region soigneuse
de l'intégrale sur l'intervalld0, 6]. Ici nous avons besoin de la monotoniegde), ce qui est une
conséquence de I'hypothése sur la variation bornég de

L'idée est de remplacer la fonctigris) par une fonction en
escaliere(s), qui prend la valeure, = g((2k — 1)7/m) sur sinms
lintervalle [2(k — 1)7/m, 2kw/m]. Commey(s) est monotone
croissante, on a(s) > g(s) sisinms > 0 ete(s) < g(s) si
sinms < 0. Ainsi

4 sin ms 9 sin ms €2
/ g(s) ds < / e(s) ds 1
0 s 0 s
5 o
261'11+62'12+...§€'/ Slnm8d8§€M ]’1 ]’2
0 s

carly, I, ... sont des intégrales avec valeur positive. La con-
stanteM = 1.8519 majore l'intégrale

Qi md qj
/ sinms ds:/ Smada:Si(mé)
0 0

S o

(voir Figure IV.9 a droite). Pour obtenir une minoration@denéme intégrale, nour remplacay(s)
par une fonction en escalier qui prend la valg2kr/m) sur l'intervalle [(2k — 1)7/m, (2k +
1)m/m]. Les deux estimations ensembles montrent que la prenmiégrale de (4.8) devient
arbitrairement petite. Ceci demontre que I'expressiof)(donverge vers zéro pour— oc.

De la méme maniere, on démontre

/wa(azo — $)Dy(s)ds — @ — 0

et en utilisant la formule (4.3) on en déduit (4.5). O
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IV.5 Le phénomene de Gibbs

“Willard GiBBS, 1839-1903, war der grosste Thermodynamiker Amerikaszugtkich, neben
BoLTzMANN, der Begriinder der statistischen Mechanik.”
(A. SommerfeldPart. Diffgin. der Physik1947, p. 10)

Proche d’une discontinuité&, d’'une fonctionf(z), la série de Fourier tronquée ne donne pas une
bonne approximation (voir legieme etsieme dessins de la figure 1V.3). Bien que pour chaque
x # xo (oU f est continue) les sommes partiellgg ) convergent verg'(z), I'erreur maximale
est indépendante de(pourn — o). Mais I'endroit ou I'erreur est maximale tend vers la dise
tinuité x,; voir le dessin de gauche de la figure IV.9. Cette proprs&@pelle le phénomene de
Gibbs (1899).

1.179
1.066
1.0p---- e A T g
0.903
5+ 2 rrsingo
Si(z) = = / do
L ™ Jo g
| . . |
5 10

FIG. IV.9: Sommes partielles,,(z) pour une fonction en escalier (gauche) et la fonctofr) (droite)

Cas particulier. Pour expliquer le phénomene de Gibbs, considérons dialzofonction en
escalier (dessin de gauche de la figure 1V.9)

1 si O<z<m 2
h(xz) = { .
-1 sI —m<x<O. h($+8)+h(£ﬂ—8)
Les sommes partielles de la série de Fourier associégea ce R
fonction satisfont pour € [0, 7/2] (voir le lemme 4.1) 0 = s

So(z) = /” (h(z +s) + h(z - s))Dn(s) ds

:2/D ds—2/ 9

Supposons maintenant que + %):1: < ¢ (par exemple avec ~ 10). La deuxieme intégrale est
majorée paiO(n~') parce queD,(s)] < (7v2)~! ~ 0.23 pours € [r/2, ] et parce que la
longueur de l'intervalle d'intégration est = O(n~'). En utilisantsin = 5(1 + O(s?)) et la
substitutions = (n + 1)s, la premiére intégrale devient

T g (n+1/2)x g
2/ s)ds = / dinlnt /2 ds = 2 / 2 o+ O(n™?).
0 0

sin s/2 T o

Avec la fonctionSi(z), définie dans le dessin de droite de la figure V.9, nous asdons

Sp(z) = Sz((n + %)x) +0(n™).

Cela démontre que, pourgrand, la fonctions, (z) est maximale poufn + %)x ~ 3.2 et que la
valeur maximale dé&,(z) est d’environl.179, c.-a-d. presqués% trop grand.
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Cas genéral. Considérons une fonctiahr-périodiquef (z) @)
qui posséde une discontinuité (saut de hau?eyau point M
0. Définissons une fonction contingér) afin que f(x) A

f(@) = g(z) + ah(z — o), as .

ou h(x) est la fonction du cas particulier. Supposons que les sonpaeielles de la série de
Fourier associée a la fonctigiiz) convergent uniformément vers cette fonction dans un vags
dex,. Nous avons donc que, prochedg les fonctionsS,, (z) associées g(z) satisfont

Sp(z) = g(x) + aSi((n 1 %):c) +0(n™).

Ceci explique 'erreur proche de la discontinuité dar&iéene et lesieme dessin de la figure IV.3.

IV.6 Fonctions continues, Tleoreme de Fegr

“Fejér avait I'habitude de travailler couché sur le dos fgare, et en regardant le plafond. Sa
femme de ménage s’en est étonnée, et pensait d'abordétpi malade. Lorsque Fejér I'a
rassuré qu'il était en bonne santé, elle a explosé : Monde Professeur ! Vous allez donner
guelgues heures a l'université, puis vous rentrez et wous couchez par terre. Mais enfin,
guand travaillez-vous ?”

(Sain Marton A matematikairténeti ABC trad. et comm. par E. Bayer)

Un des grands mysteres du 19e siecle a été de savoiusichaque fonctiorontinue la série de
Fourier converge verg. Malgré les défauts de la preuve de Cauchy (1826) powrsdtét, il a été
généralement accepté (par Dirichlet et Riemann). Utreeexemple de du Bois-Reymond (1873)
a mis fin a cet espoir et, vers la fin du 19e sieldeseulrésultat rigoureusement établi concernant
la convergence des ces séries a été la preuve de Dirabhl&829, suivie de quelques variantes
(Dini, Jordan).

Dans cette situation morose, une sensation éclate: um jdongrois de 20 ans publie dans
les Comptes Rendus de 1900 (p.984) sur 4 pages la preuv@aurechaque fonction continue
périodique, lesommes de Cas convergent uniformément vers Fejér est un des principaux
architectes d’'une école mathématique hongroise de temipr ordre (Lanczos, Erdos, Erdélyi,
F. et M. Riesz, Turan, Pblya, Szego, J. von Neumann, idglkarman, Halmos, Haar, Wigner).

Sommes de Ceawo. Dans les années 1890, de nombreux chercheurs (Stielgssay@ Poincaré

et E. Borel) ont tenté de “dompter” des séries irrégelieen théorie des nombres ou des séries
divergentes par des processus de “lissage” ou “sommaticmiméthode la plus simple est celle
de Cesaro (voir aussi Cauchy 1821, p.59): on remplace uteesgus, ss, s3, . .. par

80+51+52+...+Sn_1
o .

(6.1)

Oy —

Un exercice “must” pour tout cours de premiere année (W, p. 187]): si la suite des,,
converge, alors la suite deg converge aussi et vers la méme limite. Mais cette derrperg
converger, méme si la premiére ne converge pas. Par ezefspl = {1,0,1,0,1,0,...}.

Si I'on appligue cette idée a la suite de sommes partiéll¢s) de (3.1), on aura la formule

1 n—1 1 n—1

on(z) = " > Si(z) = - SN et =% ( - L?)ckeik“’. (6.2)

=0 §=0 |k|<j [k|<n
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e —————— _py-—1

e
T T 1__1

FIG. IV.10: Noyaux de FejéF,,(s)

En exprimant les sommes partiell&s ) a I'aide du noyau de DirichléD,,(s) de (4.2), on obtient
pour la somme partielle de Cesaro

2w
oula) = [ Fule = 1) (1) dt (6.3)
ou le noyau de FejéF), (s) est donné par
Fn(s) _ D(](S)—i-Dl(S):—FDnl(S) (64)

Lemme 6.1 (Noyau de Fe&r) Les noyaux de Féj satisfont pous € [—, 7],

Fo(s) —1—(“n35>2. (6.5)

27mn \ sin %

Démonstration. Lidentité 2sin « sin § = cos(a — 3) — cos(a + 3) implique que

QSin(g) ni sin((j + %)s) = Ti(cos(js) —cos((j + 1)3)) =1—cos(ns) = 25in2(§).

La définition (6.4) ensemble avec la formule (4.2) pdyts) donnent (6.5). O

Lemme 6.2 (Suite de Dirac)Les noyaux de Féj forment une suite de Dirac, e-d., ils satisfont
F.(s) >0, / F.(s)ds=1 pour toutn (6.6)

et, poure > 0 etw > § > 0 arbitraire, il existe NV tel que

/ F.(s)ds<e pourn > N. (6.7)
s¢(—5,0)

Démonstration. Laffirmation (6.6) est une conséquence immédiate de)(6l& (6.4) et du fait
que /" D,(s)ds = 1. Pour démontrer (6.7), fixons> 0 etw > ¢ > 0 arbitraire. On peut donc

trouver unhN tel que poum > N et pourd < |s| < 7 I'estimation F,,(s) < %(Siié)z < 5 est
2

vraie. Ceci déemontre (6.7). Notons qu’on a aussi

d
1—e</.a@ngL (6.8)
)

carf™ F,(s)ds=1. O
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Théoreme 6.3 (Fepr 1900) a) Pour chaque fonctior-périodique et continue suR, les sommes
de Cesro de la €rie de Fourier convergent unifoement verg (z).

b) Au cas @ f(x) est continue par morceatixla convergence verg(z) est uniforme dans
chaque intervalle fersans point de discontinéitet on a que

n—00 2

en chaque point, de discontinui.

Démonstration. a) La preuve est similaire a la preuve de Landau du “Thaerd’ Approximation
de Weierstrass” ([HW, p.265]). Nous décomposons la difiee entrer, (x) et f(z) en trois
parties (d’abord on restreint I'intégrale sur— d, = + ), puis on remplacg (¢) par f(x)):

jon(@) — f(2)| < O%f@ﬂ%@—xﬁﬁ— :ff@ﬂaa—xwm (1))
v | [ rwRG—na - [T @G- (@)
b @ [ Re-na - @) ()

D’apres des théoremes d’Analyse | ([HW], p. 207 et 21[9}) est bornée et uniformément con-
tinue sur l'intervalle compago, 27|.

Nous commencgons par choisir arn> 0 arbitraire. Puis, nous avons dn> 0 pour satisfaire
|f(t) — f(x)| < e uniformément erx si|t — x| < d. Ensuite, nous prenonssuffisamment grand
pour satisfaire (6.7) et donc aussi (6.8). Ainsi nous avons

()] <eM par (6.7) el f(t)| < M
(@) <e car|f(t) — f(z)| < e uniformément en: (6.10)
(BN <eM par (6.8) et f(¢)| < M.

Donc, |o,(x) — f(z)| < (2M + 1)e pour toutz € [0, 27| et la convergence uniforme est établie.
b) Supposons qué(z) est seulement continue par morceaux. Comme dans la déatborst
du Lemme 4.1, formule (4.3), nous avons

o) = /()”(f(:c +5)+ flz —5)) Fuls) ds.

La démonstration est maintenant similaire a celle duofé@e 4.2, mais beaucoup plus simple.
Nous considérons

[5G0+ )Rt as - 125

- /0 (flxo+5) = flao))Fuls)ds  (6.11)
et nous séparons l'integrale gff = J¢ + /7 oud > 0 esttel que|f(zo+s) — f(zo+)| < € pour
0 < s < 4. Ainsi, I'intégrale sur|0, 6] est majorée pas et celle sur, 7] par Me, car f(z) est
bornée et le noyau de Fejér satisfait (6.7). O

1Une fonction f : [a,b] — IR estcontinue par morceaug’il existe un partager = o < o1 < ... < z, = b
tel quef(x) est continue sur chaque intervalle ouvert, z,;+1) et & chaque point de discontinuité la limite & droite
f(z;+) etlalimite & gauch¢g (z;—) existent.
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Contre-Exemple de Fegr (fonction continue avec grie de Fourier divergente)

Neuf ans apres son premier coup d’éclat, Fejér trouveden@ieme “trivialitasava” pour faire un
pied de nez aux grands maitres du 19e siecle : son exemyie nction continue pour laquelle
la série de Fourier diverge en un poifrélle J.137, 1909, p. 1-5Ges. Arbeiten, p. 538). Au-
paravant, un premier exemple, tres compliqué, est dida Bois-Reymond (1873), un deuxieme,
déja plus simple, a H.A. Schwarz, un troisieme a Lebesgecons p. 84-88). Mais seulement
Fejér apporte une simplicité qui le rend approprié, canilndit, “fir Vorlesungszwecke”.

FIG. IV.11: Série “cosinus” pousin 8z, k = 1,3, 5,7 (gauche)k = 7,9, 11, 13 (droite).

Motivation. Considérons la fonction(z) = sin Nx sur|0, 7] et prolongeons la en une fonction
paire. Sa série de Fourier va étre une “série cosinusf fug. IV.11) avec coefficients (utiliser la
formule 2sin a cos § = sin(a + ) + sin(a — [3))

ap = %/0 sin Nx cos kx dx = ;(Nl—k: + N+k)
On voit que lesy;, non-nuls sont positifs pour < N et négatifs pouk > N. La somme partielle
Sn(0) = YF_,ar est alors maximale pour = N (une sorte de résonance), ensuite elle décroit
de maniére monotone vers zéro, comme il se doiy(@r = 0. On asS,,(0) > 0 pour toutn et on
peut minorer la valeur maximalgy (0) a I'aide de I'aire d’une hyperbole:

si N + k est impair etz;, = 0 sinon.

1 o N/2

1 1
Sw(0) = _Z<N 2j + 1 N+2j—1>

1
‘ \ — = > —lo 2N—|—1 .
0 3 5 7 5 1 13 2] — s & )

(6.12)

Le contre-exemple. On considere donc (Fig. IV.12) la fonction paire qui gurr| est donnée par

. sin2*  sin2%  sin 2%z > §in 2m° g
f(x) = sin2z + 1 + 3 + 16 +.o.=> —

(6.13)
m=1
Le dénominateum? assure la convergence uniforme, et donc la continuitg(d¢. Les sommes
partiellesS,, (0) de cette fonction ont une “résonance” vers- 2m° m =1,2,..., dont la hauteur
dépassera

52m2 (0) >

(voir (6.12)). Ainsi,S,,(0) neconvergera pasers f(0) = 0 pourn — oo.

1 2 1
—log(2-2™ +1) > —log2 (6.14)
T T

FIG. IV.12: Exemple de Fejér
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Remarques.Une fois un exemplg (z) trouvé, pour lequel la série de Fourier divergauemoint,
on peut, a I'aide de translations et superpositions, daiteti un exemple pour lequel la série diverge
en unnombre @nombrable de points

La fonction (6.13) de la Fig. V.12 n’est certainement pasgation bornée. Cela peut aider
a comprendre pourquoi le concept de variation bornéeleneht facilité les preuves des para-
graphes précédents.

La théorie de convergence des séries de Fourier fimations continuea trouvé dans les
années 60 une certaine maturité, grace a un théorerkaldane et Katznelson (pour chaque en-
sembleE’ de mesure nulle il existe une fonction continue tel §ueliverge sur), et un théoreme
réciproque de Carleson (pour chaque fonction continuegigue lesS,, convergent verg sauf
sur un éventuel ensemble de mesure nulle).

Exemple 6.4 Pour quatre fonctions de I'Exemple 1.2 nous montrons dafsgldV.13 (a com-
parer avec la Fig. IV.3) quelques approximations par desrsesrpartielles de Cesawq(xz). Nous
observons que les oscillations proches des disconts)(pteenomene de Gibbs) ont disparu.

2—

FIG. IV.13: Approximation par des sommes de Cesaro

V.7 Systemes orthogonaux

Pour nous rapprocher d’'une théorie plus généralegsé&ie Fourier, Sturm-Liouville, polyndmes
de Legendre, fonctions sphériques, etc.), et pour sirapldinotation, considérons I'espace

R([a,b], @) :={f :[a,b] — € ; f Riemann-intégrable sufu, b} (7.1)

avec la forme sesquilinéaire semi-définie positive (aa troduit scalaire”)

(9= [ F) g de. 72)

19 = = [ 1R e 73)

la semi-norme correspondante.

On désigne par
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Pour un calcul avec cette semi-norme, on a les propriéiéarges :

e l'inégalité de Cauchy—Schwarz [(f, )| < ||fll2 - llgll2;

e I'estimation ||f|l2 < vb—a- | f]l« ; par suite, la convergence uniforme entraine la con-
vergence en moyenne quadratique;

e si f etg sont perpendiculaires, c.-a-df, g) = 0,alorsona ||+ gll3 = ||flI3 + ||gll3
(Théoreme de Pythagore);

e restreinte aux fonctions continues, la semi-notfyfig, est une norme; c.-a-d|f||2 = 0 est
satisfaite seulement gi= 0.

Définition 7.1 (syséme orthogonal) Une suite de fonctionggy } x>0 dansR([a, b], ¢') forme un
syséme orthogonasi
(op,00) =0 pour k,0>0, kL.

On a unsyséme orthonormasi, de plus,||¢x|l2 = 1 pour toutk > 0.
Exemple 7.2 a) Le systeme
{ 1’ eiaz’ e—ix’ eQix’ G—Qim’ e3ix’ 6—3ia:’ o } (74)

forme un systéme orthogonal pour des fonctions d&fi8, 2|, €'). Il est orthonormal si on divise
les fonctions pak/27. La suite des fonctions

{1, cosz, sinz, cos2xr, sin2z, cos3z, sindz, ...} (7.5)

forme aussi un systeme orthogonal pour l'intervéller].
b) Sur I'espacéR ([0, 7], €') des fonctions définies sur un intervalle de longueur

{1, cosz, cos2x, cos3dx, cosdxr, ...} (7.6)
est un systeme orthogonal. Un autre systeme orthogonkd mEme espace est
{ sinz, sin2z, sin3z, sindz, ...}. (7.7)

Notons que (7.5) n’est pas orthogonale R{f0, |, €.
c) Le polyndomes de Legendre

3 5 1 1 dk
Roz) =1, Pie) =z, Pfe) =52 =5, ... B(2) = g7

forment un systéme orthogonal daR§[—1, 1], €') (voir le cours “Analyse Numérique”).

(2>-1)", ... (78)

Soit { ¢k }r>0 Un systeme orthonormal dafy[a, b], €') (un systéme orthogonal peut toujours
étre normalisé en divisant, par sa norme{,||2) et soit f une combinaison linéaire finie de la
forme f = >__, ckpr. En prenant le produit scalaire aveg et en utilisant I'orthonormalité du
systeme{ ¢y, }x>0, ON obtient la formule:; = (f, ¢;) pour les coefficients. Ceci est la motivation
pour généraliser les séries de Fourier a des systertteshormaux arbitraires.

Définition 7.3 Soit {4 }r>0 Un systeme orthonormal dafi [a, b], €') et soitf € R([a,b], ).
On appelle
f~> o avec o= (f, on) (7.9)

k>0
série de Fourier et lesc;, sont lescoefficients de FourierOn utilise la notation~ comme dans la
Définition 1.1 pour indiquer qu’il s'agit d’une identifidah formelle.
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Le résultat suivant montre que la série de Fourier treequosséde une propriété d’optimalité.
Elle est la meilleure approximation dé pour la norme|| - ||» dans la classe de fonctions qui
s’expriment comme des combinaisons linéairegpgd@isqu’au degré.

Théoreme 7.4 Soit{ vy } >0 Un syséme orthonormal darg ([a, b], '), soit la fonctionf Riemann-
intégrable surla, b et soit}",; -, cyy), sa €rie de Fourier. Pour tout, > 0 et pour toutd, . . ., d,

ona n n
|7 = X ewen], <[[£ = X duon],
k=0 k=0

En particulier, parmi tous les polyimes trigonoratriques T,,(z) = > k<, dpe’*™ de degeé n,

celui pour lequel 9 )

/ (@) — Tu(2)| dz — min
0

est la €rie de Fourier tronqées,, ().

Démonstration. La differencef —>"}_, cxyr estorthogonale a toutes les fonctignsavec; < n
ainsi qu’a leurs combinaisons linéaires :

(F =Y enprs Yo ws03) = D Ti(fo03) = 2 aailon i) = DT — Y T = 0.
k=0 J=0 §=0 =0

k,j=0 k=0

En appliquant le Théoreme de Pythagore amge- ¢, — d;, on obtient
lr =Sl = - S aal +| S —dall = [f - Seanl @10
k=0 k=0 k=0 k=0
ce qui montre I'affirmation. 0

Théoreme 7.5 Soit{ ¢y } >0 Un syséme orthonormal darg ([a, b], '), soit la fonctionf Riemann-
intégrable surja, b et soity";-, cxyr. Sa erie de Fourier. Alors,

(e}

Sl < |If15 (inégalitt de Bessel) (7.11)
k=0

et en particulier la grie Y, |cx|* converge. Ona

Sl = [If|? (égalit de Parseval) = Hf—z ckcpkHz —0 quandn — oco. (7.12)
k=0 k=0

Démonstration. En prenant/, = 0 dans I'égalité de (7.10), on obtient
1£13 = Hf - CkSDkHz + H > CkSDkH2 = Hf - Ck@kHQ X lal? > el (7.13)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

quel que soit: et I'inégalité de Bessel est demontrée. L'égalitéRdeserval découle de I'égalité
dans (7.13). O

Remarqguons que l'inégalité de Bessel fournit une noeyakuve du Lemme de Riemann.
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Définition 7.6 (syseme complet) On dira qu’un systéme orthonorm@p;. } >0 dansi([a, b], C')
estcomplet(ou total) si pour toute fonctiofi € R([a, ], ') on a

F=S oo =0 sion— ool (7.14)
i 2
=0

Propri étés des systmes complets.

a) Pour toute fonctiory € R([a,b], €'), la série de Fourieconverge en moyenne quadratique
vers f (ceci est la formule (7.14) exprimée en mots), méme setéesie converge pas point par
point.

b) Si{¢x }r>0 €st complet dan®([a, b], €') et si f est continue sul, b], alors

f=0 = (f,ox) =0 pourtoutk > 0.

Si les coefficients de Fourier sont tous nuls, l'identitéRéseval implique quéf||. = 0. Par
continuité la fonctionf est donc identiquement nulle.

c) Si{yx}r>0 st complet, alors la série de Fourier d’'une fonctfore R([a,b], €') peut étre
intégrée terme par terme independamment de la convergémda série; c.-a-d., sf(z) ~
k>0 cepr(z) , alors on a pour tout; < x,

/:2 f(x)de =" ¢ /:2 ox(z) de.

k>0

Des estimations élémentaires et I'inégalité de Cauflohwarz donnent
2o
xr1

[ 3@ =S [ty da] < []1e) - X cwputo)| do
< /ab‘f(x) — ick@k(ff)’ de < Hf — ickwkHz Vb —a.

Par definition de la completude cette majoration conveegs ¥eéro poun — oo.

Théoreme 7.7 (convergence en moyenne quadratiqué)e syseme {1, ™ e*2ie *3iz 1
est complet dan® ([0, 27|, €'). Ceci signifie que pour toute fonctighe R([0, 27], €') on a

21 . 2
/ ‘f(a:)— > ™| de — 0 pour n — oo
0
k| <n
ou ¢, sont les coefficients de Fourier gie
Démonstration. Dans une premiére partie nous montrons | ga—<«— ’
gue pour tout > 0 il existe une fonction continue &tr- _l
périodiquey(z) telle que -
27 2 7
|7 @ =g ar <= (7.15) ] \ AT

Par hypothese (voir aussi la démonstration du Lemme 2.2 ff?{f _" %
de Riemann) il existe un partade = {a = zy < 71 < 4
... < x, = b} tel que pour la difference des sommes S g(x)
de RiemannS(D) — s(D) = Y5 (F; — f;)6; < €.
Nous prenons pouf(x) une fonction linéaire par morceaux
(voir la petite figure) qui prend au point une valeur dans 0 %i-1 % 2

I'intersection [f;, F;] N [fj+1, Fj+1] . Pour obtenir une fonctiopr-périodique, nous remplagons
f(2m) par f(0) (si nécessaire) et nous choisiss@®) = ¢g(27) dans|f,, F,] N [f1, F1]. Ainsi,
la fonction g(x) est dans la partie grise de la figure et nous obtenons suerliite [z;_;, z;]
I'estimation | f(z) — g(x)|* < M(F; — f;) . Nous en deduisons I'affirmation (7.15) avee Me'.
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Par le Théoréme 6.3 de Fejér, les sommes de Ceesitg de la série de Fourier poyxx)
convergent uniformément veg$z). Pourn suffisamment grand on a donc

/0-27r ’g(x) - an(x)’2 dr < e. (7.16)

L'inégalité élementairda + b|* < (|a| + |b|)? < 2(]a|* + [b]?) donne alors
[T 1r@) —ou@f dr = [7](7) ~ 9(@)) + (s() — 0u@)[*

0 0
< 2/0%‘]“(3:) —g(a:)‘zdxﬁ—Q/O% ‘g(:c) —an(:c)‘zd:c <Ae.

Dans la normd - ||2, les sommes patrtielles de la série de Fourier donnent ldeune approxima-
tion parmi tous les polyndmes trigopnométriques de degmir le Théoreme 7.4). Ceci implique

que
1f = Salla < IIf = onll2 < 2vE
et I'affirmation du théoreme est demontrée. -

Corollaire 7.8 Le syséme orthogonal cos kx}j>oU{sin kz},>; estcompletdang([0, 27], IR).
Le syséme orthogonal cos kz},>o est complet dan® ([0, 7], IR).
Le syséme orthogonalsin kz },~; est complet dan® ([0, 7], IR).

Démonstration. La premiere affirmation est une conséquence immédiafehéoreme 7.7. Pour
la deuxiéme, considérons une fonction arbitraire d&f$, |, IR). Nous la prolongeons en une
fonction paire (voir la figure 1V.4) et ensuite en une fonotibr-périodique. La série de Fourier
de cette prolongation est une série en cosinus et, parderéhie 7.7, elle converge vefsen
moyenne quadratique sur l'intervallé, 7]. Pour la troisieme affirmation nous prolongeons la
fonction f € R([0, 7], IR) en une fonction impaire. O

Théoreme 7.9 (Weierstrass 1885%poit f : [a,b] — € une fonction continue. Pour chagae> 0
il existe un polydmep(x) tel que

|f(z) —p(z)] <e  pourtout x € [a,b].

Démonstration. Apres un changement des coordonnées de la farme o + S hous pouvons

supposer qué < a < b < 27 . Nous prolongeong(z) de maniére continue &tr-périodique sur

tout /R. Pour cette fonction les sommes de Cesaro de la série deeFoanvergent uniformément
vers f(z). Il existe donc un polyndme trigonometriqué () = > <, cxe™ tel que

|f(z) — T,(z)] <e  pourtout z € [0,27].

Comme combinaison linéaire des fonctions exponentidheserie de Taylor d&),(x) posséde un
rayon de convergenge = oco. En tronquant la série de Taylor on obtient un polyngrte qui
satisfait|T,,(z) — p(z)| < e pour toutz € [0, 27]. L'inégalité de triangle permet de conclurer

Corollaire 7.10 Le syséme orthogonal foré par les polydmesP,(z) de Legendre (7.8) est un
syséme complet darg ([—1, 1], €).

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoreme 7.7 on peut ssmearau cas d’'une
fonction continuef(x). La méme démonstration montre qu'il suffit de prouver ikggnce d’'un
polyndmep(z) pour lequel ||f — p||» est arbitrairement petit. Mais, ceci est une conséquence
immédiate du Théoreme de Weierstrass. |
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IV.8 Lespace de Hilbert ¢2

“Notre sujet. .. devra étre considéré comme marquant une premiere étaps larheorie des
fonctions d'une infin& de variablesencore naissante, mais qui fournira peut-étre bieett |
méthodes les plus puissantes de toute I'Analyse.” (F.Ri84 3,0euvredl, p. 833)

Dans le cadre de ses recherches sur les équations ieggrhlbert a entamé dans les premieres
années da0eme siecle un vaste programme d’étuddaietionsa une infinieé de variablesUne
série de Fourier est justement une “fonction” dependamelinfinité de variables;, c;, c3, . . ..
Allons donc élargir la théorie de I'espad®’ ou €™ au cas de dimensiox. Nous n’écrirons pas
¢, car ici les differentes normes (voir [HW, p. 275]) ne vohipétre équivalentes et les espaces
vont étre differents pour les differentes normes.

L'identité de Parseval (7.12) nous montre déja le chemius allons surtout nous intéresser a
la norme euclidienne.

Définition 8.1 On dénote I'espace des suites carré-sommables par

62(@) = {(007017027037 . ) ; Ck € @7 Z |C/€|2 < OO} (81)

k=0
Si on se restreint aux suites réelles on e¢ttR).

Dans cet espace nous avonsauaduit scalaireet unenorme:

(e.dy =Y crdi, el = y/(e.c) = (| lexl? (8.2)
k=0 k=0

On devrait maintenant s’attaquer a de nombreuses petiees/gs fastidieuses, car pleines de
choses sont “triviales” dang™, mais qui ne le sont plus pour une infinité de variables. Rame
ple, sic € (? etd € (? on doit démontrer que+ d € (2, i.e., quUeY_ |cx + di|? < oo. Pour cela
on écrit quelques lignes fades et I'on utilise I'inégalite Cauchy—Schwarzc, d)| < ||c||2 - ||d]|2 -
Une choseest cependant intéressante a demontrer, le faittjast complet.

Définition 8.2 Un espace vectoriel esbmpletsi chaque suite de Cauchy est une suite conver-
gente. Un espace complet avec produit scalaire et normpedlapnespace de Hilbert

Théoreme 8.3 Les espace& (IR) et (*(€) sont complets.

Démonstration. Soit A — (Cél)v Cg)j Cg)j C:(;)’ )
0(2) = (082)7 052)7 052)7 02(52)7 . ) (83)
0(3) = (C(()g)v ng)v ng)v Ci(’,g)v s ')7

une suite de Cauchy, c.-a-d., peur 0 arbitraire il existe un entieN tel que||c™ — ™|, < ¢
pourn,m > N. Pour chaque entief, nous avons alors

Z |c,(€n) — cgcm)|2 <e (8.4)
k=0

et aussi|c!” — ™| < . Ceci signifie que pour chaquela suite{c"},~, est une suite de
Cauchy dan€’ (un espace complet). Par conséquent, cette suite convérgg ... c,ﬁ") =¢;. En

passant a la limitex — oo dans (8.4), on obtient

$Z el — 2 <e. (8.5)
k=0
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Cette inégalité est vraie pour chaquéAinsi,

>l —exl? = | —cfl <. (8.6)
k=0
Cela signifie que:™ — ¢ € ¢%, donc aussi: € 2 et lim,,_,, ¢™ = c. O

Remarque Chaque systéme orthonormal complet donne suite a uneajpph
T :R([a,b], @) — *(C) (8.7)

qui envoie une fonctiorf sur la suite des coefficients de Fourier, c.-a#l.f) = {ck}r>0 OU
[~ Yisockpr. Par lidentité de Parseval, la suife, } >, est en effet dané&* ('), et on a que
I fllz = 1Z(F)ll2 = lI{cxtr>oll2 . En identifiant les fonctions avec la méme série de Fauoier
obtient alors une isométrie. Cette derniere applicatiest pas surjective, car I'espaRé|a, b], ')
n’est pas complet (voir Exercice 29).

Un probléme important est de trouver un espace qui conRéft, b|, €') et qui soit complet
pour que cette isométrie devienne bijective. Pour ce bsigvere que I'intégrale de Riemann n’est
pas suffisante. intégrale de Lebesgygermet d’interpréter le complété @&[q, b], ') comme un
espace de classes de fonctions de carré intégrable adsdembesgue (voir le cours Analyse llI
pour plus de détails).

IV.9 Ondelette de Haar

L'analyse de Fourier est basée sur les fonctions

gui sont uniformes sur tout I'intervalle considéré. Hile peut pas traiter de maniere efficace des
phénongénes locauxPar exemple, on a des grandes difficultés d’approximefamaion proche
d’une discontinuité (phénoméne de Gibbs). Dans leemnaéint des images, ou on est typiquement
confronté a des changements abruptes de couleurs, teci geand désavantage. Le but est alors
de trouver un systeme orthogonal R€[a, b, ') pour lequel la série de Fourier s’adapte mieux
aux phénomenes locaux.

L'origine de la “base de Haar” que nous allons présentes @anparagraphe, est legerement
differente. Apres le ‘désastre’ des théoremes de em@nce pour séries de Fourier et fonctions
continues (fausse preuve de Cauchy, correction de Ditjctdatre-exemple de Fejér), Hilbert pose
a son étudiant A. Haar le probleme suivant: trouver (¢nfive base de fonctions orthogonales, ou
la convergence (uniforme) eassuéepour toute fonction continue. Le résultat de ces recherche
est la “base de Haar” (1910, voir la figure IV.14).

La base de Haar (ondelettes de Haar)Sur l'intervalle[0, 1] nous considérons la fonction con-
stantep(z) = 1 ainsi que (@) = { 1 size[0,1/2]

T -1 size(1/2,1].
Elle s’appelleondelette rareet nous permet de construire toutes les autres fonctioresluieske par
dilatation et par translation :

Uro(x) = 282p(2%2 —0)  pour k>0 et £=0,1,...28 — 1.
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Fic. IV.14: Les ondelettes de Haar

On voit une grande difféerence avec la base de sifuis krx},>, sur l'intervalle[0, 1]. La
premiere fonction), o = ) ressemble beaucoup la fonctisin 7. Pourk fixé, les fonctions)y, ,
pour/ =0,1,...,2F — 1 correspondent ensemble a la fonctiom2* 7. Elles permettent mieux
de s’adapter aux phénomenes locaux. Par contre, on adagaomins de frequences a disposition
(seulement les puissancesje

Théoréeme 9.1 Les fonctions
{gpvd)k,f ; k207£:071772k_1} (91)
forment un systme orthonormal de I'espade(|0, 1], €').

Démonstration. L'orthogonalité du systeme est facilement vérifiee @tinguant plusieurs cas.
Comme la fonctiorjyy, ,(x)|> vaut2* sur un intervalle de longue@r* et zéro ailleurs, on a que
|Yk.¢||]2 = 1 pour toutk, £. O

Chague combinaison linéaikgy + 7= 2" ¢, iy, est une fonction en escalier. Elle est
dans I'espacd’,, des fonctions qui sont constantes sur les intervallgs= [27"¢,27"({ + 1)]

pour/ =0,1,...,2" — 1. La valeury, de cette combinaison linéaire slyr, est donnée par (pour
n=3) " 1 1 v2 0 2 0 0 0)\/c

Y1 1 1 v2 0 -2 0 0 0 0.0

Y 1 1 -2 0 0 2 0 0 10

ys | |1 1 V2 0 0 -2 0 0 11 9.2)

ys | |1 -1 0 V2.0 0 2 0 cao | '

Ys 1 -1 0 V2 0 0 -2 0 o

Yo 1 -1 0 =2 0 0 0 2 Coo

yr I -1 0 -2 0 0 0 —2) \ecs

La matrice dans (9.2) est orthogonale a une constante @3 entraine que chaque fonction en
escalier dan€’,, peut étre écrite sous forme d’une telle combinaisorsiirg

Lemme 9.2 Soitf € R([0, 1], €'). Sico = (f,¥), cke = (f, 1) sontles coefficients de Fourier

pour la base de Haar, alors la somme partielle
n—12F—1

Sn(x) = co () + Z Z Chet Vi, ()

k=0 ¢=0
est la fonction en escalier qui prend la valeur moyenpe = 2" [; |, f(z)dx sur lintervalle
Loe=[27"0,27"(( +1)] (pourt{=0,1,...,2" —1).
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Démonstration. La fonction S, (z) est dans I'espac&,,. Par le Théoreme 7.4, cette fonction
minimise la norme| f — S, || parmi toutes les fonctions en escalier d&fs Par conséquent, la
valeury, , de S, (x) sur l'intervalle, , minimise I'expression

/In,Z

En calculant les dérivées par rapport aux parties rétlimaginaire dey, , on voit que la valeur
optimale est donnée pay, , := 2" [; , f(x)dx. m|

f(z) — yn,g‘Q dx — min.

Théoreme 9.3 Pour chaque fonction continug : [0,1] — €', la serie de Fourier pour la base
de Haar converge uniforément versf(x), c.-a-d., pour les fonctions,(z) du Lemme 9.2 on a
maxyepo] | f(x) — Sp(z)] — 0 sin — oo.

Démonstration. Sur l'intervalle compacjo, 1] la fonction f (=) est uniformément continue. Pour
une > 0 arbitraire, il existe donc ua > 0 pour lequel |f(z) — f(t)] < € si |x — ¢t < .
En intégrant l'inégalitt—s < f(x) — f(t) < ¢ par rapport & sur l'intervalle I, ,, on obtient
|f(z) = 2" [; , f(t)dt] < e pourx € I,,si2™" < 4. Parle Lemme 9.2 ceci signifie que
|f(x) — Sn(z)| <  pour toutz € [0,1], si2~" < 4, et la convergence uniforme est établie. O

Corollaire 9.4 Le syséme orthonormal (9.1) est complet d&R§[0, 1], ).

Démonstration. Par le méme raisonnement que dans la démonstration dudrhe 7.7 il suffit
de considérer des fonctions continues. La completuderestonséquence du Théoreme 9.3, car
la convergence uniforme entraine la convergence en meygumedratique. O

Les fonctions trigonométrique&:***} et la base de Haar sont deux cas extrémes pour des
systemes orthogonaux. Pour le premier, les fonctionsdone tres grande régularité, mais on
est confronté au phénomene de Gibbs proche des disadésn Pour le deuxieme, les fonctions
de la base sont peu régulieres (elles sont discontinoess, elles s’adaptent bien aux phénomenes
locaux.

Un grand probléme est de trouver un systeme orthonornmaptEi qui est formé par des fonc-
tions regulieres (continue, differentiable, a suppmnpact, etc.) qui localisent bien. Les di-
verses réponses a cette question (ondelettes de Meylalettes de Daubechies,.) nécessitent
la connaissance de fonctions de carré intégrable au sehslibsgue et des moyens de I'analyse
fonctionnelle (voir le cours “Analyse III”).

IV.10 Exercices

Ecrire cette série sous la forndg + 37, -, ay, cos(kx) + >4~ by sin(kx).
Réciproquement, transformer la série de Fourier doenéaotations réelles par

2 4i
T3 pour k£ >0, kaé pour k£ > 1

en la série correspondante en notations complexes.

ap =
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2. Calculer la série de Fourier de la fonctidn-périodiqgue donnée par (voir la 5eme fonction de la

Fig. V.3
9 ) Flz) = /4 si 0<zx<m
VT =n/4 si —r<z<0

3. Calculer la série de Fourier de la fonction-périodique donnée par (voir la 2eme fonction de la
Fig. IV.3) s

e X
-z < 7.
f@) =5~ pour [z <x

4. Soit f : [-m, 7] — IR une fonction avec série de Fourier
ao 3 3]
flx) ~ 5 + Z ay cos kx + Z by, sin k.
k>1 k>1

Calculer les séries de Fourier de

f(@) + f(—=) f(z) = f(-=) (z) = {
2 ’ 2 TN fa+m) si —m<az <.

Quelle est la parité de ces fonctions ?

5. Calculer la série de Fourier de la foncti@n-périodique donnée par

f(z) = cos(ax) —nm<z<m,

ol a n'est pas entier. 5 (k)

. . 1y a cos(kx
Résultat : — sin(arm (2@ E 7k2>

6. En supposant que la série de Fourier de I'exercice ®septe la fonctionos(ax), montrer que

1
smz___'_Z (z—k:w+z+k:7r>

(a comparer avec la formule (111.6.7)).

7. On dit qu’une fonctionf : [a,b] — IR satisfait une condition de Lipschitz d’ordee> 0 s'il existe
¢ > 0tel que
[f(x) = fl <clz—yl*  pour z,y € [a,b]. (10.1)

a) Une fonction, qui satisfait (10.1) avec> 1, est constante.

b) Une fonction, qui satisfait (10.1) avec= 1, est a variation bornée.

¢) Poura < 1, trouver une fonctiory (z) qui satisfait (10.1) mais qui n’est pas a variation bornée
Indication. Sur 'intervalle[0, 1], considérer la fonction qui satisfaf{0) = 0, f(1/k) = (—1)* /&~
et qui est linéaire sur chaque intervallg (k + 1), 1/k].

8. Considérons une fonction qui satisfait (10.1) et qui2espériodique. Montrer que les coefficients
de Fourier satisfont I'estimation

C T\«
lex| < (|k|) pour toutk.

Indication. Par un changement de variables montrer que

1

C — —
21 Jo

2 . 1 2 T .
—ikx _ N\ —ikx
flx)e dr = 277/0 f(ac—i—k)e dx.

Prendre la moyenne arithmétique de ces deux représamgatecy,.

9. Pour quelle valeur de, la fonction f(z) = z®sin(1/x) est-elle a variation bornée sjar, 1] ?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Montrer qu’une série de Fourier
il + Zakcoskx—i— Zbksinkzx
2
k>1 k>1

peut étre écrite sous la forme

% + Z pi cos(kx + O)
k>1

ol pi, = y/ai + b7 . Exprimerd;, en termes dey, etby.

Soit f(x) = P(cosx,sinx), ou P(u,v) est un polyndme a deux variables. Montrer qu'il y a
seulement un nombre fini des coefficients de Fourief [dg qui sont non nulles.

a) En utilisant le theoreme des résidus (intégralgenomeétriques), calculer la série de Fourier de

4 — 2cos(x)

J(@) = 5—4cos(x)

b) A l'aide de la série géométrique, vérifier que

cos(kx
5o L

k>0

est bien égal & (x).

Soitg(w) analytiqgue dans un voisinage de la couronne circuldirec €'; 1/r < |w| < r} avec
unr > 1. Montrer que les coefficients de Fourier de la fonctfgm) = g(¢**) satisfont I'estimation
(décroissance exponentielle)

Démontrer que les noyaux de Dirichlet possédent |prjizté que
/ |Dp(s)] ds — o0 si n — oo.
0
Justifier la formule

k
x——m——+2zco;x pour 0 <z < 2m.

Pourz € [0, 1], montrer les formules
sin( 2k: ymr 1 1 cos 2k7m: sin k:7rx
= Z 3 6 =2 Z ) kz L2
1

Soit f : [0,27] — € continue par morceaux et designons paises coefficients de Fourier. La
fonction

F(z) = —coz + /O ") dt
est continue, a variation bornéeet-périodique. Montrer (intégration par parties) que
Fa)= 3 (e 1),
Wik
Ainsi on a I'égalité

/O.xf(t)dt = cor — 1 i %(eikm— 1).

k=—o00



98 Series de Fourier

18. Soit la fonctionf (=) définie par la série

flx) = Z cpette,

k=—o00

Si cette série converge uniformément, démontrer quedesont les coefficients de Fourier de la
fonction f(x).

19. (Sommation d’Abel) Soit
ug+up +u2 +usg+ ...

une série dont les sommes partielles= ug + uy + ... + u,, satisfont
|sn| < M pour toutn.

Alors, pour chaque suitguy } satisfaisant) < ax.1 < a; pour toutk et limy_., ar = 0, on a que
la série
agUp + aiul + agu2 + azuz + ...
converge et que sa somme est majoréelpag.
Indication. Soit S,, = agug + a1uy + ... + a,u,. En utilisant l'identité

Sn = So(ao - Gl) + Sl(al - GQ) +...+ Sn—l(an—l - an) + Span,

démontrer qud.S,,} forme une suite de Cauchy.

20. Considérons les deux séries

ao

5 + Z ay, cos kx et kgl by sin kx. (10.2)

k=1

Si les coefficientay } et {b;} sont positifs et convergent monotoniquement vers zéoos &s deux
séries de (10.2) convergent pour tausauf éventuellement pour les valeurs= 2km dans le cas de
la premiére série. De plus, on a convergence uniformelsague intervalle ferm@, 2z — J] avec
6> 0.

Indication. Majorer)_;_, cos kz et} _;_,sin kz et utiliser la sommation d’Abel.

21. Pour quelles valeurs deg les fonctions représentées par les séries

i cos kx i sin 3kz
= log k = k

sont-elles continues ? Quel est le graphe de la deuxienotidor?

22. Soientf, g deux fonction2r-périodiques continues et a variation bornée. Montrer Igs coeffi-
cients de Fourier complexes de la convolution

1

2r Jo

Fra)@) = [ Fygle - t)dt

sontey, - dg, Ol ¢y, etdy sont celles pouy respectivemeny.

23. Supposons que les fonctiofigt g soient données par des séries

fl@)y= > ae™,  g@)= Y dpe**

k=—o00 k=—o00

qui convergent uniformément sik. Montrer que les coefficients de Fourier du prodfiitc) - g(z)
sont données pafc « d), = > 52

j=—00 dek—j-
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24. Soient
1 2
flz) = et  or(z) =4/—-sinkx.
T

sin x

a) Développerf (x) en série de Fourier par rapport au systeme orthonofmglz) }1>1.
b) Calculer les sommes partiell&s,, (z).

c) Calculer les sommes de Cesatg ().

Indication. DémontrerI;; = I, pour les intégrales, = [ sin kx/sin z dz.

. 2 .
Résultat. Son(z) =2- M, oo () = — — sin(nx) CO.S(Q(TL +1)z)
ST ST n sm-x
4 6( ) 4l 40( ) al 80( )
2 oL / ol
| | . | |
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
T\ [ g xr g x
al 6( ) 4l 10( ) 4 16( )
2 2 >
. | . | . | . | . | . | . | . | . |
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

FIG. IV.15: Sommes partielles,, (x) et sommes de Cesawg, () pour la fonction de I'Exercice 24

25. Donner une suitég, (=)} de fonctions dan® ([0, 1], ') qui satisfait||gx||2 > 1 pour toutk > 0 et
pour laquellelimy_., gx(z) = 0 pour toutz € [0, 1].

26. Démontrer que(r~/2sin((k + 4)z)}x>0 forme un systeme orthogonal deR§[—, 7], €').

27. Soit{yy} x>0 un syteme orthogonal complet @ [a, b], €). Si f etg appartiennent &([a, b], C'),
et sicg, di, sont les coefficients de Fourier geg, montrer que

(f,9) = cdy.
k>0
28. Démontrer que
{ sinz, sin3z, sinbz, sin7z, ...}

est un systeme orthogonal daR$[0, 7/2], €'). Est-il complet ?

29. On considére la suite de fonctiofi, },>1 définie par

[0 sio<z<1/n
fo(z) = {x1/4 sil/n<z<1.
Veérifier que cette suite est une suite de Cauchy @&(}8, 1], IR) par rapport a la semi-nornie: ||2.
Démontrer que cette suite n’a pas de limite dans cette espac



100 Series de Fourier

30. Fonctions de RademachdPourk = 0, 1, 2, dessiner les fonctions
() = sign(sin 2%7x).

Démontrer que le systen{e;, },>o est orthonormal darg ([0, 1], IR), mais il n’est pas complet.
Indication. Chaque fonction, qui est symétrique par rapport a laeroit 1/2, est orthogonale &,
pour toutk > 1.

31. Combien de termes de la série de Fourier pour la base deddat nécessaires pour approximer
la fonction f(x) = z sur|0, 1] avec un erreur maximale de01 ? Ceci n’est pas possible avec le
systeme orthogongkin krx}>1 !



Chapitre V

Equations aux derivees partielles

Contrairement aux équations differentielles ordira{kir le cours “Analyse Il, partie réelle”), les
équations aux dérivées partielles ont comme fonctioarnue unéonction de plusieurs variables
et I'équation contient des dérivées partielles. Leges&e Fourier ont été les premiers outils pour
leur solution. Nous considérons ce chapitre surtout coranme application intéressante de la
théorie des séries de Fourier (chapitre 1V).

V.1 Equation des ondes (corde vibrante)

Initié par Taylor (1713) et Joh. Bernoulli (1728peralll, p. 198-210), le probleme de la corde
vibrante fut 'un des principaux champs de recherche et dputiés (d’Alembert, Clairaut, Eu-
ler, Daniel Bernoulli, Lagrange) au XVllle siecle. Il r&gsente la premiere EDP (équation aux
dérivées partielles) de I'histoire.

Etablissement de lequation. Nous suivons les idées de Joh. Bernoulli: on s'imagineotale
représentée par une suite de points de masse de dishaneatre eux. On voudrait connaitre
a tout instant les positionsu(t) du k-eme point (voir la figure V.1). Nous supposons lgs

l < B % C T B

FIG. V.1: Les forces agissant sur la corde, et dessins de JohoBlr(1728)
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“petites”. SiF est la tension de la corde, la force transvergalau.eéme point est, par Thales,

U1 — U Upp1— U Up—1—2Up, + Up P*u
F,=F =F ~F— Az 11

b ( Az + Az ) ( Az ) Ox? (wr, ) Az (1.1)
Dans la derniere expression on considere la position a@fiomction de deux variables,(t) =
u(zy, t). Par laloi de Newton (1687) “force égale masse fois age#ion”, cette expression doit
étre égale a

d?uy, 0*u
p AL - e ~ pAx - ﬁ(xk’ ). (1.2)
Ainsi, pourAxz — 0, les équations (1.1) et (1.2) nous aménent a chercheoaogonu(x, t) avec
0? 0? . F . .
7Y _ 22t ou a=./— seralavitesse de propagation (1.3)
ot? Ox? P

Remarque.Pour cette équation, d’Alembert (174'Recherches sur la Courbe que forme une
Corde tend@& mise en vibration”, Hist. de I'’Acad. Berljrvol 3, p.214-219) a trouvé la solution
u(z,t) = p(z + at) + Y(x — at), ol p et sont des fonctions arbitraires (“Cette méthode qui
est sirement une des plus ingénieuses qu’on ait tirsgs!jigi de I'Analyse. . .”; Lagrange 1759,
Oeuvresl, p.63). Nous nous intéressons maintenant aux solutibtenoes a l'aide de séries
trigonométriques, une technique qui peut étre gérg@mla d’autres situations.

Equations des ondes avec conditions initiales et conditisnaux bords. Pour déterminer la
solution de la corde vibrante il faut encore préciser latposet la vitesse de la corde a un instant
fixé (par exempleé = 0) et il faut donner des conditions aux extrémités de la eordinsi, le
probleme complet s’écrit :

Pu 4, 0%

- = _ 9

BTE a 927 ; pour0 <z </, 7t>0

u(z,0) = f(x), 6_1;(‘76’ 0) =g(z) pour 0 <z < ¢ (conditions initiales) (1.4)
uw(0,t) =0, wu(lt)=0 pour t >0 (conditions aux bords)

M éthode de la gparation des variables. Cette méthode, adoptée par Fourier a de nombreuses
reprises, souvent appelée “méthode de Fourier”, esicapg® pour la premiere fois par d’Alembert

a la corde vibrante en 1750. Elle consiste a rechercheslldien «(z,¢) comme produit d’'une
fonction X (z), ne cependant que de, et une fonctior?’(¢), ne cependant que dg c.-a-d.,

u(z,t) = X(x) - T(t). (1.5)
Ainsi, 'équation de la corde (1.3) devient
X(x)-T"(t) = a* X" (x) - T(t). (1.6)
La deuxieme idée consiste a diviser cette relation’par) - 7'(¢) pour obtenir

1 T”t Xl/
LTy _X@) (1.7)
a? T(t) X(x)
ou la conclusion est la suivantee qui esta gauche, ne &épend pas de, ce qui est droite, ne
dépend pas dé, donc le tout doietre une constante, que nous appelens Nous avons obtenu

deux équations différentielles ordinaires, que nougoma I'une apres I'autre: commencons par

X"+AX =0 =  X(z)=A-cosVAx+ B-sinVz. (1.8)

Les deux conditions aux bords dans (1.4) donnest 0 pourz = 0 et sin VAl = 0 pourz = /.
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Ainsi, il faut quev/\¢ = k, et on obtient pour la fonctioi (z),

k k
A=A — (%)2 X(z):sm$, k=123, ... (1.9)
L'autre équation de (1.7) nous donne
T" +a* T =0 = T(t)=c- cos(a\/rkt) +d- sin(a\/)\»kt) : (1.10)

Cela, inséré dans (1.5) donne, pour chafue 1,2, 3. . ., une solution. Toutes ces solutions peu-
vent étre additionnées, car notre équation diffeedietiestiinéaire (similairement a [HW, p. 144])).
Ainsi, la solution générale devient par superposition

kmx akmt . akmﬁ) _ (1.11)

u(z,t) =) sin —— <ck cos + dj sin
= 14 14 14
Pour déterminer les coefficients inconnyset d;., nous utilisons les conditions initiales de (1.4).
Ainsi, en posant = 0 dans (1.11), on obtient

k 2t k
f(:z:):z:cksin%aj = Ck:Z/ f(:c)sin%xd:c
k>1 0
. akm | knx 2 ¢ ~ kmx (1.12)
g(l‘)—deTSIDT = dk—%/o g(l’)SIHde.

Exemple (la corde d’'un piano).
“Eine genaue Analyse der Bewegung der Saite nach dem Amsehtes Klavierhammers
wiirde ziemlich verwickelt sein.”
(H. Helmholtz,Die Lehre von den Tonempfindungé862, p. 610)

Calculons le mouvement d’une corde de piano. Supposonsegunatteau, couvert d’'un feutre
élastique, transmet a la corde, initialement au reggs)(= 0), une vitesse initiale de

g(2)=Cx —a)*(z—B)* si a<z<p3 avec a=06, 3=0.75 C=10" (1.13)

et g(z) = 0 sinon. On pose? = 4 et/ = 1 dans I'équation (1.4).
Par bonheumAPLE existe pour calculer les intégrales (1.12). On obtignt 0 et
4C
dp = 56 ((k27r2(a — B)* — 12)(cos Bkm — cos akm) + 6km(a — B)(sin Bk + sin Ozlmr)).
Ces coefficients convergent rapidement vers zéro (cofite)). La convergence uniforme de
la série de Fourier est alors assurée. La Fig. V.2 donnélusgation deu(x, t) calculée par (1.11)
avecn = 5, n = 10 etn = 20 termes de la série.

FIG. V.2: Mouvement d’'une corde de piang (0 resp.20 termes de (1.11))
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V.2 L équation de la chaleur

“...son analyse. . laisse encore quelque chose a désirer, soit relativetnlengénéralite, soit
méme du coté de la rigueur.”
(Laplace, Lagrange, Legendre; cité d’aprés [Burk19195f])

“FouURIERS Theorie analytique de la Chaleust die Bibel des mathematischen Physikers.”
(A. SommerfeldPart. Diffgin. der Physik1947, la toute premi?re phrase de ce livre)

Nous voici donc au livre qui est a l'origine des séries deirfer, la Theorie analytique de la
Chaleurde Joseph Fourier. Un premier manuscript présenté paigfaul’Académie en 1807,
et un second en 1811, ont rencontré une vive opposition garkadu Comité (voir ci-dessus).
Seulement apres la mort de Lagrange en 1813, violemmermtsépgux idées avant-gardistes de
Fourier, ce livre a finalement &té publié en 1822.

Dérivation de I'équation. Fourier explique I'origine de son équation sur une cemtaia pages,

en pensant a des molécules “extrémement voisines” & guantité de chaleur que I'une des
molécules recoit de I'autre est proportionnelle a l&&ilénce de température de ces deux molécules”
[Fourier 1822, p. 41]. Au cas d’un “prisme d’une petite &saur” (p. 60), chague molécule a un
voisin de gauche et un voisin de droite, et la températyrde lak-eme molécule augmente, tres
similairement a la situation de la corde vibrante (1.1),

duy, (Uk—l — Uk | Ug+1 — uk) = Const (Uk_1_2Uk i WH) (2.1)

— = t
dt Cons Ax? Ax? Ax?

et, apres le passager — 0, nous sommes amenés a chercher une fonetjont), exprimant la
température au pointa l'instantt, satisfaisant
ou 0*u

[Fourier 1822, p. 102]. Icig est une constante dépendant du matériaux (chaleuffisjpeceét con-
ductivité calorifique). Contrairement a I'équation debrde vibrante, nous avons la une dérivation
par rapport & d’'ordre1.

Conditions initiales et conditions aux bords.Nous supposons connaitre pour un temps0
u(z,0) = f(z) O<z</ (condition initiale) (2.3)

et il faut donner des conditions qu’on impose aux bords digéa tes plus frequentes (et les plus
faciles a traiter) surviennent quand les bords de la tigéglongés dans de “I'eau glacée”, c.-a-d.,

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0 (condition aux bords). (2.4)

Méthode de la gparation des variables. Comme dans le paragraphe V.1 nous cherchons la
solution sous la forme d’un produit(z, t) = X (x) - T'(t) . L'équation de la chaleur (2.2) devient
alors

X(z)-T'(t) = aX"(x) - T(t) . (2.5)

Une division patX (z) - T'(t) sépare les variables et permet de conclure I'existenceedtonstante
A telle que
17t  X"(x)
aT(t) X(z)
De nouveau, nous sommes confrontés a deux équatioisatiffelles ordinaires: celle poi(x)
(les conditions aux bords incluses) est exactement la nireedans le paragraphe V.1 et nous

- (2.6)
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V.3 Le probleme de Dirichlet pour I'équation du potentiel

“Hierzu kann in vielen Fallen.. ein Princip dienen, welches Dirichlet zur Losung dieser
Aufgabe fur eine der Laplace’'schen Differentialgleicguyeniigende Function . in seinen
Vorlesungen .. seit einer Reihe von Jahren zu geben pflegt.”

(Riemann 1857Werkep. 97)

L'équation du potentiel (équation de Laplace), en deuialdes, est
0%u N Pu 0
ox? = Oy?
Tirant son origine de I'astronomie (Laplace 1785, Legeridf85), cette équation a une grande
importance dans presque toute la physique et en analysdexa{goir le Théoreme 1.4.3).

Probleme de Dirichlet. Soit donné un domaing€ (ouvert, borné, avec bord qui est différentiable
par morceaux) et une fonctigf{z, y) définie surdU. Trouveru(z,y) avec

Pu  0%u
o3 4 3—y2 =0 dansU et u(z,y) = f(z,y) surdlU. (3.2)

(3.1)

Riemann (1857) évoque une “solution” simple de ce prokelgoiil nomme “Principe de Dirichlet”
(voir citation): choisir parmi toutes les fonctions celleup laquelle

% //U((%)2 + (Z_Z)Q) dx dy — min et U(xv y) = f(l‘, y) suroU. (33)

C’est un probleme variationnel en deux variables (d’'umeesidi“€nergie minimale”), et son “équa-
tion d’Euler-Lagrange” (voir “Analyse IlI, partie réellg’est justement I'equation du potentiel.
La solution du probleme de Dirichlet en toute généeaditdl attendre le siecle suivant (Hilbert,
Sobolev, Lax-Milgram).

Le probleme de Dirichlet pour un rectangle. m} 9)
Considérons le rectangle< = < /et0 < y < m et exp-

rimons les conditions aux bords par quatre fonctions dean'egp(y) V()
f(@),9(x) (0 <z < 0)etp(y),¥(y) (0 <y <m). Trouver _
la solution de (3.2) qui satisfasse ces conditions. 0 f(x) l

Solution. Nous supposons dabord(y) = ¥ (y) = 0. Posons, pour séparer les variables,
u(z,y) = X(x) - Y(y), ce qui donne pour (3.2)

" "

X)) _Y) _ (3.4)

X(z) Y(y)
CommeX (0) = X (¢) = 0, nous avons pouk et A les mémes solutions qu’en (1.9). L'équation
pourY devienty””—\Y = 0, etdonne pouY (y) les fonctions hyperboliqués(y) = ¢; cosh v Ay+
¢» sinh v/ \y. Pour faciliter le traitement des conditions aux bogds 0 ety = m, nous choisis-
sons comme basénh v/\y (qui est nul eny = 0) etsinh v A(m — y) (qui est nul ery = m).
Ainsi, nous avons, de nouveau par superposition, la solgg@gmérale

u(z,t) = sin ke <ck - sinh kry + dj, - sinh M) (3.5)
= 14 14 14
Sil'on insére ici les conditions initialeg= 0 ety = m, on trouve
2 ¢ knx 2 t kmx
g — /_ dr., :7/'—. dr. (3.6
$ S s i o S e = e sin Ty gle)de(36)

Similairement (échanger < y), on calcule une solution(z,y) qui est nulle sur les droites
horizontales et satisfajt(y), ¥(y) pour0 < y < m. La solution finale est alorg(z, y) + v(z, y).
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Exemple. Pour satisfaire notre sens esthétique, choisissons 1 et/ = 1.618..., le nombre
d’or. Pour le dessin de la figure V.5 nous partageons lessan34 et 55 (nombres de Fibonacci)
sous-intervalles. Les fonctions du bord sont

—2c08s — ) =sin— — = sin + sin — sin +... (8.7

( 27T:U)+ Tr 1 37z 1-1 . Tmx 1-1-3 . llnx
14 £ 2 14 2-4 14 2:-4-6 14

fx) =

(ou on utilise la conventiorfi(z)*t = max(f(x),0)) et

2 w2 (0 — 1.3 1 5 1 7
g(x) = min(il;j,7T <4£ :1:)) :sinﬁ—;j — §sin%x + %sin%aj — ngin%x +.... (3.8)
Comme fagade est, nous prenons simplement = sinry, et a 'ouest, encore plus simple,

©(y) = 0. Le résultat peut &tre vu en figure V.5.
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FIG. V.5: Un probleme de Dirichlet pour un rectangle

Le probleme de Dirichlet pour le disque.

Un deuxieme cas, ou le probleme de Dirichlet peut &s®it a I'aide des séries de Fourier est
celui d’'un disque. SoitD le disque unitaire. Nous choisissons des coordonnéesrgmlap
(0<r <1 0<¢p <2n). Pourlafonctiorw(r, ) = u(rcosp,rsinp) 'équation de Laplace

(3.2) devient
v 10v 1 0%v B

— -+ = 3.9
87’2+7’87’+r28g02 (3.9)
La séparation des variablegr, ¢) = R(r) - ®(¢) donne les deux équations ordinaires
T2R” T‘R/ (I)”
— = — =\ 3.10
R * R ’ o (3.10)

Puisqued () doit étre périodique de périoder, il faut que\ = \, = k% et ®(p) = acos ke +
bsin ke. Ensuite 'équation pouR(r) devient

r?R"+rR —kK*R=0. (3.11)
Il s’agit d’'une équation du type “Cauchy” (voir [HW, p.152bour laquelle on pos&(r) = r9
avec ung inconnu. L'équation (3.11) donngq — 1) + g — k? = 0, c.-a-d.,q = +k. La solution

q = —k possede une singularité paur 0, donc la seule solution valable €8tr) = r*. Le tout
donne, par superposition, la solution générale

u(r, @) = % +> 7k (ak cos kp + by, - sin k:gp) : (3.12)
k=1
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Condition au bord. Si la condition au bord est exprimée par
v(1,p) = f(p) pour0 < ¢ < 27, on voit que lesy, et b, sont
tout simplement les coefficients de Fourier de la foncti¢p).

Comme exemple, considérons la condition au bpfd) =
|sin | en utilisant la série de la figure 1V.3. La solution est
dessinée dans la petite figure-£ 40 termes de la série).

La formule de Poisson. Une représentation intéressante de la solution esad®@sson (1815,
voir [Burk1914, p. 997]) : I'idée consiste a introduirestirmules (1V.1.5) pour les coefficients de
Fouriera, etb, dans (3.12). Apres un échange de l'intégration avecranse on obtient

v(r,p) = % /O27r (1 +2 g:l rk (cos ke cos ki + sin ki sin kw)) f)diy . (3.13)

Ici on se sert de la formuleos ky cos ki) + sin kp sin ki) = cos k(¢ — ). La somme peut étre
évaluée en considérant la partie réellelde 2Y",., ¢* =1+ 2¢/(1—q) = (1+¢q)/(1 —q) avec
q = re'»=%), On obtient ainsi pour la solution de (3.9),

e 1 — 2
ol ) = o /0 1 —2rcos(p — ) +1r? fw)dy. (3.14)

V.4 Equation des ondes (membrane circulaire)

Nous généralisons les idées de Joh. Bernoulli (voir

le paragraphe V.1) a deux dimensions dans I'espace. T
, . , , el /
On. s’imagine la membrane reprgsentge par des N A
points de masse situés sur une grille (distaae % t % t/ / X
en direction de I'axer, et Ay en direction dey) o /—1/— A Y
; T, SLay e U N VAl
On cherche a connaitre les vibrations transversales P P

u;;(t) de la membrane. Comme pour la corde vi-
brante, la force transversale au pdint, y;) est

F, = (F Ay)(uifl,j_uij i Uz‘+1,j—uz‘j) i (FAx)(ui,jfl_uij i ui,jJrl_uz'j)

] Al’ AZE Ay Ay
82u 62u
~ F gy ) Ar Ay + F o5 (niy;.0) A Ay,

ou on considere la vibration transversale comme fona®trois variablesy;;(t) = w(x;, y;,t).
Par la loi de Newton (force égale masse fois accéléerptinrobtient donc
2 2 2

0“u 0“u 0“u

EnpassantalalimitAz — 0 et Ay — 0, en utilisant la notatiom\u = g 7+ 5.2 ‘9 2 et I'abréviation
a®> = F/p, cette équation nous améne a (pour une membrane qultaflxbord)

% = a*Au pour (z,y) €Q, 7t >0
zg(:c,y,o) = f(z,y), pour (x,y) € Q (condition initiale, position) 4.1)
8_2;(‘76’% 0) =g(x,y) pour (z,y) € Q (condition initiale, vitesse)
u(z,y,t) =0 pour (x,y) € 092, 7t >0 (condition au bord)
l‘

ou, pour une membrane circulaite,= {(z,y); 2> + y* < 1}.
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Premiere £paration des variables.Comme pour I'équation des ondes dans une dimension, nous
séparons le tempgdes variables d’espace et nous cherchons des solutionsatenkew(x, y, t) =
T(t) - v(x,y). Ceci conduit a
1 1T"(t) B Av(z,y)
a> T(t)  w(z,y)
On a le droit de supposer que la constante dans (4.2) ediveedan effet, siv(x, y) est telle que

Av = Cv dans (le disque unité) etv = 0 suros2, on obtient par une intégration par parties
(pour le premier terme par rapportz:apour le deuxieme par rapporta

//( )dxdy— //v Avdxdy——C//v dz dy,

ce qui montre qué’ < 0, Slv(x,y) n'est pas identiquement nulle.
L'équation différentielle pouf’(¢) dans (4.2) donne les oscillations en temps

T(t) = Acos(a\t) + Bsin(aAt) (4.3)

et pourv(z, y) on obtient le probleme @quation de Helmholjz

= —\% (4.2)

Av+ X0 =0 sur €

4.4
v =20 sur 705). (4.4)

Si Q) est le disque unité, on peut résoudre ce probleme. Il asirel d’introduire des coor-
données polaires = rcosy, y = rsiny et de considérer la fonction(r, ) = v(z,y) =
v(rcos @, rsin ). En exprimant le Laplacietv en terme dev, le probleme (4.4) devient

Pw 10w 10w
— t-—+ —=——+Nw =0 4.5
6r2+r(’3r+r26<p2+ v (45)

w(lg) =0, w(r0)=w(r2m), oV Ow

—(r, 2m), (4.6)
ou lalimite lim, ., w(r,¢) estconstante et indépendantede
Deuxieme €paration des variables.Pour résoudre I'équation aux dérivees partielles)(hbus
posonsw(r, ¢) = R(r) - () ce qui donne
r?R'(r)+rR(r)+ Xr*R(r)  ®"(p)
R(r) )

La condition de périodicité®(0) = ®(27) et ®'(0) = @'(2x), implique queC' = n? avec un
entiern. Les solutions pou®(y) sont alors

= C.

®,(p) = a, cosnp + b, sinnep. 4.7)
Pour la fonctionk(r) on obtient I'équation differentielle

PR+ 1R + (XNr* —n*)R=0 (4.8)
avec les conditions aux bords

0 sin>0

une valeur finie  sin = 0. (4.9)

R(1)=0 et R(0)= {
Pour) > 0, la transformation: = Ar ety(z) = R(r) nous permet d’éliminer le paramétkede
I'équation differentielle (4.8), cak'(r) = \y/(z) et R”(r) = A?y”(z). On obtient ainsi I'équation
de Bessel (4.10).
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L' équation de BesselLa transformationt = Ar ety(z) = R(r) dans I'équation differentielle
(4.8) nous conduit 8 équation de Bessel

22y + 2y + (22 —n®)y = 0. (4.10)

Nous considérons uniquement le cas:a@st un entier non-négatif. Une particularité de I'égurat
de Bessel (4.10) est que le coefficientydes’annule en un point ou on s’intéresse a la solution (il
s’agit d’'une équation differentielle avec une singuiri
Les termes principaux?y” + zy’ + ... de (4.10) sont les mémes que pour une équation du
type Cauchy et on est tenté de chercher une solution soasneef/(z) = z*. Comme ceci ne
marche pas, on essaie avec une perturbation d’une telledanc
y(z) =% cjpl =) cjalte avec cy # 0. (4.11)
j>0 j>0

En insérant (4.11) dans (4.10) on obtient

Yo+ a)i+a—D2T+Y (4 a)z?t + (27 —n?) D cr/ T = 0.

j>0 j=>0 Jj=0

Une comparaison des coefficients donne

co(a(a— 1)+a—n2) =0 (4.12)
cl((1+a)a+(1+a) —n2) =0 (4.13)
G(+a)i+a-1)+(G+a)—n?)+¢2=0, j>2 (4.14)

Commec, # 0, 'équation (4.12) impliquex* — n? = 0, ce qui fixe la valeur der. La possibilite
a = —n (pourn > 0) ne nous intéresse pas, parce que la fonction (4.11) gesswe singularité en
x = 0 et ne peut donc pas satisfaire les conditions (4.9). Cootisalors notre calcul avec l'autre
possibilitta = n. L'équation (4.13) devient; (2n 4+ 1) = 0 et impliquec; = 0. Finalement, la
relation (4.14) donne la formule de récurrenge j(j + 2n) + ¢;_o = 0 pourj > 2. Le fait que
c; = 0 implique quec; = 0 pour toutj impair. Pourj = 2k on acyy, - 4k(k + n) + co—o = 0 et
on voit par récurrence que (—1)*

TERT 0

Avec le choixcy = 1/(2" n!), la fonctiony(z) de (4.11) devient

Tyn -k 2%
JM@:%g)Ejg%;%y(ﬁ . (4.15)

k>0

Cok

Cette fonction s’appelléonction de Bessel'indice n (voir la figure V.6). Le critere du quotient

‘ Cok

| =4(k+1)(k+14n) — oo
Co(k+1)

montre que la série dans (4.15) converge pourtogatiR.

1F 1F

% > %zgglﬂw S0 0 e a A0

FIG. V.6: Fonctions de Bessdl,(z) (gauche),Jy(jorr) (droite)




Equations aux @rivees partielles 111

.

n=3, k=4, j=16.2235

—

FIG. V.7: Fonctions propres, (j.xr) cos np du Laplacien sur le disque

Solution de I'équation des ondes (membrane circulaire)Pour tout\ > 0, la fonction R(r) =
J,(Ar) estsolution de I'équation differentielle (4.8) et eltgisfait la condition pouR(0) de (4.9).
Afin de satisfaire aussi la conditid(1) = 0 de (4.9), il faut que\ soit une racine dd,,(\) = 0.
Le dessin & gauche de la figure V.6 montre que pour tout entief), la fonction de Bessel, ()
possede une infinité de zéros satisfaisant

O<jn1<jn2 <jn3<... .

Cette affirmation est donnée ici sans démonstration. dédteobtenue comme application de la
théorie de Sturm-Liouville qui est parfois traitée aursofinalyse Il (partie réelle).

La fonction R(r) = J,(j.xr) Satisfait alors I'eéquation différentielle (4.8) et larahtion au
bord (4.9). Par conséquent, pour taut 0 et pour toutc > 1,

w(r, @) = Jn(jnrr) (a'nk cos ny + by sin ngp)

est une solution de I'équation de Helmholtz (4.5) en coormd®s polaires qui satisfait les condi-
tions au bord (4.6). En la multipliant par (4.3) atest remplacé paj,, on obtient par superposi-
tion la solution générale(z, y, t) de 'équation des ondes (4.1):

u(reosp,rsing,t) = > Ju(jukr) (ank coS Y + by sin mp) cos(a jnx t)

+ Z Z I (GngT) (cnk cosn + dyy sin mp) sin(a Jux t).

n>0 k>1

Il reste a déterminer les coefficients;, b.x, c.: €t d,. afin de satisfaire les conditions initiales
pour la position et la vitesse dans (4.1). Pour ce calcul otliserons une relation d’orthogonalité
des fonctions de Bessel.
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Théoreme 4.1 (orthogonalié des fonctions de Besselpoient0 < j,1 < Jn2 < Jnz < ... les
zéros positifs de/,, (), alors on a
I _ 0 pour k # /¢
/0 Ju(Guwr) Jn(Gner) 7 dir = { %(Jﬁ(]’nk))Q pour k = .
Démonstration. Posons), := j.x etyx(r) = J,(\r). Cette fonction satisfait 'équation

differentielle (4.8) qui, apres une division parmeut étre écrite sous la forme auto-adjointe

(ry;)’ + (M — ”72)% =0,  w(l)=0. (4.17)

Deux intégrations par parties donnent (en utilisaiit) = y,(1) = 0)
1

/Ol(ryzlﬁ('f’))/yz('r’) dr = 'r’y;;(r)yg('r)‘; - /01 ryp(r)ye(r)dr = ... = /O

En remplacantry;.)’ par I'expression de (4.17) on obtient

(ros(r)) wi(r) .

L, n? L, n?
= [ (8= ) nmry dr = = [ (3 = )prpn(r) dr (4.18)
0 T 0 T
et par conséquent aussi
1
(Ai - )\2) /0 Yr(r)ye(r) rdr =0
ce qui entraine I'orthogonalité pokr£ /.
Une multiplication de (4.17) pary;, donne (ry;.)(ry;.) + (Air? — n®)yry, = 0 ce qui peut
étre écrit sous la forme
1d 2 1d
5 o) + 5 2 (B (8 =) ) = i) e =0,

On integre cette identité dea 1 pour obtenir (observer qug (1) = 0 et quey,(0) = 0 sin > 0)
1 2 1
) =2 [ el ra.
2 0
L'affirmation du théoreme pour = ¢ est maintenant une conséquencegde) = J,(\xr) et de
V(1) = A JL(Agr). |

Satisfaire les conditions initiales. Commencgons par celle pour la positiotr, y,0) = f(z,y).
Nous travaillons en coordonnées polaires et nous depélupla fonction en série de Fourier

f(reosp,rsing) =Y (An('r’) cosng + B, (r) sin mp) : (4.19)

n>0

Les coefficients de Fourier peuvent étre calculés padeslles suivantes:

1 27

Ao(r) = —/ f(rcosp,rsinp)dp
21 Jo
1 r2m

An(r) = —/ f(rcos g, rsin ) cos(ny) dp, n>1
7 Jo
1 2m

Bu(r) = — f(rcosp,rsin p) sin(ny) de, n>1.
7 Jo

En comparant la série (4.19) avec la solutidn cos @, r sin ¢, 0) de (4.16), on obtient
Ap(r) = Z At (JnkT), B,(r) = Z bk (Jnkr)- (4.20)

k>1 k>1

Il reste & multiplier ces formules pat/,,(j..r) et d’'intégrer sur l'intervallg0, 1]. La relation
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d’orthogonalité pour les fonctions de Bessel donne alors

2 1 2 1

m/o A (r) I (Jer) rdr, bpe = W/O B(r)Jp(jner) rdr.  (4.21)

Un calcul analogue permet de déterminer les coefficient®t d,,,, dans (4.16) a partir des co-
efficients de Fouriet’,,(r) et D,,(r) de la fonctiong(r cos ¢, r sin ) (condition initiale pour la
vitesse). Avec les valeurs dgy, b, ¢k, d,. @iNsi trouvées et insérées dans (4.16), nous avons
completement resolu le probleme (4.1) sur le disquesunit”

Qpe =

Remarqueles séries de (4.20) avec coefficients définis par (4.24ppsllentséries de Fourier—
Bessel A I'aide de la théorie de Sturm—Liouville on peut déemontee le systéme orthogonal
{Jn(jnkr) }x>1 €St complet sur l'intervallé0, 1] par rapport au produit scalaire avec fonction de
poidsw(r) = r. Ceci implique que pour toute fonction daRg |0, 1], ¢') la série converge en
moyenne quadratique vef§zx). Pour obtenir la convergence ponctuelle ou uniforme il faug-
poser plus de régularité (continuité, differentiabil. . .) de la fonction.

V.5 Transformation de Fourier

“On considére ici le mouvement de la chaleur dans une madisie ilomogene, dont toutes
les dimensions sont infinies.” (Fouri@ihéorie Anal. de la Chaleut822, Chap. IX)

Si on veut calculer le mouvement de la chaleur dans un fil dgueur infinie, on peut prendre les
formules du paragraphe V.2 et faire tendre> co. Mais comme il y a déja un passage a la limite
(la somme infinie dans la série de Fourier) il faut faireratite.

Prenons une fonctiorf : IR — IR qui tend rapidement vers zérossi— +oo, et considérons
la série de Fourier pour sa restriction sur l'intervaher?, (]

1 il

= Q—M o f(t)e_ikt/e dt (51)

n—oo

n
fx) ~ lim Y cpe/t avec ¢
k=—n

Si la fonction satisfait/>_ | f(¢)| dt < oo, les coefficients;, convergent vers zéro §i— oo (a
cause du facteurr/¢)~! devant I'intégrale). La série de Fourier tronquée (avee fixé) donne
alors une mauvaise approximation fier) (voir les deux dessins de la Figure V.8 qui utilisent le
méme nombre de termes).

6termes | | 6 termes

I e A
Vo Y Z \
-3 0 -6 -3

FIG. V.8: Série de Fourier sous le passdge 2/
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Simultanément ave€ on doit augmenter le nombre de termes pris en considarétmr la
troisieme image dans la Figure V.8). L'idée est de premdre m/ termes dans la série tronquée
(oum est une constante éest supposé étre entier). En posapt= /¢ pour|k| < m/, on obtient
alors en insérant les coefficientsdans la série tronquée

me mb
. 1 st ) .
E cpe*r/t = E < / f(t)ewwt dt> e"“F (Wpy1 — Wi)-

k=—mt kot N2 e

Dans cette formule on reconnait une somme de Riemann etssanatendré etm vers l'infini,
les deux membres convergent formellement vers

@) ~ [ (— [ rwe dt) ¢ . (5.2)
—00 2T —00

L'intégrale de Riemann étant définie seulement pour terualle compact, nous sommes obligés

de considérer des intégrales impropres (voir [HW, SéicB]). Nous introduisons I'espace

n

RG(R) = {f: R — € flnn € R([-n,n], €) et lim [ |f(zx)|dv<oo} (5.3)

n—0o0 —-n

de fonctions absolument intégrables ger

Définition 5.1 (Transformation de Fourier) Soit f € RG(IR). Latransfornée de Fouriede f
est la fonction suik définie par

o~

flw) = \/% /_ O:o F(t)e ™ dt. (5.4)

-~

Souvent on utilise aussi la notatidtF f) (w) pour f(w).

Ainsi, la formule (5.2) ressemble a merveille aux formuld1.6) : la somme (suk) dans
(IV.1.6) est devenue une intégrale (s et les coefficients, deviennent la fonctiorfi(w). Grace
a cette analogie, les coefficients de Fourigrsont souvent notés paﬁ(k:). Une grande par-
tie des résultats du chapitre 1V peut étre formulée ehal@rée pour la transformée de Fourier.

Commencons par le Lemme de Riemann et la théorie de Detichl

Lemme 5.2 (Riemann-Lebesgue}oit f(x) une fonction absolument igrable suriR. Alors

o~ A

f(w) est uniforn@ment continue et satisfajt(w) — 0 pourw — +co.

Démonstration. Poure > 0 donnég, il existen > 0 tel que |-, [ f(z)|dz < e. Pourw,w, € IR
nous avons alors

VT | () = Flwn)| < [ lemt = e | f@)]dt < 25 4 mlw —wol [ I£(0)]dt,

ou la derniere majoration utilisg=™* — e~“0t| < 2 pour|t| > m et le theoreme des accroisse-
ments finis poutt| < m: |e”“! — e~™0t| < sup, |ite | - |w — wp| < Mm|w — wp| . La continuité
uniforme def(w) en découle.

Comme 27 |f(w)| < e+ | /™ f(t)e™!dt|, le Lemme de Riemann (Lemme IV.2.2) donne

V27 | f(w)] < 2¢ si|w| est assez grand. O
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Théoreme 5.3Soit f € RG(IR) eta variation borrée sur chaque intervalle compact. Alors,
pour toutz € IR on a

Hot)efen) _ oy L
2 NG

Démonstration. Pourm > 0 on introduit une fonctiorF,,, (x) sur R par

F(w)e™? dw.

Fo(x) = \/% /_:: Flw)e™® dw = % /j;(lim /_T; ft)e ™t dt)ei“’m dw. (5.5)

n—oo

Puisque| [is, f(t)e ™" dt| < [y, f(t)|dt — 0 quandn — oo, la limite dans (5.5) est uni-
forme enw et on peut échanger la limite avec l'intégrale sutOn obtient alors

F.(z) = JL%O%/_n f(t) </_m el@=t) dw)dt
1 foo i —1 1 oo i
_ _/ ) sinm(z )dt _ _/ fo—s) smmsds’
T J—o0 r—t T J—o00 S

car l'intégrale sut peut étre déterminée explicitement et vat — ¢)~!sinm(x — t). Le reste
de la démonstration est identique a celle du Théoremé& 2V m|

Une conséquence immeédiate est la formule d’inversion.

Corollaire 5.4 (formule d’inversion de Fourier) Soit f(x) une fonction continuea variation

~

bornée sur chaque intervalle compact et daR§/(IR). Si f(w) est absolument iggrable sur

IR, alors 1 00 . _
fmiﬁhmwm. _

Pour travailler avec la transformation de Fourier, il edeud’avoir une petite table a sa dipo-
sition (voir la table V.1). De telles tables ont été pebk par Campbell & Forster 1948, Erdélyi
et al. 1954. La plus impressionnante est de F. Oberhettivpah. GrundlehrenXC (1957) qui

TAB. V.1: Petite table de la transformée de Fourier
f@) == [~ Fw)-e=d f@)= o [ ft)-etan
T) = —F— w)-e w W)= —F— e
21 J—o0 21 J -0

1 si|z] <a, \/E sin aw / |\
3 0 T -6 a 6

e si 2| > a w
/h\!\ T e l//E\\L—l
T % g s 2 4 a? (CL>O) 5 a o ac
L IH\T Pl we— ﬁV‘l\'aﬂz
T (22 + a?)? (>0 - \/g a T

1
Ll /A\ L gma’e? (a>0) L 62;22 T 1 T

-4 -3 -2 -1°0 @ 2 3 4 CL2 -4 -3 2 -1°0 @ 2 3 4
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contient sur 200 pages quelques 1800 formules. Lintradnat’'une page et demie mise a part,
cet ouvrage ne contient que des formules et vaut la peineedé@uilletée. L'éditeur n'a pas omis
de préciser, comme a lI'accoutumée, qu’il était “intedz le traduire dans une langue étrangere”.
La table V.1 est un extrait de Gradshteyn-Ryzhik, p. 1147.

Convolution
“C'est la la propriété essentielle de la transformatitenFourier, et qui est leison détre de
ses applications. .” (L. Schwartz,Cours1958, p. 25.)

Nous avons déja rencontré la convolution a plusieuasions: théoreme d’approximation de
Weierstrass [HW, p. 267], les formules de Dirichlet (IV YelLFejér (1V.6.3) et la formule intégrale
de Cauchy (11.5.1). On définit leonvolutionde deux fonctiong et g par

(Fro)a@) === [ =0 56)

Le facteur “génantl/+/27 sera le bienvenu dans la preuve du théoréme suivantgimesodonnant
une simple relation entre la convolution et la transfororate Fourier.

Théoreme 5.5 Soientf et g des fonctions absolument @grables et bor@es. La transfori@e de
Fourier de leur convolution est le produit des deux transfees de Fourier, plus @ciement

(f % 9)(w) = f(w) - §w). (5.7)

Démonstration. Il faut insérer la définition (5.6) dans la transformée-aeirier (5.4), changer les
intégrations a volonté et faire une substitution tiigia

P = o= [ (= [ e vgdr) e ds
— \/12_7r /_O:o <\/12_7r /_O:o flx—t)- ei”(xt)dx) g(t) e ™" dt.

Dans l'intégrale intérieure on substitge= = — ¢, ainsi lI'intégrale double se decompose en un
produit de deux intégrales simples. m|

(5.8)

Transformee d’'une Cerivee

Voici la propriété importante pour les applications déréamsformation de Fourier aux résolutions
des equations differentielles.

Théoreme 5.6 Si f(z) et ses @riveesf’(z) et f”(x) sont danskRgG (IR), alors

(Fw)=iw- fw), ()= () Jw). (5.9)
Démonstration. La preuve est par intégrations par parties. On a

/ T e tdt = fe T 4w / TR et dt
Comme f(z) = f(0) + [y f'(t)dt et f' € RG(IR), on voit quelim, ., f(x) existent. Ces
limites sont nulles carf € RG(IR). Une autre fagon de voir le résultat est de dériverdgntile
de la transformation inverse (Corollaire 5.4) par rappartgarametre’z. O

Comme exemple, voir les formules 2 et 3 dans la table V.1.
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Application aux équations differentielles et inegrales

Le schéma est le suivant: la transformation de Fouriergdame équation differentielle (ou une
équation intégrale avec convolution) en une équatias pimple. Cette équation est résolue, puis
la transformée inverse donne la solution.

Probleme difficile
Equation différentielle ordin.
Equation intégrale
Equation dérivées partielles

s Probleme facile
Equation algébrique
Equation différentielle ordin.

'

Solution du F Solution du
Probleme difficile Probleme facile

Ci-dessous quelques exemples faciles. (Des exemplesgiydiqués de la physique — “the the-
ory of vibrations”, “the conduction of heat in solids”, “sking down of neutrons”, “hydrodynam-
ical problems”, “atomic and nuclear physics”, “two-dimersl stress systems”, “symmetrical
stress systems” — dans le “state-of-the-art” de 1951, doesit plus de 80% du livre de Sneddon.
Aujourd’hui, les progres des méthodes numériques ebd#irateurs ont quelque peu tempéré cet
enthousiasme.)

Equation de la chaleur. Voyons avec quelle élégance la transformée de Fourigs améene a la
solution de I'équation de la chaleur pour un fil infini::

@ = g2 @ F =
ot Ox2 > 8u£;t),t) = —a’w? i(w, t)
u(z,0) = f(r) —oco<z<o0

'

2 F i(w,t) = e "t Gi(w,0)
i) = —— = 1 ) D o
a 2t :e_aw t.f(w)

Sous des conditions syi{x) qui permettent de faire toutes ces opérations, la sol@stralors
donnée par léormule de Poisson

1 o0 _(==9)?
u(z,t) = vl /_OO f(s)e "2 ds. (5.10)

Une équation intégrale. Cherchons une fonction(z) telle que

€ 2 F . . 1 .2
| ye—uw) -y du=e ——> VIR §() - §lw) = e
V2 e F o1 =
y(;p) = m e 2 D y(W) = \/571_1/4 e
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V.6 Exercices

1. Siy ety sont deux fois continiment différentiables, la fonctiotw, t) = ¢(x + at) + ¥ (x — at)
est une solution de I'equation des ondes = a’u,,. Déterminer les fonctiong et pour satisfaire
les conditions (ave¢ et g convenables)

ou

u(z,0) = f(z), E(x,o) = g(z) pour 0 < x < ¢ (conditions initiales) 6.1)
u(0,t) =0, wu(l,t)=0 pour t >0 (conditions aux bords).
Le résultat est
1 1 z+at
u(z,t) = i(f(x +at) + f(x — at)) + 5, /xiat g(s)ds. (6.2)

2. La fonctionu(z,t) de (6.2) est bien définie tant qye — at,z + at] C [0,¢]. Comment faut-il
prolonger les fonctiong et g en dehors de l'intervalléd, ¢] pour que (6.2) soit une solution pour
x € [0,/] et pour toutt > 0. Discuter les conditions suf et g afin quew(z,t) soit deux fois
continment différentiable.

3. L’équation des tuyaux sonore&n supposant que les extrémités du tuyau soient ouvenesst
confronté au probleme (avegtet g convenables)

0%u 5 0%u

- = - ?
92 a 92 , pour 0 <z <¥, 7t>0

u(x,0) = f(z), a—;‘(x,o) = g(z) pour 0 < x < ¢ (conditions initiales) (6.3)
@(O,t) =0, @(E, t)=0 pour ¢t >0 (conditions aux bords).

oz oz

a) Montrer que (6.2) représente la solution de (6.3), si peolonge les fonctiong et g de facon a
ce gu’'elles soient paires et périodiques de péritde

b) En utilisant la méthode des séries de Fourier, trouner autre représentation de la solution de
(6.3).

4. L'énergie de la corde vibrante (en tempgst donné par

Hu(t) = é/j((%(m)f 4 (%(m)f) da.

Montrer que I'énergie est préservée en temps.

5. On considere I'equation de la chaleur

ou 0%u
— =q— 0<z<?t t>0
ot~ “os2 =T=hote
pour un conducteur linéaire de longueélurTrouver les solutions correspondant aux conditions aux
limites
ou
8_(t’ 0) =0, u(t,0) =0 pour t > 0.
T

6. Considérons lprobleme de Neumarsur le disqueQ = {(z,y) | z? + 3 < 1}:

0
Au=0 sur, —3 =g sur o (6.4)
on
(Ou/Or est la dérivée en direction de la normale= (cos ¢, sin ¢)).
En supposant connue la série de Fourier pgut¥), calculer la solution de (6.4).
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7. Démontrer une des formules suivantes<1,2,3,...)

Ta) = 5(ha@) = Jona@)), @) = — (@) 65)
JnJrl(x) = %ﬂ Jn(x) - Jnfl(x)' (66)

8. Démontrer la formule (de Bessel 1816)

In(z) = 1 /OT Cos(:r: sin& — n£) dg. (6.7)

s

En déduire que lim,,_,, J,(z) =0 pour toutz > 0.
Indication. En utilisant la série de Taylor, demontrer la formule paue 0. Ensuite, vérifier que
l'intégrale dans I'equation (6.7) satisfait les formaii@.5).

9. En sachant que
Jo(2.13) = 0.14960677044884, J1(2.13) = 0.56499698056413,

utiliser la formule de récurrence (6.6) pour calculgf2.13) pourn = 2,3,...,30. Le résultat est-il
en contradiction avec 'affirmation de I'exercice préeat?
Essayer d’expliquer I'apparante contradiction en étidiautes les solutions de

Yn+1 — 2byn +Yp—1=0

oub > 1 est une constante donnée.



