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II.4 Matricesdéfiniespositives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
II.5 Normed’unematrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Chapter I

Topologiede et fonctionscontinues

L’ étudedesfonctionsd’unevariableréelleestundessujetsducours“AnalyseI” (semestred’hiver).
Dansce chapitre,nousdiscutonsdesnotionsqui permetterontunegéńeralisationaux fonctions
de plusieurs variables. De telles fonctionsapparaissentpartouten pratique. Par exemple, la
temṕeraturedansunesalleestunefonctionqui dépenddel’espace(troiscoordonńees)etdutemps.
Elle estdoncunefonctiondequatrevariables.

Cechapitresuit deprèsla présentationdesparagraphesIV.1 et IV.2 du livre “L’analyseaufil
de l’histoire” deHairer& Wanner(Springer-Verlag2002). Pourplusd’informations(remarques
historiques,démonstrationsdétaillées,����� ), la lecturedecelivreestvivementconseilĺee.

I.1 Distanceset normes

Nousconsid́eronsdescouples���
	��
����� denombresréels,etdes� -uples ���
	��
�������������
� � � . L’ensemble
detouslescouplesest ��� � ��� ���
	��
�����
���
	��
����� � (1.1)

et l’ensembledetousles � -uplesest

� � � � ����� � ��� ���
	��
�������������
� � ��� �"!#� �%$ �'& �������(�
�)�*� (1.2)

Avecl’addition (composanteparcomposante)et avecla multiplicationpardesnombresréels,cet
ensembledevient un espacevectoriel(voir le chapitreII du cours“AlgèbreI”, semestred’hiver).
Lesélémentsde

�
sontdoncdesvecteurs.Danscechapitre,nousnedistinguonspaslesvecteurs

colonneset lesvecteurslignes.
Géoḿetriquement,l’espace � peutêtreinterpŕet́e commeun plan; lescomposantes�
	 et ���

étantlescoordonńeescart́esiennes.Par le théor̀emedePythagore,la distance+,��� �
-,� entredeux
points� � ���
	��.����� et - � ��-�	
�.-/��� estdonńeepar(figureI.1, gauche)

+,��� �
-,� � ��-0	213�
	4� �65 ��-/�713����� � � (1.3)

On voit quecettedistancenedépendquedela différence-819� . Ceci justifie l’ écriture :.-;1<�=:
� ,
où :�>�:
� � > � 	 5 > �� si > � �?>@	���>���� .

Pour calculerla distanceentre � � ���
	��
�����.��A�� et - � ��-�	.�
-/���
-/A�� dansl’espace A , nous
appliquonsdeuxfois le théor̀emede Pythagore(d’abordau triangleDEF et ensuiteà ABC, voir
figureI.1, droite)etnousobtenons+"��� �
-,� � :.-B13�=:
� , où :�>�:
� � > � 	 5 > �� 5 > �A .
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FigureI.1: Distancesdans � et dans A

Dansl’espace
�

dedimension� , nousdéfinissonsparanalogie

:�>0:
� � > � 	 5 > �� 5 ����� 5 > �� � (1.4)

et nousappelonscetteexpressionla normeeuclidiennede > � �?>@	���>��@�������L��> � � . La distanceentre
�M� �

et -N� �
estalorsdonńeepar +"��� �
-,� � :.-B13�=:
� .

Théorème1.1 La normeeuclidienne(1.4)satisfait:

(N1) :.�=:�OQP et :.�=: � PSRT� � P ,
(N2) :�UC�=: �WV U V�X :.�=: pour UY� ,

(N3) :.� 5 -Z:%[\:.�=: 5 :.-6: (inégalit́edu triangle).

Démonstration. Lespropríet́es(N1) et (N2) sonttriviales.La démonstrationde(N3) estbaśeesur
l’in égalit́edeCauchy-Schwarz V^] � �
-`_ V [\:.�=: X :.-Z:2� (1.5)

où
] � �
-a_6b � �!�c0	 �"!d-*! désignele produitscalairededeuxvecteurs� et - (voir le chapitreVI du

cours“AlgèbreI”). L’in égalit́edu triangleestmaintenantuneconśequencede

:.� 5 -Z: ���W] � 5 -`�.� 5 -`_ � :.�=: � 5 � ] � �
-a_ 5 :.-Z: � [\:.�=: � 5 �":.�=: X :.-6: 5 :.-Z: �e� �4:.�=: 5 :.-6:L� � �

Par la suite,nousutiliseronstrèsrarementla formuleexplicite del’ équation(1.4). Souvent,il
estconfortabled’utiliser d’autresexpressionssatisfaisantlespropríet́es(N1), (N2) et (N3).

Définition 1.2(norme) Unenormesur
�

estuneapplication : X :�b �gf
satisfaisant(N1),

(N2) et (N3). L’espace
�

munid’unenormes’appelleun espacenormé.

Exemples. En plusdela normeeuclidienne(1.4),nousconsid́erons

:.�=:�	 � �
!�c0	

V �"! V normehK	 , (1.6)

:.�=:�i � j8kLl!�c0	nmpopopo m � V �"! V normemaximum. (1.7)

La vérificationdespropríet́es(N1), (N2) et (N3) pourcesnormesestfacile. La notation(c.-à-d.
lesindices

& ���*��q ) n’estpaschoisieparhasard.Eneffet, lestroisnormessontdescasparticuliers
de

:.�=:4r �
�
!�c0	

V �"! V r 	tsur
normehLr , & [wvyxzq (1.8)

et :.�=:�i �Q{}|}j r(~ei�:.�=:4r .
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Théorème1.3 Pour tout �M� �
, on a

:.�=:�i�[\:.�=:
��[�:.�=:�	7[w� X :.�=:�i�� (1.9)

Démonstration. Nousne démontronsquela deuxìemeinégalit́e. En prenantle carŕe :.�=: � 	 dans
l’ équation(1.6),nousobtenonsla sommedescarŕes � � ! (c’est-̀a-dire :.�=: �� ) et lesproduitsmixtesV �"! V�X�V �"� V , tousnonnégatifs.Ceciimpliqueque :.�=: � 	 O\:.�=: �� .

Ce résultatmontreque les normes :.�=:�	 , :.�=:
� et :.�=:�i sont équivalentesdansl’esprit de la
définitionsuivante.

Définition 1.4(équivalencede normes) On dit quedeuxnormes: X :4r et : X :4� sontéquivalentes
s’il existedesconstantespositives

F 	 et
F � tellesque

F 	 :.�=:4r�[\:.�=:4�e[ F �=:.�=:4r pour tout ��� � � (1.10)

I.2 Convergencedesuitesdevecteurs

Au cours“AnalyseI”, nousavonsvu dessuitesdenombresréelsainsiquelesnotionsdeconver-
gence,de suitesde Cauchy, etc. Il s’agit maintenantd’étendrecesdéfinitionset résultatsà des
suitesdevecteurs.Nousconsid́eronsdonc

� �"�������0	 , où chaque�"� estunvecteur, c.-à-d.

�"� � ���
	t���.���n���������(�
� � �?��� � �W& ���*�L�*�������6� (2.1)

Définition 2.1(convergencedesuitesde vecteurs) Ondit quela suite
� �"�?�����0	 , donńeepar (2.1),

convergevers le vecteur� � ����	
�����@�������(��� � �7� �
si

�0�B� P � � O & � �=O � :.�"�01��,:�x � �
Commepourdessuitesdans , nousécrivons �"� f � oubien

{}|�j��~ei �"� � � .

La seuledifférencepar rapportà la définition pour dessuitesde nombresréelsest que les
“valeursabsolues”sontremplaćeespardes“normes”.

La figureI.2 montrela suite �"� � ��P*��� 5 P*�}�K��� �K�L�/� ��P*�}� 5 P*���2�����aP/�}� 5 P*���2� �K� |�� ��P*��� 5 P*�}�2�4�4�
dans � avec � � P*�� /� . Elle convergevers � � ��P*���*��P*���/� .

�
	u	�
	^��
	^A

���(	���u�
���uA

�
	���
��A

�¡	

���

FigureI.2: Illustrationd’unesuiteconvergentedans �
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Attention Dansla définition 2.1,nousn’avonspasencorepréciśe quellenormeil fautprendre.
Nousobservonsquesi : X :4r estéquivalenteà : X :4� , alorson a

convergenceavec : X :4r ¢¤£ convergenceavec : X :4��� (2.2)

En effet, :.�"�`1z�a:4r;x �
et (1.10) impliquentque :.�"�`1z�a:4�¥x F � � . Puisque

�¦� P estarbitraire
dansla définition2.1,nouspouvonsle remplacerpar

�¨§ � F � � , etnousvoyonsquela convergence
avec : X :4r impliquecelleavec : X :4� .

Noussavonsdéjà (théor̀eme1.3)que : X :�	 , : X :
� et : X :�i sontéquivalentes; nousverronsplus
loin (théor̀eme4.6) quetouteslesnormesdans

�
sontéquivalentes.Par conśequent,on peutse

servirden’importequellenormedansla définition2.1.

Théorème2.2(crit ère de convergence) Pour unesuitedevecteurs (2.1),ona

{}|}j�t~�i �"� � � ¢g£ {�|}j�t~�i �"!�� � �@! pour $ �'& �L�*�������(�
�)�
i.e. la convergencedans

�
estéquivalentèa la convergencecomposantepar composante.

Démonstration. Prenonsla normemaximum(1.7)pourlaquelle

:.�"��1©�,:�izx � ¢¤£ V �"!4�01��¨! V x �
pour $ �W& ���*�������L�
�)�

Aveccettenormedansla définition2.1,le résultatestimmédiat.

Avec l’observation qu’il faut seulementremplacer“valeursabsolues”par “normes”, on peut
étendrebeaucoupdedéfinitionset résultatsdu cours“AnalyseI” à unedimensionsuṕerieure.Par
exemple,nousdisonsqu’unesuitedesvecteurs

� �"�����t�0	 estbornée, s’il existeunnombre
E OQP tel

que :.�"�ª:«[ E
pourtout �¬O &

. De nouveau,la propríet́e d’êtreborńeenedépendpasdela norme
choisie.Commedans , nousvoyonsquetoutesuiteconvergenteestborńee.

On dit qu’unesuite
� �"�?�����0	 estunesuitedeCauchysi

�0�;� P � � O & � �­O � � h®O & :.�"�013�"��¯/°�:�x � � (2.3)

En utilisant la normemaximumdans(2.3),on constatequecettedéfinition estéquivalenteaufait
que,pour $ �'& ���������.� , lessuitesréelles

� �"!��������0	 sontdessuitesdeCauchy. Parconśequent,nous
obtenonsdirectementla géńeralisationducritèredeCauchy.

Théorème2.3(crit ère de Cauchy dans
�
) Unesuitedevecteurs dans

�
estconvergentesi et

seulementsi elleestunesuitedeCauchy.

Le théor̀emede Bolzano-Weierstrassresteaussivrai dans
�
. Sadémonstration,par contre,

nécessitequelquesidéessuppĺementaires.

Théorème2.4(Bolzano-Weierstrassdans
�
) Chaquesuitebornéedevecteursdans

�
admet

unesous-suiteconvergente.

Démonstration. Soit
� �"�?�����0	 unesuiteborńeedans

�
. La suitede sespremìerescomposantes� �
	t�������0	 estborńeeet on peutappliquerle théor̀emedeBolzano-Weierstrassdans . Elle admet

alorsunesous-suiteconvergente,disons

�
	nm 	�� �
	nm ±@�
�
	nm ²�� �
	nm �u�@�
�
	nm A(³�� �
	nm ±u´@�
�
	nm �uAu´@� �
	nm ±(³^µ@�¶�����=� (2.4)
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Passonsauxdeuxìemescomposantes.L’id éeessentielleestdeneconsid́ererquecellesqui corre-
spondent̀a la sous-suite(2.4) et nonpascellesdela suitetouteentìere. Cettesuiteestborńee,et
nouspouvonsdenouveauappliquerle théor̀emedeBolzano-Weierstrassdans pourobtenirune
sous-suiteconvergente,disons,

���Lm 	��
���Lm ²��
���Lm ±u´@�
���Lm ±(³^µ@�Y�����­� (2.5)

Maintenant,lespremìereset lesdeuxìemescomposantesdela suite �
	 , ��² , ��±u´ , ��±(³^µ@������� conver-
gent. Pour � � � , la démonstrationest termińee. Pour � � � , nousexaminonsles troisièmes
composantesavecdesindicescorrespondant̀a (2.5),et ainsidesuite.Après � étapes,il resteune
suitedonttouteslescomposantesconvergent.

I.3 Voisinages,ensemblesouverts et fermés

Pourdesensembles
D

et
E

dans
�
, nousutilisonslesnotations

D¸· E
si lesélémentsde

D
appartiennent̀a

E
(sous-ensemble)�D<¹ E �º� �»� � ���M� D

et �M� E � (intersection)�D<¼ E �º� �»� � ���M� D
ou �M� E � (réunionou union)�D<½ E �º� �»� � ���M� D
mais ��¾� E � (différence)�¿ D �º� �»� � ����¾� D � (compĺementaire)�

Le rôle del’intervalleouvertestjouépar

E%À �?�*� ��� �M� � �Á:.�Y1©�,:ex � �/� (3.1)

appeĺedisque(ou boule) derayon
�

et decentre� (voir la figureI.3).

v �W& v � � v � q
FigureI.3: Disquesderayon

� �W& � &LÂ �/� &�Â � pour :.�=:�	 , :.�=:
� et :.�=:�i ,

Définition 3.1(voisinage) Soit �¦� �
donńe. Un voisinage de � estun ensembleÃ · �

qui
contientundisquederayonpositif centŕeen � , i.e.,

Ã estvoisinagede � ¢¤£ � �8� P E%À ���*� · Ã �
Le disque

E%À �?�*� dépenddela normeutilisée( : X :�	4�*: X :
� ou : X
:�i�������� ) ; ladéfinitiond’unvoisinage,parcontre,estindépendante
delanormeutilisée,àconditionquelesnormessoientéquivalentes.
Chaque

E=À ���C� pour une normecontientun
E%À�Ä �?�*� pour l’autre

norme(voir ledessiǹacot́e).

Définition 3.2(ensembleouvert) Un ensembleÅ · �
estouverts’il estunvoisinagedechacun

desespoints,i.e.

Å ouvert ¢¤£ � ���9Å � �8� P E%À ����� · Å6�
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Définition 3.3(ensemblefermé) Un ensemble
I · �

est fermé si chaquesuiteconvergente� �"�����t�0	 avec�"��� I
a salimite dans

I
, i.e.

I
fermé ¢g£ � �Æ{}|�j��~ei �"� et �"� � I

impliquent �B� I �
Exemplesdans .

L’intervalle dit “ouvert” ���¡��Çd� �È� �É� �e�;xw�Éx�Çd� estun ensembleouvert. En effet, pour
un �»���?�C��Çª� , le nombre

� b �Qj8|}� ���)1;�¡��Ç�1«��� eststrictementpositif,etnousavons
E%À ����� · �?�C��Çª� .

Par contre,la suite
� � 5 &�Â �ª� (pour ��O &

) estconvergente,sesélémentssontdans ���C��Çª� à partir
d’un certain� , maisla limite n’estpasdans ���C��Çª� . Donc,l’ensemble���C��Çª� n’estpasfermé.

L’ensembledit “fermé” ÊË�C��ÇªÌ �T� ��� �¥�9[Í��[TÇd� estfermé (faire la démonstratioǹa
l’aide d’un théor̀emedu cours“AnalyseI”). Cependant,ni � ni Ç n’ont un voisinageentìerement
inclusdans ÊË�¡��ÇdÌ . L’intervalle ÊË�¡��ÇdÌ n’estdoncpasouvert.

L’intervalle
D � ÊÎ�C��Çª� n’estni ouvertni fermé,puisque� n’a pasdevoisinagedans ÊÎ�C��Çª� et la

limite dela suiteconvergente
� Ç�1 &�Â �ª� n’estpasdans ÊË�C��Çª� .

Enfin, l’ensemble
� �?1#q�� 5 q©� estouvertet fermé,ainsiquel’ensemblevide Ï .

Lemme3.4 Soit : X : unenormearbitrairede
�
.

a) L’ensemble
D �Q� �M� � �#:.�=:¬x & � estouvert.

b) L’ensemble
D ��� �M� � �®:.�=:�[ & � estfermé.

v �'& v � � v � q v �W& v � � v � q
FigureI.4: Ensemblesouverts

� �¥�­:.�=:4r«x & � (gauche)et fermés
� �S�­:.�=:4r�[ & � (droite)

Démonstration. a) Pour �»� D
prenons

� �Æ& 1W:��,: qui estpositif. Aveccechoix, nousavonsE%À �?�*� ·TD
(voir figure I.4, gauche).En effet, par l’in égalit́e du triangle,nousavonspour �Q�E%À �?�*�

:.�=: � :.�¤1�� 5 �a:e[\:.�y1��,: 5 :��,:�x � 5 :��a: �'& �
Donc,

D
estouvert.

b)Consid́eronsunesuite
� �"�������0	 vérifiant�"� � D

(pourtout � ) etconvergeantvers� . L’in égalit́e
detriangleimplique

:��,: � :.�"�013�"� 5 �,:e[�:.�"�ª: 5 :.�"��1©�,:e[ & 5 :.�"�01��,:�x & 5 �
pour �7O �

. Ceciestvrai pourtout
�;� P . Parconśequent,:��,:�[ &

et
D

estfermé.

Autresexemples.
Le demi-plan

D �Ð� �9� � �Z�
	 5 ��� � �/� estun ensembleouvert; parcontre,le demi-planD �Q� �»� � �a�
	 5 ����OQ�*� estunfermé(mêmedémonstrationsquetoutà l’heure).Onverraplus
tardquel’ensemble

D �È� ��� � �¬ÑZ���
	4�
����� � P*� estouvert et que
D �È� ��� � �¬Ñ)���
	��
�����­O

P*� estfermési Ñ)���
	4�
����� estunefonctioncontinue.
L’ensemble

D ��� �M� � �
�
	��Ò���«� �®:.�=:e[ & � n’estni ouvertni fermé,carchaquedisque
contientdespointsirrationnels;et unelimite depointsrationnelspeutêtreirrationnelle.
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Le célèbreensembledeCantor(figureI.5) estdonńepar

D � ÊpP*� & Ì ½ � � &�Â �/��� Â �/� ¼ � &LÂKÓ ��� ÂÔÓ � ¼ ��� ÂKÓ �L  ÂKÓ � ¼ ������� � �N�
� �
i
�tc0	 �@�?�*Õ

� �%�@��� � P*���/� �
(3.2)

Cetensemblen’estpasouvert(parex. � �W&�Â � n’a pasdevoisinagedans
D

) maisil estfermé(voir
la remarqueapr̀esla démonstrationdu théor̀eme3.6).

P &�Â � � Â � &&�ÂKÓ
FigureI.5: EnsembledeCantor

Le triangledeSierpínskiet le tapisdeSierpínski(figureI.6) sontdesgéńeralisationsbidimen-
sionnellesde l’ensemblede Cantor. Cesdessinsnenousplaisentpasseulementpar leur beaut́e,
maisnousrappellentquelesensemblespeuventêtredesobjetsbiencompliqúes.

FigureI.6: TriangledeSierpínski et tapisdeSierpínski

Théorème3.5 Ona
i)

I
fermé

� £ ¿ I
ouvert,

ii) Å ouvert
� £ ¿ Å fermé.

Démonstration. i) Supposonsque
¿ I

ne soit pasouvert. Il existe alorsun �M� ¿ I
(i.e. ��¾� I

)
tel que,pourtout

�Y� P , on ait
E=À ���C�¥¾· ¿ I

. En prenant
� �Ö&�Â � , nouspouvonschoisirunesuite� �"�����t�0	 satisfaisant�"�7� I

et :.�"�a1��a:®x &�Â � . Comme
I

estfermé, nousobtenons�y� I
, d’où

unecontradiction.
ii) Supposonsque

¿ Å ne soit pasfermé. Il existe alors une suite �"�×� ¿ Å (i.e. �"�3¾�TÅ )
convergeantversun �M¾� ¿ Å , (i.e. �Y��Å ). CommeÅ estouvert, nousavons

E%À �?�*� · Å pourun
certain

�;� P . Par conśequent,�"�=¾� E%À ���*� pourtout � , d’où unecontradiction.

Théorème3.6 Pour un nombrefini d’ensembles,ona

i) Å7	4��Å2�@�������L��Å�Ø ouverts
� £ Å7	 ¹ Å2� ¹ ����� ¹ Å Ø estouvert,

ii)
I 	�� I ���������L� I Ø fermés

� £ I 	 ¼ I � ¼ ����� ¼ I Ø estfermé.

Pour unefamille arbitraired’ensembles(indexéepar l’ensembleÙ ), ona

iii) Å�Ú ouvertpour tout U £ Ú¨ÛdÜ Å�Ú �Q� �M� � ���0UY�3Ù=� �M�3Å ÚC� estouvert,

iv)
I Ú fermépour tout U £ Ú¨ÛªÜ I Ú �Q� �»� � � � UY�9Ù=� �M� I ÚC� estfermé.
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Démonstration. Commenc¸onspar la démonstrationde(i). Soit �9�©Å7	 ¹ ����� ¹ Å�Ø , donc �3�©Å�!
pourtout $ �Ö& ���������.Ý . CommeÅ�! estouvert, il existeun

� ! � P tel que
E%À�Þ ����� · Å�! . Prenons� ��jß|}� � � 	
�������L� � Øe� ; alors

�8� P et
E%À ����� · Å7	 ¹ ����� ¹ Å�Ø .

La démonstrationde(iii) estencoreplussimple; nousl’omettons.Leséquivalences(i) R (ii)
et (iii) R (iv) sontuneconśequencedes“r èglesdeMorgan”

¿ �?Å7	 ¹ Å2��� � � ¿ Å7	4� ¼ � ¿ Å2����� ¿ ��Å7	 ¼ Å2��� � � ¿ Å7	
� ¹ � ¿ Å2�����
et du théor̀eme3.5.

Remarque. Cethéor̀emenouspermetdedémontrerquel’ensembledeCantordéfini par(3.2)est
fermé. En effet, soncompĺementaire

¿ D � �?1#q���P/� ¼ � & ��q©� ¼ � &�Â �/��� Â �/� ¼ � &LÂKÓ ��� ÂÔÓ � ¼ ��� ÂKÓ �L  ÂKÓ � ¼ �����
estuneunioninfinie d’intervallesouverts.Le théor̀eme3.6 impliquedoncque

D
estfermé.

Å2� Å�A
Å2à
Å�±

I �
I A I à I ±

FigureI.7: Ensemblesouvertsd’intersectionfermée(gauche)etensemblesfermésd’unionouverte
(droite)

Remarque. Les affirmations(i) et (ii) du théor̀eme3.6 ne sont,en géńeral, pasvraiespour un
nombreinfini d’ensembles.

Consid́eronsparexemplela familled’ensemblesouverts

(1.26) Å�� � �M� � �®:.�=:�x & 5 &�Â � �
dont l’intersection Å2� ¹ Å�A ¹ Å2à ¹ ����� �º� �Q� � �Y:.�=:¶[ & � n’est pasouverte(figure I.7,
gauche).

De façon analogue,la familled’ensemblesfermés(figureI.7, droite)

(1.27)
I � � �M� � �Á:.�=:�[ & 1 &�Â � �

auneunion
I � ¼ I A ¼ I à ¼ ����� �Q� �M� � �#:.�=:ex & � qui n’estpasfermée.
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I.4 Fonctionscontinues

Soit
D

unsous-ensemblede
�
. Unefonction

ÑYb D f Ø
(4.1)

envoie le vecteur� � ���
	��������L�
� � �8� D
sur le vecteur- � ��-�	.�������L�
-*Ø¬�8� Ø . Chaquecom-

posantede - estunefonctionde � variables.Nousécrivonsalors

- � ÑZ����� ou

-�	 � Ñ/	����
	����������
� � �
...

-*Ø � Ñ�Ø#���
	��������L�
� � �4�
(4.2)

�
	 ���

-

-�	

-/�

�

FigureI.8: Parabolöıde(gauche)et hélice(droite)

Exemples
a) Unefonction ��Ý �á& � dedeuxvariables��� � �/� peutêtreinterpŕet́eecommeunesurface

dans A . Parexemple,la fonction - � � � 	 5 � �� repŕesenteunparabolöıde(figureI.8, gauche).
b) Deux fonctions ��Ý � �K� d’une variable ��� � & � repŕesententunecourbedans A . Par

exemple,l’h élice de la figure I.8 (droite) estdonńeepar -�	 � ���/� & P�� , -/� � � |}�¥& P�� . Si nous
projetonsla courbesur le plan ��-�	4�
-K��� , nousobtenonsune“représentationparaḿetrique” d’une
courbedans � (un cercledanscetexemple).

Définition 4.1(continuit é) Unefonction ÑYb D f Ø ,
D�· �

estcontinueen ��â�� D
si

�0�;� P �0ã � P � ��� D b×:.�y13��â�:¬xQã :�ÑZ������1�Ñ)����â���:�x � �
C’estpréciśementla définition de la continuit́e d’unefonction à unevariableavec lesvaleurs

absoluesremplaćeespardesnormes.Cettedéfinition nedépendpasdesnormeschoisies,pourvu
qu’ellessoientéquivalentes.En utilisant la normemaximumdans Ø , nousobtenonsle résultat
suivant(à compareravecle théor̀eme2.2).

Théorème4.2 Unefonction ÑNb D f Ø ,
D�· �

donńeepar (4.2)estcontinueen ��â«� D
si et

seulementsi chaquefonction Ñ�ä%b D f
estcontinueen ��â (å �'& ���������
Ý ).
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Uneconśequencedecethéor̀emeestqu’il suffit deconsid́ererle casÝ ��&
pourl’ étudedela

continuit́e.
Il estévidentqu’unefonctionconstanteÑZ����� �\æ

estpartoutcontinue.La projectionde � �
���
	����������.� � � sur sa $ ièmecoordonńee, i.e. v ����� � �"! , est égalementcontinueen chaquepoint
��â � ���
	^â@���������
� � â�� , puisque

V �"!¬13�"!4â V [\:.�y1J��â�: (choisir ã � �
dansla définition4.1).

Commepour desfonctionsà une variable,on démontreque le produit et le quotient(si le
dénominateurestnonnul) defonctionscontinuesestcontinue.Par conśequent,lespolynômesen
plusieursvariables,parexemple ÑZ���
	4�.���@�
��A�� � � à 	 � ±� 13�
	?� A� ��A 5 ��� ±� 1 &

, sontpartoutcontinus;
et lesfonctionsrationnellessontcontinuesauxpointsoù le dénominateurestnonnul.

çÔèçÔè
ç@éç@é

êê

FigureI.9: St́eŕeogrammedela fonctiondiscontinueÑ)���
	4�
����� dela formule(4.3)(tenir le dessiǹa
20 cm desyeuxet “loucher” à traversle papierversun objetsitué20 cm derrìere.Alors, lesdeux
dessinsfusionnentet un dessin3D apparâıt.)

Exemple4.3 Consid́eronsla fonction ÑYb � f donńeepar

Ñ)���
	4�
����� �
�
	?���
� � 	 5 � �� si � � 	 5 � �� � P

P si �
	 � ��� � P
(4.3)

(voir figureI.9). Commeelleestunefonctionrationnelle,elleestcertainementcontinueauxpoints
vérifiant� � 	 5 � �� � P . Pourexpliquersoncomportementprèsdel’origine, utilisonslescoordonńees
polaires�
	 � � ���K��ë , ��� � � � |}� ë ; il vient (pour � � P )

ÑZ��� ���/��ë �ì� � |�� ë � � � � ���K��ë8� |�� ë
� �

� &
�
� |}� � ë �

Par conśequent,la fonction estconstantesur les droitespassantpar l’origine, et cetteconstante
dépenddel’angle ë . Danstout voisinagede ��P/��P/� , la fonction(4.3)prendtouteslesvaleursentre5 &�Â � et 1 &�Â � . Elle nepeutdoncpasêtrecontinueen ��P*��PK� .
Définition 4.4(ensemblecompact) Pour unensembleí · �

, on dit que

í estcompact ¢g£ í estbornéet fermé.

Beaucoupderésultatspourdesfonctionscontinues̀aunevariableposs̀edentunegéńeralisation
à plusieursvariables.Un résultatqu’on obtientdenouveauenremplaçant “valeursabsolues”par
“normes”estle suivant.

Théorème4.5 Soit í · �
un ensemblecompactet soit ÑÉb í f

continuesur í . Alors, Ñ
estbornéesur í et admetunmaximumet un minimum,i.e. il existeî»�9í et Å��9í telsque

ÑZ��î
�6[�Ñ)�����7[�ÑZ�?ÅÁ� pour tout �»�9íY�



14 Topologiede
�

et fonctionscontinues

Cethéor̀emeconduitaurésultatsuivant,déjà annonćeaudébut decechapitre.

Théorème4.6(équivalencede normes) Touteslesnormesdans
�

sontéquivalentes.C’est-̀a-
dire quesi

� b � f
estuneapplicationsatisfaisantles conditions(N1), (N2) et (N3) du

théor̀eme1.1,i.e.

(N1)
� �����­OQP et

� ����� � P¥RT� � P ,
(N2)

� �?U*��� �'V U V � ����� pour UY� ,

(N3)
� ��� 5 -,�6[ � ����� 5 � ��-,� (inégalit́edu triangle),

alors il existedesconstantes
F 	 � P et

F � � P tellesqueF 	�:.�=:
��[ � �����7[ F �%:.�=:
� pour tout �M� � � (4.4)

Démonstration. a) Écrivons � � �
	�ï@	 5 ���@ï�� 5 ����� 5 � � ï � , dansla basecanoniqueï@	 �
� & ��P*�������L��PK� , ï�� � ��P*� & ��P/�������(��P/� , etc. On déduit de (N3), (N2) et de l’in égalit́e de Cauchy-
Schwarz(1.5)que� ����� � � ���
	ªï@	 5 ����� 5 � � ï � �6[ � ���
	�ï@	.� 5 ����� 5 � ��� � ï � �

[ V �
	 V�X � �?ï@	4� 5 ����� 5 V � � V�X � ��ï � �6[�:.�=:
� X F ��� (4.5)

avec
F � � � �?ï@	4� �75 ����� 5 � �?ï � � � . La deuxìemeinégalit́ede(4.4)estainsidémontŕee.

b) Montronsensuiteque
� ����� estcontinue(avecla normeeuclidiennedansla définition4.1).

On a� ����� 1 � ����â�� � � ���y13��â 5 ��â���1 � ����â@�6[ � ���Y1J��â�� 5 � ����â���1 � ����â��7[ F �¡:.�Y1J��â�:
�
et,dela mêmefaçon,

� ����â���1 � ����� � �����<[ F ��:.��â713�=:
� . Onendéduitque
V � ����� 1 � ����â@� V [ F �C:.�Y1J��â�:
�

cequi impliquela continuit́ede
� ����� .

c) Consid́eronsla fonction
� ����� sur l’ensemblecompactí �Ð� �3� � �­:.�=:
� �Ö& � . Par le

théor̀eme4.5,elle admetun minimumenun î»�9í , c.-à-d.il existe î��9í avec� ��î �7[ � ��>K� pourtout >S�9íY�
Posons

F 	®b � � ��î � ; par (N1), on a
F 	 � P . Comme� Â :.�=:
�g�Qí pour tout �©� �

(�ð¾� P ),
nousavons F 	 � � ��î �7[ � �

:.�=:
�
� &
:.�=:
�

� �������
cequi démontrela premìereinégalit́ede(4.4).

I.5 Convergenceuniforme et la courbedePeano-Hilbert

Toutesles définitionset les résultatsdu cours“AnalyseI” concernantla convergenceuniforme
d’unesuitedefonctionssegéńeralisentimmédiatement̀aplusieursdimensions.Rappelonsqu’une
suitedefonctions ÑL!�b D f Ø ,

D�· �
convergeuniformementsur

D
vers ÑNb D f Ø , si�0�;� P � � O & � $ßO � � �M� D :�Ñ�!������ 1©ÑZ�����@:ex � �

Un exempleestle suivant.

Théorème5.1 SiunesuitedefonctionscontinuesÑL!®b D f Ø ,
D¸· �

convergeuniformément
sur

D
vers unefonction ÑNb D f Ø , cettefonctionlimite estcontinue.
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La courbe de Peano-Hilbert L’imaged’une fonctioncontinue ë beÊpP*� & Ì f � estunecourbe
dans � . Par exemple,la fonction ë ��ñd� � ��ñ(� & 1�ñd� donneun segmentde droite et la fonctionë ��ñd� � � �L�/� ��ò`ñ(� � |}� �Lò`ñd� un cercle. On peut se demandersi l’image d’une fonction continueë bNÊpP*� & Ì f � peut remplir tout le carŕe ÊpP*� & Ì � ÊpP*� & Ì . Peano(1890) et Hilbert (1891) ont
découvert quececiestpossible:on divisechaquecarŕe enquatresous-carŕeset on étiquetteleurs
centresrécursivement,ensuivantla directiondela courbepréćedente(voir la figureI.10).
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FigureI.10: La courbedePeano-Hilbert

Uneautreconstruction.Soit ë ��ñd� � ���­��ñd���.-Z��ñd�4���»P¥[wñ¬[ &
unecourbecontinuearbitrairereliant

lespoints
D � ��P*��P/� pour ñ � P et

E � � & ��P/� pour ñ �ó&
(voir la figure I.11). Nousdéfinissons

alorsunenouvellecourbeô ë par

��ô ë ����ñd� �
	� ��-Z����ñd���.�­����ñd�
� si PS[wñ%[ 	à	� ���­����ñ)1 & ��� & 5 -)����ñ
1 & �
� si 	à [wñ¬[ �à	� � & 5 �­���LñZ1w�/�4� & 5 -)����ñ
1©�/�
� si �à [wñ¬[ Aà	� ����13-Z����ñ
1©�/��� & 13�­����ñ�1©�/�4� si Aà [wñ¬[ &

.

Ainsi, nousavonsànouveauunecourbecontinuereliant
D � ��P*��PK� pour ñ � P et

E � � & ��P/� pour
ñ �õ&

(voir le deuxìemedessinde la figure I.11), et ainsi ce proćed́e peutêtreréṕet́e (troisième

A B

ϕ

ψ
ψ

Φϕ

Φψ

Φψ

Φϕ

Φψ
Φψ

Φϕ

Φψ
Φψ

Φϕ

Φψ

Φψ

A B A B

FigureI.11: Créationdela courbedeHilbert
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�

et fonctionscontinues

dessindansla figureI.11). Cecidéfinit unesuitedefonctions ë â � ë , ë 	 � ô ë â , ë � � ô ë 	 , etc.
Si nouscommenc¸onsavecuneautrecourbeinitiale ö;��ñd� avec : ë ��ñd�*18ö;��ñd�@:�iz[Èí pour ñ¬�©ÊËP*� & Ì ,
alors :Lô ë ��ñd��1©ô)ö;��ñd�@:�i¸[Èí Â � (voir la figureI.11). Parconśequent,

: ë !ì��ñd��13öZ!ì��ñd�@:¬[Èí X �*Õ ! � (5.1)

et,enprenantöB��ñd� � ë Ø#��ñd� et í �'&
, ona

: ë !���ñd��1 ë !�¯/Ø#��ñd�@:¬[��CÕ ! � (5.2)

Par (5.2), la suite ë !���ñd� converge uniformément(critère de Cauchy),et poss̀ededonc une lim-
ite continue ë iB��ñd� (théor̀eme5.1). De plus, nousvoyonsavec (5.1) que la fonction limite est
indépendantedela fonctioninitiale ë âC��ñd� .

Remarque. Il est intéressantde mentionnerqueles deuxcoordonńees�­��ñd� et -)��ñd� sontdes
exemplesdefonctionscontinues,nullepartdifférentiables(sansdémonstration).

I.6 Exercices



Chapter II

Calcul matriciel

Lesfonctionslinéairessontdesexemplestrèssimplesdefonctionsàplusieursvariables,maiselles
sontégalementtrèsimportantes.Nousverronsdansle chapitreIII quebeaucoupdefonctions(en
fait toutesles fonctionsdifférentiables)peuvent être localementapproxiḿeespar desfonctions
linéaires.

II.1 Rappelde l’alg èbre lin éaire

L’espace
�

estun espacevectoriel, c.-à-d. qu’on peutadditionnersesélémentset on peut les
multiplier pardesscalairesUy� .

Basecanonique Chaquevecteur�»� �
peutêtreécrit (demanìereunique)comme

� � �
	�ï@	 5 ���@ï�� 5 ����� 5 � � ï � où ï@	 �
&
P
...
P

� ï�� �
P &
...
P

� ï � �
P
P
...&

� (1.1)

Onappelle�
	��ì���@���������ì� � lescomposantesoucoordonńeesduvecteur� etl’ensembledesvecteurs� ï@	4��ï�������������ï � � la basecanoniquede
�
. Dansce chapitrenousécrivons les vecteursde

�
commedesvecteurscolonnes.

Applications lin éaires Uneapplicationlinéaireestunefonction Ñ¶b �;f Ø satisfaisant

ÑZ��� 5 -,� � ÑZ����� 5 ÑZ��-a�4� Ñ)�?U*��� � U,Ñ)����� pourtout � �Ò-Y� � �3UY� � (1.2)

En notantl’imagede ïªä par ÑZ�?ïªäª� � D ä � �?�¡	tä(�����näL�������(���@Ø
äd��÷ , la linéarit́ede ÑZ����� impliqueque

ÑZ����� � ÑZ���
	4ï@	 5 ����� 5 � � ï � � � �
	 D 	 5 ����� 5 � � D � � D �
où

D
estla matricedontlescolonnessont

D 	��������(� D � . Celle-ciestunematriceÝ � � (Ý ligneset
� colonnes).Le produit

D � estdonńepar

D � �
��	u	 X�X�X �¡	 �
...

...
�@Ø­	 X�X�X �¨Ø �

�
	
...
� �

� ��	u	?�
	 5 ����� 5 ��	 � � �
...

�@Ø=	?�
	 5 ����� 5 �¨Ø � � �
�

Chaqueapplicationlinéairepeutdoncêtreécritesousla forme ÑZ����� � D � où
D

estunematrice
Ý � � .
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Basesarbitrair es Unensemble
�*ø 	4� ø �@��������� ø � � de� vecteursestunebasede

�
si
ø 	�� ø �@�������L� ø �

sontlinéairementindépendants.Chaque�M� �
peutêtreécrit demanìereuniquecomme

� �úù 	 ø 	 5 ����� 5 ù � ø � �Qø®ù
(1.3)

où
ø

estla matrice� � � dontlescolonnessontles
ø � , et

ù
estle vecteurdecomposantes

ù � (voir la
figure II.1). On appellealors

ù 	�� ù ����������� ù � lescoordonńeesde � selonla base
�*ø 	�� ø ���������L� ø � � .

Comme
ø

estunematriceinversible,la relation(1.3)donneunebijectionentre� et
ù
.

ï@	 �
	
ï��

��� �

ø 	

ù 	ø �
ù �

�

FigureII.1: Repŕesentationde � dansla basecanonique(gauche)etdansla base
�*ø 	4� ø ��� (droite)

Changementde coordonnées Consid́eronsuneapplicationlinéaire Ñ<b � f Ø donńeepar
�Mûf - � D � où

D
estunematriceÝ � � . Si l’on changelescoordonńeesdansl’espacededépart�

, (� �Qø2ù
) et dansl’espaced’arrivé Ø (- �wüeý

), l’application

- � D � devient
ýY�wü Õ 	 D ø®ù �

Avec desbases
øÖ� � ø 	4��������� ø � � et

ü � � ü 	4��������� ü Øe� bien choisies,la matrice
ü Õ 	 D ø peut

devenir trèssimple.En particulier, onpeuttoujourstrouver
ø

et
ü

telsque

ü Õ 	 D øJ� þ4ÿ P
P P

où þ4ÿ designela matriceunité de dimension� (voir le paragrapheIII.7 du polycopíe du cours
“AlgèbreI”). C’est-̀a-direquedanslesnouvellescoordonńeesl’application - � D � devient sim-
plement

ý � �úù � pour � �Ð& ���������
� et
ý � � P pour � � � 5 & �������(�
Ý .

Si ÑJb � f �
estuneapplicationoù lesespacesdedépartet d’arrivéesontidentiques,on

estinteresśeà fairele mêmechangementdecoordonńeespour � et - , i.e., � ��ø`ù
et - ��ø`ý

. Dans
cettesituation,l’applicationdevient

ý¶�Èø Õ 	 D ø#ù et on chercheunetransformation
ø

telle quela
matrice

ø Õ 	 D ø soitplussimpleque
D

.

Valeurset vecteurspropres Pourtransformerunematrice� � � enuneformesimple,lesvaleurs
propreset lesvecteurspropresjouentun rôle important.On dit que UM� estunevaleurpropre
dela matrice

D
s’il existeunvecteur�Y� �

, �J¾� P tel que

D � � U��,� (1.4)

Un vecteur�z¾� P satisfaisant(1.4) s’appellevecteurpropre de
D

correspondant̀a la valeurpro-
pre U . Pourque U soit unevaleurproprede

D
, il faut que le syst̀emelinéaire � D 1ÈU þ ��� � P

poss̀edeunesolutionnonnulle. Par conśequent,U doit nécessairement̂etreun zérodu polynôme
caract́eristique ��� ��U"�Zb � det� D 1©U þ ��� (1.5)
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Matrices à coefficientscomplexes La consid́erationdesvaleursetvecteurspropresd’unematrice
nécessitedetravailler avecl’espace

�
des� -uplesdenombrescomplexes.Celui-ciestégalement

un espacevectorielmaiscettefois sur (on peutadditionnerles élémentsde
�

et on peutles
multiplier pardesscalairesUy� ).

La basecanoniquede
�

estla mêmequepour
�
. LesapplicationslinéairesÑ»b � f Ø

sontde nouveaude la forme ÑZ����� � D � où cettefois les coefficients �@� ä de la matrice
D

sont
desnombrescomplexes.Unebasede

�
estdonńeepar � vecteurslinéairementindépendantset

un changementdecoordonńeess’exprimedenouveaupar les formules� �Íø2ù
, - �ðü�ý

tel que
- � D � devient

ýY�wü Õ 	 D ø®ù . Ici, touteslesmatricessontàcoefficientscomplexes.La définition
devaleurset vecteurspropresnechangepasparrapportà

�
.

Pourun nombrecomplexe U ��� 5 �	� , sonconjuǵe estdonńe par U ��� 1<�	� et le carŕe de
savaleurabsolueest

V U V � � U X U �
� � 5 � � . Pourun vecteur�Q� �
et pour unematrice

D
à coefficientscomplexes,on dénotepar � et

D
lesobjetsoù tousles élémentssontremplaćespar

leur conjuǵe. Le vecteurtranspośeconjuǵe �%÷ estnot́e ��� et, similairement,la matricetranspośee
conjuǵeede

D
est

D � b � D ÷ . Elle s’appelleaussimatriceadjointede
D

.
Si l’on identifie avec � (

� 5 �	��
 � � ���­� ), la valeurabsoluedu nombrecomplexe
� 5

�	� correspond̀a la normeeuclidiennedu vecteur � � ���7� . En identifiant
�

avec � � , on peut
introduireunenormesur

�

:�>�: � V >@	 V � 5 ����� 5 V > � V � � � � 	 5 - � 	 5 ����� 5 � � � 5 - �� (1.6)

si > � ��>@	4�������L��> � � ÷ et >ªä � �"ä 5 �?-*ä . Lespropríet́es(N1), (N2) et (N3) du théor̀emeI.1.1 restent
vraieset on a :�U*�=: �óV U V�X :.�=: pour tout � � �

et UM� . En définissantle produitscalairede
deuxvecteurs� �Ò-Y� �

par

] � �
-a_Zb � � � - �
�
ä4c0	 �,ä�-*äd� (1.7)

on obtient :.�=: � ] � �
� _ et l’in égalit́edeCauchy-Schwarz(I.1.5) restevraiedans
�
.

II.2 Forme normale deSchur

Consid́eronsuneapplicationlinéaire- � D � où
D

estunematricecarŕeede dimension� à co-
efficientsréelsou complexes.Le but deceparagrapheestdesimplifier

D
enutilisantun change-

ment de coordonńees - � ø`ý
, � � ø`ù

(deux fois la mêmematrice
ø

) qui laissela distance
entredeuxvecteursinvariante(isométrie). Ceci signifie qu’on demande+"� ø � � ø >K� � +,��� ��>K� ou
: ø �y1 ø >�: � :.�y1©>�: ou ���y1�>K��� ø � ø ���y1�>K� � ���y1�>Ô�������y1©>K� .
Définition 2.1(matricesorthogonaleset unitair es) Unebase

�*ø 	4��������� ø � � de
�

ou de
�

est
unebaseorthonormalesi : ø äK: �W&

pour tout å et si
]?ø äd� ø !¨_ � P pour å×¾� $ .

Unematricecarrée
ø

à coefficientsréelss’appelleorthogonalesi
ø ÷ øJ� þ .

Unematricecarrée
ø

à coefficientscomplexess’appelleunitairesi
ø � ø3� þ .

Cestransformationssontextrêmementimportantespouruncalculsurordinateurparcequ’elles
n’amplifientpasleserreursd’arrondi(voir le cours“AnalyseNumérique”,2èmeanńee).

Remarquonsencoreque le produit de matricesorthogonales(resp.unitaires)estorthogonal
(resp.unitaire)etqu’ona

ø Õ 	 ��ø ÷ pourdesmatricesorthogonaleset
ø Õ 	 ��ø � pourdesmatrices

unitaires.
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Exemple2.2 Toutesle matricesorthogonalesdedimension� sontdonńeespar

Å7	 � �L�/� � 1 � |����
� |���� �L�/� � et Å2� � ���/� � � |����

� |���� 1 �L�/� � � (2.1)

La transformationavec la matrice Å7	 correspond̀a unerotationd’angle
�

(observer det Å7	 � &
),

celleavec Å�� estuneréflexion suivi d’unerotation(det Å2� � 1 & ).
Desexemplesdematricesorthogonalesdedimension� sont

� 	�� � � �
& P P
P ���/� � 1 � |����
P � |���� �L�/� � � �C���7� �

���/� � P � |}� �
P & P

1 � |�� � P �L�/� �
� AC��� � �

�L�/� � 1 � |�� � P� |�� � �L�/� � P
P P &

Chaquematriceorthogonalede dimension � avec déterminantégal à 5 & peut être écrite sous
la forme Å � � A*� ë � � �¡���¨� � AC��ö«� (sansdémonstration).Les trois anglesë ���K�
ö s’appellentles
“anglesd’Euler” dela rotationdans A .
Théorème2.3(forme normale de Schur, versioncomplexe) Soit

D
unematrice � � � à coeffi-

cientsréelsoucomplexes.Il existeunematriceunitaire Å (i.e., Å���Å � þ ) telle que

Å#Õ 	 D Å � Å � D Å �
U,	 � X�X�X �
P UC� . . .

...
...

. . . . . . �
P X�X�X P U �

(2.2)

esttriangulaireaveclesvaleurs propres U,	��������(��U � de
D

sur la diagonale.

Démonstration. Soit U,	 un zérodu polynômecaract́eristique(1.5) et �Ò	 un vecteurproprecorre-
spondant.ChoisissonsunematriceunitaireÅ­	 dontlapremìerecolonneest�0	 (proćed́ed’orthonormalisation
deGram-Schmidt,voir le paragrapheVI.1 dupolycopíeducours“AlgèbreI”). Aveccettematrice
on obtient D Å7	 � Å7	 U,	 �d÷

P E i.e. Å �	 D Å7	 � U,	 �d÷
P E

où
E

estunematrice ���ß1 & � � ���g1 & � . Supposons,parrécurrencesurla dimensiondela matrice,
qu’il existe unematriceunitaire Å telle que Å � E Å estsousforme triangulaire. Alors, avec la
matriceunitaire

Åzb � Å7	 & P
P Å

on obtient

Å � D Å � & P
P Å�� U,	 �d÷

P E & P
P Å � U,	 �(÷ Å

P Å�� E Å
qui estsousla formesouhait́ee.

On appelleunematrice
D

normalesi
D � D � D«D � . Pourunematriceà coefficientsréelsceci

signifieque
D ÷ D � D�D ÷ . Desexemplesdematricesnormalesréellessontlesmatricessymétriques

(
D ÷ � D

) ou anti-syḿetriques(
D ÷ � 1 D ). Pourdesmatricesnormales,le théor̀emepréćedent

donneunematricediagonale.
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Corollair e2.4 Soit
D

unematricenormale(i.e.,
D � D � D«D � ). Il existealorsunematriceunitaire

Å telleque
Å#Õ 	 D Å � Å � D Å ���Ò|}k! ��Ua	
�������L��U � �4�

Démonstration. Soit Å la matriceunitaireobtenuepar le théor̀eme2.3 et soit
ø

la matricetrian-
gulairede(2.2).Comme

D
estnormale,ona

ø � øJ� �?Å � D ÅÁ� � �?Å � D ÅÁ� � Å � D � Å®Å � D Å � Å � D � D Å � Å � D«D � Å � ����� ��ø6ø � �
c.-à-d.

ø
estaussinormale.Cetteconditionimplique quela normede la å èmecolonnede

ø
est

égalà la normedesa å èmeligne. Pour å �Ö&
, ceci impliquequetouslesélémentsdela premìere

ligne de (2.2) sontnuls saufcelui sur la diagonale.Ensuiteon consid̀ere å � � et on déduit de
la mêmemanìerequeles élémentsde la deuxìemeligne endehorsde la diagonalesontnuls. En
continuantceraisonnement,on obtientle résultat.

Traitonsmaintenantle casoù
D

estunematriceàcoefficientsréels.Il estimpossibledetrouver
sansrestrictionunedécompositionde la forme (2.2) à l’aide d’unematriceorthogonaleÅ . Ceci
impliqueraitqueles U�� soientréelset donneainsiunecontradiction.

Théorème2.5(forme normale de Schur, version r éelle) Soit
D

unematrice� � � à coefficients
réels.Il existeunematriceorthogonaleÅ (i.e., Åe÷uÅ � þ ) telleque

Å¥Õ 	 D Å � Å ÷ D Å �
Ù%	 � X�X�X �
P Ù�� . . .

...
...

. . . . . . �
P X�X�X P Ù �

(2.3)

où Ù)ä estsoit la matrice �?U¡äª� dedimension
&
, soit la matrice

� ä �"ä Â!" ä
1 " ä#�"ä � ä dedimension� .

Lesvaleurspropresde
D

sont U¡ä et
� ä%$3�	�"ä .

Démonstration. Noussuivonsla démonstrationdu théor̀eme2.3.
Si U,	 estunevaleurpropreréellede

D
, on peutchoisir le vecteurpropre�0	 tel qu’il soit réel

et de norme
&
. En construisantunematriceorthogonaleÅ­	 dont la premìerecolonneest �Ò	 , la

premìerecolonnede Åe÷	 D Å7	 estsousla formesouhait́ee.
Soit alors U,	 ��� 5 ��� avec �ð¾� P et �0	 � î 5 �	& . On peutsupposerî,÷'& � P car, sinon,on

consid̀ere � & 5 �	()����î 5 �	&S� � ��î=1)(*&S� 5 �@�+(`î 5 &S� qui estaussiunvecteurpropreetondétermine(
afinque ��î61,(*&S�.-��+(`î 5 &S� . Cecidonnel’ équationquadratique( � î,÷'& 5 (��4:�&¶:¨1¶:.î%:L�(1«î,÷'& � P
qui poss̀edetoujoursunesolutionréelle. Avec î�	Bb � î Â :.î¬: , &¥	Bb � & Â :�&N: et

" b � :�&¶: Â :.î%: ,
î�	 5 � " &¥	 estunvecteurproprede

D
, c.-à-d.

D ��î�	 5 � " &¥	4� � � � 5 �	�7����î�	 5 � " &¥	4�
et enséparantlespartiesréelleset imaginaireson obtient

D ��î)	
��&¥	
� � ��î)	
��&¥	
� � � Â!"
1 " � � �

On compl̀etelesdeuxvecteursî�	4��&¥	 enunebaseorthonormale(pourobtenir Å7	 ) et on voit que
lesdeuxpremìerescolonnesde Åe÷	 D Å7	 sontcommedemand́eesdans(2.3).

On terminela démonstrationpar inductionsur la dimensiondela matriceexactementcomme
dansla démonstrationdu théor̀eme2.3.
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Corollair e2.6 Si
D

est une matrice réelle et syḿetrique (i.e.,
D ÷ � D

), il existe une matrice
orthogonaleÅ telleque

Å#Õ 	 D Å � Å ÷ D Å ���Ò|}k! ��Ua	
�������L��U � �4� (2.4)

Lesvaleurspropres U�ä de
D

sontréelles.

Démonstration. Si
D

estsymétrique,la matrice Åe÷ D Å de (2.3) estaussisymétrique. Ceci im-
plique queles Ù)ä sontde dimension

&
. Par conśequent,touteslesvaleurspropressontréelleset

Åe÷ D Å estdiagonale.

Paradoxe Lesdémonstrationspréćedentesnécessitentla connaissancedesvaleursproprespour
trouverla formenormaledeSchur. Au cours“AnalyseNumérique”,nousapprendronsl’algorithme/ �

qui estunproćed́e itératifpourcalculerla formenormaledeSchur(sansutiliserexplicitement
les valeurspropres). Ceci est alors un algorithme(en fait le plus important)pour calculer les
valeurspropresd’unematrice.

II.3 Formesquadratiques

Consid́eronsunefonctionquadratiquèadeuxvariables

ÑZ���
	��
����� � ��� � 	 5 �*Ç��
	?��� 5 æ � �� 5 +��
	 5 ï4��� 510 (3.1)

et étudionsl’ensemble2 � � ���
	��
�����0��ÑZ���
	��
����� � P/� qui constitueunecourbedans � . Elle
s’appelleconique(commeintersectiond’un côneavecun plan).Parexemple,la fonction

ÑK	����
	4�
����� � � � 	 5 �*Ç��
	?��� 5 � �� 1©���
	�1w����� 510 (3.2)

donnelesconiquesdela figure II.2. Commentpeut-ondéterminers’il s’agit d’uneellipse,d’une
hyperboleoud’uneparabole?

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4

1

2

3

4

Figure II.2: Les coniquescorrespondantes̀a la fonction (3.2) avec Ç � P*��� (gauche),Ç � & �}�
(milieu), Ç �'&

(droite)et avecplusieursvaleursde 0
Nousécrivonsla fonction(3.1)sousformematricielle

ÑZ����� � � ÷ D � 5 E ÷ � 5 F
(3.3)

où � � ���
	��
����� ÷ et D � � Ç
Ç æ � E � +

ï � F � 0 �
etnousessayonsdetransformercettefonctionparunchangementdecoordonńeesenunefonction
plussimple.

Consid́eronstout de suite une fonction (3.3) dans
�

où
D

est une matricesymétriquede
dimension� ,

E � �
et
F � . Poursimplifier unetelle fonction,nousproćedonsendeuxpas:

unerotationetunetranslation.
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Rotation Comme
D

est symétrique,il existe une matriceorthogonaleÅ (i.e. Åe÷nÅ � þ ) avec
det Å �Ð&

(corollaire2.6) telle que

Å ÷ D Å � G �3�Ò|�k4 �?U,	��������L��U � �4�
Avecle changementdevariables� � Å¬- , onobtientalors(avec

H ÷ � E ÷ Å )

� ÷ D � 5 E ÷ � 5 F � - ÷ G - 5 H ÷ - 5 F �
Translation Avecla translation- � > 5 æ

(
æ

estunvecteurde
�
), la formequadratiquedevient

- ÷ G - 5 H ÷ - 5 F � > ÷ G > 5 ��� G æ 5 H � ÷ > 5 æ ÷ G æ 5 H ÷ æ 5 F �
Si U��­¾� P , ondéfinit

æ � � 1¥+@� Â ���*U¡�?� afind’annulerle termelinéaireen >ª� . Finalement,si undesU¡�
vautzéro,parexempleU � � P , maissi + � ¾� P , onpeutchoisir

æ � afind’annulerle termeconstant.

Avectoutescessimplificationset ennotantla variabledenouveaupar � � ���
	����������
� � ��÷ , on
obtient 2 ��� �»� � V � ÷ G � 5 E ÷ � 5 F � P*�*�
où

G ���Ò|}k! �?U,	4����������U � � estunematricediagonale,
G�E � P , et

F � P si
E ¾� P . On distingue

alorslescassuivants:5 hyperellipsöıde: si U¡� � P pour � �Ð& ���������
� (ou tousles U�� négatifs)5 hyperhyperbolöıde: s’il y aaumoinsun U¡� positif, etaumoinsun U�� négatif5 hyperparabolöıde: si U�� � P pour � �'& �������L�
�¶1 &
, U � � P , et + � ¾� P5 hypersph̀ere: si U�� �W&

pour � �W& �������(�
�5 hyperplan: si U¡� � P pour � �W& �������L�.� .

Cas 6 � � Selonlessignesdesdeuxvaleurspropresonobtient(avec � �
- aulieu de �
	��
��� )
� �
� � 5

- �
Ç � 1

&%� P (ellipse)� � �
� � 1

- �
Ç � $ &e� P (hyperbole)� � � 1©��v/- � P (parabole)�

Cas 6 � � En négligeantlescasdéǵeńeŕesoù 2 estl’ensemblevide, un point, ou unesurface
cylindrique(c.-à-d.� ÷ G � 5 E ÷ � 5 F nedépendquededeuxvariables),onalessurfacessuivantes
(nousécrivons� �
-a��> aulieu de �
	��
���@�
��A ):
(A)

� �
� � 5

- �
Ç � 5

> �æ � 1 &¬� P (ellipsöıde)

(B)
� �
� � 5

- �
Ç � 1

> �æ � 5 &¬� P (hyperbolöıdeàdeuxnappes)

(C)
� �
� � 5

- �
Ç � 1

> �æ � 1 &%� P (hyperbolöıdeàunenappe)

(D)
� �
� � 5

- �
Ç � 1

> �æ � � P (cône)

(E)
� �
� � 5

- �
Ç � 1©��v�> � P (parabolöıdeelliptique)

(F)
� �
� � 1

- �
Ç � 1©��v�> � P (parabolöıdehyperbolique)

(A)

(B)

(C) (D)

(E) (F)
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II.4 Matrices définiespositives

Dansceparagraphenousétudionsdesmatricessymétriquespour lesquellesla formequadratique
ÑZ����� � � ÷ D � esttoujoursnon-ńegative.Danslesapplications,� estsouventunvecteurdevitesse,D

unematricedemasseet � ÷ D � l’ énergie cinétique.

Définition 4.1(matrice définiepositive) Unematricesyḿetrique
D

s’appelledéfiniepositivesi

� ÷ D � � P pour tout �M� � �
� ¾� P*� (4.1)

Elle s’appellesemi-d́efiniepositivesi

� ÷ D �¦O�P pour tout �»� � � (4.2)

Remarquonsqu’unematricedéfiniepositivenouspermetdedéfinir unenormesur
�
,

:.�=: � b �87 � ÷ D �×� (4.3)

Motivé pardesapplications,cettenormes’appellesouventnormed’énergie. Lespropríet́es(N1)
et (N2) d’unenormesontfacileà vérifier. L’in égalit́edu triangle(N3) sedémontrecommedansla
preuvedu théor̀emeI.1.1 à l’aide del’in égalit́edeCauchy-Schwarz

V � ÷ D - V [\:.�=: � X :.-Z: � � (4.4)

Cettedernìeresuit de PÉ[ ��� 5 (`-,��÷ D ��� 5 (`-,� � �"÷ D � 5 ��(`�"÷ D - 5 ( � -ì÷ D - en posant( �
1¬�"÷ D - Â -ì÷ D - (commeon l’a fait pourla normeeuclidienne).

Théorème4.2 Nousavonslescritèressuivants( U¡� sontlesvaleurspropresde
D

):D
estdéfiniepositive ¢¤£ U¡� � P pour � �Ð& �������L�
�Z�D

estsemi-d́efiniepositive ¢¤£ U¡� OQP pour � �W& �������(�
�Z�
Démonstration. Onutilise le corollaire2.6qui garantitl’existenced’unematriceorthogonaletelle
que Å ÷ D Å � G �9�ì|�k! ��Ua	
�������L��U � � . Pour �©� �

arbitraire,définissons-<� �
par � � Å%- .

Nousavonsalors

� ÷ D � � - ÷ G - �
�
ä�c0	 U¡äu-

�ä (4.5)

etonvoit que(4.1)estsatisfait pourtout � ¾� P (i.e. l’expression(4.5)estpositivepourtout -É¾� P )
si et seulementsi tousles U¡� sontpositifs.

La démonstrationpourle critèred’unematricesemi-d́efiniepositiveestanalogue.

La caract́erisationdesmatricesdéfiniespositivesdu théor̀emepréćedentnécessitela connais-
sancedetouteslesvaleurspropresdela matrice.Il estconnuqu’il n’y a pasd’algorithmefini qui
permetdefairececalculpourtouteslesmatrices.

Le théor̀emesuivantnouspermetdedécidersi unematricesymétrique
D

estdéfiniepositive
ou nonavecunnombrefini d’opérations.

Théorème4.3 Pour unematricesyḿetrique
D

dedimension� nousconsid́eronslessous-matrices

D 	 � �?�¡	u	4��� D � � �¡	u	 �¡	^�
���(	 ���u� � D A �

�¡	u	 �¡	^� �¡	^A
���(	 ���u� ���uA
��A(	 ��Au� ��AuA

� �����­� D � � D �
Alors, D

estdéfiniepositive ¢¤£ det
D � � P pour � �'& ���������.�Z�
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Démonstration. Nécessit́e. Le déterminantd’unematricedéfiniepositive
D

estpositif car det
D �

U,	 X ����� X U � � P . Pourunvecteur� � ���
	��������L�.� � ��÷ � �
, notonspar :aä�� � ���
	����������
�"äd��P*���������LP/��÷

saprojectionsurles å premìerescomposanteset par ;gä � ���
	��������(�
�"ä(��÷ . On aalors

; ÷ä D ä<;gä � ��:aä���� ÷ D ��:aä���� � P pourtout ;gä®¾� P*�
cequi impliqueque

D ä estdéfiniepositiveet doncdet
D ä � P .

Suffisance. Cettepartiede la démonstrationse fait par récurrencesur la dimension� de la
matrice.Pour � � &

, il n’y a rien à démontrer. Supposonsalorsque
D � Õ 	 soit définiepositive et

quedet
D � � P . Onpeutdoncdiagonaliser

D � Õ 	 à l’aide d’unematriceorthogonaleÅ . Cecidonne

Å ÷ P
P & D � Å P

P & � G Ç
Çn÷ æ (4.6)

où
G ���Ò|}k! �+(7	4����������( � Õ 	.� avec(�ä � P (lesvaleurspropresde

D � Õ 	 ), Ç � �?Ç(	�����������Ç � Õ 	
��÷ �
� Õ 	

et
æ � . En observantquele déterminantde la matrice(4.6) estégalà det

D � et endéveloppant
le déterminantde (4.6) relativementà la dernìereligne (voir le paragrapheIV.3 du polycopíe de
“AlgèbreI”), on obtient

det
D � � (6	 X ����� X ( � Õ 	 1 Ç � 	(7	 1������/1 Ç � � Õ 	( � Õ 	

5 æ � PÁ�

D’autrepart,ona pour �M� �
et avec -N� �

donńepar � � Å P
P & - que

� ÷ D � � � - ÷
G Ç
Ç ÷ æ - �

� Õ 	
ä�c0	 (�ä�-

�ä 5 ��- �
� Õ 	
ä�c0	 Çnän-/ä

5 æ - �� � (4.7)

L’in égalit́edeCauchy-Schwarz(I.1.5)appliqúeeauxvecteurs�?Çnä Â 7 (2äd��ä et � 7 ( ä -*äª��ä donne

� Õ 	
ä4c0	 Çnäu-*ä

� [
� Õ 	
ä4c0	

Ç � ä(2ä
� Õ 	
ä4c0	 (�ä�-

�ä [ æ � Õ 	
ä�c0	 (�ä�-

�ä �

En insérantcetteestimationdans(4.7),nousobtenons� ÷ D � ��O ä (�ä�- �ä 1 æ - �� � OWP et,

parconśequent,U¡äSO�P pour lesvaleurspropresde
D � . Commedet

D � � P , cesvaleurspropres
sontnécessairementstrictementpositives.

II.5 Norme d’une matrice

Le but deceparagrapheestdemajorerl’expression
D � où

D
estunematriceÝ � � .

Définition 5.1(norme d’une matrice) Soit
D

unematrice Ý � � . Ondéfinit

: D : � �>=@? � : D �=:7�®:.�=:e[ & � (5.1)

etonappellecenombrela normedela matrice
D

oula normedel’application linéaire Ñ)����� � D � .

Commela bouleunité í b �º� �ð� � �­:.�=:¦[ & � estun ensemblecompactet la fonction
linéaire ÑZ����� � D � estpartoutcontinue,le théor̀emeI.4.5 implique que : D : estfinie et qu’on
pourraitremplacerle “ ��=@? ” parun “

j8kLl
”.
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Desexpressionśequivalentespour : D : sont

: D : � �>=A? � : D �=:7�#:.�=: �Ð& � � ��=@? : D �=:
:.�=: ��� ¾� P � (5.2)

Decettedernìereformule,onvoit que : D : estle pluspetit nombreréeltel que

: D �=:�[\: D : X :.�=: pourtout �»� � � (5.3)

L’in égalit́e (5.3)estfondamentalepourtouslescalculsavecdesapplicationslinéaires.
Remarquonsencoreque : D : dépenddesnormeschoisiesdansles ensemblesde départet

d’arrivée.Si l’on choisitla norme : X :4r (v �W&
, � ou q ) danslesdeuxespaces,ondénotela norme

de
D

par : D :4r � ��=@? � : D �=:4r=�Á:.�=:4r«[ & � . Consid́eronsparexemplela matrice

D � & ��� & ��P
P*��� & ��� �

La figure II.3 montrel’image ÑZ� E � de la bouleunité
E

pour les trois normes(nousavonsaussi
dessińe lesimagesdequelquesdroitesverticaleset horizontales).En traitill é nousavonsajout́e la
bouleunité avecrayon : D :4r . Elle poss̀edele pluspetit rayonparmi lesboulescontenantl’image
ÑZ� E � . Pourcettematriceon trouve que : D :�	 � �*��� , : D :
� � �*��� Ó �K�/� et : D :�i � �*�}� (voir aussi
le théor̀eme5.3plusbas).

1 2−2 −1

1

2

−2

−1

1 2−2 −1

1

2

−2

−1

1 2−2 −1

1

2

−2

−1

FigureII.3: Normed’unematrice:hK	 (gauche),euclidienne(milieu), maximum(droite)

Pourjustifier la notation“normed’unematrice”démontronsle résultatsuivant.

Lemme5.2 L’application
D ûf : D : (de l’ensembledesmatrices B¦Ø%m � � � dans ) est une

norme, c.-à-d.elle satisfaitlespropriét́es(N1), (N2)et (N3). Depluson a

: þ : �W&
et : D E :�[\: D : X : E : (5.4)

où þ estla matriceidentit́e et
D

,
E

sontdeuxmatricesdont le produit
D E

estbiendéfini. Pour
avoir : þ : �'&

il faut choisir la mêmenormedanslesensemblesdedépartet d’arriv ée.

Démonstration. Lespropríet́es(N1) et (N2) d’unenormesontfacilesàvérifier. Démontrons(N3):
pour

D � E �CB»Ø=m � � � nousavons

:/� D 5 E ���=:�[\: D �=: 5 : E �=:�[W��: D : 5 : E :L��:.�=:��
Endivisantcetterelationpar :.�=: etenprenantle supremum,nousobtenonsl’in égalit́edu triangle
: D 5 E :�[\: D : 5 : E : .

La propríet́e : þ : � &
estévidente.Pourdémontrerl’estimationde : D E : , nousappliquons

deuxfois l’in égalit́e fondamentale(5.3),

:/� D E �?�=:e[\: D : X : E �=:�[\: D : X : E : X :.�=:��
Ensuite,nousdivisonscetterelationpar :.�=: et nousprenonsle supremumsur ��¾� P .
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Pourla normeh/	 , la normeeuclidienneet la normemaximum,il existeuneformuleexplicite
pour : D :4r � �>=@? � : D �=:4r­�#:.�=:4r�[ & � .
Théorème5.3 Pour unematrice

D
detypeÝ � � , on a lesformules

: D :�	 � j8kLlä4c0	nmpopopo m �
Ø
��c0	

V �@� ä V � : D :�i � j8kLl��c0	nmpopopo m Ø
�
ä4c0	

V �@� ä V �
: D :
� �

plusgrandevaleurproprede
D ÷ D �

Démonstration. Pourla norme :.�=:�	 , ona

: D �=:�	 �
Ø
��c0	

�
ä�c0	 �@� än�"ä [

Ø
��c0	

�
ä�c0	

V �@� ä V�X"V �"ä VK�
�
ä�c0	

Ø
��c0	

V �@� ä V V �"ä V [ jßk(lä�c0	nmpopopo m �
Ø
��c0	

V �@� ä V X :.�=:�	4�
On en déduit que : D :�	È[ j8kLl ä¨� � V �¨� ä V � . Pour montrer l’ égalit́e, on choisit un ådâ avecj8kLl äÔ� � V �@� ä V � � � V �@� ä	D V et on pose � � ��P*�������(��P*� & �LP*�������d��PK�FE , où

&
est à la position ådâ .

Cechoix de � donnel’ égalit́e dansl’estimationci-dessus,cequi démontreque : D :�	 nepeutpas
êtreplus petiteque

j8kLl ä¨� � V �@� ä V � . La formule pour la norme :.�=:�i sedémontrede la même
manìere.

La matrice
D ÷ D étantsymétriqueet semi-d́efinie positive (�"÷ D ÷ D � � : D �=: �� O P ), il existe

unematriceorthogonaleÅ ( Å ÷ Å � þ ) telle que Å ÷ D ÷ D Å �G�Ò|}k! ��Ua	4����������U � � , où U���OðP sontles
valeurspropresde

D ÷ D . Onobtientavecla transformation� � Å%- etenutilisant :.�=:
� � :.-6:
� que

: D �=: �� � � ÷ D ÷ D � � - ÷ Å ÷ D ÷ D Å%- �
�
��c0	 U��

V -*� V � [�UIH*J<Ke:.-Z: �� � ULHMJ<Ke:.�=: �� �
Ceci implique que : D :
�y[ 7 UIH*J<K . Pourmontrerl’ égalit́e, on pose� égalau vecteurpropredeD ÷ D qui correspond̀a la valeurpropre UIH*J<K .
II.6 Applications bilin éaireset multilin éaires

En vue d’une étudedesdérivéessuṕerieuresd’une fonction à plusieursvariables(chapitreIII),
nouspréparonsquelquesnotationsconcernantdesapplicationsbilinéaireset multilinéaires.

Définition 6.1(application bilin éaire) Uneapplication
E b � � r f Ø s’appellebilinéaire

si elle estlinéairedanschacundesarguments,c.-à-d.si lesapplicationssuivantessontlinéaires:

�Mûf E ��� �
-a� pour tout -Y� r
et -Nûf E ��� �
-,� pour tout �M� � �

Si l’on écrit lesvecteurs� et - dansla basecanonique,la bilinéarit́e impliqueque

E ��� �
-,� � E �
ä4c0	 �"ä(ïªä`�

Ø
!�c0	 -*!Ôïª!

� �
ä�c0	

Ø
!�c0	 �"äu-*!

E �?ïªä(��ïª!Ô�
Chaqueapplicationbilinéairepeutdoncêtreécritesousla forme

E ��� �
-,� �
�
ä�c0	

r
!�c0	 Ç

�ä�! �"äu-*! Ø
��c0	 � (6.1)

PourÝ �W&
, elle devient simplement E ��� �
-,� � � ÷ E - (6.2)

avecunematrice
E � �?Çnä?!¨��änm ! du type � � v . Pourle casgéńeral,la � èmecomposantede

E ��� �
-,�
estdela formesuivante:

E �ª��� �
-a� � �"÷ E �}- avec ��Ç �ä�! ��änm ! .
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Norme d’une application bilin éaire Commepourdesapplicationslinéaires,ondéfinit

: E : � ��=@?N ç N<O 	nm N ê N<O 	 : E ��� �
-,�@: � �>=@?çQPcKâLm ê�PcKâ :
E ��� �
-a��:
:.�=: X :.-Z: (6.3)

et onobtientque : E : estle pluspetit nombresatisfaisant

: E ��� �.-a��:¬[�: E : X :.�=: X :.-Z: pourtout �M� � �ì-N� r � (6.4)

L’expression: E : de(6.3)dépendévidemmentdesnormeschoisiesdanslestroisespaces
�
, r

et Ø . Si l’on prendla mêmenorme : X :4r (avec v �'&
, � ou q ) danscestroisespaces,ondénote

la normedel’applicationbilinéairepar : E :4r .
Théorème6.2 Ona lesmajorations

: E :�	7[
Ø
�tc0	

j8kLlänm ! V Ç �ä�! V � : E :
��[
Ø
�tc0	

�
ä4c0	

r
!�c0	

V Ç �ä?! V � � : E :�i�[ j8kLl��c0	nmpopopo m Ø
�
ä�c0	

r
!�c0	

V Ç �ä�! V �
Démonstration. Donnonsla démonstrationpourla normeh/	 . La � èmecomposantede

E ��� �
-a� peut
êtremajoŕeecommesuit:

V E �4��� �
-,� V [
�
ä4c0	

r
!�c0	 Ç

�ä�! �"än-/! [ j8kLlänm ! V Ç �ä�! V
�
ä�c0	

V �"ä V
r
!�c0	

V -*! V �
On obtientdonc

: E ��� �
-,�@:�	 �
Ø
�tc0	

V E ����� �
-a� V [
Ø
��c0	

j8kLlänm ! V Ç �ä?! V�X :.�=:�	 X :.-Z:�	
et onendéduitla majorationpour : E :�	 .

La démonstrationpour la normemaximumest similaire et celle pour la normeeuclidienne
utiliseplusieursfois l’in égalit́edeCauchy-Schwarz.

Applications multilin éaires UneapplicationB b �Cè �8X�X�X�� � Þ f Ø s’appellemultilinéaire
si elle est linéairedanschacundesarguments. Les notationset résultatspour desapplications
bilinéairessegéńeralisentsansdifficulté.

Uneapplicationsmultilinéaireesttoujourssousla forme

B'����R 	TS ���������ì��R !>S � �
� è
ä è c0	 �����

� Þ

ä Þ c0	 Ý
�ä è mpopopo m ä Þ � R 	TSä è X ����� X � R !>Sä Þ Ø

��c0	
et sanormeestdéfiniepar

:�BW: � �>=A?N ç!U è�V N<O 	nmpopopo m N ç!U Þ V N<O 	 :�B'��� R 	TS �������L�0� R !�S �@: � �>=@?ç!U è�V PcKâLmpopopo m ç!U Þ V PcKâ
:�B'��� R 	TS �������(�0� R !�S �@:
:.� R 	TS : X ����� X :.� R !>S : � (6.5)

On adesmajorationscommedansle théor̀eme6.2.Par exemple,

:�BW:�i � jßk(l��c0	nmpopopo m Ø
�Cè
ä è c0	 �����

� Þ

ä Þ c0	
V Ý �ä è mpopopo m ä Þ V �

Unedesraisonspourlaquelleontravailleavecdesapplicationsmultilinéairesestjustementd’éviter
desexpressionsavecbeaucoupdesommeset d’indices.

II.7 Exercices



Chapter III

Calcul diff érentiel (plusieursvariables)

Le but decechapitreestd’introduire la notiondedifférentiabilit́e pourdesfonctionsà plusieurs
variables.Commela divisionparle vecteur��1ß��â n’a pasdesens,il n’y apasdemanìereévidente
d’étendrela définition Ñ § ����â�� �Q{}|�j ç ~ ç DXWZY çQ[ Õ WZY ç D [ç Õ ç D .

Noussuivronsdeprèsla présentationdesparagraphesIV.3 et IV.4 du livre “L’analyseaufil de
l’histoire” deHairer& Wanner(Springer-Verlag2000).

III.1 Dérivéespartielles

Pour une fonction Ñ�b¤Å f
, Å · �

, nousfixons toutesles variablessauf une et nous
consid́eronsÑ commeunefonctiondecettevariable.Nouspouvonsalorsappliquerla définition
bienconnuepourunefonction à unevariable.Consid́eronsplusendétail le casd’unefonctionà
deuxvariables.

Une fonction à deux variables Consid́eronspar exempleune fonction - � ÑZ���
	
�
����� qui est
définiedansunvoisinagede ���
	^â@�
���uâ�� . Alors, leslimites

{�|}j\ ~)â ÑZ���
	^â
5^] �.���uâ���1�ÑZ���
	^â��.���uâ��] � b

_ Ñ_ �
	 ���
	^â@�.���uâ��
{�|}j\ ~)â ÑZ���
	^â@�
���uâ

5^] ��1�ÑZ���
	^â��.���uâ��] � b
_ Ñ_ ��� ���
	^â@�.���uâ����

(1.1)

s’appellentles dérivéespartielles de Ñ par rapportà �
	 et ��� , respectivement. Parmi d’autres
notationson utilise Ñ ça` ���
	^â@�
���uâ�� , G ��ÑZ���
	^â@�
���uâ�� , _ ��ÑZ���
	^â��
���uâ�� .

Géoḿetriquement,les dérivéespartiellespeuvent être interpŕet́eescommesuit : la fonction
- � ÑZ���
	��
����� définit unesurfacedans A (avecdescoordonńees�
	��
��� , et - ), dont l’intersection
avecle plan ��� � ���uâ estunecourbe�
	­ûf ÑZ���
	��.���uâ�� . La dérivéepartielle

_ Ñ Â _ �
	 estla pentede
cettecourbe,et

- � Ñ)���
	^â@�
���uâ�� 5
_ Ñ_ �
	 ���
	^â@�
���uâ������
	 1J�
	^â@� (1.2)

est l’ équationde la tangentèa cettecourbeen ���
	^â¨�
���uâ�� . De la mêmemanìere,la tangentèa la
courbe����ûf ÑZ���
	^â@�
����� a pouréquation- � ÑZ���
	^â@�
���uâ�� 5 _ Ñ Â _ �������
	^â@�
���uâ��������=13���uâ�� , et le plan
détermińeparcesdeuxtangentesestdonńepar

- � Ñ)���
	^â@�
���uâ�� 5
_ Ñ_ �
	 ���
	^â@�
���uâ������
	 13�
	^â�� 5

_ Ñ_ ��� ���
	^â@�
���uâ��������­13���uâ���� (1.3)
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Unefonction ÑZ���
	
�
����� seraditedifférentiableen ���
	^â@�.���uâ�� si le plan(1.3)estune“bonne”approx-
imationde ÑZ���
	4�
����� dansun voisinagede ���
	^â@�
���uâ�� , et passeulementle longdeslignes�
	 � �
	^â
et ��� � ���uâ .
Exemple1.1 La surfacedéfiniepar - � ï Õ ç é è Õ ç éé estrepŕesent́eesur la figureIII.1. Nousvoyons
égalementles courbes�
	�ûf ÑZ���
	4�
���uâ�� et ���wûf ÑZ���
	^â��.����� passantpar le point ���
	^â@�
���uâ�� �
��P/�}�*�LP*� & � . En évaluantlesdérivéespartielles_ Ñ_ �
	 ���
	��
����� � 1®���
	ªï Õ ç é è Õ ç éé �

_ Ñ_ ��� ���
	��
����� � 1®�����@ï Õ ç é è Õ ç éé

encepoint, nousobtenonsles tangentesencescourbesaupoint ���
	^â@�
���uâ�� à l’aide de la formule
(1.2)ainsiquele plantangent̀a l’aide de(1.3).

FigureIII.1: Plantangent̀a la surface- � ï Õ ç é è Õ ç éé

Deux fonctionsà deux variables Dansle casd’unefonction ÑYb � f � , c.-à-d.

-0	 � Ñ/	����
	��
������� -/� � ÑL�*���
	��
�����4� (1.4)

nousécrivons(1.3)pourchacunedesdeuxfonctions:

-0	 � Ñ/	����
	^â@�
���uâ�� 5
_ ÑK	_ �
	 ���
	^â¨�
���uâ������
	�13�
	^â�� 5

_ ÑK	_ ��� ���
	^â@�.���uâ��������­1J���uâ@���
-K� � ÑL�¡���
	^â@�
���uâ�� 5

_ Ñ(�_ �
	 ���
	^â¨�
���uâ������
	�13�
	^â�� 5
_ Ñ(�_ ��� ���
	^â@�.���uâ��������­1J���uâ@���

(1.5)

Il estcommoded’écrirecetteformuleennotationvectorielle:

- � ÑZ����â�� 5 Ñ § ����â������y13��â��4� (1.6)

où Ñ § ����â�� estunematrice,appeĺeematricejacobienne:

Ñ § ����â�� � b W èb çÔè ����â�� b W èb ç@é ����â��b W éb çÔè ����â�� b W éb ç@é ����â��
� (1.7)

Cette notation nous permettrade transposerla plupart des formules d’une variable au cas de
plusieursvariables.

Exemple1.2 Consid́eronsla fonction ÑYb � f � définiepar

ÑZ����� � ÑK	����
	��.�����
Ñ(�C���
	��.����� � �
	 1 & � & � |}� ���
	 5 ��� 5 & � 5 & � & � |}�#&

��� 5 P*� & �
	21©P*�}  �L�/� ���
	 1J��� 5 & � 5 P*��  ���/� & � (1.8)
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FigureIII.2: Graphiquedel’application(1.8)

Cettefonctionenvoie l’origine ���
	��
����� � ��P*��PK� sur le point ��-�	
�
-/�L� � ��P*��P/� , lesdroitessurdes
courbes,et les petits carŕessur desensemblesqui ressemblent̀a desparalĺelogrammes(voir la
figureIII.2, dessinenhautaumilieu). La matricejacobiennepour(1.8)est

Ñ § ����� � & 1 & � & �L�/� ���
	 5 ��� 5 & � 1 & � & ���/� ���
	 5 ��� 5 & �
P*� & 5 P*��  � |}� ���
	�13��� 5 & � & 1©P*�}  � |�� ���
	 1É��� 5 & � � (1.9)

et l’ équation(1.5)devientpour ��â � ��P*�LP/��÷ , -/â � ÑZ����â�� :

-�	�1J-0	^â
-/�­1J-K�uâ � & 1 & � & ���/� & 1 & � & �L�/� &

P/� & 5 P*�}  � |��¥& & 1©P*��  � |}�¥&
�
	 1J�
	^â
���=1J���uâ � (1.10)

Cetteapplicationlinéaireestillustréedansle dessinen hautà droitede la figure III.2. Les trois
dessinsde la deuxìemeligne de la figure III.2 sontdesagrandissementsdecetteapplicationnon
linéaireprochedel’origine. Nousvoyonsqu’elleest,dansunpetitvoisinagede ��â , bienapproch́ee
parl’applicationlinéairedéfinieparla matricejacobienne.

III.2 Diff érentiabilit é

Consid́eronsunefonction
ÑNb0Å f Ø � Å · �

(2.1)

et supposonsque��â«�3Å soit unpoint intérieurde Å (c.-à-d. Å estunvoisinagede ��â ).
Définition 2.1(Stolz1887,Fr échet1906) La fonction(2.1)estdifférentiableen ��â s’il existeune
applicationlinéaire Ñ § ����â��Zb � f Ø etunefonction�Bb�Å f Ø , continueen ��â etsatisfaisant
�`����â�� � P , tellesque

ÑZ����� � ÑZ����â�� 5 Ñ § ����â������Y1J��â�� 5 �2�����@:.�y1J��â�:�� (2.2)
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Remarque. Si unefonctionestdifférentiableen ��â , elle estcontinueencepoint. De plus,toutes
sesdérivéespartiellesexistenten ��â . C’estuneconśequencedu fait que,pour �×1<��â � ] ïªä (où
ïªä � ��P*�������L��P/� & ��P*�������(��P/��÷ avecla å èmecomposantéegaleà

&
), l’ équation(2.2)devient

ÑZ����â 5^] ïªä(��1�ÑZ����â��] � Ñ § ����â��4ïªä 5 �`����â 5c] ïªäd� V ] V] � (2.3)

Comme�`����� estcontinueen ��â , la limite decetteexpressionpour ] f P existeet estégaleà

_ Ñ_ �"ä ����â�� � Ñ § ����â���ïªä(� donc Ñ § ����â�� �
b W èb çÔè ����â��

X�X�X b W èb çad ����â��...
...

b W>eb çÔè ����â��
X�X�X b W>eb çad ����â��

(2.4)

(ici, ÑZ����� � ��Ñ/	�����������������ÑLØS�����4� ÷ ). Par conśequent,l’application linéairede la définition 2.1 est
uniqueet donńeeparla matricejacobienne(2.4).

Lemme2.2(caractérisation deCarathéodory) La fonction ÑZ����� de(2.1)estdifférentiableen ��â
si etseulements’il existeunefonction ë ����� à valeursmatricielles,dépendantde ��â et continueen
��â , telleque

Ñ)����� � ÑZ����â�� 5 ë ���������Y1J��â��4� (2.5)

La dérivéede ÑZ����� en ��â estdonńeepar Ñ § ����â�� � ë ����â�� .
Démonstration. Pourunefonctiondonńee ë ����� , nousposons

Ñ § ����â��6b � ë ����â���� �2�����7b � � ë ������1 ë ����â��4� ���y13��â��
:.�y13��â�: �

et nousvoyonsque(2.2) estvérifiée. Comme ���M1¸��â�� Â :.��1���â¡: estborńe par
&
, il suit de la

continuit́ede ë ����� en ��â que�`����� f P pour � f ��â .
D’autrepart,supposonsque(2.2)soit vrai. Nousdéfinissonsë ����â��6b � Ñ § ����â�� , et pour ��¾� ��â ,

ë �����6b � Ñ § ����â�� 5 �`����� ���Y1É��â���÷:.�Y1É��â�: (2.6)

(observonsquele produitduvecteurcolonne�`����� avecle vecteurligne ���;1×��â���÷ estunematrice),
et nousobtenonsë ���������Y19��â�� � Ñ § ����â������Y13��â�� 5 �`������:.�Y13��â�: . La fonction ë ����� estcontinue
en ��â car, par la définition de la normematricielleet enutilisant l’in égalit́e deCauchy-Schwarz,
: ë ������1�Ñ § ����â��@:¬[\:.�2�����@: et :.�2�����@: f P pour � f ��â .

Le résultatsuivantdonneuneconditionsuffisantepourla différentiabilit́equi peutêtrevérifiée
enconsid́erantseulementdesdérivéespartielles.

Théorème2.3 Consid́eronsunefonction Ñwb%Å f
et un ��â¶�ðÅ (point intérieur). Si toutes

lesdérivéespartielles
_ Ñ Â _ �"� existentdansunvoisinagede ��â etsontcontinuesen ��â , alors Ñ est

différentiableen ��â .
Démonstration. Nousexpliciteronsla démonstrationpour le cas� � � . La géńeralisationà un �
arbitraireestimmédiate.L’id éeestd’écrire Ñ)������1�ÑZ����â�� comme

ÑZ���
	4�
������1©ÑZ���
	^â@�
���uâ�� � ��ÑZ���
	��
������1�ÑZ���
	^â@�
�����4� 5 ��ÑZ���
	^â@�.������1©ÑZ���
	^â@�.���uâ��4�
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et d’appliquerle théor̀emedeLagrangèachacunedesdifférences.Cecidonne

ÑZ���
	��
������1©ÑZ���
	^â@�
���uâ�� �
_ Ñ_ �
	 � ù 	
�
���������
	 13�
	^â�� 5

_ Ñ_ ��� ���
	^â@� ù ���������713���uâ��
avec

ù 	 entre�
	^â et �
	 , et
ù � entre���uâ et ��� . En posant

ë ���
	��.����� �
_ Ñ_ �
	 � ù 	4�
�������

_ Ñ_ ��� ���
	^â@� ù ��� �
nousavonsétabli(2.5). La continuit́ede ë ����� en ��â estuneconśequencedeshypoth̀eses.

Par la définition 2.1, une fonction ÑZ����� � ��Ñ/	�����������������ÑLØ¥�����4� ÷ est différentiableen ��â si
et seulementsi Ñ��4����� est différentiableen ��â pour tout � � & �������(�
Ý . Une conśequencedu
théor̀eme2.3 estqueles fonctionsdont les composantessontdespolynômesen �
	����������
� � , des
fonctionsrationnellesou desfonctionsélémentairessontdifférentiablesaux pointsoù ellessont
biendéfinies.

Exemple2.4(Une fonction discontinuedont lesdérivéespartielles existentpartout) Consid́e-
ronsla fonction ÑNb � f donńeepar

ÑZ���
	��
����� �
�
	?���
� � 	 5 � �� si � � 	 5 � �� � P
P si �
	 � ��� � P

(2.7)

(voir la figure I.9). Sesdérivéespartiellessontnullesà l’origine car ÑZ���
	4��P/� � P pour tout �
	 et
ÑZ��P*�
����� � P pourtout ��� . En dehorsdel’origine, l’existencedesdérivéespartiellesestévidente.
Néanmoins,la fonction(2.7)n’estpascontinueà l’origine (voir l’exempleI.4.3).

La dérivéeenchâıne Consid́eronsdeuxfonctions

Ñ 0� 1 f Ø 1 f r
� û1 f - û1 f >

et étudionsla différentiabilit́e de la fonction compośee � 0gf Ña������� � 0 ��ÑZ�����
� . Nousutilisonsla
caract́erisationdeCarath́eodory(lemme2.2). En supposantque Ñ soit différentiableen ��â et que0 soit différentiableen -/â � ÑZ����â�� , nousavons

ÑZ����� � ÑZ����â�� 5 ë ���������Y1É��â���� 0 ��-a� � 0 ��-/â�� 5 öB��-,����-S13-/â����
En posant- � Ñ)����� , -Kâ � Ñ)����â�� et en introduisantla premìereéquationdansla deuxìeme,nous
obtenons 0 ��ÑZ�����4� � 0 ��ÑZ����â��
� 5 öB�?ÑZ�����4� ë ���������¤13��â���� (2.8)

Puisquele produit öB�?ÑZ�����4� ë ����� estcontinuen ��â , la dérivéede 0�f Ñ estégaleà ceproduitévalué
en ��â , i.e.

� 0hf Ña� § ����â�� � 0 § ��-Kâ�� X Ñ § ����â���� (2.9)

En coordonńees,le produit(2.9)s’écrit

_ >ª�_ �"! �
Ø
ä�c0	

_ >ª�_ -*ä X
_ -*ä_ �"! � (2.10)
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Exemple2.5 Supposonsque le mouvementd’un corpssoit décrit en coordonńeespolairespar
ÑZ��ñd� � ���`��ñd�4� ë ��ñd�
� ÷ . Si nousvoulonsconnâıtre la vitesseencoordonńeescart́esiennes

�
-

� 0 ���Ô� ë � � � �L�/�"ë
� � |}� ë � (2.11)

il nousfautdériver � et - parrapportà ñ . Commela matricejacobiennede(2.11)estdonńeepar

0 § ���Ô� ë � � ���/��ë 1e� � |}� ë� |}� ë � �L�/��ë � (2.12)

il suit de(2.9)que i
� � �L�/�"ë X

i
�®13� � |�� ë X

i
ë �

i
- � � |}� ë X

i
� 5 � �L�/��ë X

i
ë

(la dérivéepar rapportau tempsñ estdésigńeeparun point). Cecinouspermet,parexemple,de
calculerl’ énergie cinétique

ü ��ñd� � Ý
� �
i
� � 5

i
- � � � Ý

� �
i
� � 5 � �

i
ë � ���

III.3 Dérivéesd’ordr esupérieur

Consid́eronstout d’abordunefonction ÑZ��� �
-,� dedeuxvariables.Sesdérivéespartielles,parex-
emple

_ Ñ Â _ � , sontaussidesfonctionsde deuxvariableset nouspouvonscalculeritérativement
leursdérivéespartiellescommedansle diagrammesuivant:

bb ç bb çÑ)��� �
-,� 1 f
_ Ñ_ � 1 f

_ � Ñ_ � � �����
bb ê bb êbb ç bb ç
_ Ñ_ - 1 f

_ � Ñ_ � _ -
j� _ � Ñ_ - _ � 1 f �����

bb ê bb êbb ç bb ç
_ � Ñ_ - � 1 f

_ A Ñ_ � _ - �
j� _ A Ñ_ - � _ � 1 f �����=�

La questionestdesavoir si cesdérivéesdépendentdel’ordre dedifférentiation.

Exemple3.1 Consid́eronsla fonction ÑZ��� �
-a� � � �75 ��- � et calculonssesdérivéespartielles
(pour � � 5 ��- � � P ) :_ Ñ_ � ��� �
-a� � �

� �­5 ��- � �
_ � Ñ_ - _ � ��� �.-a� � 1#�L�0-

��� �75 ��- � � Ans�� �_ Ñ_ - ��� �
-a� � �L-
� �­5 ��- � �

_ � Ñ_ � _ - ��� �.-a� � 1#�L�0-
��� �75 ��- � � Ans�� �

Nousobtenonsque _ � Ñ_ - _ � ��� �
-,� �
_ � Ñ_ � _ - ��� �.-a� (3.1)

pour cettefonction. Un calcul avec d’autresfonctions(par exempleavec despolynômes)laisse
devinerque(3.1)esttoujoursvrai. Cependant,(3.1)n’estpasvrai sanshypoth̀esesuppĺementaire,
commeon peutle voir à l’aide du contre-exemplesuivant.
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Exemple3.2(Contre-exemple)Pour trouver une fonction qui ne vérifie pas (3.1), nous con-
sidéronsunefonction

ÑZ��� �
-,� � ��- 0 ��� �
-,��� (3.2)

où 0 ��� �
-,� estborńee(maispasnécessairementcontinue)dansunvoisinagedel’origine. Pourcette
fonction,ona _ Ñ_ � ��P/�
-a� � {�|}jç ~)â Ñ)��� �
-,�21�ÑZ��P*�
-,�

�
� {}|�jç ~)â - 0 ��� �.-a�4�

La dérivéedecetteexpressionparrapportà - est_ � Ñ_ - _ � ��P/��P/� �ð{�|}jê ~)â {}|}jç ~)â 0 ��� �
-,� � (3.3)

à conditionquecettelimite existe.Demême,ona_ � Ñ_ � _ - ��P/��P/� �Ð{}|�jç ~)â {}|�jê ~Zâ 0 ��� �
-,� � (3.4)

Il suffit dechoisirunefonction 0 ��� �.-a� pourlaquelleleslimitesdans(3.3)et (3.4)sontdifférentes.
C’estle casde 0 ��� �
-,� � � � 13- �

� �­5 - � si � � 5 - � � P*� (3.5)

pour laquelle
{}|�j ç ~)â 0 ��� �
-,� � 1 & pour tout -ú¾� P et

{�|}j ê ~)â 0 ��� �
-,� � 5 & pourtout �z¾� P . Par
conśequent,lesdérivéespartielles_ � Ñ_ - _ � ��P*��P/� � 1 & et

_ � Ñ_ � _ - ��P*��P/� �Ð&
sontdifférentespourla fonctiondéfiniepar(3.2)et (3.5).

Théorème3.3 Consid́eronsunefonction Ñwb � f dont les dérivéespartielles b Wb ç , b Wb ê , b é Wb ê b çexistentdansunvoisinagede ����â@�.-/â�� , avec b é Wb ê b ç continueen ����â@�
-Kâ�� . Alors, b é Wb ç b ê existeen ����â@�
-Kâ��
et _ � Ñ_ � _ - ����â@�.-/â�� �

_ � Ñ_ - _ � ����â@�
-/â����
Démonstration. L’id éeestdeconsid́ererunpetit rectanglede
côtés ] et $ . On désignelesvaleursde Ñ auxsommetsdece
rectanglepar Ñ(âuâ , ÑLâ(	 , ÑK	^â et ÑK	u	 . Lesdérivéespartiellessont
approximativementdonńeespar ��â ��â 5c]]-Kâ

-Kâ 5 $
$

ÑLâuâ ÑK	^â

ÑLâ(	 ÑK	u	

_ Ñ_ � ����â@�
-Kâ��.k Ñ/	^â­1©ÑLâuâ] �
_ Ñ_ � ����â@�
-/â 5 $��.k ÑK	u	21�ÑLâ(	] �

On endéduitque _ � Ñ_ - _ � k b Wb ç ����â@�.-/â
5 $ì��1 b Wb ç ����â@�.-/â��$ k ÑK	u	 1�Ñ(â(	 1©ÑK	^â 5 ÑLâuâ] X $ � (3.6)

et demême _ � Ñ_ � _ - k b Wb ê ����â
5c] �
-Kâ���1 b Wb ê ����â��
-Kâ��] k Ñ/	u	�1©Ñ/	^â­1�ÑLâ(	 5 Ñ(âuâ

$ X ] � (3.7)

Lesmembresdedroitedans(3.6)et(3.7)sontidentiqueset l’affirmationduthéor̀emeestplausible.
Pourunedémonstrationrigoureusedece théor̀emenousvousréféronsà la page318du livre

“Analyseaufil del’histoire”.
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L’applicationréṕet́eede ce théor̀emepermetd’échangerdesdérivéesd’ordre suṕerieur. Par
exemple, __ �

__ -
__ �lnm

__ �
__ - Ñ0

� __ �
__ �

__ -
__ �lnm

__ - Ñ0
� __ �

__ �
__ �
__ -
__ - Ñ � �����­�

Cettemanìeredeproćederestaussivalablepourdesfonctionsdeplusdedeuxvariables.Eneffet,
nouséchangeonstoujoursdeuxdérivéespartiellesà la fois, en maintenantconstantesles autres
variables.

III.4 Série deTaylor

Rappelonsquela sériedeTaylor d’unefonction 0 ��ñd� à unevariableestdonńeepar

0 ��ñd� � 0 ��P/� 510 § ��P/�/ñ 510 § § ��P/� ñ ��!o 5w5p0 § § § ��P/� ñ A�!o 5 �����­� (4.1)

Il s’agitdegéńeralisercetteformuleàdesfonctionsdeplusieursvariables.Pouréviterunenotation
trop lourde,consid́eronsd’abordle casdedeuxvariables.

Deux variables L’id éeestde ramenerle probl̀emeà une
variableenreliantlespoints ����â@�
-/â�� et ����â 5q] �
-/â 5 $ì� par
unedroite.On consid̀erealorsla fonction

0 ��ñd�Zb � ÑZ����â 5 ñ ] �
-/â 5 ñ($�� ��â 5c]��â

-Kâ 5 $

-Kâ ñ � P

ñ �'&

et on appliquela formule(4.1) avec ñ �á&
. Il resteà calculerlesdérivéesde 0 ��ñd� . Si Ñ)��� �
-,� est

suffisammentdifférentiable,la dérivéeenchâınenousdonne

0 § ��ñd� � _ Ñ_ � ����â 5 ñ ] �
-/â 5 ñ($�� ]¥5 _ Ñ_ - ����â 5 ñ ] �
-/â 5 ñ($ì��$ (4.2)

et unedifférentiationdeplusdonne

0 § § ��ñd� � _ � Ñ_ � � � X � ]�]¥5
_ � Ñ_ - _ � � X � ] $ 5

_ � Ñ_ � _ - � X ��$ ]#5
_ � Ñ_ - � � X ��$ì$Ò� (4.3)

où l’argumentdesdérivéespartiellesde Ñ , que nousavons omis, est ����â 5 ñ ] �
-Kâ 5 ñ($ì� . Les
deuxtermescentrauxdans(4.3)sontégauxpar le théor̀eme3.3 (endifférentiantencore,on ferait
apparâıtre descoefficientsbinomiaux).En insérantcesdérivéesde 0 ��ñd� dans(4.1), il vient

ÑZ����â 5c] �
-Kâ 5 $ì� � ÑZ����â��
-Kâ�� 5
_ Ñ_ � ����â��
-/â�� ]¥5

_ Ñ_ - ����â@�
-/âL��$
5 &
�

_ � Ñ_ � � ����â��.-/â�� ] � 5 �
_ � Ñ_ � _ - ����â@�
-Kâ�� ] $ 5

_ � Ñ_ - � ����â@�
-/âL��$ � (4.4)

5 &
�

_ A Ñ_ � A ����â��.-/â�� ] A 5 �
_ A Ñ_ � � _ - ����â@�
-Kâ�� ] � $ 5 �

_ A Ñ_ � _ - � ����â@�
-Kâ�� ] $ � 5
_ A Ñ_ - A ����â@�
-Kâ���$ A 5 �����
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Exemple4.1 Consid́eronsla fonction Ñ)��� �
-,� � ï Õ ç é Õ ê é (voir aussi l’exemple1.1), dont les
dérivéespartiellessontdonńeespar_ Ñ_ � ��� �
-,� � 1®��� ï@Õ ç é Õ ê é �

_ Ñ_ - ��� �
-,� � 1®��-`ï@Õ ç é Õ ê é �_ � Ñ_ � � ��� �.-a� � ����� � 1w�/��ï@Õ ç é Õ ê é �
_ � Ñ_ - � ��� �
-,� � ����- � 1©�K��ï@Õ ç é Õ ê é �_ � Ñ_ � _ - ��� �
-,� �

_ � Ñ_ - _ � ��� �
-,� � ���0-aï@Õ ç é Õ ê é �
En négligeantles termesd’ordrestrois et suṕerieursdansla formule(4.4) et enposant��â � P/�}� ,
-/â � P/� & , nousobtenonsl’approximationquadratique

ÑZ��P/�}� 5^] �LP*� & 5 $ì�.kÈï@Õ âLo 	 � & 1wP*��� ] 1©P*�}�/$#1 & �}�/� ] � 5 P*� & � ] $#1 & � Ó �*$ � �
qui repŕesenteunparabolöıde.La figureIII.3 comparecetteapproximationavecla fonction Ñ)��� �
-,�
et avecle plantangent.

FigureIII.3: ApproximationdeTaylord’ordreun,compaŕeeà l’ordre deuxpour ÑZ��� �.-a� � ï Õ ç é Õ ê é

Série deTaylor pour � variables Nousgéńeralisonsmaintenantcesformulesauxfonctions

ÑNb � f Ø �
où ÑZ����� � ��Ñ/	������4�������L��Ñ�Ø#�����4� ÷ estcompośeede Ý fonctionsréellesde � � �

. Nousfixons
��â×� �

, ] � �
et nousappliquonsla formule (4.1) à la fonction 0 ��ñd�;b � Ñ��4����â 5 ñ ] � . Ceci

donne

ÑL������â 5^] � � Ñ�������â�� 5 �
ä4c0	

_ Ñ��_ �"ä ����â�� ] ä 5
&
�!o

�
ä�c0	

�
!�c0	

_ � ÑL�_ �"ä _ �"! ����â�� ] ä ] !
5 &

�4o
�
ä�c0	

�
!�c0	

�
°uc0	

_ A Ñ��_ �"ä _ �"! _ �"° ����â�� ] ä ] ! ] ° 5 �����=�
(4.5)

On peutaussiallerplusloin et écrire(formellement,sansconsid́ererla convergence)

Ñ�������â 5^] � � Ñ��4����â�� 5
i
��c0	

&
r o

�
ä è c0	

�
ä é c0	 �����

�
äFsuc0	

_ � ÑL������â��_ �"ä è _ �"ä é ����� _ �"ä s ] ä è ����� ] äFs4�
Cesformules,assezencombrantes,nécessitentunenotationpluscompacte.

Le termelinéairedans(4.5)n’estautrequele � èmeélémentdu produit Ñ § ����â�� ] (dela matrice
jacobienneavecle vecteur] ). Poursimplifier le termequadratique,nousconsid́eronsl’ application
bilinéaire Ñ § § �����9b � � �ðf Ø appliqúee à un couplede vecteursî et � , dont la � ème
composanteestdéfiniepar

Ñ § § ��������î
���"� � b �
�
ä�c0	

�
!�c0	

_ � ÑL�_ �"ä _ �"! �����/î,äF�K!Ô� (4.6)
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Le termequadratiquedans(4.5) estdoncle � èmeélémentdu vecteurÑ § § ����â���� ] � ] � . On peutcon-
tinuer de cettemanìereà interpŕeter les dérivéessuṕerieurescommeapplicationsmultilinéaires.
Parexemple,Ñ § § § �����6b � � � � � f Ø estdéfiniepar

Ñ § § § ��������î
���,��&S� � b �
�
ä4c0	

�
!�c0	

�
°uc0	

_ A ÑL�_ �"ä _ �"! _ �"° �����/îaäF�K!t&�°.� (4.7)

Aveccettenotation,la formule(4.5)devient

ÑZ����â 5c] � � ÑZ����â�� 5 Ñ § ����â�� ]#5 &
�!o Ñ § § ����â���� ] � ] � 5

&
�!o Ñ § § § ����â���� ] � ] � ] � 5 �����­� (4.8)

Formule de Taylor avecreste Mêmesi touteslesdérivéesde 0 ��ñd� en ñ � P existent,la conver-
gencedela série(4.1)n’estpasgarantie.Il estalorssouventutile deconsid́ererunesérietronqúee
et d’estimerle reste.Rappelons,parexemple,que

0 ��ñd� � 0 ��P/� 510 § ��P/�/ñ 510 § § ��P/� ñ ��!o 5 � A avec
� A � ÷

â
��ñ�1n�@� �
�4o 0 § § § ���@��+I�
� (4.9)

Pourunefonction ÑYb �;f Ø celadevient

ÑZ����â 5u] � � ÑZ����â�� 5 Ñ § ����â�� ]75 &
�!o Ñ § § ����â���� ] � ] � 5 � A�� � A � 	

â
� & 13ñd� �
�!o Ñ § § § ����â 5 ñ ] ��� ] � ] � ] ��+�ñ(�

(4.10)
Remarque. Pourunefonctionvectorielle0 ��ñd� � � 0 	���ñd�4�������L� 0 Ø#��ñd�4� ÷ , nousécrivons

	
â
0 ��ñd��+�ñ­b � 	

â
0 	���ñd��+�ñ(�������(� 	

â
0 Ø#��ñd��+�ñ ÷ � (4.11)

Par la suite,nousutiliseronsl’estimation
	
â
0 ��ñd��+�ñ [

	
â : 0 ��ñd�@:2+�ñ(� (4.12)

quel’on obtientenappliquantl’in égalit́e du triangleauxsommesdeRiemann: : � 0 � ù ����ã
�ª:B[
� : 0 � ù ����:�ã4� .

Lemme4.2(estimationdu reste) Soit Ñ�b � f Ø trois fois continûmentdifférentiable(c.-à-
d. touteslestroisièmesdérivéespartiellesexistentet sontcontinues).Le reste

� A dansl’ équation
(4.10)vérifiealors

: � A¡:�[ : ] : A
�4o �>=A?

÷ Û R âLm 	TS :�Ñ
§ § § ����â 5 ñ ] �@:��

Démonstration. Lesestimations(4.12)et :�Ñ § § § ��������î
���,��&S�@:S[º:�Ñ § § § �����@: X :.î%: X :��): X :�&¶: pourune
applicationmultilinéairedonnent

: � A�:¬[ 	
â
� & 13ñd� �
�!o :�Ñ § § § ����â 5 ñ ] ��� ] � ] � ] �@:2+�ñ%[ 	

â
� & 1Éñd� �
�!o �>=A?

÷ Û R âLm 	TS :�Ñ
§ § § ����â 5 ñ ] �@: X : ] : A +�ñ

cequi démontrel’affirmation.

La norme :�Ñ § § § ����â 5 ñ ] ��: del’applicationmultilinéaireÑ § § § ����� peutêtremajoŕeeparle formules
du paragrapheII.6.
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III.5 Théorèmedesaccroissementsfinis

La terminologiedes¡¡accroissementsfinis¿¿s’expliquepardesraisonshis-
toriques:lanotiond’accroissements¡¡finis¿¿s’opposèacelled’accroissements
¡¡infinitésimaux¿¿v�v�v (H. Cartan1967)

Pour une fonction Ñ bMÊÎ�C��ÇªÌ f , le théor̀emedesac-
croissementsfinis (ou théor̀emedeLagrange)affirme qu’il
existeun

ù �¸�?�C��Çª� tel que

ÑZ�?Çª��1�ÑZ���*� � Ñ § � ù ���?Ç�1w�C�4�
� Ç

ÑZ���*�

ÑZ�?Çª�

si Ñ estcontinuesur ÊË�C��ÇªÌ et différentiablesur ���¡��Çd� . Le but
estdegéńeralisercetteformuleàplusieursvariables.

Un contre-exemple Pourunefonction Ñ¶b�ÊË�C��ÇªÌ f Ø , l’affirmationsouscetteformen’estplus
vraie. Un contre-exempleestla fonction ÑZ����� � ��Ñ/	���������Ñ(�¡�����4� ÷ où ÑK	������ � ���K� � , ÑL�*����� � � |}� � ,
et ÊË�C��ÇªÌ � ÊpP*����òZÌ . On a que ÑZ�?�*� � Ñ)�?Çª� , maisil n’existepasde

ù
dans ���C��Çª� avec Ñ § � ù � � P . Par

contre,onvoit quel’in égalit́e :�Ñ)�?Çª��1�ÑZ�?�*��:e[\:�Ñ § � ù �@: X :�Ç)1©�,: restevraiedanscetexemple.

Le cas w � &
Consid́eronsune fonction Ñ b � f

et soient �z� �
et ÇJ� �

deux
pointsdonńes. L’id éeestderelier cespointsparunedroite � � � 5 ñÔ�?Ç71��*� (voir le début du
paragrapheIII.4) et deposer 0 ��ñd�Zb � ÑZ��� 5 ñÔ�?Ç)1��*�4�4�
Si ÑZ����� estdifférentiableenchaquepoint du segment

� � 5 ñÔ�?Ç)1¸�*���)ñe�¸��P*� & �4� , la fonction 0 ��ñd�
estaussidifférentiableet il suit de(2.9)que

0 § ��ñd� � Ñ § ��� 5 ñÔ�?Ç)1©�*�
���?Ç�1��C�4�
Comme0 ��PK� � ÑZ���*� et 0 � & � � ÑZ��Çd� , le théor̀emedeLagrangeappliqúe à la fonction 0 ��ñd� donne0 � & �`1 0 ��P/� � 0 § ��xa��� & 1wP/� et doncaussi

ÑZ��Çd��1�Ñ)�?�*� � Ñ § � ù ���?Ç
1©�*��� (5.1)

où
ù

estun point du segmentreliant � et Ç . L’ équation(5.1) ressemblèa la formuledu début dece
paragraphe,maisici Ñ § � ù ���?Ç
1©�*� estle produitscalairededeuxvecteurs.

Le casgénéral Soit maintenantÑ×b � f Ø . On peutappliquer(5.1) à chaquecomposantede
ÑZ����� pourobtenir

Ñ/	���Çª��1�Ñ/	����C�
...

ÑLØS��Çª��1�Ñ�Ø#�?�*�
� b W èb çÔè �

ù 	
� ����� b W èb çad �
ù 	.�

...
...

b W�eb çÔè �
ù Øe� ����� b W>eb çad �

ù Ø¬�
Ç(	 1��¡	

...
Ç � 1�� �

� (5.2)

où tousles
ù �®� �

sontsur le segmentreliant � et Ç . L’inconvénientde cetteformule estque
l’argument

ù � estdifférentdanschaqueligne.

Théorème5.1(théorèmedesaccroissementsfinis) Soit ÑWbBÅ f Ø , Å · �
continueet

différentiableen chaquepoint du segment“ouvert” ���C��Çª�gb �T� � 5 ñÔ��Ç¬1ð�*���¥PJxÍñYx & � (on
supposequecespointssontdespointsintérieursde Å ). Alors,on a

:�ÑZ�?Çª��1�ÑZ���C��:e[ �>=@?y Û Y{z m | [ :�Ñ
§ � ù �@: X :�Ç)1w�a:�� (5.3)

où :�Ñ § � ù �@: estla normematricielledela matricejacobienne.
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Démonstration. L’id éeestdeconsid́ererla fonction

0 ��ñd�Zb � Ø
��c0	

æ �*Ñ������ 5 ñÔ��Ç�1��*�4� ��æ ÷ ÑZ��� 5 ñÔ�?Ç)1©�*�
��� (5.4)

où lescoefficients
æ 	4��������� æ Ø sontpourle momentarbitraires.La dérivéede 0 ��ñd� est

0 § ��ñd� � Ø
�tc0	

æ �
�
ä�c0	

_ ÑL�_ �"ä ��� 5 ñÔ��Ç)1©�*�4���?Çnä)1��@ä(� �Qæ ÷ Ñ § �?� 5 ñÔ�?Ç�1©�*�4����Ç)1©�*���

Uneapplicationdu théor̀emedeLagrangedonne

æ ÷ ��ÑZ�?Çª��1©ÑZ���*�4� � 0 � & �21 0 ��P/� � 0 § ��xa� ��æ ÷ Ñ § � ù ����Ç�1©�*��� (5.5)

où
ùy� � 5 x6��ÇZ1¸�C� estsur le segment ���C��Çª� . Le choix astucieux

æe� Ñ)�?Çª� 1�Ñ)�?�*� rendmaximal
l’expressiondegauchedans(5.5). En appliquantl’in égalit́edeCauchy-Schwarzà l’expressionde
droitedel’ équation(5.5),nousobtenonsavec(II.5.3) :

:�ÑZ��Çª��1�ÑZ�?�*�@: � [\:�ÑZ��Çd��1�Ñ)�?�*�@: X :�Ñ § � ù ��: X :�Ç�1��,:��
Endivisantpar :�Ñ)�?Çª��1#ÑZ�?�*��: , cecidonne(5.3)(observonsquepour :�ÑZ�?Çª��1#ÑZ���C��: � P l’affirmation
(5.3)estévidente).

III.6 Deux théorèmesimportants de l’analyse

Le premierétudiel’existenceet l’unicit édesyst̀emesd’équationsnonlinéaires.Le deuxìemetraite
la résolutiondefonctionsimplicites.

Théorèmed’inversionlocale. Rappelonsque,pourunefonction ÑYb f
(continûment

diff érentiable),la condition Ñ § �?�*�«¾� P impliquequela fonctionestmonotoneetdoncbijectivedans
un voisinagede � . On cherchèagéńeralisercerésultat.

Pourunefonction Ñ¶b � f �
(continûmentdiff érentiable,c.-à-d. ÑZ����� estpartoutdifférentiable

et sadérivée Ñ § ����� estunefonctioncontinuede � ), consid́eronsl’ équationÑZ����� � - :

Ñ/	����
	��
���@�������L�
� � � � -�	
ÑL�C���
	��
���@�������L�
� � � � -/�X�X�X
Ñ � ���
	��
���@�������L�
� � � � - � �

(6.1)

Elle repŕesenteun syst̀emede � équations̀a � inconnues.On aimeraitsavoir si, pourun -¶�<Ã ·
�

donńe,cesyst̀emeposs̀edeunesolution� . La solution,si elle existe,dépend-ellecontinûment
(de manìeredifférentiable)de - ? On veut doncsavoir si la fonction Ñ poss̀ede(localement)un
inverse.

Définition 6.1 Unefonction ÑÉb � f �
estun difféomorphismelocal prèsde � , s’il existeun

voisinageÅ de � et un voisinageÃ de Ç � Ñ)�?�*� tels que Ñ�b=Å f Ã soit bijective avec Ñ V~} et
Ñ Õ 	 V � continûmentdifférentiables.
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Le théor̀emesuivant donneun critère facile à vérifier qui implique qu’une fonction est un
difféomorphismeprèsd’un point. Le résultatestdonńesansdémonstration.

Théorème6.2(théorèmed’inversion locale) Soit Ñ b � f �
continûmentdifférentiable.

Alors Ñ estun difféomorphismelocal prèsde �B� �
si et seulementsi la matriceJacobienne

Ñ § �?�*� �
_ Ñ��_ �"ä �?�*�

�
��m ä�c0	 estinversible.

Exemple6.3 Consid́eronsla fonction ÑYb � f � définiepar

-�	 � �
	 5 P*����� A� � -/� � P*�������
	 5 P*���/�/� à� 1©P*�������
	21 & �/���­1wP*� & � A 	 � (6.2)

Cettefonction estsuffisammentcompliqúeepour qu’unerésolutionde l’ équationÑZ����� � - par
rapportà � � ���
	��
������÷ soit impossibleanalytiquement.La fonctionestillustréedansla figureIII.4,
où onvoit unepartied’un grillagedansle plan ���
	��.����� ainsiquesonimagedansle plan ��-�	4�
-K��� .

�
	

���

Ñ -�	

-K�

� �

�
�

FigureIII.4: Illustrationdu théor̀emed’inversionlocale

Pour le point � � � & �}�*� & �}�K��÷ , nousavonsdessińe son image Ç � ÑZ�?�*� . Commela matrice
Jacobienne

Ñ § ����� �
& P*����� ��

P*���2� à� 1©P*�}�2���71©P*���2� � 	 P*�� ����
	 5 P*���/�/� A� 1©P*���«���
	21 & �
est inversibleen � � � , le théor̀emed’inversionlocale nouspermetde conclureque, pour -
suffisammentprochede Ç , le syst̀eme ÑZ����� � - poss̀edeunesolutionuniqueprochede � . Ce
résultatd’existenceetd’unicitéd’unesolutionnousencouragèautiliserdesméthodesnumériques.

Lescourbestraitill éesdansle plan ���
	��.����� dela figureIII.4 indiquentlespointsoù Ñ § ����� n’est
pasinversible,c.-à-d. où detÑ § ����� � P . On ne peutdoncpasappliquerle théor̀emed’inversion
localeencespoints.Eneffet, pourle point Ç qui estl’imagedupoint � , il n’existepasdevoisinage
Ã tel que,pour tout -ú� Ã , le syst̀eme Ñ)����� � - poss̀edeunesolutionunique. Le dessinnous
montrequ’il y a despoints - prochede Ç , pourlesquelsÑZ����� � - neposs̀edepasdesolutiondans
le carŕe consid́eŕe,et d’autres,pourlesquelsil y adeuxsolutionsprochede � .

Théorèmedesfonctionsimplicites. Pourunefonction 0 b ! � Ø f Ø , consid́erons
l’ équation0 ��� �.-a� � P , c.-à-d.

0 	����
	����������
�"!Ô�
-�	.�������L�
-*Ø¬� � P0 �C���
	����������
�"!Ô�
-�	.�������L�
-*Ø¬� � PX�X�X0 Ø#���
	����������
�"!Ô�
-�	.�������L�
-*Ø¬� � P­�
(6.3)
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Nousallonsétudiersi, pourun �<� ! donńe,cetteéquationposs̀edeunesolution -�� Ø , et si
cettesolutionestlocalementunique.

Afin demieuxpréciserle probl̀emepośe,consid́eronsunexemplesimple.
Pour la fonction 0 ��� �
-,� � � � 5 - � 1 &

, l’ensembledespointssatisfaisant0 ��� �
-,� � P estun cercle. Fixonsmaintenantun point ���C��Çª� sur ce cercle.
Nousvoyonssur le dessind’à côté qu’il existe desvoisinagesÅ et Ã de �
respectivementde Ç tels que pour ��� Å il existe un unique - � Ã avec0 ��� �
-,� � P . Cetteaffirmationestvraietantque ÇB¾� P , maiselle estfaussesi
Ç � P . Nousconstatonsquela condition Ç � P estéquivalenteà bt�b ê �?�C��Çª�

� P .

Ã
Å

���#���'�

Nousallonsgéńeralisercerésultatàdesfonctions0 ��� �
-a� pluscompliqúeeset à la situationoù
� et - sontdesvecteurscommedans(6.3).

Théorème6.4(théorèmedesfonctionsimplicites) Soit 0 b ! � Ø f Ø continûmentdiffé-
rentiableet supposonsqu’aupoint �?�C��Çª�7� ! � Ø

0 ���C��Çª� � P et

_ 0_ - �?�C��Çª� estinversible.

Il existealorsunvoisinage Å de � , unvoisinage Ã de Ç etuneapplication ë b�Å f Ã (continûment
différentiable)telsquepour ��� �.-a�Z�<Å � Ã on a

0 ��� �
-,� � P ¢g£ - � ë ������� (6.4)

Remarquonsque,pourla fonction 0 de(6.3),la dérivéepartielle b��b ê repŕesentela matricecarŕee

_ 0_ - ��� �
-,� �
bt� èb êLè ��� �
-,�

X�X�X b�� èb ê e ��� �
-,�...
...

b�� eb êLè ��� �
-,�
X�X�X b�� eb ê e ��� �
-,�

�

Pourpouvoir appliquercethéor̀eme,il fautque b��b ê soit inversible,i.e. det b��b ê �?�C��Çª�«¾
� P . Il nesuffit

pasquecettematricesoit nonnulle.

Démonstration. Consid́eronsl’application

I b �
- ûf �0 ��� �
-,� avec

I § �?�C��Çª� � þ P
bt�b ç �?�C��Çª� b��b ê �?�C��Çª�

�

L’hypothèsesurl’inversibilité de bt�b ê �?�C��Çª� impliqueque
I § �?�C��Çª� estaussiinversible.Le théor̀eme

d’inversionlocalemontrealorsque
I

estun difféomorphismelocal prèsde �?�C��Çª� . L’application
inversede

I
estnécessairementdela forme

I Õ 	 b î � ûf î] ��î����,� �
Comme

I f I Õ 	 estl’identité,ona 0 ��î
� ] ��î����,�
� � � etdonc 0 ��î�� ] ��î
��P/�4� � P . L’affirmationdu
théor̀emesuit avec ë �����7b � ] ��� ��P/� . Comme

I
estun difféomorphismelocal prèsde �?�C��Çª� , il n’y

apasd’autressolutionsde 0 ��� �
-,� � P quecelledela forme ��� � ë �����4� .
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Exemple6.5 Consid́eronsla fonction

0 ��� �.-a� �'& ��� A 1© /��� � 5 & �K���y1ú  Ó 5 �/��- A 5 �K���0- � 1 & P/ �- � 5 �/��� � -B1 &  /P��0- 5 & �K��-`�
pourlaquellela condition0 ��� �
-,� � P donneunecourbenette-
mentplus compliqúeeque le cerclede la discussiond’avant
le théor̀eme. Pour le point �?�C��Çª��k � & �}�/��P*���/ /�/�/� sur cette
courbe(i.e. 0 ���C��Çª� � P ), on vérifie par un calcul direct que

b��b ê ���C��Çª��kÐ1#�/�}�/PK�×¾� P . Le théor̀emedesfonctionsimplicites
implique qu’il existe desvoisinagesÅ de � , Ã de Ç et une
fonctiondifférentiableë b�Å f Ã telsque(6.4)estvraiepour
��� �.-a�6�9Å � Ã (voir la figure).

Lespointsdela courbeayantunetangenteverticale(resp.
horizontale)peuventêtretrouvésparla condition bt�b ê ��� �
-a�

� P
(resp. bt�b ç ��� �
-,�

� P ). Au point du croisement,on a nécessaire-
ment 0 ��� �
-,� � P*� b��b ê ��� �
-,�

� P et b��b ç ��� �
-a�
� P (trois condi-

tionspourdeuxinconnues).

1 2

1

2

Ã

Å

III.7 Surfaceset sous-vari étés

Dansceparagraphe,nousdiscutonsdeuxformulationsmath́ematiquesdifférentesdesurfaces,et
nousgéńeralisonslesnotionsdecourbeset desurfacesà desobjetsgéoḿetriques(sous-variét́es)
dedimensionplusgrande.

Exemplesde surfacesdans � . Avantdedonnerunedéfinition rigoureuseet dediscuter
l’existencedesparaḿetrisations,consid́eronsquelquesexemplessimples.

Exemple7.1(sphère dans A ) La sph̀eredans A derayon
&
, centŕeeà l’origine, estdonńeepar

2 ��� ���
	4�
���@�
��A�� V � � 	 5 � �� 5 � �A 1 &%� P*�*�
La sph̀ere,ouunepartiedecelle-ci,peutaussiêtredécritecommel’imaged’unedesapplications

ë ���
	��
����� �
�
	
���& 1É� � 	 13� ��

ou � � � �a�¨� �
�L�/� � � |}� �� |���� � |}� ����/� �

(repŕesentationparaḿetriquedela sph̀ere).Lesimagesdesdroites
�É�9�p�����Z�

et � ���p�����Z�
sont

dessińeesdansla figureIII.5 (gauche).

Exemple7.2(surfacecylindrique) La surfacecylindriquepeutêtredécritepar

2 ��� ���
	
�
���@�
��A�� V � � 	 5 � �� 1 &¬� P*�
(voir le dessindu milieu dela figureIII.5) ouparuneparaḿetrisation

ë � � �
��A�� � � �L�/� � � � |}��� �ì��A�� ÷ �
Pour la repŕesentationgraphique,on a de nouveaudessińe les imagesdesdroite

��� �p�����Z�
et

��A ���p�����Z�
, cequi montrel’utilit édesrepŕesentationsparaḿetriques.
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FigureIII.5: Surfacesdans A : sph̀ere,partied’un cylindreet d’un cône

Exemple7.3(cône) Le troisièmeobjetdela figureIII.5 estunepartiedu cône

2 �Q� ���
	��.���@�
��A�� V � � 	 5 � �� 1È� & 13��A�� � � P*�*�
Unerepŕesentationparaḿetriqueest

ë � � �
��A�� � �.� & 13��A�� ���K� � �6� & 13��A�� � |���� �ì��A�� ÷ �
Exemple7.4(tore de r évolution) Dansleplan ���
	4�.��A�� , consi-
déronsle cerclecentŕe en ��+C��P/� de rayon � ( Púx���xõ+ ) et
tournons-leautourde l’axe ��A . Ceci donneune surfacede
révolutionavecla paraḿetrisation

ë � � ���7� � ��+ 5 � ���K� � � ���K� �
�?+ 5 � ���K� � � � |}� �� � |}�,� �

Exemple7.5(ruban de Möbius) Consid́eronsunetigedelongueur
� (paraḿetriśeepar 1 & xzñÁx &

) et tournons-laautourdeson
centreet, enmêmetemps,deuxfois plusvite autourd’un axe
àdistance+ . Cecidonnela paraḿetrisation

ë ��ñ(� � � � ��+ 5 ñ �L�/� � � �L�/� � �
��+ 5 ñ ���K� � � � |}� � �

ñ � |}��� �

Aprèstantd’exemples,noussommesarrivésaupoint où unedéfinition rigoureused’unesur-
faces’avèreutile. Cecinouspermeten mêmetempsd’introduiredesobjetsgéoḿetriquesd’une
dimensionplusgrande.

Définition 7.6 Un ensemble2 ¾� Ï estunesous-varíet́e de
�

si, pourtout �ß��2 , il existeun
voisinageÅ de � ( Å · �

) etuneapplicationdifférentiable0 b�Å f � Õ ! avec 0 �?�*� � P et 0 § �?�*�
derangmaximal�×1©$ telsque

2 ¹ Å �Q� �M�3Å V 0 ����� � P*�/�
on appelle$ la dimensiondela sous-varíet́e.
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Théorème7.7(existenced’une paramétrisation locale) Soient 2 une sous-varíet́e de
�

de
dimension$ , et �»�^2 . Alors il existeun voisinage Å · �

de � , un voisinage Ã · ! d’un
point >�â�� ! etuneapplicationdifférentiableë b�Ã f Å avecë ��>�â�� � � et ë § �?>�â�� derang $ tels
que 2 ¹ Å � ë �?ÃS� ��� ë �?>K� V >S�3ÃS�*�
Démonstration. Prochedu point �Y�q2 , la sous-variét́e estdéfiniepar la condition 0 ����� � P , et
on sait quele rangde la matriceJacobienne0 § �?�*� estmaximalet doncégalà �É1�$ . Aprèsune
permutationdes�"� (si nécessaire),on peutsupposerque

b�� èb ç
Þ	� è �?�*� X�X�X b�� èb ç d �?�*�...

...b�� d��
Þ

b ç
Þ	� è �?�*� X�X�X b�� dt�

Þ
b çad ���C�

estinversible.

Par le théor̀emedesfonctionsimplicites,on peutdonclocalementexprimer �"!�¯0	
�������L�
� � enfonc-
tionde�
	��������L�
�"! . Aveclanotation>®b � ���
	����������
�"!@��÷ , >�â�b � �?�¡	��������(���@!Ô��÷ , et -Yb � ���"!�¯0	
�������L�
� � ��÷ ,
ceciimpliquequ’il existeuneapplicationdifférentiableë �?>K� tel que,prochede � , 0 ����� � 0 ��>/�
-,� �
P estéquivalentà - � ë �?>Ô� . L’affirmationdu théor̀emesuit avec ë ��>K�6b � �?>/� ë �?>K�
� .

Cethéor̀emeexpliquele terme“dimension $ ”, parcequela sous-variét́eestdécriteà l’aide de
$ param̀etrescar > � ��>@	��������L��>ª!Ô��÷
� ! . Descasparticuliersdesous-variét́esde

�
sont:

5 $ �º&
et � arbitraire: courbedans

�
. Elle peutlocalement̂etredécriteparunefonctionë b f �

commeétantl’image d’un intervalle ouvert,ou paruneapplication0 b � f
� Õ 	 commeétant

� �»�9Å V 0 ����� � P*� .
5 $ � � et � � � : surfacedans A . Elle estdécritesoitpar ë b � f A , soitpar 0 b A f

(voir lesexemples7.1 à7.5).

5 $ � �M1 &
et � arbitraire: hypersurface. Elle estdécritesoit par ë b � Õ 	 f �

, soit par0 b � f
.

Pourmieux comprendrela définition d’une sous-variét́e, donnonsquelquescontre-exemples.
L’ensemble 2 �Q� ��� �
-,� V �0- � P/�
n’estpasunesous-variét́e prèsde ��P/��P/� car, avec 0 ��� �
-a� � �0- , la dérivée 0 § ��P*��P/� � ��P*��P/� n’est
pasderangmaximal.Eneffet, prochedel’origine, 2 nepeutpasêtredécritcommeétantl’image
d’unefonctiondifférentiable.Parcontre,l’ensemble2 ½ � ��P*��P/�4� estunesous-variét́ede � .

Similairement,l’ensemble2 ��� ë ��ñd� V ñ­� � avec

ë ��ñd� � � & 5 P*� & ñ � � ���/� ñ� |}� ñ −1

1

−1

n’estpasunesous-variét́e prèsde � � ��1 & 1�P*� & ò � �`P/� . En effet, il n’existepasde 0 b � f
avec 0 �?�*� � P et 0 § ���C� de rang

&
, car sinon il y aurait unecontradictionavec le théor̀emedes

fonctionsimplicites.Cecontre-exemplemontrequel’imaged’un intervallepar ë b f �
n’est

pastoujoursunesous-variét́e,mêmesi ë estcontinûmentdifférentiableavec ë § ��ñd��¾� P .
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III.8 Espacetangent

Courbes. Pourunecourbe��b þ f �
(différentiableet

i
�%��P/�B¾� P ),

la tangenteest la droite donńeepar xZ��ñd� � � 5 ñ<� où � � �=��P/� et� �
i
�=��P/� . En déplaçant l’origine au point � , la tangenteen � à la

courbe2 � �%� þ � devient

ü z 2 �Q� ñ<� V ñ=� � .5

.5

�
	

���
�

�

qui est un espacevectoriel. Dansles variablesoriginelles,la tangenteest alors l’espaceaffine
� 5 ü z 2 qui estunsous-ensemblede

�
.

Surfacesdans A . Commeexemple,prenonsl’ellipsoı̈de

2 � ��� �
-a��>K� � �
� � 5

- �
Ç � 5

> �æ � �W&
avecparaḿetrisation ë � � �a�¨� � � �L�/� � � |}� �

Ç � |���� � |}� �æ �L�/� � �

Pourdéterminerle plantangent̀aunpoint � � ����â@�.-/â���>�â�� � ë � � â@�a��â��7��2 , nousconsid́eronsles
courbesparaḿetriques�=��ñd� � ë ��ñ(�a��â�� et ã���ñd� � ë � � â@�
ñd� dessińeesdansla figureIII.6. Le dessin
degauchemontreenpluslestangentes(engris) x6��ñd� � � 5 ñ<�Ò	 avec �Ò	 �

i
�%� � â�� et �Z��ñd� � � 5 ñ<�K�

avec �Ô� �
i
ã�����â�� . Lesdeuxvecteurs�Ò	 et �Ô� engendrentle plantangent̀a l’ellipsoı̈de. Il estdonńe

par � 5 ü z 2 avec

ü z 2 ��� ñL	��Ò	 5 ñn���K� V ñL	��
ñn��� � où �Ò	 � _ ë_ � � � â��a��â���� �K� � _ ë_ � � � â��a��â��4�
Pourd’autrescourbesdans2 passantpar � , la tangenteestaussidans� 5 ü z 2 (voir le dessinde
droitedela figureIII.6).

�Ô�
�0	

FigureIII.6: Illustrationdela définitiondel’espacetangent

Définition 8.1 Soient2 · �
unesous-variét́ede

�
et �B��2 . L’espacetangentà 2 en � est

ü z 2 � �Y� � il existe �»b �?1 � � � � f �
continûmentdifférentiabletel que�%��ñd�6��2 pour ñ%���?1 � � � � et �=��P/� � � et

i
�=��P/� � � �

Cettedéfinitiondonneunejolie interpŕetationgéoḿetriquedel’espacetangent.Pouruncalcul
explicite de

ü z 2 , lesformulesdu théor̀emesuivantsontplusutiles.

Théorème8.2 Soient2 · �
unesous-varíet́ededimension$ et �S��2 .

5 Si, prochede � , 2 estdonńe par uneparamétrisationlocale ë b­Ã f �
, c.-à-d. on a2 ¹ Å ��� ë �?>K� V >¥�9ÃB� où ë ��>�â�� � � avec >�â��<Ã · ! , alors

ü z 2 ���uj ë § �?>�â�� �Q� ë § ��>�â��/ñ V ñ%� ! �*� (8.1)
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5 Si 2 estlocalementdonńepar 2 ¹ Å �Q� �»�9Å V 0 ����� � P/� , alors

ü z 2 ���¡ �¢ 0 § ���C� ��� �y� � V 0 § ���C��� � P/�*� (8.2)

Démonstration. Soit ã������ unecourbedans ! avec ã���P/� � >�â et

i
ãì��P/� � ñ (parexemplela droite

ã������ � >�â 5 ��ñ ). Alors �=�����¬b � ë ��ãì���@�
� estunecourbedans2 satisfaisant�=��P/� � ë �?>�â�� � � et
i
�=��P/� � ë § ��>�â��

i
ã���P/� � ë § �?>�â��/ñ . Ceciimplique

�uj ë § �?>�â�� · ü z 2 .
Si �=��ñd� est une courbedans 2 satisfaisant �=��PK� � � et

i
�=��P/� � � , alors 0 ���=��ñd�
� � P et0 § ���C�

i
�=��P/� � P . Ceciimplique

ü z 2 · �4 £¢ 0 § �?�*� .
Par définition de la sous-variét́e 2 , les deuxespacesvectoriels

�uj ë § �?>�â�� et
�4 �¢ 0 § ���C� ont la

mêmedimension$ . On déduit doncdesinclusions
�uj ë § �?>�â�� · ü z 2 · �¡ �¢ 0 § �?�*� les égalit́es�uj ë § �?>�â�� ��ü z 2 �8�4 �¢ 0 § ���C� .

Cethéor̀ememontrequel’espacetangent
ü z 2 estunespacevectorieldedimension$ (même

dimensionquela sous-variét́e). La formule(8.1)signifieque
ü z 2 estengendŕeparlesvecteurs_ ë_ >@	 ��>�â����������L�

_ ë_ >ª! ��>�â��
(voir lesexemplesqui préćedentla définition 8.1). La formule(8.2) peutaussiêtretrouvéede la
manìeresuivante.Consid́erons,parexemple,l’ellipsoı̈dedonńeepar

0 ��� �
-a��>K� � � �
� � 5

- �
Ç � 5

> �æ � 1 &%� P*�
Proched’un point ����â@�
-/â���>�â��6��2 , la différentiabilit́ede 0 impliqueque

0 ��� �
-a��>K� � 0 ����â��
-Kâ���>�â�� 5 �L��â
� � ���y1J��â�� 5 ��-Kâ

Ç � ��-B13-/â�� 5 �*>�âæ � ��>�1�>�â�� 5 �����`�
Ennégligeantlestermessuṕerieurs(lestroispoints),onobtientla meilleureapproximationlinéaire
de 0 ��� �.-`��>Ô� prochede ����â��
-/â���>�â�� . Le plantangentestdonc

��� �.-`��>Ô� ����â
� � ���¤13��â�� 5 ��-Kâ

Ç � ��-B1J-/â�� 5 �*>�âæ � ��>�1©>�â�� � P �
Celacorrespondeneffet à la formule(8.2).

III.9 Exercices



Chapter IV

Optimisation

Cechapitreestconsacŕe à l’ étudedesmaximaet minimad’unefonctionà plusieursvariables.On
dit que ÑYb�í f

(avec í · �
) poss̀edeun minimumlocal ou relatif aupoint �S�9í si

Ñ)�����7O�ÑZ�?�*� pourtout �»�9í ¹ Å où Å estunvoisinagede � .
Elle poss̀edeunminimumglobal aupoint �B�3í si

ÑZ�����6O�ÑZ���*� pourtout �M�9íY�
On parled’un minimumstrict si danscesdéfinitions ÑZ����� � ÑZ���C� pour �Q¾� � . Pourobtenirdes
résultatsconcernantlesmaxima,il suffit deremplacerÑ par 1¥Ñ .

Nousallonsétudierdesminima relatifsdanslescasoù í � �
ou unesous-variét́e de

�
.

Nousdiscuteronsaussil’algorithmedusimplexepourle casoù Ñ estunefonctionlinéaireet í un
polyèdre.

Remarquonsquele théor̀eme4.5duchapitreI nousdit que,si ÑYb�í f
estcontinueetsi í

estcompact,il existetoujoursun minimumglobal. Malheureusement,sadémonstrationn’estpas
constructive.

IV.1 Minima relatifs

Rappelonsque,pourunefonctiondifférentiableÑ¶b f
, la condition Ñ § �?�*� � P estnécessaire

pourunextremum.Si la fonctionestdeuxfois continûmentdifférentiable,ona

Ñ § ���*� � P
Ñ § § ���*� � P £ �

minimumrelatif en �®� £ Ñ § ���*� � P
Ñ § § �?�*�7OQP (1.1)

Consid́erons,parexemple,la fonction

ÑZ����� � P/�}�2� ± 1©P*��P/�/�2� à 1wP*����� A 5 P/�}�*�
−2 −1 1 2

.5

1.0

−1.0

−.5

�
-

Sadérivéeest Ñ § ����� � � � ��� 5 & �}�/�����×1 & �}�/� et s’annulepour
� � 1 & �}� , � � P et � � & ��� . En � � 1 & ��� la fonction Ñ
poss̀edeun maximumrelatif ( Ñ § § �?1 & �}�K� � 1®�*�} K / ©x P ), en
� �Ö& �}� un minimumrelatif ( Ñ § § � & ���/� � �*�� /�/� � P ) et aupoint
� � P on n’a ni un maximumni un minimum( Ñ § § ��P/� � P ).

Le but deceparagrapheestdegéńeraliserl’affirmation(1.1) à desfonctionsà plusieursvari-
ables.Comme(1.1) sedémontreà l’aide de la formuledeTaylor, nousrappelonsbrièvementles
premierstermesdela sériedeTaylorpourunefonctionàplusieursvariables.
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Pourunefonction ÑZ����� � ÑZ���
	
�������L�
� � � qui estdeuxfois continûmentdifférentiable,la série
deTayloravecrestesousformeintégrale(voir aussi(III.4.10)) est

ÑZ��� 5 �,� � ÑZ�?�*� 5 Ñ § �?�*�!� 5 	
â � & 1Jñd�4Ñ § § ��� 5 ñ<�"�����,���"��+�ñ

� ÑZ�?�*� 5 Ñ § �?�*�!� 5¥¤¦ Ñ § § ���C�����,���"� 5 	
â � & 13ñd� Ñ § § �?� 5 ñ<�"��1©Ñ § § �?�*� �+�,���"��+�ñ(�

Enutilisantle fait que :/�?Ñ § § �?� 5 ñ<�"�`1�Ñ § § ���*�4���+�,���"�@:¬[\:�Ñ § § ��� 5 ñ<�"�a1úÑ § § �?�*��: X :��): � etquetoutes
lesdeuxìemesdérivéespartiellessontcontinuesen � , nousobtenons

Ñ)�?� 5 �"� � ÑZ�?�*� 5 Ñ § ���C�!� 5¥¤¦ Ñ § § ���*�����,���"� 5 �2�+�"�@:��): �
où �2�+�"� f P si � f P . CommeÑZ����� estunefonctionscalaire,cetteformulepeutaussiêtreécrite
sousla forme

ÑZ��� 5 �"� � Ñ)�?�*� 5c§ ÑZ�?�*� ÷ � 5¥¤¦ � ÷<¨ �?�*�!� 5 �`���"�@:��): � (1.2)

où

§ ÑZ����� � b Wb çÔè �����...

b Wb ç d �����
et ¨ ����� � § � ÑZ����� � b é Wb ç é è ����� ����� b é Wb ç è b ç d �����...

...

b é Wb çad b çÔè ����� ����� b é Wb ç éd �����
�

Le vecteur § ÑZ����� est le gradientde la fonction Ñ)����� et ¨ ����� estsamatriceHessienne. Cette
matriceest symétriquecar les deuxìemesdérivéespartiellesne dépendentpasde l’ordre de la
différentiation.C’estsurtoutla formule(1.2)qu’onvautiliser pourla suite.

La géńeralisationdel’affirmation(1.1)estla suivante:

Théorème1.1 SoientÑYb � f
deuxfois continûmentdifférentiableet �B� �

. Alorsona§ ÑZ�?�*� � P¨ ���*� estdéfiniepositive
£ Ñ poss̀edeun

minimumrelatif en � £ § ÑZ���C� � P¨ ���*� estsemi-d́efiniepositive

Démonstration. Rappelonsquesi UIH*©«ª estla plus petitevaleurpropred’une matricesymétrique¨ , on a � ÷ ¨ �YO�UIH*©«ª*� ÷ � pour �Y� � � (1.3)

Ceciestuneconśequenceimmédiatedu corollaireII.2.6.
Pour § ÑZ�?�*� � P , la formuledeTaylor (1.2)et l’estimation(1.3) impliquentque

ÑZ��� 5 �"�21�Ñ)�?�*�6O\�?UIH*©«ª 5 �`���"�
� :��): � �
Si UIH*©«ª � P (c.-à-d.si la matrice ¨ �?�*� estdéfinie positive), on a ÑZ�?� 5 �"� � ÑZ���*� pour �È¾� P
suffisammentpetit. On amêmedémontŕeque � estun minimumstrict.

La conditionnécessairedel’affirmationdu théor̀emeestuneconśequencede(1.1) appliqúe à
la fonction 0 ��ñd� � ÑZ�?� 5 ñ<�"� .
Corollair e1.2 Situationcommedansle théor̀eme1.1.Alorson a§ ÑZ���C� � P
1 ¨ ���C� estdéfiniepositive

£ Ñ poss̀edeun

maximumrelatif en � £ § ÑZ�?�*� � P
1 ¨ ���*� estsemi-d́efiniepositive

Démonstration. Cetteaffirmationestuneconśequenceimmédiatedu théor̀eme1.1,car Ñ poss̀ede
un maximumen � si et seulementsi 1¥Ñ poss̀edeun minimumen � .
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Exemple1.3 Cherchonslesminimarelatifsdela fonction

ÑZ���
	4�
����� � � A 	 5 � A� 1©���
	?���
¬ ¤
­®¯°²±

³ °³%´³ °²µ

(folium cartesii).Sescourbesdeniveausontdessińeesdansla
figured’à côté. On commenceparcalculerle gradient

§ Ñ)����� � ��� � 	 1w�����
��� �� 1w���
	

et les valeursde � où § ÑZ�?�*� � P . Pourcet exemplesimple,
on trouve tout desuite � � ��P*�LP/� et � � � & � & � . Pourdesfonc-
tions plus compliqúees,on estobligé d’utiliser desméthodes
numériques.

Pourvérifier s’il s’agit d’un minimum,nouscalculonsla matriceHessienne

¨ ����� � ���
	 1#�
1®� ����� �

Le valeurspropresde ¨ �?�*� sontleszérosdu polynômecaract́eristique �?Uß1z�*�¡	
���?Uß1��*������1 Ó
.

Au point � � ��P*��P/� , noustrouvons Ua	 � 1®� et U¡� � � commevaleurspropresde ¨ ���*� . Il ne
s’agit doncni d’un minimumni d’un maximum,commeon peutle voir sur le dessin.Par contre,
lesvaleurspropresde ¨ �?�*� pour � � � & � & � sont Ua	 � � et UC� ��Ó

. Commeellessontpositives,il
s’agit d’un minimumrelatif.

Remarquonsque,pourunefonction Ñ»b �¤f
, la condition § ÑZ����� � P donne� équations

à � inconnues̀a résoudre,notamment_ Ñ_ �
	 ���
	��������L�
� � � �
_ Ñ_ ��� ���
	4�������L�
� � � � ����� �

_ Ñ_ � � ���
	4���������
� � � � P*�
Pourvérifier si unesolution �J� �

repŕesenteun minimum relatif de ÑZ����� , il faut calculerles
valeurspropresde la matriceHessiennë �?�*� . Les deuxprobl̀emes(la résolutiond’un syst̀eme
nonlinéairedans

�
et le calculdesvaleurspropresd’unematricededimension� ) seronttraités

dansle cours‘AnalyseNumérique’.

IV.2 Minima conditionnels– multiplicateurs deLagrange

Pourmieuxcomprendrelesidées,commenc¸onsparleprobl̀eme

ÑZ���
	��
����� � �
	���� f j8|}�

.5 1.0−1.0 −.5

.5

1.0

−1.0

−.5

jßk(lj8|��

jß|}�j8kLl

sur 2 �Q� ���
	��
����� V 0 ���
	n�
�����6b � � � 	 5 � �� 1 &%� P/�*�
On voit sur le dessind’à côté quelessolutionsdeceprobl̀eme
sont � Õ�¶ �� � ¶ �� � et � ¶ �� � Õ�¶ �� � .
Raisonnementgéoḿetrique. On saitque § ÑZ���C� estorthogonal
auxlignesdeniveaucar ÑZ�?� 5 �"��1gÑZ�?�*� � § ÑZ�?�*� ÷ � 5¸· �4:��): � � .
De plus, §�0 �?�*� est orthogonalà 2 (formule (8.2) du para-
grapheIII.8). Si la courbedeniveaude ÑZ����� et la sous-variét́e2 secoupenttransversalementen � , on ne peutpasavoir un
minimum.Donc,auxsolutionsdeceprobl̀eme,ona§ ÑZ���*� � U §�0 ���C�4�
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Raisonnementanalytique. La sous-variét́e 2 �Q� ���
	��
����� V � � 	 5 � �� 1 &¬� P*� peutêtreparaḿetriśee
à l’aide de ë ��ñd� � � ���/� ñ(� � |�� ñd��÷ . Le probl̀emequi consisteà minimiser ÑZ����� sur 2 est alors
équivalentà minimiserla fonction

I ��ñd� � ÑZ� ë ��ñd�4� � ���/� ñ � |}� ñ � 	� � |�� ��ñ sur . La conditionIe§ ��ñd� � �L�/� ��ñ � P estsatisfaitepour ñ � ò Â �*�`��ò Â �*�a��ò Â �*� etc. Comme
I�§ § ��ñd� � 1®� � |�� ��ñ , les

minimasontobtenuspour ñ � ��ò Â � et pour ñ � ��ò Â � .
Pourunefonction arbitraire ÑZ���
	��
����� et pour unesous-variét́e de � donńeepar unecourbe

paraḿetrique ë ��ñd� , l’approcheanalytiquedonnepour
I ��ñd� � ÑZ� ë ��ñd�4� la condition

I § ��ñd� � Ñ § � ë ��ñd�4�
i
ë ��ñd� � § ÑZ� ë ��ñd�
� ÷

i
ë ��ñd� � P*�

Avecl’interprétationgéoḿetrique,onadoncauminimum:

§ ÑZ�?�*�C- tangentèa 2 en � R § ÑZ���*��: §�0 ���C� R § Ñ)�?�*� � U §�0 �?�*���
Le but estdegéńeralisercetexempleàunefonction Ñ de � variablesetàunesous-variét́earbitraire
de

�
dedimension$ .

Le probl̀emeà traiter dansce paragrapheest alors le suivant: soientdonńeesune fonction
ÑÈb �¸f

continûmentdifférentiableet unesous-variét́e 2 de dimension $ . Calculerles
solutionsde

Ñ)����� f j8|}�
sur 2 � (2.1)

c.-à-d.on cherche�B�¹2 tel que ÑZ�����6OðÑ)�?�*� pour �M��2 prochede � . On dit aussique �B��2
estunminimumrelatif dela fonction Ñ V º (restrictionde Ñ à 2 ).

Théorème2.1 Soit Ñ9b � f
deuxfois continûmentdifférentiableet soit ë b ! f �

une
paramétrisationlocalede 2 prèsde �S��2 (et ë ��>�â�� � � ). Alors

§ ÑZ�?�*��÷ ë § ��>�â�� � P et¨ estdéfiniepositive
£ Ñ V º poss̀edeun

minimumrelatif en � £ § ÑZ���*��÷ ë § �?>�â�� � P et¨ estsemi-d́efiniepositive

où ¨ estla matriceHessiennedel’application >¥ûf Ñ)� ë ��>K�4� , c.-à-d.

¨ b � ë § �?>�â�� ÷ § � ÑZ���*� ë § ��>�â�� 5
�
��c0	

_ Ñ_ �"� ���*� § � ë �
��>�â���� (2.2)

Notonsque la matriceHessienne§ � ÑZ�?�*� de la fonction Ñ estde dimension� , maisque la
matrice ¨ estseulementdedimension$ .

Démonstration. La restrictiondela fonction Ñ sur 2 poss̀edeunminimumrelatif en �B�¹2 si et
seulementsi

I �?>Ô��b � ÑZ� ë �?>Ô�4� enposs̀edeun en >�â . En observantque
Ie§ �?>Ô� � Ñ § � ë �?>Ô�4� ë § �?>K� �§ Ñ)� ë ��>K�4� ÷ ë § ��>K� etque § � I ��>K� � ë § ��>K� ÷ § � ÑZ� ë �?>K�
� ë § �?>K� 5 ���c0	 b Wb ç²» �

ë ��>K�4� § �@ë �.��>K� , l’affirmation
estuneconśequencedu théor̀eme1.1.

Si on veutéviterla notationmatricielle,la condition
I § ��>�â�� � § Ñ)�?�*� ÷ ë § �?>�â�� � P s’écrit_ I_ >ª� �?>�â�� �

�
��c0	

_ Ñ_ �"� �?�*�
_ ë �_ >ª� �?>�â�� � P pour � �W& �������(��$

et lesélémentsdela matrice ¨ � § � I �?>�â�� sont

] � ä � _ � I_ >ª� _ >ªä ��>�â�� �
�

�tm r(c0	
_ � Ñ_ �"� _ �"r �?�*�

_ ë �_ >ª� ��>�â��
_ ë r_ >ªä �?>�â�� 5

�
�^c0	

_ Ñ_ �"� �?�*�
_ � ë �_ >ª� _ >ªä �?>�â����
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Ce théor̀emedonneun critèresatisfaisantsi la sous-variét́e 2 estdonńeepar uneparaḿe-
trisation. Mais dansla plupartdesapplications,la sous-variét́e estdonńeesousla forme 2 �
� �È� � V 0 ����� � P*� . Le but estalorsd’exprimer les conditionsnécessaireset suffisantesdu
théor̀eme2.1entermesde 0 ����� et nonde ë ��>K� .
La condition sur la première dérivée. La condition § Ñ)�?�*��÷ ë § �?>�â�� � P , i.e. § ÑZ���C��÷ ë § ��>�â���� � P
pour tout � � ! , signifie quele vecteur § ÑZ���*� estorthogonalà l’espacetangent

ü z 2 (voir la
formule (8.1) du paragrapheIII.8). Il suffit d’utiliser la formule (8.2) du paragrapheIII.8 qui dit
que

ü z 2 ���¡ �¢ 0 § ���*� et un théor̀emedu coursd’Alg èbre1 pourconclureque § ÑZ���C�%� �uj 0 § �?�*� ÷ .
Ceciimpliquequ’il existe U � ��Ua	4����������U�Ø¬��÷ tel que

§ ÑZ���*� � 0 § �?�*� ÷ U � Ø
!�c0	 U¡!

§�0 !��?�*��� (2.3)

Ici, ondénotepar 0 !������ lescomposantesdela fonction 0 b �;f Ø . Lesparam̀etresU,	��������(��U¡Ø
s’appellentlesmultiplicateursdeLagrange. En introduisantla fonctiondeLagrange

¼ ��� ��U��Zb � Ñ)������1�U ÷ 0 ����� � ÑZ������1
Ø
!�c0	 U�!

0 !������4� (2.4)

cetteconditiondevient § ç ¼ ��� ��U"� � P , où § ç dénotele vecteurdesdérivéespartiellesparrapport
aux composantesde � . En résuḿe, un point �M�^2 satisfait la condition § Ñ)�?�*� ÷ ë § �?>�â�� � P du
théor̀eme2.1si et seulementsi ���C��U"� estsolutiondusyst̀eme§ ç ¼ ��� ��U�� � P*� 0 ����� � P*� (2.5)

Il fautdoncrésoudrecesyst̀emeà � 5 Ý conditionspour � 5 Ý inconnues(�»� �
et UY� Ø ).

La condition sur la deuxièmedérivée. Essayonsmaintenantd’écrirela condition“ ¨ estdéfinie
(ou semi-d́efinie)positive” du théor̀eme2.1seulement̀a l’aide dela fonction 0 ����� .

Commeona 0 !�� ë �?>K�
� � P , endérivantparrapportà >ª� , onobtient � b��
Þ

b ç²» b�½
»

b�¾ `
� P etendérivant

unedeuxìemefois, onobtient �tm r b é �
Þ

b ç²» b ç£¿ b�½
»

b�¾ ` b�½
¿

bt¾<À
5 � b��

Þ
b ç²» b

é ½ »bt¾ ` bt¾<À
� P . En utilisant(2.3),l’ élément

�����
å¡� dudeuxìemetermede(2.2)estdonc

�
_ Ñ_ �"� ���*�

_ � ë �_ >ª� _ >ªä �?>�â�� � !@m � U¡!
_ 0 !_ �"� ���C�

_ � ë �_ >ª� _ >ªä �?>�â�� � 1 !@m �tm�r U¡!
_ � 0 !_ �"� _ �"r ���*�

_ ë �_ >ª� ��>�â��
_ ë r_ >ªä �?>�â��4�

L’expressioǹa étudierdevientalors

� ÷ ¨ � � � ÷ ë § ��>�â�� ÷ § � ÑZ�?�*��1 Ø
!�c0	 U¡!

§ � 0 !��?�*� ë § �?>�â����,�
En posant& � ë § �?>�â���� et en utilisant

ü z 2 ���uj ë § �?>�â�� (voir le paragrapheIII.8), la condition
“ ��÷ ¨ � � P pour �y� ! ” devient

& ÷ § �ç ¼ �?�C��U��!& � & ÷ § � Ñ)�?�*�21 Ø
!�c0	 U�!

§ � 0 !��?�*� & � P pour &ð� ü z 2 �
Celle-cinedépendplusdela paraḿetrisationë �?>K� maisuniquementde 0 ����� .

1Rappeldu cours d’Algèbre. Pourunematricearbitraire Á on a Â+ÃtÄ�ÅIÁÇÆ�ÈÊÉ�ËÍÌÎÁMÏ . On utilise ici la notationÐ ÈÑÉ�ÒFÓÕÔ×Ö.Ø%ÙÍÓ%Ï�Ú)ÉÜÛ pourtout Ú)Ô ÐÞÝ .
Démonstration. CecisuitdeséquivalencesÚ)Ô�Ã£Ä�ÅIÁàß Á�ÚÎÉáÛ8ß Ó%Ï	Á�ÚÎÉâÛ pourtout Óãß Ú,ä�ÁMÏ�Ó pour
tout Ó ß Ú,ä¸ËÍÌ,Á*ÏÕß Ú,ÔhÂ+ËÍÌ)Á*ÏFÆ+È et du fait que Â Ð È�Æ�ÈÑÉ Ð .
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Nousavonsalorsdémontŕe le résultatsuivant:

Théorème2.2 SoientÑÉb � f
suffisammentdifférentiable, 2 �'� �9� � V 0 ����� � P/� une

sous-varíet́e, �B��2 et UY� Ø . Avec
¼ ��� ��U"� donńeepar (2.4),ona alors

§ ç ¼ ���C��U"� � P et

&Á÷ § �ç ¼ ���¡��U"�!& � P
pour &ð� ü z 2 �A&Í¾� P

£ Ñ V º poss̀edeun

minimumrelatif en � £
§ ç ¼ ���¡��U"� � P et

&Á÷ § �ç ¼ ���¡��U"�!&ÈOQP
pour &ð� ü z 2 �

Corollair e2.3 Situationcommedansle théor̀eme2.2.Alorson a

§ ç ¼ �?�C��U�� � P et

&�÷ § �ç ¼ �?�C��U��!&Èx�P
pour &ð� ü z 2 �A&Í¾� P

£ Ñ V º poss̀edeun

maximunrelatif en � £
§ ç ¼ �?�C��U�� � P et

&Á÷ § �ç ¼ �?�C��U��!&È[QP
pour &ð� ü z 2 �

Exemple2.4 Consid́eronsun paralĺelépip̀ededroit dont la largeur,
la profondeuret la hauteursont respectivement �
	4�.��� et ��A . Le
probl̀emeconsisteà maximiserle volume ÑZ���
	
�
���@�
��A�� � �
	?������A
tout engardantle périmètreconstantet égalà : (i.e. la sous-variét́e2 estdonńeepar 0 ���
	4�
���@�.��A�� � ���
	 5 ����� 5 �L��Ae1�: � P ). La
fonctiondeLagrangepourceprobl̀emeest¼ ��� ��U�� � �
	?������A­1©U
�����
	 5 ����� 5 �L��A­1n:®�

�
	 ���
��A

et la conditionnécessaire(2.5)devient

������A=1©�*U � P
�
	?��A=1©�*U � P
�
	?���=1©�*U � P

���
	 5 ����� 5 �L��A=1c: � P*�

Lessolutionsdecesyst̀emesont ��: Â �*��P/��P/� , ��P/�a: Â �*��P/� , ��P*��P*��: Â �/� avec U � P danschaquecas
et ��: Â0& �*�a: Â0& �*�a: Â0& �/� avec U � : � Â �/�K� . Il estfacilededeviner quele volumeestmaximalpour
�
	 � ��� � ��A � : Â0& � , maisvérifionstoutdemêmela conditionsuffisanteducorollaire2.3.Pour
ceci,nouscalculons

§ �ç ¼ ��� ��U�� � P ��A ���
��A P �
	
��� �
	 P

ainsiquel’espacetangentpour 2 ��� ���
	
�
���@�
��A���÷ V 0 ���
	.�
���@�
��A�� � P*� :
ü z 2 ��� ���Ò	����K�����KA�� ÷ V �0	 5 �K� 5 �ÔA � P*� �W] � & ��1 & �LP/� ÷ �­� & ��P*��1 & � ÷ _��

La condition& ÷ § �ç ¼ �?�C��U��!&Èx�P pour &ð� ü z 2 �A&Í¾� P estalorséquivalenteà la propríet́eque

& 1 & P& P 1 &
P ��A ���
��A P �
	
��� �
	 P

& &
1 & P
P 1 &

� 1#����A �
	 1J���­13��A
�
	�1J���%1É��A 1®�����

soit définie négative. Cetteconditionestsatisfaite pour le point ��: Â0& �*��: ÂÒ& �*�a: Â0& �K� . Pour les
autrestroispointscritiques,lesdeuxvaleurspropresdecettematricesontdesignesoppośes.
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Exemple2.5 Cherchons̀a minimiserla fonction ÑZ���
	��.�����
��A�� � �
	
13���%13��A surla sous-variét́e2 �ð� ���
	��
���@�
��A���÷ V � � 	 5 �L� �� 1 &«� P/�%���
	
1�����A � P*� . Cettedernìererepŕesentel’intersection
d’un cylindreverticalavecunplan,c.-à-d.uneellipsedansl’espace.La fonctiondeLagrangeest¼ ���
	4�
���@�.��A���U,	4��UC��� � �
	 1É���=13��A­1©U,	���� � 	 5 ��� �� 1 & ��1�UC�C���L�
	 1w�L��A��
et la conditionnécessaire(2.5)devient

& 1©�*U,	��
	�1©�*U¡� � P
1 & 1©�*Ua	���� � P
1 & 5 �*U¡� � P

� � 	 5 ��� �� 1 &¬� P
���
	�1©����A � P

dontlessolutionssont

UC� � ¤å � Ua	 � $ �æ � �
	 � $ ¤� � ��� �èç ¦
� � ��A � $ ¤å � (2.6)

On aimeraitdéterminerlaquelledecesdeuxsolutionsrepŕesenteun minimum(ou maximum)de
la fonction Ñ . Nouscalculonsalors

§ �ç ¼ ��� ��U�� � 1#Ua	
� P P
P � P
P P P

et l’espacetangentpour 2 (aupointsdela solution(2.6))
ü z 2 ��� �+�0	4���K�����KA�� ÷ V �L�
	��0	 5 �������K� � P*�7���Ò	 1w�£�KA � P*� �\] ���*� & ���K� ÷ _4�

Avec &Öb � ���*� & �L�/� ÷ on a & ÷ § �ç ¼ ��� ��U��!& � 1#�K�*Ua	 . La fonction Ñ estdoncminimalesur 2 au
point ��1 &LÂ �*��� Â �*��1 &�Â �/� ÷ où Ua	 estnégatifetelleestmaximalesur 2 aupoint � &�Â �*��1#� Â �*� &�Â �K� ÷ .

IV.3 Contraintes en forme deséquationset inéquations

On cherchedesconditionsnécessaireset suffisantespourun probl̀emeencoreplusgéńeralqui est
le suivant: soient Ñ¸b � f

, 0 b � f Ø et ] b � f ! continûmentdifférentiables;
trouver lesminimarelatifsduprobl̀eme

ÑZ����� f j8|}�
sur í ��� �M� � V 0 ����� � P*� ] �����=OQP/�*� (3.1)

La condition“ ] �����gOÆP ” signifie quetousles composantesde ] ����� doivent êtrenon négatives,
c.-à-d. ] äK�����#O P pour å �º& �������(��$ . Supposonspour le momentque í soit uniquementdonńe
pardesinéquations] �����7OQP .
Exemple3.1 Consid́eronsla fonction

ÑZ���
	��
����� � � A 	 5 � A� 1©���
	?���
qui nousestfamilièredel’exemple1.3etcherchonssesminima(etmaxima)relatifssurl’ensemble

í �Q� ���
	��
����� V ��13� � 	 1É� �� OQP*�M13��� 5 & ���#O�P*�����
	 1wP/�}�/�������­1©�*���/� 5 & OQP*�*�
Pourrésoudreceprobl̀eme,nousle séparonsenplusieurssous-probl̀emes.5 Étudionsd’abordlespointscritiquesdela fonction ÑZ���
	
�
����� sanstenircomptedel’ensemble

í . Ceuxqui sontparhasarddansí , sontaussidesextremadela fonction Ñ V é (restriction
de Ñ sur í ). Dansnotresituation(voir exemple1.3),ceciestle caspourle minimumrelatif
� � � & � & � ainsiquepourle pointdeselle � � ��P*��P/� .
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5 Ensuite,il fautconsid́ererle bordde í . Commeil con-
sisteenplusieurscourbeslisses,commenc¸onsà étudier
Ñ sur le cercle2 	 �'� ���
	��
����� V �«1<� � 	 1<� �� � P/� . À
l’aide dela fonctiondeLagrange¼ ���
	��
������U"� � � A 	 5 � A� 1©���
	����­1�U
����1J� � 	 13� �� ��� ê

min. rel. max.rel.

noustrouvons ��1 7 �/��1 7 �K� et trois autressolutionsà
l’extérieur de í . Le dessinnousmontrequ’il s’agit
d’un minimum(global).En proćedantdela mêmema-
nièreaveclesautrescourbesdubordde í , nousobtenons
��1 7 & �}�/� & ���/� et ��P/�} /� & �*��1®P*��  & � Ó � commemaximare-
latifs, et les points � 7 & ���*� & ���/� et � & ���/� Ó �/��P*� Ó�& �/�/� qui
sontdesminimasur

_ í maispassur í .5 Finalement,nousdevronsétudierlessommetsde í . En inspectantla figure,nousvoyons
quele point � & �}�/� & ���/� estunmaximumrelatif de Ñ sur í .

IV.4 Programmation lin éaire

Lesprobl̀emesconvexeslesplussimpleset lesplus importantssontceuxoù toutesles fonctions
sont linéaires(affines). Nouscommenc¸onspar un exemplede petitedimensionqui permetune
interpŕetationet unerésolutiongraphique.L’int ér̂et principaldesparagraphesIV.4 et IV.5 estde
développerun algorithmequi permetde résoudren’importequelprobl̀emede la programmation
linéairedansunedimensionarbitraire.

Exemple4.1 Une entrepriseposs̀ede � garagesë¥	 et ëe�
avec   et � camionsrespectivement.Elle travaille surdeux
chantiers

F 	 et
F � . Le chantier

F 	 exige � camionset le
chantier

F � exige � camions. Les distancessont donńees
surle sch́emad’àcôté. Commentfaut-il organiserlestrajets
pourminimiserlesconsommationsd’essence? ë¥	 ëe�

F 	

F �

  km

Ó
km

� km

� km

Pour une formulation math́ematiquedu probl̀eme,no-
tonspar �
	 , ��� , ��A et ��à le nombredecamionsallantde ë¥	
à
F 	 , de ëS	 à

F � , ë�� à
F 	 et de ë�� à

F � respectivement.
Nousavonslesconditions

�
	 5 ����[Q ¥� ��A 5 ��à�[Q�#� �
	 5 ��A � �#� ��� 5 ��à � � et �"��OQP
et la fonctionobjectiveest

 ��
	 5 Ó ��� 5 ����A 5 ����à f j8|}� �
On peutsimplifier le probl̀emeenéliminant

��A et ��à car ��A � ��13�
	 et ��à � ��1J��� . On
obtientalors

�L�
	 5 ����� 5 �/� f j8|}�
�
	 5 ���«[Q 

1e�
	�13����[�1#�
�
	7[Q�/� �
	­OQP
���«[Q�/� ����OQP/� 2 4 6 8−2

2

4

6

8

±²ì µ²ì ¯²®

í²±

�
	

���
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En regardantles droitesoù ÑZ����� � ���
	 5 �L��� 5 �/� estconstante(lignes traitill ées),on trouve
immédiatementla solutionduprobl̀eme:�
	 � P , ��� � � , ��A � � , ��à � � .
Formulation du problèmegénéral. Nousconsid́eronsla résolutiondu probl̀emesuivant:

æ 	��
	 5 æ ����� 5 ����� 5 æ � � � f j8kLl
�¡	u	?�
	 5 ����� 5 �¡	 � � � [�Ç(	

�����
�@Ø­	?�
	 5 ����� 5 �@Ø � � � [�Ç.Ø
�
	6OQP*�������L�ì� � OQP

ou

æ ÷ � f jßk(lD �M[�Ç
�MO�P

(4.1)

D’autresprobl̀emesdela programmationlinéairepeuventêtreécritssouscetteforme:5 La condition
æ ÷�� f j8|}�

estéquivalenteà ��1 æ ��÷^� f j8kLl
;5 Une équationpeut être remplaćee par deux inéquations;ou mieux encore: éliminer des

variablescommedansl’exemplepréćedent;5 Une variable�
	 , sansrestrictionsursonsigne,peutêtreécritecomme �
	 � � ¯	 1ú�
Õ	 où
� ¯	 OQP et � Õ	 OQP .

Un algorithme possiblemais pas recommand́e. L’ensemble,où on chercheà maximiserla
fonctionobjective ÑZ����� �\æ ÷}� , estle polyèdre í �\� � � � V D ��[\Ça�Ò��O\P/� . CommeÑ)�����
estlinéaire,unesolutionestcertainementsurun dessommetsde í . Pourla trouver, on pourrait
proćederdela manìeresuivante:5 calculertouslessommetsdupolyèdre(le nombredesommetsestfini);5 déterminerle sommetoù ÑZ����� ��æ ÷^� estmaximal.

L’algorithmequenousallonsprésenterdansle paragraphesuivantestuneproćedureintelligente
qui permetd’éviter le calul de tous lessommetsdu polyèdre. Néanmoins,noussommesobligés
de formuler math́ematiquementles sommetsdu polyèdre. C’est notre but pour le restede ce
paragraphe.

Variables d’ écart (variables artificielles). On pose- � Ç61 D � où -É� Ø . Pourun � � �
donńe, -/� mesuresonécart (distance)̀a l’hyperplan

�ä4c0	 �@� ä ù ä61zÇn� � P . Le probl̀eme(4.1) est
doncéquivalentà æ ÷ � f j8kLl � D � 5 - � Çd� �MOQP/� -NOQP*� (4.2)

Cettereformulationnouspermetde calculersyst́ematiquementles sommetsdu polyèdre í �
� �M� � V D �M[ÈÇ,�ì�MOQP*� . Illustronsceciavecle probl̀emedel’exemple4.1.

Exemple4.2 Nous introduisonsdes variables
d’écart -�	4���������ì-Kà pour les quatreinéquations
du probl̀emedel’exemple4.1.Cecidonne

�
	 5 ��� 5 -�	 �  
1¬�
	�13��� 5 -/� � 1®�
�
	 5 -/A � �
��� 5 -/à � �
�"� OQP*�\-/� OQP

2 4 6 8−2

2

4

6

8 -/A � P
-/à � P

-0	 � P
-K� � P

�
	 � P
��� � P �
	

���

et on a � équations̀a � inconnues.Chacunedes
conditions�"� � P et -*� � P correspond̀a une
droitesur le dessind’à côté. Si l’on posedeux
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variablesparmi �
	��ì���@�ì-0	4���������ì-/à égalàzéro,onobtientlesintersectionsdedeuxdroiteset,parmi
elles,lessommetsdu polyèdre.Il y a

µ� �ó& � possibilit́esd’annulerdeuxvariables.On obtient
ainsi les � sommetsdu polyèdreet les � autresintersections;� couplesnedonnentpasdesolution
(droitesparall̀eles).

Cet exemplenousmontreque, pour le calcul dessommetsdu polyèdre,on trâıte les vari-
ables�"� et -/� équitablement.Il n’y a donc pasde raisonde distinguerles deux typesde vari-
ables.Rassemblons-lesdonctoutesdansun vecteur> � ���
	��������L�ì� � �Ò-0	4�������(�Ò-*Ø¬��÷ et écrivonsle
probl̀eme(4.2)sousla forme

� æ ÷ �`P ÷ ��> f j8kLl � � D � þ ��> � Çd� >#OQP avec � D � þ � �
& & & P P P
1 & 1 & P & P P& P P P & P
P & P P P &

(4.3)

(pour le syst̀emede l’exemple4.2). Nousconstatonsque l’annulationde deuxvariablesparmi
�
	��ì���@�ì-�	
�������L�ì-/à correspond̀auneintersectionréellesi etseulementsi la matricecarŕee,obtenue
ensupprimantlesdeuxcolonnescorrespondantes,estinversible.Si, enplus, lescomposantesde
la solutionde � D � þ ��> � Ç sontnonnégatives,alorscetteintersectionestunsommetdupolyèdre.

Dansle probl̀eme(4.3) nousécrivonsdenouveau
æ ÷ aulieu de � æ ÷u�`P�÷?� , D aulieu de � D � þ � et

� aulieu de > . Le probl̀emedevientalors

æ ÷^� f j8kLlD � � Ç
�MOQP

(4.4)

où ��� �
,
æ � �

, Çe� Ø et �9O©Ý . Noussupposons(sansperdrela géńeralit́e)quele rangde
la matrice

D
soit Ý (maximal).Sinon,soit le syst̀eme

D � � Ç neposs̀edepasdesolutionsoit une
ou plusieurśequationsdusyst̀emepeuventêtresuppriḿeessanschangerlessolutions.

Notations. Par la suite,nousnoterons
D ä¥� Ø la å èmecolonnede la matrice

D
. Nousparti-

tionnonslesindices
��& �������L�
�Z� � E ¼ �

endeuxsous-ensemblesdisjointsdont
E �Q� �d	4���������
��Ø��

contient Ý élémentset
� �ó� åÔ	��������L�
å � Õ Øe� contientle reste. Nouspartitionnonśegalementles

vecteurs
æ
, � et la matrice

D
dela manìeresuivante:

DÞî � � D � è ��������� D � e � Dðï � � D ä è ��������� D ä dt� e �� î � ���"� è �������L�ì�"� e � ÷ � ï � ���"ä è �������L�ì�"ä dt� e � ÷æ î � � æ � è �������L� æ � e ��÷ æ ï � � æ ä è �������L� æ ä d�� e ��÷u�
Ainsi,

DÞî
estunematricecarŕeededimensionÝ . Le probl̀eme(4.4)devientalors

æ ÷î � î 5 æ ÷ï � ï f j8kLl
DÞî � î 5 DÞï � ï � Ç
� î O�P*�N� ï OQP*�

(4.5)

Définition 4.3(base) Un sous-ensemble
E �'� �ª	4�������L�
�uØe� · ��& �������(�
�Z� à Ý élémentss’appelle

unebase, si
Dðî

estinversible,c.-à-d.si det
DÞî ¾� P . Pourunebase

E
, le vecteur

� � � î
� ï � D Õ 	î Ç

P (4.6)

s’appellesolutiondebase(assocíeeà
E

). Elle estdite admissiblesi
D Õ 	î Ç%OQP .
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L’interprétationgéoḿetriquede cettedéfinition est la suivante: l’ensemble
� � V D � � Çd�

repŕesenteun espaceaffine de dimension� 1¸Ý (car
D

estunematrice Ý � � de rangmaxi-
mal Ý ) et l’ensemble

� � V D � � Çd�)�9OðP*� estun polyèdredanscetespace.Pourunebase
E

du
probl̀eme,la condition � ï � ���"ä è �������L�
�"ä dt� e ��÷ � P repŕesentel’intersectionde �ß1¦Ý hyperplans
qui sontdesfacesdu polyèdre.Lessolutionsdebaseadmissiblessontdoncenbijectionavecles
sommetsdecepolyèdre.

Par exemple,
� -�	4�
-K���
-KA��
-Kà�� (ou plus préciśementl’ensemble

� �*���*���/���*� ) est une basedu
probl̀emede l’exemple4.2. Elle correspond̀a l’origine qui est l’intersectionde �
	 � P et de
��� � P . La base

� �
	��
�����.-/���
-KA�� correspondausommet���*���K� qui estl’intersectionde -0	 � P et de
-/A � P . L’ensemble

� �
	4�.���@�
-/A��.-/à�� neconstituepasunebaseparcequela matriceforméepar les
deuxpremìereset lesdeuxdernìerescolonnesde (4.3) n’estpasinversible(lesdroites-�	 � P et
-/� � P n’ont pasd’intersection).

Reformulation du problème. Par éliminationdesvariables� î , c.-à-d.en utilisant la relation
� î � 1 D Õ 	î DÞï � ï 5 D Õ 	î Ç , le probl̀eme(4.5)devient équivalentà

�?1 æ ÷î D Õ 	î Dðï 5 æ ÷ï ��� ï 5 æ ÷î D Õ 	î Ç f j8kLl
D Õ 	î DÞï � ï [ D Õ 	î Ç

� ï OQP
ou

î,÷�� ï 1�> f j8kLl
ø � ï [wñ
� ï OQP

(4.7)

où
ø3� D Õ 	î DÞï

, ñ � D Õ 	î Ç , î,÷ � 1 æ ÷î D Õ 	î DÞï 5 æ ÷ï et > � 1 æ ÷î D Õ 	î Ç .
Tableau du simplexe. Nous rassemblonstoute l’information de la formulation (4.7) dansle
tableausuivant: �

E ø ñ
î,÷ >

Voici quelquestableauxdusimplexepourle probl̀emedel’exemple4.2:

�
	 ���
-�	 & &  
-/� 1 & 1 & 1®�
-/A & P �
-/à P & �

1#� 1®� P

-�	 -/A
�
	 P & �
��� & 1 & �
-K� & P �
-Kà 1 & & �

� & �/�

�
	 -/�
��� & 1 & �
-�	 P & �
-/A & P �
-/à 1 & & �

1 & 1®� �/P

(4.8)

La solutionde basepour le premiertableaun’est pasadmissible(le vecteurñ � D Õ 	î Ç poss̀ede
descomposantesnégatives)maiscellesdudeuxìemeetdu troisièmele sontetcorrespondent̀ades
sommetsdu polyèdre(voir le dessindel’exemple4.2).

Théorème4.4(crit ère du simplexe) Soit
E

unebaseduproblème

æ ÷ � f j8kLlD � � Ç
�MOQP

et

�
E ø ñ

î ÷ >
le tableaudusimplexecorrespondant.

Si ñ%OQP et îM[QP , alors � î � ñ , � ï � P estsolutiondu problème.
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Démonstration. Commeñ«O P , la solutiondebaseassocíeeà
E

estadmissible.De plus,pourun
point � satisfaisant

D � � Ç et �MOQP , la conditonîM[QP implique

ÑZ����� � ä4Û ï î,äu�"ä)1©>¥[�1¥> � Ñ ñP �

Cettesolutiondebaseestalorsunesolutiondu probl̀emed’optimisation.

Le troisièmetableaude (4.8) vérifie le critèredu simplexe (ñ8O P et î¸[ P ). La solutionde
baseassocíee�
	 � P et ��� � � estdoncunesolutionoptimaleduprobl̀emedel’exemple4.2.

Pourseconvaincrequel’algorithme (non recommand́e) du début de ce paragraphen’est pas
réalisable,consid́eronsle casoù � � �KP et Ý �W& P (enpratiqueon estconfront́e àdesdimensions
beaucoupplusgrande).Il y a

�uâ	^â �Ö&  /�6�/�/� possibilit́esdechoisir
& P parmi les �/P colonnesde

la matrice
D

. Le calculdetouteslessolutionsdebasepourraitainsiexiger la résolutiond’environ&  /P6P/PKP syst̀emeslinéairesde
& P équations̀a

& P inconnues.

IV.5 L’algorithme du simplexe

The authorwishesto acknowledgethat his work on this subjectstemmedfrom discussions
in the spring of 1947 with Marshall K. Wood, in connectionwith Air Force programming
methods.The generalnatureof the “simplex” approach( v�v�v ) wasstimulatedby discussions
with LeonidHurwicz. (G.B. Dantzig1951)

L’idéedesuivre lesar̂etesd’un polyèdrepouroptimiserunefonctionlinéairesouscontraintes
linéairesadéjà ét́e envisaǵeeparJ.Fourier2. Dantzigcependantla syst́ematise.

(J.F. Maurras20023)

L’algorithmedu simplexe a ét́e publié par DantzigcommechapitreXXI dansun compterendu
d’uneconf́erence4. C’estuneproćedureitérativepermettantd’effectueruneexplorationdirigéedes
sommetsdu polyèdreensuivantdesar̂etesjusqu’ausommetqui maximisela fonctionobjective.
Cetalgorithmeestparmiles“Top10Algorithmsof the20thCentury”(SIAM News,Vol. 33,Nr. 4,
May 2000).

Le théor̀emesuivantdonnelesformulesqui, enpartantd’un tableaudusimplexe,nouspermet
d’obtenirle tableauassocíe àun sommetvoisin.

Théorème5.1 Soit
E

unebasedu problème(4.4),
� �Q��& �������L�
�Z� ½ E , $g� E

, ñ`� � et

�
E ø ñ

î ÷ >
�

ñ å
$ �d!�� �d!�ä ñ.!
� �d� � �d� ä ñ.�

î,� î,ä >
(5.1)

le tableaudusimplexecorrespondant.Si �d!��)¾� P (pivot),alors

5 E � E ¼ � ñ�� ½ � $Ò� estunebase.

2J.B.J.Fourier, Solutiond’unequestionparticulièreducalculdesinégalit́es, NouveauBulletin desSciencesparla
Socíet́ePhilomathiquedeParis(1826)99–100.

3J.F. Maurras,ProgrammationLinéaire, Complexité, Śeparation et Optimisation, Mathématiques& Applications
38,Springer, Paris,2002.

4G.B. Dantzig,Maximizationof a linear functionof variablessubjectto linear inequalities, Activity Analysisof
ProductionandAllocation (T.C.Koopmans,ed.),Wiley, New York, 1951,339–347.
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5 Le tableauqui correspond̀a
E

estdonńepar

�
E ø ñ

î,÷ >
�

$ å
ñ 	ò Þ » ò Þ Àò Þ » ÷

Þò Þ »
� 1 ò ` »ò Þ » �d� ä�1 ò Þ À ò ` »ò Þ » ñ.��1 ÷

Þ ò ` »ò Þ »
1�ó »ò Þ » î,ä
1 ò Þ À ó »ò Þ » >�1 ÷

Þ ó »ò Þ »
Voici uneastucepourretenircetteformule:

v r
� � 1 f v r

� � � 	r �r
1 ÿr �=1 ÿ �r �

Démonstration. La $ èmecomposantede l’ équation � î 5 ø � ï � ñ est �"! 5 ä4Û ï �(!4äu�"ä � ñ.! .
Comme�d!��6¾� P , onpeutenextraire �"� ( ña� � , fixé)et on obtient

�"� 5
&
�d!�� �"! 5 ä4Û ïMô<õ �Tö

�d!�ä�d!�� �"ä � ñ.!�d!��
(voir la ligne “ ñ ” du tableaupour

E
). En remplaçant �"� decetteformuledansla � èmecomposante

de � î 5 ø � ï � ñ (�=� E ½ � $Ò� ), onobtient

�"� 5 �d� � 1 &
�d!�� �"!e1 ä4Û ïMô<õ �Tö

�d!�ä�d!�� �"ä 5 ñ.!�d!�� 5
ä�Û ï*ô<õ �'ö �d� äu�"ä

� ñ.� ou �"� 5 �d� !(�"! 5 ä4Û ïMô<õ �Tö �d� äu�"ä
� ñ.�

cequi vérifie la ligne “ � ” du tableaupour
E

. La dernìereligne du tableauestobtenuedela même
manìere.

Les formulesdu théor̀emepréćedentdonnentun moyen simpleet efficacepour calculerdes
tableauxdu simplexeàpartir d’un tableauconnu.Il resteà éviterle calculdestableauxinutiles.

Algorithme du simplexe. Soit donńe un tableau(5.1)avec ñ�O P , c.-à-d.la solutiondebaseas-
socíeeestadmissible.Alors, le programmesuivantnouspermetdetrouverunesolutionoptimale:

begin
if (îM[QP ) then

on a trouvéunesolutiondu probl̀eme,stop
else

choisir ñ,� � avec î,� � P
if ( �d� �`[QP pourtout �­� E

) then
pasdesolution,la fonctionobjectiven’estpasmajoŕee,stop (voir explication1)

else
choisir $g� E

tel que ÷
Þò Þ » ��jß|}�0� ÷ `ò ` » V �­� E �a�d� � � P*� ;

échanger$ et ñ aveclesformulesdu théor̀emepréćedent;
onobtientunnouveautableauavecbase

E � E ¼ � ñ�� ½ � $Ò� qui satisfait
ñ¬OQP et 1 >SO�1#> (voir explication2) go to begin

end if
end if
end
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Explications.
1. Si î,� � P (pour un ñe� �

) et �(� �¬[óP pour tout �S� E
alors la fonctionobjectiven’est pas

majoŕeesur l’ensembledespointsadmissibles.
Démonstration. Consid́eronsle rayon � ï � � � défini par �"�4� � � �÷�

(
� O P ) et �"äK� � � � P pour

åg� � ½ � ñ�� . Alors � ï � � �­O P et
ø � ï � � � �ø� �?�������a�d� ������������÷Z[ÈP;[¸ñ . Lespointsdu rayon � ï � � �

sontdoncadmissiblepourtout
� O�P et

Ñ)���­� � �4� � î ÷ � ï � � ��1#> � î,� � 1¥> f q si
� f q��

2. Le choixde ñ et de $ dansl’algorithmeconduità un tableauavec ñ%OQP et avec 1 >SO�1#> .
Démonstration. Nousavons ñ.� � ÷

Þò Þ » OQP parcequeñ.!®OQP et �(!4� � P et pour �­� E ½ � $Ò�

ñ.� � ñ.�01 ñ.!4�d� ��d!��
O©ñ.��OQP si �d� �`[QP� �d� �.� ÷ `ò ` » 1 ÷

Þò Þ » �7OQP si �d� � � P*�
Deplus,ona 1 > � 1¥> 5 ÷

Þ ó »ò Þ » O�1#> car î,� � P , ñ.!ÁO�P et �d!�� � P .

Exemple5.2 Consid́eronsle probl̀eme

���
	 5 ��� f j8kLl
�
	 5 ������[ & P
�
	 5 ����[Q�
�
	�1J����[Q�
�
	�1w������[ &
�
	6OQP*�×����OQP

2 4 6

2

4

�
	

���

­
±

°²­ °²±

et appliquonsl’algorithmedu simplexe.
Nousintroduisonslesquatrevariablesd’écart-0	4�ì-/���Ò-KA��ì-/à pour lesquatreinéquations.Ceci

donneun probl̀emede programmationlinéaireavec Ý � � équationset � � � variablesnon
négatives.Lesvariables-�	
�ì-/���ì-KA��Ò-/à constituentunebase,dontla solutionassocíee�
	 � ��� � P
estadmissible.Cettebasenousdonneun tableaudedépartpourl’algorithmedu simplexe:

�
	 ���
-�	 & � & P
-/� & & �
-/A & 1 & �
-/à & 1®� &

� & P

-/à ���
-0	 1 & � Ó
-K� 1 & � �
-KA 1 & & &
�
	 & 1®� &

1#� � 1#�

-/à -KA
-�	 � 1#� �
-/� � 1#� �
��� 1 & & &
�
	 1 & � �

� 1#� 1#�

-/� -/A
-�	 1®� Â � �
-/à &�Â � 1®� Â � &
��� &�Â � �
�
	 &�Â � �

1®� Â � 1 &�Â � 1 & P
Dansle premiertableau,le deuxcomposantesde î sontpositiveset on a le choix entre�
	 et

��� , c.-à-d.on peutsoit aller versle sommet� & ��P/� (c’étaitnotrechoix) soit versle sommet��P*�L�/� .
Danslesautreśetapes,le pivot estunique.Il nousfauttrois itérationspourun tableauqui satisfait
le critèredu simplexe. La solutiondu probl̀emeest �
	 � � , ��� � � et la valeurmaximalede la
fonctionobjectiveest ÑZ��� opt� �'& P .
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Construction d’une solution de baseadmissible. L’algorithmedu simplexe nécessitela con-
naissanced’unebaseavec ñ%OQP (solutiondebaseadmissible).Dansunprobl̀eme

æ ÷ � f jßk(lD �»[�Ç
�MOQP

ou demanìereéquivalente

���c0	 æ �}�"� f j8kLl
-/� 5 �ä�c0	 �@� äu�"ä � Çn�
�"��OQP*�N-*��OQP

(5.2)

avec ÇBO P , lesvariables-�	4���������ì-*Ø formentunebasedont la solutionassocíeeestadmissible.
On peutalorsimmédiatementappliquerl’algorithmedu simplexe.

Si,parcontre,aumoinsunecomposanteduvecteurÇ estnégative,il fautuneastucesuppĺementaire
pour trouver un tableaudedépart.L’id éeestdesupprimerles inéquationsavec Çn�­xÐP (pourque
l’origine devienneun point admissible,voir le dessinde l’exemple5.3) et ensuitede minimiser
l’ écartdecelles-ci.Celarevient à consid́ererle problèmeauxiliaire

-/� 5 �ä�c0	 �@� ä��"ä � Çn� si Çn� OQP
-/�01�>ª� 5 �ä�c0	 �@� äu�"ä � Çn� si Çn��x�P
-/� OQP/�3>ª��OQP*�×�"��OQP
1 � >ª� f jßk(l

(5.3)

Ceprobl̀emeauxiliairea lespropríet́essuivantes:

5 L’ensembledesvariables
� -*� V Çn�
OQP/� ¼ � >ª� V Ç.��x�P*� formeunebasede(5.3)avecsolution

assocíee �"� � P , -/� � P si Çn�¬x�P , -*� � Ç.� si Çn�¬OÍP et >ª� � 1¥Çn� si Çn�¬xWP . Cettesolution
satisfait �"�
OQP , -*�2OQP , >ª��OÈP . Elle estdoncadmissibleet fournit un tableaudedépartpour
l’algorithmedu simplexeappliqúe à (5.3).5 La fonctionobjective 1 � >ª� estmajoŕeeparzéroparceque >ª��O�P . Le probl̀emeauxiliaire
admetdoncunesolutionfinie.5 Pourla solutionainsitrouvéeonadeuxpossibilit́es:
(a) � >ª� � P , c.-à-d. >ª� � P pouttout � . Danscettesituation,lesvaleurs�"� et -*� satisfont
lescontraintesduprobl̀emeoriginal (5.2).Onadonctrouvéunesolutiondebaseadmissible
pour(5.2).
(b) � >ª�ßxºP . Si le probl̀eme(5.2) avait un point ��� �
-,� satisfaisantles contraintes,la
solutionde(5.3)aurait > � P commesolution.L’ensembledespointsadmissiblespour(5.2)
estdoncvide danscettesituation.

Exemple5.3 Consid́eronsdenouveaule probl̀eme
de l’exemple4.1 pour lequel le vecteur Ç poss̀ede
une composantenégative. Le probl̀emeauxiliaire
devientalors

1¥>@	 f j8kLl
-�	 5 �
	 5 ��� �  
-/�71�>@	�1J�
	 13��� � 1®�
-/A 5 �
	 � �
-/à 5 ��� � �
�"��OÈP/�¶-*�2OQP/�9>ª��OQP*� 2 4 6 8−2

2

4

6

8

�
	

���
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Commepropośe tout à l’heure, nousprenonsla base
E �º� -�	4�2>@	��ì-KA��ì-/à�� et nousappliquons

l’algorithmedu simplexeauprobl̀emeauxiliaire.Cecidonne

�
	 ��� -/�
-�	 & & P  
>@	 & & 1 & �
-/A & P P �
-/à P & P �& & 1 & �

-KA ��� -/�
-�	 1 & & P �
>@	 1 & & 1 & &
�
	 & P P �
-/à P & P �

1 & & 1 & &

-KA >@	 -/�
-�	 P 1 & & �
��� 1 & & 1 & &
�
	 & P P �
-/à & 1 & & �

P 1 & P P

(5.4)

et lesitérationscorrespondentaucheminindiquédansla figure.Si onavait choisidansla premìere
itérationle pivot dansla colonnede ��� , onauraittoutdesuitetrouvé la solutiondebaseadmissible
qui correspond̀a �
	 � P et ��� � � .

La valeurde la fonction objective estzéro (voir le derniertableaude (5.4)). En supprimant
la colonnecorrespondant̀a >@	 , on obtientalorsunesolutiondebaseadmissiblepour le probl̀eme
original. Il fautencoreadapterla fonctionobjective

1®���
	 1©�L��� � 1®����1e-KA 5 �/��1©����-/A 5 -K� 5 & � � -KA­1©�L-/�71w�/�
pourobtenirle tableaudedépartcherch́e. L’algorithmedu simplexedonnemaintenantla solution
enuneitération: -/A -K�

-0	 P & �
��� 1 & 1 & &
�
	 & P �
-Kà & & �& 1#� �K�

�
	 -/�
-0	 P & �
��� & 1 & �
-KA & P �
-Kà 1 & & �

1 & 1®� �/P

IV.6 Exercices



Chapter V

Calcul int égral

L’int égrald’unefonctionaét́e introduitetdiscut́edansle cours“AnalyseI” (semestred’hiver). Le
but decechapitreestd’exercerle calculdesintégralset dedonnerdesapplicationsinteressantes.
Nous suivronsde près la présentationdesparagraphesII.4 et II.5 du livre “L’analyseau fil de
l’histoire” deHairer& Wanner(Springer-Verlag2000).

V.1 Primiti ves

Newton,LeibnizetJoh.Bernoullidécouvrentindépendammentquel’int égrationestuneopération
inversedela différentiation.

Pourunefonction donńee - � ÑZ����� , nousdésignonspar > � I ����� l’aire sous Ñ)����� entre �
et � (figureV.1, gauche).Le point crucialestquela fonction ÑZ����� estla dérivéede

I ����� . Nous
appelonsalors

I ����� uneprimitive de Ñ)����� et nousla notonspar ÑZ������+�� . 1 On aalors

I ����� � ÑZ������+�� 5 F ¢¤£ I § ����� � ÑZ�����4�
Pour Leibniz, l’aire en questionest la somme(plus tard : “int égrale”) desairesde rectangles
infinitésimaux(figureV.1,droite).

- � ÑZ�����

+��> � I �����

�� � �
	g��� ����� � � � Ç
FigureV.1: IdéedeNewton (gauche),idéedeLeibniz (droite).

Lesprimitivesnesontpasuniques: à chaqueprimitive
I ����� peutêtreajout́eeuneconstante

arbitraire
F

, car
I ����� 5 F

està nouveauuneprimitive de la mêmefonction. Pour
F � 1 I �?�*� ,

1Leibniz (1686) introduit le signeintégral, le mot “int égrale” est de Joh.Bernoulli, et fut publié par son frère
Jac.Bernoulli (1690).La notation(1.1)pourl’aire entrelesbornesù et ú estdueà Fourier(1822).
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nousobtenonsla primitive
I �����71 I ���C� qui s’annuleen � � � (en mêmetempsquel’aire > ).

Nousavonsdoncpourl’aire entre � et Ç
|
z ÑZ������+�� � I ��Çª��1 I ���C� (1.1)

(nousrappellonsquecetteidentité est le “théor̀emefondamentaldu calcul différentiel”, voir le
cours“AnalyseI”).

Chaqueformulededifférentiation,inverśee,livre uneprimitive. Par exemple,la dérivéedela
fonction Ñ)����� � � � ¯0	 est Ñ § ����� � ��� 5 & �?� � . Donc, � � ¯0	 Â ��� 5 & � estuneprimitive de � � . La
tablesuivanteinversedecettemanìeredesformulesbienconnuesdela différentiation.

Petit tableaudeprimiti ves

� � +�� � � � ¯0	
� 5 & 5 F ���©¾� 1 & �

&
� +��

�Q{�� � 5 F
ï ç +�� � ï ç 5 F
� |}� �S+�� � 1 ���/� � 5 F ���/� �S+�� � � |�� � 5 F

&
& 5 � � +��

�Qk!¢ ��û k/� � 5 F &
7 & 13� � +��

�Qk!¢ ��� |�� � 5 F

Pourêtreutile, unetabledeprimitivesdoit comporterplusieurscentainesdepages.Mentionnons
ici cellesde Gröbner& Hofreiter (1949) et de Gradshteyn & Ryzhik (1980). Aujourd’hui, de
nombreuxlogicielsdecalculsymboliquecontiennentdetellestables.

V.2 Applications du calcul int égral

Air esdeparaboles. L’aire sousla parabole- � � � dedegré � entre� et Ç secalculeavec(1.1)et
le tableaupréćedent: |

z �
� +�� � � � ¯0	

� 5 & |z
� Ç � ¯0	 1©� � ¯0	

� 5 & � (2.1)

Nousavonsutilisé la notation
I ����� V |z � I �?Çª��1 I �?�*� .

Air ed’un disque. Pourcalculerl’aire d’un quartdedisque,prenonsla fonction Ñ)����� � 7 & 13� �
pour P#[w�»[ &

. Uneprimitivede Ñ)����� est

I ����� � �
�
7 & 1J� � 5

&
�
k!¢ ��� |�� � � (2.2)

commeon peut le vérifier par différentiation.Nousverronsplus tard commenttrouver de telles
formules.Par (1.1),nousavons

airedudisqueunité
� �

	
â
7 & 13� � +�� � � I � & �21 I ��P/� � ò6�

car � |}� ��ò Â �/� �W&
.
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Voici un découpageplus élégantdu disque. Rien ne nousoblige à supposerque ÑZ������+��
s’obtienneendécoupantl’aire consid́eŕeeenrectanglesverticaux.Découponslecercle(derayon � )
entrianglesinfinimentminces.L’aire d’un tel triangleest

+ øJ� � � X + ë
� �

où + ë estl’incr émentinfinitésimalde l’angle. L’aire totale(la somme
desairesdetouscestriangles)est

øJ� �#ü
â

� � + ë
�

� � �
�

�#ü
â + ë � � �

�
ë �#üâ � � � ò6� 0

ë
�

ü � + ë X �

Volume de la boule. Consid́eronsune boule de rayon � (voir la figure V.2) et découpons-
la en tranchesd’épaisseur+�� et de rayon � � 7 � � 13� � . Le volume d’une telle trancheest
+CÃ � � � òß+�� � ��� � 13� � �?òß+�� et le volumetotal dela bouleest

Ã � ¯ z
Õ z �?� � 13� � �?òß+�� � ò � � � 1 � A

�
¯ z
Õ z
� �/� A ò

� �

dxdx

� � 1#�
� � �

7 � � 1J� �

FigureV.2: Volumed’uneboule

Longueur d’ar c. On veut calculerla longueurd’arc ý d’une
courbe-Z����� donńee,entre� � � et � � Ç . Si onaugmente� de +��
(voir la figure), l’ordonnéecrôıt de +�- � - § ������+�� (ennégligeant
lestermesd’ordresuṕerieur).La longueurd’unepetiteportionde
la courbeestparconśequentdonńeepar +I� , où

+I� � � +�� � 5 +�- � � � & 5 - § ����� � �0+�� �
0 10

1

dx

dx

dy dyds

(théor̀emedePythagore).Si on fait tendre+�� f P , on a

+I� � & 5 - § ����� � X +�� et ý � |
z

& 5 - § ����� � +�� � (2.3)

Exemple. Pourla parabole- � � � , nousavons - § � �L� et la longueurd’arc entre� � P et � � &
estdonńeepar(voir la formule(3.15)plusloin)

ý � 	
â
7 & 5 ��� � +�� �

&
� �
7 & 5 ��� � 5

&
�
{}� ��� 5 7 �L� � 5 & 	

â �
7 �
� 5 &

�
{}� ��� 5 7 �Z�4�
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V.3 Techniquesd’int égration

Nousabordonsici destechniquesgéńeralespermettantdetrouver desprimitives.Observonstout
d’abordquel’int égrationestuneopérationlinéaire,c.-à-d.

æ 	4ÑK	������ 5 æ �@Ñ(�C����� +�� ��æ 	 Ñ/	�������+�� 5 æ � ÑL�¡������+�� � (3.1)

puisquela différentiationestuneopérationlinéaire.

Substitution d’une nouvelle variable. Soit

I �?>K� uneprimitivede ÑZ��>K� ,
i.e.

I�§ �?>K� � ÑZ��>K� , et consid́eronsla substitution> � 0 ����� qui transformela variable > en � . La
formulapourla différentiationd’unefonctioncompośeedonnealorsque

I � 0 �����4� estuneprimitivede ÑZ� 0 �����4� 0 § ����� .
Parconśequent,nousavons

|
z ÑZ� 0 �����4� 0 § ������+�� � � Y | [

� Y{z [
Ñ)�?>K��+C>/� (3.2)

car, par (1.1) chaquemembreestégalà
I � 0 �?Çª�
�Z1 I � 0 �?�*�
� . Le membredegauchea ét́e obtenu

parla substitution> � 0 ����� en ÑZ��>K� etavec +C> � 0 § �����4+�� .

1 2

1

2

1.51.5
x

1 2

1

2

+��

- � ���& 5 � �

+C> � �L�B+��
>

î � �& 5 >

�/�}�/�

mêmesaires

FigureV.3: Changementdevariabledansuneintégrale

Interprétationgéoḿetrique. Calculons

	no ±
â

���& 5 � � +��
avecla substitution> � � � . Puisque+C> � ���S+�� , nousobtenonsde(3.2)

	no ±
â

�& 5 � �
X ���B+�� �

�Lo �u±
â

�& 5 > +C>
� � XK{}� � & 5 >K� �Lo �u±â � � X/{}� � & 5 � � � 	no ±â � � XK{}� ���*���/�/�4�

La figureV.3 illustre le changementdevariable > � � � transformantla fonction ��� Â � & 5 � � � en
� Â � & 5 >K� . Lespoints � et � 5 +�� sonttranforḿesen > � � � et > 5 +C> � � � 5 ���S+�� 5 +�� � . Pour
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+�� f P , lesrectanglesennoir ont lesmêmesaireset parconśequent,lesdeuxintégralesde(3.2)
ont la mêmevaleur.

Exemples. L’art consisteà trouver de “bonnes” substitutions. Démontrons-ledansune suite
d’exemples.

Pourdesfonctionsdela forme ÑZ����� 5 Çd� , onpose> � ��� 5 Ç . Parexemple,avec > � ��� 5 � ,
+C> � �­+�� , nousavons(enomettantla constanted’intégration)

ï ± ç ¯K� +�� � ï ¾ +C>� � &
� ï ¾ �

&
� ï
± ç ¯K� � (3.3)

Parfois, le facteur0 § ����� est facilementreconnaissablepour la substitution> � 0 ����� . Dans
l’int égralesuivante,parexemple,le facteur� incite à poser> � 1e� � , +C> � 1#���S+�� . On obtient
alors

� ï@Õ ç é +�� � 1
&
� ï ¾ +¡> � 1

&
� ï ¾ � 1

&
� ï@Õ

ç é � (3.4)

Le tableauduparagrapheV.1donnelesintégralesde
&LÂ � & 5 � � � oude

&�Â 7 & 13� � . Pourtrouver
la primitive de

&LÂ ��� 5 � � � ou de
&�Â 7 ��1J� � , on utilise la substitution� � � �*> � ou � � 7 �6> ,

+�� � 7 �7+C> . Celadonneparexemple,

+��
� 5 � �

� 7 �6+C>
��� & 5 > � �

� &
7 � k!¢ �#û k/� > �

&
7 � k!¢ ��û k/�

�7 � � (3.5)

Lesexpressionsquadratiques� � 5 �/Çu� 5 æ
sontsouventsimplifiéesen“complétantle carŕe”

� � 5 �*Ç�� 5 æÁ� ��� 5 Çª� � 5 � æ 1zÇ � � , puisenfaisantla substitution> � � 5 Ç . Ainsi, l’int égrale
suivanteestréduite,parla substitution> � � 5 &�Â � , à l’int égrale(3.5) :

+��
� �­5 � 5 & � +C>

> �=5 � Â �
� �7 � k4¢ ��û k/�

�/>7 � �
�7 � k!¢ �#û k/�

�L� 5 &
7 � � (3.6)

Commedernierexemple,prenonsla fonction ��� 5 �K� Â ��� � 5 � 5 & � . Nousécrivonsle numérateur
sousla forme � 5 � � ��� 5 &�Â �Ô� 5 � Â � , pourquela premìerepartie � 5 &�Â � soit un multiple de
la dérivée du dénominateur. Cettepartie de l’int égraleest ensuitecalcuĺee par la substitution
> � � � 5 � 5 &

. La deuxìemepartieestunmultiplede(3.6),et nousavons

� 5 �
� � 5 � 5 & +�� �

&
�
{}� ��� � 5 � 5 & � 5 7 � k!¢ ��û k/� ��� 5 &

7 � � (3.7)

Int égration par parties. Unedeuxìemetechniqued’intégrationestbaśeesurla règlededifféren-
tiation d’un produit de deux fonctions. La formule ��î��,� § � î § � 5 î�� § donnepar intégration
î=�������)����� � ��î § ������������� 5 î%������� § �����4�0+�� , d’où

î § ��������������+�� � î=��������������1 î%������� § ������+�� � (3.8)

Cetteformuleramènele calculd’uneintégraleà celui d’uneautre.Si lesfacteursî § et � sontbien
choisis,cettedeuxìemeintégraleseraplusfacileà calculerquela premìere.

Exemples.Calculons � � |�� �B+�� . Il neseraitpasjudicieuxdechoisir î § ����� � � (c.-à-d. î=����� �
� � Â � ) et ������� � � |}� � , car la deuxìemeintégraleseraitencoreplus difficile. Choisissonsdonc
î § ����� � � |}� � (doncî=����� � 1 ���/� � ) et ������� � � . La formule(3.8)donnealors

� � |}� �S+�� � 1e� ���/� � 5 &ZX ���/� �S+�� � 1¬� ���/� � 5 � |}� � � (3.9)
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Il arrive quel’int égrationparpartiesdoive êtreréṕet́ee. Dansl’exemplesuivant,nousposons
d’abord �)����� � � � , î § ����� � ï ç , puisfaisonsunedeuxìemeintégrationparpartiesavec ������� � � ,
î § ����� � ï ç :

� � ï ç +�� � � � ï ç 1©� �Sï ç +�� � ï ç ��� � 1w�L� 5 �/��� (3.10)

Desfonctionstellesque
{}� ����� , k!¢ �#û k/� ����� ont desdérivéessimples; on lesutiliserasouventpour������� : {}� �B+�� � &6X/{}� �B+�� � � {�� �Y1 �

� +��
� �­� {�� �y1 & ��� (3.11)

k!¢ �#û k/� �S+�� � � k!¢ �#û k/� �y1 �& 5 � � +��
� � k!¢ �#û k/� �y1 &

�
{}� � & 5 � � ��� (3.12)

la dernìereintégralea ét́ecalcuĺeeavecla substitution> �W& 5 � � , +C> � ���S+�� .
Pourcalculerl’int égrale 7 & 5 ��� � +�� (rencontŕeedansle calculde la longueurd’arc d’une

parabole),nousfaisonsuneintégrationparpartiesavec î § ����� �W&
, �)����� � 7 & 5 ��� � :

7 & 5 ��� � +�� � � 7 & 5 ��� � 1 ��� �7 & 5 ��� � +�� � (3.13)

Sinousécrivonslenumérateurdela dernìereintégralesousla forme ��� � � � & 5 ��� � �d1 & , l’int égrale
sedécomposeendeuxintégrales: l’int égralecherch́ee 1 7 & 5 ��� � +�� et la deuxìemeintégrale
semblablèa la dernìeredu tableaudu paragrapheV.1 : la dérivéede

k!¢ � |��Aþ > est
&�Â 7 & 5 > � et la

substitution> � ��� donne

+��7 & 5 ��� �
� &
�
k!¢ � |}�@þ ������� � &

�
{}� ��� 5 7 ��� �75 & � (3.14)

Ainsi (3.13)livre

7 & 5 �L� � +�� �
&
� �
7 & 5 ��� �65

&
�
{�� ��� 5 7 ��� �75 & � (3.15)

Relationsde r écurrence. Pourcalculerl’int égrale

ÿ � � +��
� & 5 � � � � � (3.16)

intégronsparpartiesavec î § ����� �W&
et ������� �Ð&�Â � & 5 � � � � :

ÿ � � &ZX &
� & 5 � � � � +��

� �
� & 5 � � � � 5 �

��� �
� & 5 � � � � ¯0	 +��

et,commeen(3.13),écrivonsdansla dernìereintégrale��� � � ��� & 5 � � ��1©� pourobtenir

ÿ � � �
� & 5 � � � � 5 ��� ÿ � 1w��� ÿ � ¯0	��

Il semblequenotrechoix ait ét́e maladroit: aulieu dedécrôıtre, l’indice � estdevenuplusgrand.
Renversonssimplementla formule:

ÿ � ¯0	 � &
���

�
� & 5 � � � � 5

���¶1 &
���

ÿ � � (3.17)

Cetterelationramènele calculde(3.16)à celuidel’int égrale
ÿ 	 �zk!¢ �#û k/� � .
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V.4 Int égration de fonctionsrationnelles

Soit
� ����� � :¤����� Â / ����� une fonction rationnelle( :g����� et

/ ����� despolynômes). Si on sait
calculerleszérosde

/ ����� , nousallonsvoir qu’on peuttoujourstrouver uneprimitive
� ������+�� .

Elle seratrouvéeentrois étapes:

– réductionaucas
�@ � :Qx �@ £ /

(où
�A � : estle degréde :g����� ) ;

– factorisationde
/ ����� et décompositionde

� ����� enfractionssimples;
– intégrationdesfractionssimples.

Réduction au cas �@ � :Wx �@ £ / . On effectueunepremìeresimplificationdela fonction
� ����� ,

si
�@ � :QO �@ £ /

. Danscettesituation,ondivise : par
/

pourtrouver

:g�����/ ����� ��ø ����� 5 :ß�����/ ����� � (4.1)

où
ø ����� et :ß����� sontdespolynômes(quotientetreste)avec

�@ £ :�x �@ � /
. Prenonspourexemple

:g�����/ ����� � �L� µ 1w�L� ± 1 Ó � à 5 �/��� A 5 � � 1©�/��� 5 � Ó
� ±­5 � à 1w�L� A 13� �75  ��¤1©� � (4.2)

Tout d’abord,on fait disparâıtre le terme ��� µ enretranchant��� / ����� de :g����� , puison additionne
� / ����� à :¤����� pourobtenir

:g�����/ ����� � ���y1w� 5 �L� à 1©�KP�� � 5 ��� 5 &LÓ
� ± 5 � à 1©��� A 1J� � 5  ��Y1ú� � (4.3)

Le polynôme
ø ����� estfacilementintégŕe ; seulle deuxìemetermedans(4.1)nécessitedesefforts

suppĺementaires.

Décompositionen fractions simples. Supposonsqu’on connaisseles racinesde
/ ����� . Notons

lesracinesréellesdistinctespar �a	4�����������ì! et lesracinescomplexesconjugúeesdistinctespar
� 	�$

�	�
	���������� � �£$g�	�"� (qui apparaissentenpaires,si le polynôme
/ ����� poss̀ededescoefficientsréelles).

Danscecas,nousobtenonsla factorisationenpolynômesréels

/ ����� � !
�tc0	 ���Y1q�����

�¡` �
��c0	 �4���y1

� ��� � 5 � �� � Ø ` � (4.4)

où les Ý¶� et �2� sontlesmultiplicitésdesracines.Le lemmesuivantmontrecommentunefonction
rationnellepeutêtredécompośeeensommedefractionssimples.

Lemme4.1 Soit
/ ����� donńe par (4.4) et :¤����� un polynômeà coefficientsréelsavec

�@ � :ºx�@ £ /
. Alors il existedesconstantesréelles

D � ä(� E � ä et
F � ä tellesque

:g�����/ ����� �
!
��c0	

�¡`
ä4c0	

F � ä
���Y11����� ä 5

�
��c0	

Ø `
ä4c0	

D � ä 5 E � äu�
�
���¤1 � ��� � 5 � �� � ä � (4.5)

Démonstration. Noustraitonslesfacteursde
/ ����� l’un apr̀esl’autre. Commeno¸nsparlesracines

réelleset,pourcela,nousposons
/ ����� � ���Y1q� � � r ����� , où � estuneracinede

/ ����� et r ��� �®¾� P .
Démontronsmaintenantl’existenced’uneconstante

F
etd’unpolynômev ����� dedegré x �@ � / 1 &

telsque :¤�����
���Y1Õ�
� � r ����� �

F
���y1q� � � 5 v �����

���y1q� � � Õ 	>r ����� � (4.6)
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c’est-̀a-dire,apr̀esmultiplicationparle dénominateurcommun,

:¤����� � F X r ����� 5 v������ X ���¤1q� ��� (4.7)

En posant� � � , on voit que
F � :¤�+�
� Â r ��� � . Pourobtenir le polynôme v ����� , nousdivisons:g�����"1 F X r ����� par ���B1 �
� . Appliquonsensuiterécursivementle mêmeproćed́eausecondterme

dumembrededroitede(4.6).Nousparvenonsalorsà la premìerepartiedela décomposition(4.5)
annonćee.

Quantauxracinescomplexes,nousécrivons
/ ����� � �
���81 � � � 5 � � � Ø r ����� , où

� 5 �	� estune
racinede

/ ����� et r � � $9�	�7�Á¾� P . Alors il existedesconstantesréelles
D � E et un polynômev �����

dedegré x �@ � / 1w� telsque

:g�����
�4���y1 � � �65 � � � Ø r ����� �

D 5 E �
�4���¤1 � � �65 � � � Ø 5 v������

�4���y1 � � � 5 � � � Ø Õ 	 r ����� �
Pourle voir, nousprouvonsl’ équationéquivalente

:¤����� � � D 5 E ��� X r ����� 5 v ����� X �4���y1 � � � 5 � � �4�
En posant� ��� 5 �	� , nousdéterminons

D
et
E

encomparantlespartiesréelleset imaginaires.
Le polynômev ����� estalorsobtenuendivisant :g�����"1�� D 5 E ��� X r ����� par �4���81 � � � 5 � � � . Nous
parvenonsdoncà la formule(4.5)parrécurrencesurle degréde

/ ����� .
Exemple. Le polynôme

/ ����� de(4.2)admetla factorisation

/ ����� � � ± 5 � à 1ú��� A 13� � 5  L�y1©� � ���y1 & � A ��� 5 �/� � � (4.8)

On applique(4.7)enposant� � 1#� et � � � , et (4.6) livre

�L� à 1w�KP�� � 5 ��� 5 &LÓ
���Y1 & � A ��� 5 �/� �

� 1 &
��� 5 �/� � 5

��� A 1 &/& � � 1J� 5 Ó
���¤1 & � A ��� 5 �/� �

Deuxìemeétape: posons� � 1#� et � �'&
et nousavons

�L� à 1©�/PL� � 5 ��� 5 &LÓ
���y1 & � A ��� 5 �K� �

� 1 &
��� 5 �K� � 5

�
� 5 � 5

��� � 1© �� 5 �
���Y1 & � A � (4.9)

Dansla dernìereexpression,nousécrivons� � ���;1 & � 5 &
pourque ��� � 1< �� 5 � � �0���81 & � � 1

�����y1 & � 5 &
, et (4.9)devientenfin

�L� à 1w�KP�� � 5 ��� 5 &LÓ
���Y1 & � A ��� 5 �/� �

� &
���Y1 & � A 5

1®�
���y1 & � � 5

�
�y1 & 5 1 &

��� 5 �/� � 5
�

� 5 � � (4.10)

Deuxìemepossibilit́e. Par le lemme4.1,nouspouvonsécrire

�L� à 1w�KP�� � 5 ��� 5 &LÓ
���Y1 & � A ��� 5 �/� �

� D â
���Y1 & � A 5

D 	
���y1 & � � 5

D �
�y1 & 5

E â
��� 5 �/� � 5

E 	
� 5 � � (4.11)

On calculelescoefficients
D � enmultipliant (4.11)par ���y1 & � A :

�L� à 1©�KP�� � 5 ��� 5 &LÓ
��� 5 �/� �

� D â 5 D 	����Y1 & � 5 D �¡���y1 & � � 5 ���¤1 & � A 0 �������
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où 0 ����� est une fonction bien définie au voisinagede � � &
. Les

D � sont donc les premiers
coefficientsdela sériedeTaylor de :¤����� Â ��� 5 �/� � , donńespar

D � �
&
��o +

�
+�� �

��� à 1©�/P�� � 5 �L� 5 &(Ó
��� 5 �/� � ç c0	 �

i.e.
D â �'&

,
D 	 � 1®� , D � � � . Demanìereanalogue,nousobtenons

E � �
&
�>o +

�
+�� �

�L� à 1©�/PL� � 5 ��� 5 &LÓ
���y1 & � A ç c Õ � �

i.e.
E â � 1 & , E 	 � � .

Int égration defractions simples. Dansla troisièmeétape,lestermesdela premìeresommedans
(4.5)sontintégŕesenutilisantlesformulesduparagrapheV.1 (cf. le petit tableau):

+��
���y1q� � ä �

1 &
��å�1 & �����y1q� � ä Õ 	 si å � &
{}� ���¤1q�
� si å �'&

.
(4.12)

Pourl’exemple(4.2),nousavonsavec(4.3),(4.8)et (4.10),

:¤�����/ ����� +�� � � � 1©���¤1
&

�����¤1 & � � 5
�

�Y1 & 5 � {}� ���¤1 & � 5
&

� 5 � 5 � {�� ��� 5 �/� 5 F �
Si touteslesracinesde

/ ����� sontréelles,nousavonsalorstrouvéuneprimitivede :g����� Â / ����� .
Pourintégreruntermegéńeraldela deuxìemeexpressiondumembrededroitedansl’ équation

(4.5),nousl’ écrivonssousla forme
D 5 E �

�
���¤1 � � �75 � � � ä �
E ���Y1 � �

�4���¤1 � � �65 � � � ä 5
D 5 E �

�4���y1 � � �65 � � � ä �
Le premiertermede cetteexpressionest intégŕe en faisantla substitution> � ���É1 � � � 5 � � ,
+C> � �����J1 � ��+�� . Pour le deuxìemeterme,nousutilisons la substitution > � ���31 � � Â � et
obtenonsl’int égrale(3.16)duparagrapheV.3. Ainsi, nousavonspour å �W&

D 5 E �
���¤1 � � � 5 � � +�� �

E
�
{�� �
���y1 � � � 5 � � � 5 D 5 E �

� k!¢ �#û k/� �y1 �� �
et pour å � &

D 5 E �
�4���y1 � � � 5 � � � ä +�� �

1 E
����å�1 & ���
���¤1 � � � 5 � � � ä Õ 	 5

D 5 E �
� �nä Õ 	

ÿ ä �y1 �� �
où
ÿ 	���>K� �Qk!¢ ��û kK� > et par(3.17)

ÿ ä�¯0	���>K� � >
��åa�?> � 5 & � ä 5

��åÁ1 &
��å

ÿ äÔ�?>K�4� (4.13)

Exemple. Le lemme4.1donnela décompositionsuivantepourla fonction � & 5 � à � Õ 	 :

&
& 5 � à

� &
��� �75 7 �L� 5 & ����� � 1 7 ��� 5 & �

� D 5 E �
� �75 7 ��� 5 & 5

F 5 G �
� � 1 7 ��� 5 & �
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Multiplions cetterelationpar ��� � 5 7 ��� 5 & � et posons� � �?1 & $É��� Â 7 � . Celadonne

&
� ç ���

� & $J�
�

� D 5 E �?1 & $J�4�7 � �
et
D � &�Â � , E � 7 � Â � apparaissenten comparantles partiesréelleset imaginairesdesdeux

membres.Lesconstantes
F �'&�Â � et

G � 1 7 � Â � s’obtiennentdemanìereanalogue.Cescalculs
livrentfinalementle résultat

+��& 5 � à
� 7 �

 
{}� � � 5 7 ��� 5 &
� � 1 7 ��� 5 & 5

7 �
�

k!¢ ��û kK� ��� 7 � 5 & � 5 k4¢ ��û k/� ��� 7 ��1 & � � (4.14)

Remarque. La décompositionenfractionssimplesfut un desstimulantsauréveil de l’int ér̂et des
math́ematiciensdu XVIII

�
sièclepourlesracinesdespolynômeset pourl’algèbre.

V.5 Substitutions importantes

Le résultatpréćedentvanouspermettre,grâceàdiversessubstitutions,detrouverla primitivepour
d’autresclassesde fonctions. Danstout cequi suit,

�
repŕesenteunefonction rationnelleà une,

deuxou troisarguments.

Int égralesde la forme
� � �7 ��� 5 Çd�
���4+�� . Voici unesubstitutiońevidente:

�7 ��� 5 Ç � î
� � � î � 1wÇ
� � +�� � �

�
X î � Õ 	 X +�î
� (5.1)

elle donne

� �7 ��� 5 Ç(�
� +�� � �
�

� î
� î
� 1�Ç
� î � Õ 	 +�î � � ��î ��+�î��

où
� ��î
� estunefonctionrationnelle.On peutdonccalculercettedernìereintégralepar les tech-

niquesdévelopṕeesci-dessus.

Int égralesde la forme
� �?ï Ú ç �4+�� . Il est évidentde poserici î � ï Ú ç avec +�î � U,ï Ú ç +�� et

+�� � +�î Â ��UCî � . La fonctionà intégrerqui enrésulteestunefonctionrationnelle.

Exemple,

+��
� 5 � |}�@þ � � +��

� 5 �?ï ç 1©ï Õ ç � Â �
� � +�î

î �65 ��îy1 & �
� � +�î

��î 5 �/� � 1©�
� &
7 � {}�

î 5 ��1 7 �
î 5 � 5 7 � �

&
7 � {}�

ï ç 5 �e1 7 �
ï ç 5 � 5 7 � �

Int égralesdela forme
� � � |�� � � �L�/� � � û kK� ���4+�� . Unedespluscélèbresdécouvertesdel’Antiquit é

grecque(Pythagore570–501av.J.-C.,voir aussiR.C.Buck 1980,Sherlock Holmesin Babylon,
Am. Math.Monthly vol. 87,Nr. 5, p.335-345)sontlestriplets ���*���*���K� , ���/� & �*� & �/� , ���*���/�*�L�/�/� , ����� ,
qui satisfont� � 5 Ç � ��æ � etsontdela forme(î , ��î � 1 & � Â � , ��î � 5 & � Â � ) ; celasugg̀erela substitution

� |�� � � ��î& 5 î � �
�L�/� � �

& 13î �& 5 î � �
û k/� � � ��î& 1Jî � � (5.2)
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On vérifie que � |�� � � î=� & 5 �L�/� ��� ; par conśequentle point
� �L�/� � � � |�� ��� est l’intersectionde la droite

ýÈ� î=� & 5 ù � et du
cercleunité (voir la figure).Donc î � û k/� ��� Â �/� , � � � k!¢ �#û k/� î ,
et

+�� � �& 5 î � +�î
� 	 Õ ó é	u¯ ó é
� ó	u¯ ó é�î� Â �

Cettesubstitutiontransforme
� � � |�� � � ���K� � � û k/� ���4+�� en inté-

graled’unefonctionrationnelle.

Exemple. +��
� 5 � |}� �

� �*+�î
� & 5 î � ����� 5 � ó	u¯ ó é �

� +�î
î �75 î 5 & �

La dernìereintégralenousestdéjà connue(4.18); parconśequent,

+��
� 5 � |}� �

� �7 � k!¢ ��û kK�
�7 � î 5

&
�

� �7 � k!¢ �#û k/�
�7 � û k/� �

� 5
&
� �

Int égralesde la forme
� � 7 ��� �­5 �*Ç�� 5 æ �
���4+�� . L’id ée(Euler 1768,

�
88) estde définir une

nouvellevariable> parla relation ��� � 5 �*Ç�� 5 æ=� �"���Y1©>K� � . Celadonnela substitution

� � �C> � 1 æ
�0�?Ç 5 �¡>Ô� � +�� � �"�?�C> � 5 �*Çd> 5 æ �

���?Ç 5 �C>K� � +¡>K�
7 ��� � 5 �*Ç�� 5 æ%� $ 7 �«��>�13��� � $ 7 � X �C> � 5 �*Çd> 5 æ

����Ç 5 �¡>Ô� �
> � �g$ 7 ��� �75 �*Ç�� 5 æ

7 � �
(5.3)

et il s’agit à nouveaudecalculerl’int égraled’unefonctionrationnelle.
Parfois, il est plus simple de transformerl’expression7 ��� �=5 �/Çu� 5 æ

par une substitution
linéaire> �è� � 5 � , enunedesformes

7 > � 5 & � 7 > � 1 & � 7 & 1w> � �
Puis,lessubstitutions

> � � |��Aþ î
� > � �L�/� þ î
� > � � |�� î (5.4)

permettentd’éliminerlesracinescarŕeesdel’int égrale.

Exemple. Consid́erons,unefois deplus,l’int égrale(3.15).En posant� � � |}�@þ î , nousobtenons

7 � �­5 & +�� � �L�/� þ � î;+�î � &
� 5

���/� þ �Lî
� +�î � î

� 5
� |}�@þ ��î

�
� î

� 5
� |��Aþ î ���/� þ î

�
� &
�
{�� ��� 5 7 � �75 & � 5 � 7 � � 5 &

� �
Remarquons,quela fonctioninversede � � � |��Aþ î estobtenueenposant� � ï ó dansla définition
de � |}�@þ î et encalculantles racinesdu polynôme � � 1z�����Y1 &8� P cequi estéquivant à ��� �
�;1q� Õ 	 .
V.6 Exercices



Chapter VI

Equationsdiff érentiellesordinair es

Uneéquationdifférentielleordinaireestuneéquationdela forme

- § � ÑZ��� �
-,� ou - § § � ÑZ��� �
-a�
- § � ou �����
Il s’agitdoncdetrouverunefonction-)����� telleque- § ����� � ÑZ��� �.-Z�����4� ou - § § ����� � ÑZ��� �.�­�������.- § �����4�
pourtout � dansun certainintervalle.

Danscechapitrenouscommenc¸onsparle casoù -)����� estunefonctionscalaire.Noustraitons
quelquesexempleshistoriques,etdesprobl̀emesqu’onpeutrésoudreanalytiquement.(Cettepartie
suit deprèsla présentationdesparagraphesII.7 et II.8 du livre “L’analyseaufil de l’histoire” de
Hairer & Wanner.) Ensuitenousconsid́eronsla situationoù -)����� est une fonction vectorielle
(-yb f �

) et nousétudionsl’existenceet l’unicit édessolutions.

VI.1 Exempleshistoriques

Un excellentarticle sur l’origine deséquationsdifférentiellesestécrit par G. Wanner1. Nousen
prenonsdeuxexemples.

VI.1.1 La tractrice

Lors du séjour de Leibniz à Paris (1672–1676)durant lequel il suit des
coursd’Huygens,ClaudePerrault,célèbreanatomisteet architecte,lui
posele probl̀emesuivant : quelleest la courbequi a la propriét́e qu’en
chacundesespoints : le segmentdela tangenteentre : et l’axe � estde
longueurconstante� ? Pourconcŕetisercettequestion,Perraulttire deson
goussetune“horologio portabili suaethecaeargenteae”et la fait glissersur la table. Il précise
qu’aucunmath́ematicienparisienni toulousain(Fermat)n’a ét́e capablede trouver l’ équationde
la courbe.

Leibniz publiesasolutionen1693enaffirmantla connâıtre depuislongtemps: puisque

+�-
+��

� 1 -
� � 1É- � � i.e. 1 � � 1J- �

- +�- � +�� � (1.1)

on trouve la solutionparquadratures.Leibnizaffirmequec’estun “f ait bienconnu”quecetteaire
peutêtreexpriméeà l’aide d’un logarithme,cequi sevérifie avec la substitution � � 13- � � � ,

1G. Wanner, Leséquationsdifférentiellesont 350ans, L’EnseignementMathématique34 (1988),365–385.
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� � 1É- � � � � , 1¬-Á+�- � �Á+a� , qui mèneà

� 5 F � 1 � � 13- �
- +�- � � �

� � 1q� � +a� � 1 & 5 �
�

&
��1q� 5

&
� 5 � +a�

� 1��;1 �
�
{ �  �«11�

� 5 � � 1 � � 13- � 1�� { �  �«1 � � 13- �
- �

Si l’on veutque- � � pour � � P , la constanted’intégartions’annule.

VI.1.2 La caténaire

Galilée (1638) affirme que la forme d’une châıne suspendueentredeux clous est presqueune
parabole. Environ 20 ansplus tard, un jeuneHollandaisâǵe de 16 ans(ChristiaanHuygens)
démontrel’impossibilité de ce résultat. Enfin, la solutiondu probl̀emede la forme d’une corde
flexible suspendue(“Linea Catenariavel Funicularis”)parLeibniz (1691)etJoh.Bernoulli (1691)
fut unsucc̀esconsid́erablepourle calculdifférentiel.

¨

Ã
�

-
:

D
�

FigureVI.1: La cat́enaire(gauche)et undessindeLeibniz de1691(droite)

Pourun point : de la courbe,consid́eronsla forcehorizontalë et la forceverticale Ã (fig-
ureVI.1). Nousavonsalorsque ¨ � �¡� Ã � r �
(où � et r sontdesconstanteset � estla longeurd’arc

D : ) parcequ’il n’y apasdeforcehorizontale
extérieureet Ã repŕesentela pesanteurde la partie

D : dela châıne. En notantla penteen : par
v � - § , nousobtenons

v � +�-
+��

� Ã¨ � r �
� �

Aprèsdifférentiation,nousavonsavec
æ%� � Â r

æ)X +�v � +I� � & 5 v � +�� � (1.2)

uneéquationdifférentiellepour les variablesv et � . En utilisant la substitutionv � � |}�@þ î , une
intégrationdonne2

�Y13��â ��æ +�v& 5 v �
��æ +�î ��æ)X î
�

Parconśequent,

v � � |}�@þ �Y1É��âæ et - � í 5 æZX �L�/� þ �¤13��âæ � (1.3)

2Rappelonsque �����	��
hÉ Â
��� ¬ �����4Æ
� ¦ , ��������
hÉ Â
�����������4Æ
� ¦ , ��������� 
 ¬ �����	�	� 
áÉ ¤ , la dérivéede !�"$#	%�
 est����!�%�
 et la dérivéede ����!�%�
 est !�"$#	%�
 .
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VI.2 Quelquestypesd’ équationsint égrables

Discutonsmaintenantdequelquestypessimplesd’équationsdifférentiellesqui peuventêtrerésolues
pardescalculsd’intégrales(“par quadrature”).

VI.2.1 Équations à variablesséparées

Touslesexemplespréćedents,̀asavoir (1.1)et (1.2),sontdu type&('*),+.-0/21�34-5&�176 (2.1)

On lesrésoutenécrivant & ' )98:&<; 8:/ , en“séparantlesvariables”etenintégrant,i.e.8:&34-0&�1 ),+.-5/21=8:/ et
8:&34-0&�1 ) +>-5/21=8:/@?BAC6 (2.2)

Si D -5&�1 et E -0/21 sontdesprimitivesde F ;�34-0&�1 et de +.-5/21 respectivement,la solutionestexprimée
par D -0&�1.) E -0/21G?HA .

Exemple2.1 La loi logistique(Verhulst1837),décrivantla croissanced’unepopulation,estdonńe
parl’ équationdifférentielle I&J),KL&NMPOQ&SR
où K et O sontdesconstantespositives(

I& repŕesentela dérivéeparrapportautemps;nousécrivonsT
aulieu de / ). Supposonsque KU)VOW) F . En séparantlesvariableset enutilisant8:&&.- F MX&�1 ) 8L&& ? 8:&

F MY&[Z
on trouve la solutionsousla forme(avecla constante
détermińepar &>-]\ 1.)^& _ )

`ba &
F MY& ) T ? A resp. &>- T 1.) Adcfe

F ?HAdc e 6 2 40

1

VI.2.2 Équations linéaireshomog̀enes

Un casparticulierimportantde(2.1)est & ' )V+>-5/21�&�6 (2.3)

Sasolutionestdonńeepar

`ga &h) +.-0/21=8L/i? A ou &J)VAHj k�l�m +.-0/21=8:/ 6 (2.4)

VI.2.3 Équations linéairesinhomogènes

Elle estdela forme &('*),+.-0/21�&N?X3>-0/21 (2.5)

etle terme3>-0/21 estl’inhomogéńeitédel’ équationdifférentielle.Le proćed́ederésolutions’appelle
variation desconstantes. L’id éeestdeprendrela solution(2.4) de l’ équationhomog̀eneavec A
remplaḉeeparunefonction n -0/21 et dedéterminern -5/21 afindesatisfaire(2.5).On pose

&>-5/21.) n -5/212jpoW-0/21 où oW-0/21.),k�l�m q_ +.- T 1=8 T Z (2.6)
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on calculesadérivée & ' -5/21r) n ' -5/21�oW-0/21s? n -5/21]o ' -5/21t) n ' -0/21�oW-5/21s? n -0/217+.-0/21�oW-5/21 et on compare
avec(2.5). Ceciimplique n ' -0/21�oW-5/21.)u3>-0/21 et unesimpleintégrationdonne

&>-5/21.)VABjpov-0/21G?XoW-5/21 q_ 34- T 1ov- T 1 8 T 6 (2.7)

Cetterelationmontrequela solutionde (2.5) estla sommede la solutiongéńerale de l’ équation
homogèneet d’unesolutionparticulièredel’ équationinhomogène.

VI.2.4 Équationsdiff érentiellesd’ordr e2

Uneéquationdifférentielled’ordre2 estdela forme

&S' 'w)9+.-5/ Z & Z &('5176
La résolutionanalytiqued’une telle équationestrarementpossible.Il y a pourtantquelquesex-
ceptions.

Équationsnedépendantpasde x . Il estnatureldeposery )B& ' pourquel’ équationdifférentielle& ' ' )V+.-0/ Z & ' 1 deviennel’ équationdupremierordrey ' )V+.-5/ Z y 1 . Remarquonsquel’ équation(1.2)
dela cat́enaireappartient̀acetype.

Équations nedépendantpasde z . Il s’agit d’uneéquationdifférentielledela forme

& ' ' )V+.-5& Z & ' 176 (2.8)

L’id éeestdeconsid́erer& commevariableindépendanteetdechercherunefonction y -0&�1 telleque& ' ) y -5&�1 . La règledela dérivationd’unefonctioncompośeedonne

& ' ' ) 8 y8L/ ) 8 y8:& j 8:&8:/ ) y ' j y Z
et la formule(2.8)devientuneéquationdu premierordre

y '{j y ),+>-5& Z y 176 (2.9)

Unefois la solutiony -5&�1 de(2.9) trouvée,il resteà intégrer& ' ) y -0&�1 , uneéquationdetype(2.1).

Exemple2.2(pendulemathématique) Le mouvementd’un
penduleestdécrit parl’ équation(avec | )^}~)u3@) F )

&(' '�?u��� a &J)9\ ��
|
| 3���� a &(& désignel’ écartparrapportàlapositiond’équilibre).Comme

cetteformulenedépendpasde
T

(nousécrivonsdenouveau
T

aulieu de / ), nouspouvonsutiliser la transformationci-dessus
pourobtenir y j�8 y )VMY��� a &Nj�8L& et

y R� ),��� � &N?BAC6
Si l’on dénotel’amplitudedesoscillationspar � (le casoù y )�& ' )�\ ), on obtient A�)�MX�p� � �
et parconśequent

y ) 8L&8 T ) � �p� ��&�M � �p� � � (2.10)
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qui est à nouveauuneéquationdifférentiellepour & . La séparationdesvariablesdonneenfin la
solutionexpriméesousformeimplicite à l’aide d’uneintégraleelliptique�

_ 8:�� � �p� � �NM � �p� � � ) T
(2.11)

(la constanted’intégrationestdétermińeeparla condition&h)9\ pour
T )9\ ).

Mêmes’il n’estpaspossibled’exprimerl’int égralede(2.11)entermesdefonctionsélémentaires,
cetterepŕesentationest trèsutile. Par exemple,si � est la périodedesoscillations,la déviation
maximale� estatteintepour

T ) � ;�� . Donc,la périodeestdonńeepar(rappelonsque F M��p� � &J)� ��� a R -5&�; � 1 )
� ),� �_ 8:&� � �p� � &NM � ��� � � ) � �_ 8L&

��� a R - � ; � 12MB��� a R -0&<; � 1 6 (2.12)

Avecl’abréviation��� )9��� a - � ; � 1 et enutilisantla substitution��� a -0&<; � 1>) � ��� at� , onobtient

� )9� �p� R_ 8 �
F M � R ��� a R � )�� �L� _

M F ; �� -]M F 1
�
� R
�

�p� R_ ��� a R
� � 8 � ) �p� F ? � RF�� ? F Fp�� ¡ \ ¢ � ?d6:6:6 6

Nousvoyonsquela période� dépenddel’amplitude � ; elle estprochede
�p�

si � estpetit.

VI.3 Équationsdiff érentielleslin éaires

Soient KL_{-5/21 , K¤£L-5/21 Z 6:6:6 Z K�¥�¦*£:-5/21 desfonctionsdonńees.On appelle

&<§ ¥�¨ ?BK�¥�¦*£:-5/21]&G§ ¥ ¦*£©¨ ?H6:6:6�?HK¤£L-5/21]& ' ?BKL_¤-5/21�&J)9\ (3.1)

uneéquationdifférentiellelinéairehomogèned’ordre ª et

&<§ ¥ ¨ ?BK	¥ ¦*£:-0/21�&<§ ¥�¦*£©¨ ?H6:6p6�?HK¤£:-0/21�& ' ?HKL_¤-5/21]&h)V+.-0/21 (3.2)

uneéquationdifférentiellelinéaire inhomogène(si +.-0/21�«¬ \ ). Pourle membredegauchedeces
équations,introduisonsle symbole­ -5&�1 � )u& § ¥�¨ ?PK	¥ ¦*£p-5/21�& § ¥ ¦*£©¨ ?B6:6:6�?BKL_¤-5/21�&�6 (3.3)

Leséquations(3.1)et (3.2)s’écriventalors­ -5&�1>),\ respectivement
­ -5&�1.),+(6 (3.4)

L’opérateur différentiel
­

opère sur desfonctions &.-0/21 et le résultat
­ -0&�1 est de nouveauune

fonction,donńeepar(3.3). Il aunepropríet́e importante,la linéarité, i.e.­ - n £�&*£G? n R & R 1®) n £ ­ -0&=£�1G? n R ­ -5& R 176 (3.5)

Le résultatsuivantestuneconśequenceimmédiatedecettelinéarit́e.

Lemme3.1 Soient&=£:-0/21 Z & R -5/21 Z 6:6:6 Z &�¥w-5/21 ª solutionsdel’ équationhomogène(3.1).Alors,pour
desconstantesarbitraires n £ Z 6:6:6 Z n ¥ , la fonction

n £�&=£:-0/21G? n R & R -0/21G?H6:6p6�? n ¥	& ¥w-5/21 (3.6)

estaussiunesolutiondecetteéquation.
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Remarque. La solutiond’uneéquationd’ordre1 comporteuneconstante(voir le paragrapheVI.2) ;
la solutiond’une équationd’ordre 2 comportedeux constantesarbitraires(voir par exemplela
formule (1.3)). Par analogie,on peut supposer(Euler) que la solution d’une équationd’ordreª comporteª constanteset que(3.6) est la solutiongéńerale de (3.1) (si &=£p-5/21 Z 6:6:6 Z &�¥w-5/21 sont
linéairementindépendantes).3

Lemme3.2 Nousavonsque

solutiongéńeralede
l’ équat.inhomogène(3.2)

) solutiongéńeralede
l’ équat.homogène(3.1)

? solutionparticulièrede
l’ équat.inhomogène(3.2)

Démonstration. Soit & unesolutionparticulìerede (3.2), i.e.
­ - &w1d)¯+ . Pourunesolutionarbi-

traire & de(3.1) (i.e.
­ -5&�1°)±\ ), nousavons

­ -0&i? &w1�)±+ par (3.5) et &�? & estunesolutionde
(3.2).

D’autre part, si & estuneautresolutionde (3.2) (i.e.
­ - &w1d)¯+ ) alors,de nouveaupar (3.5),

nousavons
­ - &@M &w1²)³\ et &´) &@?µ- &@M &w1 estla sommede & et d’unesolutionde l’ équation

homog̀ene(3.1).

Conclusion.Il fauttrouver, pourrésoudreentìerementleséquations(3.1)et (3.2) :¶ ª solutionslinéairementindépendantesde(3.1),¶ unesolutionde(3.2).

VI.3.1 Équationshomog̀enesà coefficientsconstants

La résolutioncompl̀etede l’ équation(3.1) en formulesanalytiquesest rarementpossible. Il y
a pourtantdesexceptions,dont la plus importanteseprésentelorsqueles coefficients K�·�-5/21 ne
dépendentpasde / , i.e. & § ¥ ¨ ?HK	¥ ¦*£�& § ¥�¦*£©¨ ?B6:6:6�?HK(£¸& ' ?BK	_�&h),\�6 (3.7)

L’id éeessentiellepourla résolutionde(3.7)consistèa rechercherdessolutionsdela forme&>-5/21.),cf¹ q�Z (3.8)

où º estuneconstantèadéterminer. En insérantlesdérivées&('©-0/21�) º c ¹ q Z &S' '©-5/21®) º R	c ¹ q Z 6:6:6 Z & § ¥ ¨ -5/21®) º ¥ c ¹ q Z
dansl’ équation(3.7),on obtient- º ¥ ?HK	¥ ¦*£ º ¥ ¦*£ ?B6:6:6�?BK(£ º ?HKL_L17cf¹ q )9\�6 (3.9)

La fonction(3.8)estdoncunesolutionde(3.7),si et seulementsi º estunesolutiondel’ équation
caract́eristique »�- º 1�)�\ Z »�- º 1 � ) º ¥ ?HK	¥ ¦*£ º ¥�¦*£ ?B6:6:6�?BK¤£ º ?HKL_	6 (3.10)

Racinesdistinctes. Si l’ équation(3.10)admetª racinesdistinctesº £ Z 6:6:6 Z º ¥ , alors c ¹�¼ q Z 6:6p6 Z c ¹L½ q
sontª solutionslinéairementindépendantesde(3.7). La solutiongéńeraleestalorsdonńeepar&>-5/21.) n £�c ¹ ¼ q ? n R c ¹�¾ q ?H6:6:6�? n ¥(c ¹ ½ q 6 (3.11)

3On dit que les fonctions ¿ À�ÁÃÂ*Ä¸Å�Æ�Æ�Æ�Å¸¿:Ç�Á�Â=Ä sont linéairementindépendantessi la combinaisonlinéaire(3.6) est
identiquementnulle seulementsi tous les È�É sont nuls. Par exemple, ÊfÅ¸ÂSÅ¸Â � Å¸Â�Ë sont desfonctions linéairement
indépendantes.
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Racinesmultiples. Examinonspourcommencerle cassimpledel’ équationdifférentielle&<§ ¥�¨ ),\ Z (3.12)

dontl’ équationcaract́eristiqueº ¥ )Ì\ poss̀edeuneracine,demultiplicité ª . La solutiongéńerale
de(3.12)estmanifestementn £<? n R /i? n�Í / R ?B6:6:6�? n ¥L/ ¥ ¦*£ , unpolynômededegré ª M F .

Étudionsensuitel’ équation &S' ' '{M ¡ K:&S' '�? ¡ KLR�&('{MHK Í &h)9\ Z (3.13)

dont l’ équationcaract́eristique - º MÎK�1 Í )�\ poss̀edela racine K demultiplicité
¡
. Nouspouvons

alorsintroduireunenouvelle fonction oW-5/21 enécrivant&.-0/21.),cfÏ q jpoW-0/2176 (3.14)

Si nousdérivons oW-5/21Ð)Ñc ¦ Ï q j�&.-0/21 trois fois, nousobtenonspour oW-5/21 l’ équationo ' ' ' )Ò\ . La
solutiongéńeralede(3.13)estdoncdonńeepar&>-5/21.)9c Ï q j=- n £<? n R /@? n�Í / R 1�6 (3.15)

Pourle casgéńeralon a le résultatsuivant.

Théorème3.3 Si le polynômecaract́eristique(3.10)sefactorisesousla forme»�- º 1.)Ó- º M º £�1�Ôr¼�- º M º R 1QÔ ¾ j�6:6:6�j=- º M º � 1�ÔWÕ
(avecdes º · distincts),alors la solutiongéńeralede(3.7)estdonńeepar&.-0/21.) y £L-0/217c ¹�¼ q ? y R -0/217c ¹ ¾ q ?H6:6p6�? y � -5/21�c ¹ Õ q Z (3.16)

où les y ·7-5/21 sontdespolynômesarbitrairesde degré | ·2M F (cettesolutioncontientexactement
�
·
Ö*£ | ·G) ª constanteslibres).

Démonstration. Nousillustrons la démonstrationdansle casde deuxracinesmultiples »�- º 1�)- º MPK{1 Í - º MPO�1 R . L’ équationdifférentiellepeutêtreécritesousla forme-0&S' ' '©M ¡ K:&(' '�? ¡ KLR7&S'�MHK Í &�1�' '{M � O�-0&S' ' '©M ¡ K:&(' '�? ¡ KLR7&S'�MHK Í &�1�'�?HO©R{-5&(' ' 'QM ¡ K:&S' '�? ¡ K	R7&('QMBK Í &�1.)9\ 6
Chaquesolutionde (3.13) estdoncaussisolutionde cetteéquationdifférentielle. Écrit sousla
forme-5&(' '�M � OQ&S'�?HO©R7&�1�' ' '{M ¡ K�-0&S' 'QM � OQ&('�?HO©R7&�1�' '�? ¡ KLR{-5&(' '�M � OQ&S'�?HO©R7&�1�'�MPK Í -5&(' 'QM � OQ&S'Q?BO©R�&�1.)9\ Z
on voit que cf× q -�8¤£Ø?P8 R /21 estégalementunesolution.L’affirmationestdoncuneconśequencede
la linéarit́e.

Éviter l’arithm étique complexe. Le résultatdu théor̀eme3.3 est égalementvalablepour desº · complexes. Cependant,si les coefficients K	· de l’ équation(3.7) sont réels,nouscherchons
avant tout à obtenirdessolutionsréelles.Le fait queles racinescomplexesdespolynômesréels
apparaissentparpairesconjugúeesnouspermetdesimplifier (3.16). Soient º £t) � ?´Ù�Ú et º R )� MÛÙ�Ú deuxracinescomplexesconjugúees.Lestermesdela solution(3.16)qui correspondent̀a
cesracinessontalorsdonńesparun polynômemultipliéparcfÜ q - n £7c ·ÃÝ q ? n R c ¦ ·ÃÝ q 1�6 (3.17)

Avecla formuled’Euler c ·ÃÝ q )9��� ��ÚØ/i?XÙ=��� a Ú2/ , cetteexpressions’écritc Ü q -�8¤£Þ�p� � Ú2/@?H8 R ��� a Ú2/21.)VAdc Ü q ��� a°ß �p� � Ú2/i?B��� � ß ��� a Ú2/ )VAdc Ü q ��� a -ÃÚ2/J? ß 1 Z
où 8(£r) n £Ø? n R et 8 R )àÙ	- n £4M n R 1 sontdenouvellesconstantes.En utilisant 8 R ?´Ù78(£r)�Adc ·Ãá )AY��� � ß ?YÙfAY��� a°ß , l’expressiondevient encoreplussimple.Voir la figureVI.2 pourun dessinde
cettesolution.
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��â \ �äã \
FigureVI.2: Oscillationsstableet instable

VI.3.2 Équations linéairesinhomogènes

Le probl̀emeconsistèa trouverunesolutionparticulìerede
­ -0&�1>),+ , i.e. de

& § ¥ ¨ ?HK	¥ ¦*£]& § ¥ ¦*£©¨ ?B6:6:6�?BK¤£�& ' ?BKL_7&h),+.-0/2176 (3.18)

Le résultatsuivantestuneconśequenceimmédiatedela linéarit́ede(3.5).

Lemme3.4(Principe de superposition) Si &=£:-0/21 et & R -5/21 sontdessolutionsde
­ -5&*£�1@)å+�£ et­ -0& R 1.)V+ R , alors n £]&=£p-5/212? n R & R -5/21 estunesolutionde

­ -5&�1>) n £�+ £G? n R + R .
Il y adeuxapprochespourdéterminerunesolutionparticulìerede(3.18):

¶ La méthodede la variation desconstantes. On a vu cettetechniquepour deséquations
de premierordre(paragrapheVI.2.3) et nousallonsla voir pour dessyst̀emesd’équations
différentielleslinéairesdansle paragrapheVI.6.

¶ La méthoderapide. Elle est trèsefficace,maiselle estapplicableseulementsi le second
membre+.-5/21 dans(3.18)estunesommede termessimples. Par le lemme3.4 cestermes
peuventêtretraitéssépaŕement.

La méthoderapide. C’estuneapprochequi estpossiblesi +.-0/21 estunecombinaisonlinéairede/wæ , c Ï q , c Ü q ��� a -5ç./21 Z 6:6:6 , pluspréciśementsi +.-5/21 estelle-mêmesolutiond’uneéquationlinéaire
homog̀eneàcoefficientsconstants.On essaiedetrouverunesolutionavecla mêmestructure.

Exemple3.5 Consid́eronsle casoù +.-5/21 estun polynômededegré
�
, parexemple

& ' ' ' ?Bè�& ' ' ? � & ' ?X&h) � / R ?X/Ø6 (3.19)

Cherchonsunesolutiondela forme

&.-0/21.),K�?BOQ/J? n /=R	6 (3.20)

En insérantlesdérivéesde(3.20)dans(3.19),il vient

n /=R�?V-]O4?B� n 1]/@?,-�KC? � O4? F \ n 1.) � /=R�?X/Ø6
En comparantlescoefficientsdesmêmespuissancesde / , on a n ) �

, Oé)êMd¢ et Kë)ÒM � . Une
solutionparticulìerede(3.19)estdonc

&>-5/21.) � /=RWMu¢p/hM � 6
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Exemple3.6 Supposonsque +.-0/21 soit unefonctionsinus,

& ' ' MX& ' ?X&h)���� a � /Ø6 (3.21)

Il nesuffit pasdeprendre&>-5/21.)9K²j ��� a � / , puisque& ' contient�p��� � / . Posonsdonc

&>-5/21.)VKCj ��� a � /J?BO4j �p��� � / Z (3.22)

calculonslesdérivéeset insérons-lesdans(3.21).Nousobtenonsla condition

-�KC? � O4MH� K{1*��� a � /i?V-]O>M � KCMH��Of1*�p� � � /ì)9��� a � /Ø6
Nousendéduisonsle syst̀emelinéaireM ¡ K(? � Ov) F , M � KSM ¡ Ov),\ , dontlasolutionest Ké),M ¡ ; F ¡ ,OW) � ; F ¡ . Parconśequent,unesolutionparticulìerede(3.21)est

&.-0/21�)9M9íÊ í ��� a � /i?ïîÊ í �p� � � /Ø6 (3.23)

Uneautrepossibilit́epourrésoudre(3.21)consistèaconsid́ererl’ équation

& ' ' MY& ' ?X&J)Vc R · q (3.24)

et à en chercherunesolutionde la forme &.-0/21U) � c R · q . En insérantles dérivéesde � c R · q dans
(3.24),nousobtenonsMd� � M � Ù � ? � ) F et � )Ó-�M ¡ ? � Ù�17; F ¡ . Unesolutionde(3.24)estdonc

&.-0/21.)¯ð í � îfñÊ í c7R · q 6 (3.25)

Comme(3.21)estla partieimaginairede(3.24),nousobtenonsla solutionde(3.21)enprenantla
partieimaginairede(3.25).

Justification de cetteapproche.Par hypoth̀ese,+.-5/21 satisfait
­ £:-�+�1[)Ì\ , où

­ £ estun opérateur
différentielà coefficientsconstants.En appliquantcetopérateur̀a l’ équation(3.18),i.e. à

­ -0&�1[)+ , nousobtenons- ­ £ ­ 1L-0&�1>)�\ , et la solutionde(3.18)estunesolutiondel’ équationdifférentielle
linéairehomog̀ene - ­ £ ­ 1:-5&�1u) \ . La solution géńerale de cette équationest donńee par le
théor̀eme3.3.

Casde résonance.Consid́eronsparexemplel’ équation

&S' '�?X&h)���� a /Ø6 (3.26)

Il nesuffit pasdeposerici &>-5/21.)VK���� a /t?ëOw�p� � / , carcettefonctionestunesolutiondel’ équation
homogène. La justificationci-dessus(voir aussifigureVI.3) noussugg̀eredetenter

&>-5/21.)9K:/U��� a /J?BO©/é�p��� /Ø6 (3.27)
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FigureVI.3: Solutionde & ' ' ?ä&h),��� a ç./ , &>-]\ 1.)�\ , & ' -¸\ 1®) F , çu) F 65\ ò Z F 6g\ ¡ Z F 65\ F è Z F 6
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La méthodeusuelle(insérerlesdérivéesde(3.27)dans(3.26))livre
� K[��� � /iM � Ow��� a /ó)9��� a / , et

donc Kd),\ et OW),M F ; � . Ainsi, unesolutionparticulìerede(3.26)estdonńeepar

&>-5/21.),M Êî /é�p��� /Ø6 (3.28)

Elle explosepour /õô ö (cf. figureVI.3).

VI.4 Syst̀emesd’ équationsdiff érentielles– exemples

Danslespremiersparagraphes,nousavonsconsid́eŕe deséquationsdifférentiellespourunefonc-
tion scalaire.A partir demaintenantnousétudionsdesprobl̀emes

&('*),+.-0/ Z &�1 (4.1)

où + � ÷ ¥ ô ¥
. On chercheunefonctionvectorielle& �=ø ô ¥

définiesurun intervalle ø
et satisfaisant& ' -0/21®),+.-0/ Z &.-0/21�1 pourtout /ìù ø .

Remarquonsqu’uneéquationdifférentielled’ordresuṕerieur, parexemple

ú ' ' ' )u34-5/ Z ú Z ú Z ú ' ' 1 Z
peutêtretransforḿeeenun syst̀eme(4.1) d’ordreun. En posant&*£�)Òú , & R )³ú ' et & Í )³ú ' ' , on
obtient &=£& R& Í

' ) & R& Í3>-0/ Z &=£ Z & R Z & Í 1
qui estsousla formesouhait́ee.

VI.4.1 Le problèmedeLotka–Volterra

Commenc¸onspar un probl̀emede la biologie math́ematique.Le développementde deuxpopu-
lations(par exemple,&=£:- T 1 pour le nombrede lynx et & R - T 1 pour le nombrede li èvres)peutêtre
mod́eliséparleséquationsdeLotka-Volterra

& ' £ )B&*£:- � & R MXÚ�1 Z & 'R )u& R -5ûhMPüf&=£�1 Z (4.2)

où
� Z Ú Z û Z ü sontdesconstantespositives. Ceci impliquequela population&*£ crôıt si & R estplus

grandqu’unecertainevaleurdeseuil (ÚW; � ) alorsquesinonelle décrôıt. Pourl’autre population,
c’estle contraire.

1 2 3 4

1

2

3

1 2 3 4

1

2

3

&=£

& R champdevecteurs

(1)
(2)

(3) &=£

& R invariants

FigureVI.4: Champdevecteurs(gauche)et invariants(droite)pour le probl̀eme(4.2) deLotka-
Volterraavec

� )uÚ´)Vü�) F et ûõ) �
.
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Cetteéquationdifférentielleestsousla forme & ' ),+.-5&�1 où + � R ô R . Elle estrepŕesent́ee
graphiquementdansla figureVI.4 (dessindegauche).Pourunpoint &h)Ó-0&=£ Z & R 1�e , le vecteur+.-5&�1
estdessińe commeuneflècheattach́eeaupoint & . L’ équationdifférentielleexprimele fait quela
solutionestobligéedesuivrecesflèches.

Onvoit surla figureVI.4 quela solutiondusyst̀eme(4.2)traversetrois étapes:(1) si la popula-
tion delynx estpetite,celledesli èvrescrôıt; (2) dèsqu’il y asuffisammentdeli èvres,la population
de lynx crôıt entrâınantunediminution de celle desli èvres;(3) la populationdeslynx décrôıt à
causedu manquedeli èvres.Cestrois étapesserép̀etentcycliquement.

Invariant du problèmede Lotka-Volterra. Pourétudierlessolutions,divisonslesdeuxéqua-
tionsde(4.2) et consid́erons&*£ commefonctionde & R (ou & R commefonctionde &*£ ). On obtient
ainsi(parséparationdevariables)

8L&*£8L& R ) &=£:- � & R MYÚ[1& R -0ûhMHüf&=£�1 ou
-0ûhMHüf&=£�1&*£ 8:&*£.) - � & R MYÚ�1& R 8:& R 6

Uneintégrationdela dernìereéquationdonne

û `ga &=£GMPüw&*£®) � & R MYÚ `ga & R ?Výrþpÿ����©6 (4.3)

Dansla figure VI.4 (droite) sontdessińeesdescourbesde niveaude la fonction (4.3). Chaque
solution -0&=£:- T 1 Z & R - T 1�1Qe restesur une courbede niveaupour tout

T ù . Ceci sugg̀ere que les
solutionsde(4.2)sontexactementpériodiques.

VI.4.2 Le problèmedeKepler

Unedesplusgrandesdécouvertesdel’histoire dela science,due
à J.Kepler(1609)et baśeesurdesmesuresprécisesdepositions
dela plaǹetemarsfaitesparlui-mêmeetparTychoBrahe,estque
lesorbitesdesplaǹetessontelliptiquesavecle soleil dansun des
foyers(premìereloi deKepler):�N) 8

F ?Hc2�p� � ß Z EK{c
8K �

�

K

O

ß

(dansle dessin,K ) le grandaxe, c~) l’excentricit́e, OC) K � F MPc R , 8�) O � F MHc R )µKw- F MÎc R 1 ).
La deuxìemeloi deKepler(� R Iß )�ýrþpÿ���� ) dit quele segmentqui joint uneplaǹeteausoleil balaie
desaireségalesendesintervallesdetempségaux.

Newton (Principia 1687)a réussià expliquercemouvementdesplaǹetesparsaloi degravité
(force estproportionelleà F ;�� R ) et par la relationentreforceset acceleration(la “Lex II” de la
Principia). Si l’on choisit le soleil commecentredu syst̀emedescoordonńees,la plaǹeterestera
dansun planet nouspouvonsdécriresapositionpardeuxcoordonńees-��p£ Z � R 1 . Avecdesnormal-
isationsconvenables,cecidonnele syst̀emed’équationsdifférentiellesd’ordredeux

	�p£®)VM �p£-�� R £ ?
� RR 1�Í � R Z
	� R )VM � R-�� R £ ?
� RR 1�Í � R 6 (4.4)

On peutintroduiredesvitesses

�Þ£�) I�p£ Z � R ) I� R �(- T 1 positionsoleil

I�(- T 1 vitesse

gravité

pourobtenirunsyst̀emed’ordreun.
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Invariants du problèmede Kepler. Cetteéquationdifférentielleposs̀edeplusieursinvariants
qui permettentunesolutionanalytique.Onvérifie pardifférentiationquelesexpressions

Êî -
�¤R£ ?��¤RR 12M F� R £ ?�� RR )��~_ (énergie totale)

�:£�� R M
� R �*£.)��G_ (momentcinétique)� RM��Þ£ �2_[M F� R £ ?
� RR
�p£� R ) � £ _

� R _ (vecteurdeRunge-Lenz-Pauli)

sontconstantesle longdessolutionsde(4.4).Parexemple,la dérivéedumomentcinétiquedonne

88 T �p£�� R M
� R �*£ ) I�p£�� R ?
�p£ I� R M I� R �Þ£GM�� R I�Þ£®)��*£�� R M �:£�� R� R £ ?�� RR
M�� R �*£2M � R �:£� R £ ?�� RR

),\�6
Deuxième loi de Kepler. Ecrit en coordonńeespolaires �:£X)��r��� � ß , � R )��v��� aCß ,

I�:£ä)I�v��� � ß M�� Iß ��� aCß ,
I� R ) I�r��� a°ß ?�� Iß ��� � ß , la formulepourle momentcinétiquedonne

�G_C)��p£ I� R M�� R I�:£�)96:6:6Þ)�� R Iß
cequi démontrela deuxìemeloi deKepler.

Orbite elliptique. La formulepourle vecteurdeRunge-Lenz-Pauli nouspermetd’exprimer �G_��*£
et �2_�� R entermesde �p£ et � R . Cesexpressions,inséŕeesdans �G_¤-��:£�� R M�� R �Þ£�1®)�� R_ donnent

�2R_ )��p£ � £ _�? �p£
� R £ ?�� RR ?�� R � R _[? � R� R £ ?
� RR )��:£ � £ _�?
� R � R _[? � R £ ?�� RR 6

En sortantla racineet enprenantsoncarŕe, on obtientuneéquationquadratiquepour -��p£ Z � R 1 , ce
qui montrequel’orbite estbienuneconique.

VI.4.3 Le syst̀emesolaire (problèmeà � corps)

Leprobl̀emedeKeplertrâıtelemouvementd’uneplaǹeteautourdusoleilentenantcompteunique-
mentde la forced’attractionentrele soleil et la plaǹete. En utilisant les lois deNewton, on peut
formulersansdifficulté les équationsdécrivant le mouvementenprésencedesplusieursplaǹetes.
Il fautsimplementadditionnertouteslesforcesagissantsurun corps(voir la figureVI.5).

J S

U

N

P

FigureVI.5: Le syst̀emesolaireaveclescinq plaǹetesextérieures
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En notantpar ��·éù Í la positionde la Ù èmeplaǹete( ��_õù Í pour le soleil) et par | · sa
masse,la loi d’attractionet la deuxìemeloi deNewtondonnentl’ équationdifferentielle

| · 	��·G),M �
·
Ö*£

·
¦*£
æ Ö�_ D | · | æ ��·=M
� æ� ��·=M
� æ � Í Z Ù[)9\ Z 6:6:6 Z è�6 (4.5)

On peutde nouveautrouver quelquesinvariants(énergie totale,momentcinétique),mais ils ne
suffisent paspour pouvoir résoudreanalytiquementce probl̀eme. Pour prédire deseclipsesdu
soleil ou la stabilité dusyst̀emesolairesurdesmillions d’anńees,on estdoncobligéd’utiliser des
méthodesnumériques(coursdedeuxìemeanńee).Dansle paragraphesuivantnousallonsétudier
l’existenceet l’unicit édela solutiond’unetelle équationdifférentielle.

VI.4.4 Réactionschimiques

Consid́eronsunmélangedetroissubstanceschimiquesqui réagissentselonlesformulessuivantes:

� _�� _  M2M2ô � (lente)�à?�� Í! £ _!"M2M2ô AB?
� (trèsrapide)�Î?HA £ _$#M2M2ô � ?HA (rapide)
(4.6)

Notonsles concentrationsde � , � et A par &=£ , & R et & Í . Une loi de la chimie (“dif ferentiation
law”) nousdonnel’ équationdifférentielle

A: & ' £ )VMX\�6g\��p&=£<? F \   & R & Í &*£:-]\�1�) F
B: & 'R ) \�65\ �p&=£GM F \   & R & Í M ¡ j F \&%]& RR & R -]\�1�)�\
C: & 'Í ) ¡ j F \ % & RR & Í -]\�1�)�\�6 (4.7)

Elle est obtenuecommesuit: pour chaqueréactionon consid̀ere le produit desconcentrations
de substancesapparaissant̀a gauchedansla formule chimique,on le multiplie par la constante
décrivant la vitessederéaction,et on ajouteceproduitavec le facteur

� M^} à l’ équationpour la
substance' , si ' apparâıt

�
fois à droiteet } fois à gauchedela formulechimique.

On a peud’espoir de résoudreanalytiquementce probl̀emeet on est restreintà étudierdes
propríet́esthéoriques(existence,unicité de la solution,stabilité, 6:6:6 ). Pourobtenirdesrésultats
quantitatifs,on estobligéd’utiliser desméthodesnumériques.

VI.5 Existenceet unicit é du problèmedeCauchy

Consid́eronsle probl̀emedeCauchy

&S'*)V+>-5/ Z &�1 Z &.-0/=_p1®)B&�_ (5.1)

où + �)( ô ¥
(avec (+* ÷ ¥

ouvert) estunefonction continue.En intégrantl’ équation
différentielleentre/=_ et / on obtientl’ équationintégrale

&.-0/21.)u&�_�? q
q-,

+.- T Z &.- T 1�1*8 T 6 (5.2)

Chaquesolution de (5.1) est donc solution de (5.2). Le contraireest vrai aussi. Si une fonc-
tion continue&>-5/21 vérifie (5.2) sur un intervalle ø , alorselle estautomatiquementcontinûment
différentiableet elle vérifie (5.1).
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L’ équation(5.2) estsousla forme &u) D -5&�1 où pour unefonction &.-0/21 donńee, D -0&�1 est la
fonctiondéfinieparle membrededroitede(5.2). Cecisugg̀ered’utiliser la méthodedesapproxi-
mationssuccessives.

Rappel: la méthodedesapproximations successives. Pourrésoudreun probl̀eme &H)Ó34-5&�1
avec 3 � ô , cetteméthodeestdéfiniepar:¶ onchoisit &�_ arbitrairement,¶ onappliquel’it ération& �/. £>)u34-5& � 1 .
Si cetteitérationconverge,on estsûr d’avoir trouvé unesolution(si3 estcontinue).La solutionn’estpasnécessairementunique.

Prenons,parexemple,la fonction 34-5&�1[) �p� � & . Par le théor̀eme
desaccroissementsfinis, on a 0 3>-0&�1>MP34-]ú�1 021 û 0 & MÌú 0 avec ûV)��� a F â F (pour & Z údù
3 \ Z F�4 ). Cecipermetdedémontrerque 5 & �76 est
unesuitedeCauchyetdoncqu’elle converge(voir le petit dessin).

.5

1.0

&�_ &=£& R & Í
It ération de Picard-Lindelöf L’ équation(5.2)peutêtreconsid́eŕeecommeun probl̀emeà point
fixe. L’id éeestd’appliquerla méthodedesapproximationssuccessives.Elle s’écrit sousla forme& _{-0/21å) & _ (ouunefonctionarbitraire)& �/. £:-0/21å) & _®? q

q-,
+.- T Z &

� - T 1�1=8 T 6 (5.3)

Exemple5.1 Consid́eronsle probl̀eme&('*),Mr&(R Z &>-]\ 1.) F
avec commesolution exacte &.-0/21Y) F ;*- F ?9/21 . Les premìeresapproximationsobtenuespar
l’it érationde Picard-Lindel̈of sont & _{-0/21ë) F , &*£:-5/21 ) F MP/ et & R -5/21 ) F MÎ/�?P/ R MP/ Í ; ¡
(voir la figureVI.6). On observe uneconvergencerapideversla solutionexactedansl’intervalle3 \ Z ¡ 65¢ è 4 . Pour/ trop grand,l’it érationdiverge.

1 2 3 4
0

1 &�_{-5/21

&=£p-5/21
& R -5/21

& Í -0/21
&   -5/21

FigureVI.6: ItérationdePicard-Lindel̈of pourle probl̀emedel’Exemple5.1

Lemme5.2 Soit � ) 5 -5/ Z &�1®ù ÷ ¥)8 0 /�Mó/=_ 091 K Z � &~Mì&�_ � 1 O 6 , + �*� ô ¥
unefonction

continueet
� )�:<;�l § q�= � ¨?> �

� +.-0/ Z &�1 � . Pour
� � )@:�� a -]K Z O�; � 1 , lesfonctions& � -5/21 del’it ération

dePicard-Lindel̈of sontbiendéfiniepour 0 /JMY/=_ 0A1 �
etellessatisfont� & � -0/212MY& _ � 1 O pour 0 /@MY/=_ 0B1 � 6

Démonstration. L’affirmationestobtenueparrécurrencesur
�

commesuit� & �/. £:-5/212MY&�_ � ) q
q-,

+.- T Z &
� - T 1�1=8 T 1 q

q-,
� +.- T Z &

� - T 1�1 � 8 T 1 � 0 /hMY/=_ 091 � � 1 O�6
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On dit qu’unefonction + �®� ô ¥
(avec � commedansle lemmepréćedent)satisfait une

conditiondeLipschitz si� +.-5/ Z &�1GMB+.-5/ Z ú�1 � 1 � � &�MPú � pour -5/ Z &�1 Z -5/ Z ú�1[ù � 6 (5.4)

La constante� s’appelleconstantedeLipschitz. Remarquonsquela condition(5.4)n’estpasune
conśequencedela continuit́e de +>-5/ Z &�1 . Par exemple,la fonction 0 & 0 estcontinuesansvérifier
(5.4). D’autrepart,chaquefonctionqui estcontinûmentdifférentiablevérifie (5.4). Ceciestune
conśequencedu théor̀emedesaccroissementsfinis (théor̀emeIII.5.1).

Théorème5.3(existenceet unicit é du problème de Cauchy) Consid́erons l’ensemble� ) 5 -0/ Z &�1®ù ÷ ¥ 8 0 /JMY/=_ 091 K Z � &NMY& _ � 1 O 6 et supposonsque + �=� ô ¥
¶ soit continue,¶ satisfasseuneconditiondeLipschitz.

Alors, le problèmedeCauchy & ' )V+.-5/ Z &�1 Z &>-5/=_:1®)^& _ poss̀edeunesolutionuniquesurø )C3 /=_[M � Z /=_®? � 4 , où
� )@: � a -]K Z O�; � 1 et

� )�:<;�l § q�= � ¨?> �
� +.-0/ Z &�1 � .

Démonstration. Existence. L’id éeestde démontrerquel’it érationde Picard-Lindel̈of converge
uniformémentsur ø versunesolutiondu probl̀emede Cauchy. Dansunepremìerepartienous
allonsdémontrerque� & �/. £p-0/21sMä& � -5/21 � 1 � �

� 0 /@MY/=_ 0
�/. £

- � ? F 1ED pour 0 /JMY/=_ 0B1 � 6 (5.5)

Pour
� )ï\ avec pour & _�-5/21ó) &�_ , cetteestimationsuit de

� qq-, +.-
T Z &.- T 1�1=8 T � 1 � 0 /XMà/=_ 0 .

Supposonsqu’ellesoit vraiepour
� M F . Alors, on apour /=_ 1 / 1 /=_[? �

que

� & �/. £:-5/212MY& � -0/21 � 1 q
q-,
� +>- T Z &

� - T 1�12MP+.- T Z &
� ¦*£:- T 1�1 � 8 T 1 � q

q-,
� & � - T 1ØMX& � ¦*£:- T 1 � 8 T

1 � �
�

q
q-,

0 T MY/=_ 0
�

� D 8 T ) � �
� 0 /JMY/=_ 0

�/. £
- � ? F 1ED

(la démonstrationpour /=_vM � 1 / 1 /=_ estanalogue).
De l’estimation(5.5) nousdéduisonsque 5 & � -0/21 6 estunesuitede Cauchyqui convergeuni-

formément.En effet,� & �/. Ô -0/212MY& � -5/21 � 1 � & �/. Ô -5/21ØMX& �/. Ô ¦*£p-5/21 � ?H6p6:6�? � & �/. £p-0/212MY& � -5/21 �
1 �

� -�� 0 /JMY/=_ 0 1
�/.
Ô- � ? | 1ED ?H6:6p6�? -�� 0 /JMY/=_ 0 1

�/. £
- � ? F 1�D 1 �

� æ
� �-. £

-�� � 1 æF D Z
ce qui est le rested’une série convergente. Donc, cetteexpressionestplus petiteque � si

�
est

suffisammentgrand. Commela convergenceest uniforme, la suite 5 & � -0/21 6 converge vers une
fonctioncontinue& �=ø ô ¥

(théor̀emeI.5.1).
Pourdémontrerquecettefonction &>-5/21 estunesolutionduprobl̀emedeCauchy, nouspassons

à la limite
� ô ö dans(5.3). Comme5 & � -5/21 6 convergeuniformémentet +>-5/ Z &�1 satisfait la con-

dition deLipschitz (5.4), la suite 5 +.-5/ Z &
� -0/21�1 6 convergeuniformémentvers +.-0/ Z &.-0/21�1 . On peut

doncéchangerla limite avecl’int égrationdans(5.3)et on voit que &.-0/21 estsolutiondel’ équation
intégrale(5.2).
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Unicité. Supposonsque &.-0/21 et ú*-5/21 soientdeuxsolutionssur ø . Ceci impliqueque &.-0/21>Mú*-0/21�) qq-, -�+.-
T Z &>- T 1�1ØMà+.- T Z ú*- T 1�1�1=8 T . On endéduitque

� &>-5/21sM�úÞ-5/21 � 1 � � 0 /ëM /=_ 0 . Comme
dansla premìerepartiedela démonstrationnoustrouvonsparrécurrencequepourtout

�HG \
� &.-0/212MHú*-0/21 � 1 � � �

� 0 /hMX/=_ 0
�/. £

- � ? F 1ED 1 � �
� -�� � 1

�/. £
- � ? F 1�D 6

La limite
� ô ö montreque

� &.-0/21GMPú*-5/21 � )9\ pourtout /ìù ø .

VI.5.1 Prolongementdessolutionset existenceglobale

Le théor̀eme5.3garantitl’existencelocaled’unesolutiondu probl̀emedeCauchy. Si la fonction+.-0/ Z &�1 estcontinûmentdifférentiabledansun voisinagede -0/=_ Z & _:1 , le probl̀emedeCauchy& ' )+.-0/ Z &�1 Z &>-5/=_:1X) & _ poss̀edealors une solution uniquesur 3 /=_UM � Z /=_d? � 4 avec un
� ã \ .

Consid́eronsmaintenantle point /s£X) /=_d? �
, &=£ä) &.-0/=_d? � 1 sur cettesolution. On peut

réappliquerle théor̀eme5.3 au probl̀emedeCauchy& ' )Ò+.-0/ Z &�1 Z &>-5/s£�1Ð) &*£ et ainsiprolonger
cettesolution.Jusqu’òu peuton prolongerla solutiondecettemanìere?

Théorème5.4 Supposonsquela fonction + �I( ô ¥
( ( unouvertde ÷ ¥

) soitcontinûment
différentiablesur ( . Alors,¶ chaquesolutionde & ' )V+.-5/ Z &�1 peutêtreprolonǵeejusqu’aubord de ( ,¶ deuxsolutionsde & ' )9+.-5/ Z &�1 nes’intersectentjamais.

La deuxìemeaffirmation estune conśequenceimmédiate
du théor̀eme 5.3. La premìere est plausiblemais nécessite
quelquesréflexions(ici, nousnedonnonspasdedémonstration).

Lesaffirmationsdu théor̀emepeuvent êtreobserv́eesdans
lafigurepourl’exemple2.1duparagrapheVI.2.

(

/=_

&�_

VI.6 Syst̀emesd’ équationsdiff érentielleslin éaires

Dansceparagraphenousconsid́eronsdeséquationsdifférentielles

&S'*) � -5/21]&�?X34-5/21 (6.1)

où � -5/21 estunematriceª^÷óª et 3>-0/21 estun vecteur. On dit quecetteéquationdifférentielleest
homogènesi 34-5/21 ¬ \ , sinonelleestinhomogène.

Théorème6.1(existenceglobaleet unicit é) Soit ø un intervalle (arbitraire) et supposonsque� -0/21 et 34-5/21 soientdesfonctionscontinuessur ø . Alors,le problèmedeCauchy & ' ) � -5/21]&2?�34-5/21 ,&>-5/=_:1®)u&�_ (avec/=_�ù ø et & _Cù ¥
) poss̀edeunesolutionuniquesur tout l’intervalle ø .

Démonstration. La fonction +>-5/ Z &�1.) � -0/21�&4?é34-5/21 estcontinuesur ø4÷ ¥
etsatisfait localement

uneconditiondeLipschitz.La solutionestdoncuniquelà où elle existe.
Pourdémontrerl’existenceglobale,nousremarquonsquelesfonctions& � -0/21 deladémonstration

du théor̀eme5.3 sont définiessur tout l’intervalle ø et pour tout
��G F . Pour un

�
arbitraire

satisfaisant/=_Ð? � ù ø , la démonstrationdu théor̀eme5.3 implique l’existencede la solution
sur 3 /=_ Z /=_N? � 4 . Il suffit de choisir

�
tel que

� qq-, - � - T 1]& _U?V34- T 1�178 T � 1 � 0 /BMV/=_ 0 pour/=_ 1 / 1 /=_[? �
.
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Théorème6.2(principe de superposition) Soit ø un intervalle et soient � -0/21 , 3*£:-0/21 , 3 R -0/21 des
fonctionscontinuessur ø . Si

&=£ �=ø ô ¥
estsolutionde &('*) � -5/21�&N?X3Þ£:-5/21 Z& R �=ø ô ¥
estsolutionde & ' ) � -5/21�&N?X3 R -5/21 Z

alors &>-5/21 � ) n £�&*£:-5/21G? n R & R -0/21 estsolutionde

&('*) � -0/21�&U?X34-5/21 avec 34-5/21 � ) n £]3Þ£:-5/212? n R 3 R -5/21�6
Démonstration. Ceciestun exercicetrèssimple.

VI.6.1 Equations linéaireshomog̀enes

Mêmesi la démonstrationdu théor̀eme6.2esttrèssimple,il adesconśequencestrèsimportantes.
Nousnotonspar &>-5/ Z /=_ Z & _p1 la solutiondu probl̀emedeCauchy& ' ),+.-5/ Z &�1 Z &.-0/=_:1.)B& _ .

¶ lessolutionsde & ' ) � -5/21�& formentunespacevectoriel;¶ lessolutionsde & ' ) � -5/21�& dépendentlinéairementde & _ , c.-à-d.,

&>-5/ Z /=_ Z n £]&�_®? n R ú7_:1®) n £�&.-0/ Z /=_ Z &�_:1G? n R &>-5/ Z /=_ Z ú7_L176
La solutionde & ' ) � -5/21�& , &>-5/=_:1.)B&�_ peutdoncêtreécritesousla forme

&>-5/ Z /=_ Z & _:1.)�J -0/ Z /=_L1�&�_ Z (6.2)

et la matrice J -5/ Z /=_L1 s’appellela résolvantede l’ équationdifférentielle& ' ) � -0/21�& . LaÙ èmecolonnede la matrice J -0/ Z /=_L1 estsolutionde & ' ) � -0/21�& avec pour valeur initiale&>-5/=_:1.),cf·2) -]\ Z 6p6:6 Z \ Z F Z \ Z 6:6:6f\ 1LK ;¶ si M -0/21 estunematricefondamentale(aussiappeĺeeWronskienne), c.-à-d.,lescolonnesdeM -0/21 sontdessolutionsde & ' ) � -5/21�& et M -5/=_L1 estinversible,alors

J -5/ Z /=_L1�) M -5/21 M -0/=_	1 ¦*£ 6 (6.3)

Eneffet, &>-5/21.) M -0/21 M -0/=_�1 ¦*£ & _ estsolutionde & ' ) � -5/21]& Z &>-5/=_p1.)B& _ .
Théorème6.3(propri étésde la r ésolvante) Soit � -5/21 continuesurunintervalle. Alors,la résolvante
de & ' ) � -0/21�& satisfait

i) Jë'Q-5/ Z /=_L1.) � -5/21EJ -5/ Z /=_L1 (dérivéepar rapportà / )

ii) J -5/=_ Z /=_p1�) ø (matriceidentit́e)

iii) J -5/ Z /=_L1.)�J -5/ Z /s£�1EJ -5/s£ Z /=_:1
iv) J -5/ Z /=_L1 estinversibleet J -5/ Z /=_L1 ¦*£ )�J -5/=_ Z /21�6

Démonstration. Par (6.2) on a que J ' -5/ Z /=_L1]& _é) � -5/21EJ -5/ Z /=_L1]& _ et J -5/=_ Z /=_L1]& _é)9& _ pour tout& _Cù ¥
. Cecidémontrelespropríet́es(i) et (ii). La propríet́e (iii) estuneconśequencedu fait queJ -5/ Z /=_L1�& _ et J -5/ Z /s£�1EJ -5/s£ Z /=_:1]& _ sontsolutionsdu mêmeprobl̀emedeCauchy. Finalement,(iv)

suit de(iii) enposant/ì)B/=_ .
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Exemple6.4 L’ équationdifférentielle& ' ' ?ó&h)9\ peutêtreécritesousla forme(enposant&*£®)^&
et & R )u& ' ) &*£& R

' ) \ FM F \ &=£& R
et poss̀edecommerésolvante

J -0/ Z /=_L1®) �p� �:-5/hMä/=_L1 ��� a -5/@MY/=_L1MY��� a -0/JMY/=_L1 �p� �L-5/hMä/=_L1 6
Il estintéressantdevoir quela propríet́e (iii) du théor̀emepréćedent,c.-à-d.,

�p��� � ��� a��MX��� a�� �p� � � ��� � Ú ��� a ÚMY��� a Ú ��� � Ú ) ��� �	- � ?XÚ�1 ��� a - � ?äÚ�1MY��� a - � ?äÚ�1 �p���L- � ?äÚ�1
avec

� )V/ëM^/s£ , Úà)V/s£>M^/=_ et
� ?ÛÚ�),/ M /=_ , estéquivalenteau théor̀emed’additionpour��� a / et ��� � / .

VI.6.2 Equations linéairesinhomogènes

Consid́eronsmaintenantl’ équationdifférentielle(6.1) où 34-5/21 n’estpasnulle. Si l’on connaitla
résolvantedel’ équationhomog̀ene,on trouvela solutionduprobl̀emeinhomog̀eneparla méthode
desvariationsdesconstantes.

Théorème6.5(variation desconstantes)Soient� -0/21 et 34-5/21 continuessur un intervalleet soitJ -5/ Z /=_L1 la résolvantede & ' ) � -0/21�& . Alors, la solutionde & ' ) � -5/21]&@? 34-5/21 , &>-5/=_:1�) & _ est
donńeepar &>-5/21.)@J -5/ Z /=_L1]& _®? q

q-,
J -0/ Z T 1�34- T 1=8 T 6

Démonstration. La solutiongéńeralede l’ équationhomog̀eneest J -5/ Z /=_L1 n avec n ù ¥
. L’id ée

(d’où le nom“variationdesconstantes”)estdechercherunesolutionde & ' ) � -5/21]& ?´3>-0/21 sous
la forme &>-5/21.)�J -0/ Z /=_L1 n -5/21 . Il fautalorsque

&('Q-0/21®)�Jë'Q-5/ Z /=_L1 n -0/21G?
J -0/ Z /=_L1 n '�-5/21®) � -5/21EJ -5/ Z /=_	1 n -0/21G?X34-5/21�6
En utilisantla propríet́e (i) du théor̀eme6.3,nousobtenons

n 'Q-5/21®)�J -0/ Z /=_L1 ¦*£ 34-0/21.)�J -5/=_ Z /21�34-5/21
et par intégration n -5/21r) n -0/=_L12? qq-, J -0/=_ Z T 1�34- T 1=8 T . L’affirmationdu théor̀emedécoulealorsen
insérantcetteformulepour n -0/21 dans&.-0/21.)�J -5/ Z /=_L1 n -0/21 .

Cerésultatmontreque,commedansle casparticulierdedimensionF , la solutiongéńeralede& ' ) � -0/21�&C?ë34-5/21 estcompośeedela solutiongéńeraledel’ équationhomog̀eneetd’unesolution
particulìeredel’ équationinhomog̀ene.Il restealorsà discuterle calculdela résolvante J -0/ Z /=_L1 .
Pourle cas� -5/21®) � (matriceconstante),ceciestle sujetdu paragraphesuivant.Si � -0/21 dépend
de / , le calculanalytiquedela résolvanteestrarementpossible.
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VI.7 Syst̀emeslin éairesà coefficientsconstants

Consid́eronsle probl̀emedecalculerla résolvantede

& ' ) � & (7.1)

où � est une matrice constanted’ordre ª (les K	· æ sont réels ou complexes). Motivés par la
résolutiondeprobl̀emesscalaires,essayonsdetrouverdessolutionsdela forme

&.-0/21.)Vc ¹ q � avecunvecteur �ä«),\�6 (7.2)

En insérant (7.2) dans(7.1) nousobtenons& ' -5/21´) º c ¹ q �³) c ¹ q � � , ce qui est équivalent à� �X) º � . La fonctionde (7.2) estalorsunesolutionde (7.1) si et seulementsi º estunevaleur
proprede � et � un vecteurproprecorrespondant.

Cas 1 ( � est diagonalisable) Danscettesituation, il existe ª vecteurspropresindépendants�Þ£ Z 6:6:6 Z ��¥ avecvaleurspropresº £ Z 6:6:6 Z º ¥ . Consid́eronsla matrice

M -5/21®) cf¹�¼ q �Þ£ Z 6:6p6 Z cf¹L½ q � ¥ 6 (7.3)

Cettematriceestinversiblepourtout / car M -¸\ 1 l’est. La résolvanteestalorsdonńeepar J -0/ Z /=_L1.)M -5/21 M -5/=_	1 ¦*£ (voir l’ équation(6.3))ouaussipar J -5/ Z /=_L1®) M -0/hMX/=_L1 M -]\ 1 ¦*£ .
Cas2 ( � n’est pasdiagonalisable) L’id éeestde transformer� sousuneforme“plus simple”,
parexemplesousformetriangulaire(voir le paragrapheII.2) ousousformedeJordan(voir le cours
“AlgèbreI”). On cherchealorsunematriceinversible ( telle que ( ¦*£ �N( )PO poss̀edeunetelle
forme.Avecla transformation& ) ( ú (et & ' ) ( ú ' ) le syst̀eme(7.1)devient ú ' )�O®ú . Pourle cas
d’unematricetriangulaireona

ú ' £ ) Q�£©£7ú	£å? Q�£ R ú R ? 6:6:6�? Q�£ ¥(úf¥ú 'R ) Q R©R ú R ? 6:6:6�? Q R ¥(úf¥6:6:6ú '¥ ) Q�¥�¥(úf¥
On résoudd’abordl’ équationdifférentiellepour úf¥ , ensuitecellepour úf¥ ¦*£ et à la fin cellepourú	£ . La solutionde(7.1)estobtenuepar &>-5/21.) ( ú*-0/21 .
Exemple7.1 Consid́eronsun blocdeJordandedimension�

R ) º Fº Fº Fº
6

Pourla solutionde ú ' ) R ú oncommencepar ú   ; on trouve ú '  ) º ú   et ú   -5/21®)Vc ¹ q n   . L’ équation
différentiellepour ú Í est ú 'Í ) º ú Í ?Îc ¹ q n   . Sasolutionest ú Í -5/21t) c ¹ q n�Í ?´/Øc ¹ q n   . De la même
façonon calculeú R -5/21 et ú	£:-0/21 . Le résultatest

ú*-0/21[)Vc ¹ q
F / / R ; � D / Í ; ¡ D

F / / R ; � D
F /

F
ú*-]\�176 (7.4)
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FigureVI.7: Solutionsdesyst̀emeslinéairesendimension
�

Exemple7.2 Dansla dimension
�
, lessolutions&>-5/21 del’ équationdifférentielle& ' ) � & peuvent

êtredessińeescommecourbesavec / commeparam̀etre. Le comportementdessolutions(pour
quelquesmatrices)estillustré dansla Fig.VI.7. Danslesdessins(a), (b) et (e) lesdirectionsdes
vecteurspropressontindiquéespardesflèches.

a) deuxvaleurspropresdistincteset réelles,

b) unevaleurpropredemultiplicitédeux,seulementunvecteurpropre,

c) lesvaleurspropressontcomplexesconjugúeesavec S°º · ã \ ,
d) unevaleurpropredemultiplicitédeux,maisdeuxvecteurspropresindépendents,

e) lesvaleurspropressontréellesdesigneoppośe,

f) lesdeuxvaleurspropressontsurl’axe imaginaire.

VI.8 Exercices



Chapter VII

Sériesde Fourier

La théoriede ce chapitrenouspermetde mieux comprendretoutesortede phénom̀enespério-
diques. Unegrandepartiedela présentation,desremarqueshistoriqueset desfiguresillustratives
a ét́e emprunt́ee (avec permission)de l’excellentpolycopíe “Analysis II. ParsA” de Gerhardus
Wannerus(annoMMI/MMII).

L’ étudedela propagationdesondesdansunecordevibrante(Taylor1713,Joh.Bernoulli1727,
Euler1739)ou dansl’air (théoriedu sondeLagrange1757)ainsiquel’interpolationdefonctions
périodiquesenastronomie(Euler1753)étaientà l’origine decettethéorie.Le livrequi adonńe le
nomauchapitreestla Théorieanalytiquedela ChaleurdeJosephFourier. Un premiermanuscript
a ét́e présent́e par Fourier à L’Académie en 1807, un seconden 1811 et le livre a finalement
ét́e publié en1822. L’importancedecetteœuvreestexpriméepar la phrase“FOURIERS Théorie
analytiquedela Chaleurist dieBibel desmathematischenPhysikers”dansunlivredeSommerfeld
(1947).

Commeexemple,consid́eronsla digitalisationd’un son(figureVII.1). On aenregistré
� � \ \ \

impulsionspar seconde,dont F \ � � sont dessińees(ceci correspond̀a F \ � ��; � �UT � � 65è milli-
secondes).On est souvent intéresśe par l’ étudedu spectred’un tel signal, par les fréquences
dominantes,parla suppressiond’un bruit defond éventuel,etc.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FigureVII.1: Digitalisationdu son“o” prononće parMartin

Aujourd’hui, on utilise dessériesde Fourier (sa versiondiscr̀ete FFT, voir le cours“Anal-
yse Numérique”, un autredes“Top 10 Algorithms of the 20th Century”) et desmodifications
(wavelets)dansbeaucoupd’applicationseninformatique(compressiondesons,compressiond’image).

VII.1 Définitions mathématiqueset exemples

Fonctionspériodiques. Les fonctions ��� a / , ��� ��/ , maisaussi��� a � / , ��� �*èp/ sontdesfonctions�p�
-périodiques, c.-à-d.ellesvérifientla relation

+.-0/@? �p� 1.)V+>-5/21 pourtout /�ù 6
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Polynômestrigonométriques. Lescombinaisonslinéairesde ��� a°� / et de �p� � � / (
� ù ) sont

desfonctions
���

-périodiques.Ellessontdela forme

K	_� ? V� Ö*£ K
� ��� � � /J? V� Ö*£ O

� ��� a�� / Z (1.1)

où les K � et O � sontdescoefficientsréels.On appelle(1.1)un polynômetrigonoḿetrique.

ππ 2π2π0

−1

1

ππ 2π2π0

−1

1

ππ 2π2π0

−1

1

Md\�6 F èt?B\ 6g�®�p����/J?u\�6 � ��� a / 6:6:6�MH\�6gè®��� � � /JMB\�65����� a � / 6:6:6�?B\�6 � è®�p��� ¡ /JMH\ 6gè®��� a ¡ /

FigureVII.2: Plusieurspolynômestrigonoḿetriques

Formule d’Euler et représentationcomplexe. La formuled’Euler

c · q ),��� � /J?äÙ=��� a / (1.2)

nouspermetdesimplifier l’expression(1.1).Eneffet, enadditionnantetensoustrayantla formule
(1.2)et c ¦ · q )9�p� �Ø-]Mt/212?XÙ=��� a -]Mt/21�)9��� � /hMYÙ=��� a / , on endéduit

��� ��/ì) c · q ?Hc ¦ · q� Z ��� a /ó) c · q MHc ¦ · q� Ù 6 (1.3)

Le polynômetrigonoḿetrique(1.1)peutdoncêtreécrit sousla forme

V� Ö*¦ V
n � c ·

�
q (1.4)

où n � ) £R -�K
� MYÙfO � 1

n ¦ � ) £R -�K
� ?XÙ7O � 1 ou,demanìereéquivalente,

K � ) n � ? n ¦ �O � )uÙL- n � M n ¦ � 176
Avec cesformules,on peutpasserde la repŕesentationréelle(1.1) à la repŕesentationcomplexe
(1.4)et vice-versa.

Coefficients de Fourier d’une fonction
�p�

-périodique. Consid́eronsd’abord un polynôme
trigonoḿetrique+.-5/21®) V

� Ö*¦ V n � c ·
�
q , multiplions-lepar c ¦ ·XW q et intégronsde \ à

�p�
:

R �_ +.-5/21=c ¦ ·XW q 8:/ì) V� Ö*¦ V
n � R �_ c · §

� ¦BWb¨ q 8:/ì) �p� n W Z
car

R �_ c · Ô q 8:/ì) £· Ô c · Ô q 0 R �_ ),\ pour | «)�\ estégalà
�p�

pour | ),\ . On obtientalors

n � ) £R �
R �_ +.-5/21�c ¦ ·

�
q 8:/K � ) n � ? n ¦ � ) £

�
R �_ +.-5/21*��� � � /N8L/

O � )^Ù	- n � M n ¦ � 1.) £
�

R �_ +>-5/21*��� a°� /U8L/U6 (1.5)

Commelesfonctionssont
���

-périodiques,on peutécrire �¦ � ou
R �
.
ÏÏ aulieu de

R �_ .
Si +.-5/21 est

�p�
-périodique,maispasnécessairementun polynômetrigonoḿetrique,on appelle

(1.5) lescoefficientsdeFourier dela fonction +.-5/21 .
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Série de Fourier assocíeeà une fonction périodique. Soit +.-0/21 unefonction
�p�

-périodique
tellequelesintégralesdans(1.5)existent.Onappelle“s érie deFourier de +.-5/21 ” la série

� >ZY n
� c ·

�
q où n � ) F�p� R �_ +>-5/217c ¦ ·

�
q 8:/ (1.6)

et on écrit +>-5/21\[ � >ZY n � c ·
�
q . La série de Fourier peut également̂etre écritesousla forme+.-0/21)[VKL_	; � ? �L� £ K � �p� � � /J? �:� £ O � ��� a°� / avec K � Z O

�
donńespar(1.5).

Pour le moment,on sait seulementqu’on a égalit́e dans +.-0/21Û) � >�Y n � c ·
�
q pour des

polynômestriogonoḿetriques.On ne sait passi cetteidentité restevraie pourdesfonctions
�p�

-
périodiquesarbitraires.On nesaitmêmepassi la série(1.6)converge. Le sujetdecechapitreest
d’étudiercettesortedequestions.

Exemple1.1 Étudionscommentune fonction +.-5/21 estapproxiḿeepar sasérie de Fourier. La
figureVII.3 montresix fonctions

���
-périodiquesainsiqueplusieurstroncaturesdeleurssériesde
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1
n = 1n = 1

n = 8n = 8 ππ
0 1 2 3 4 5 6 7

−2

−1

1

2

n = 1n = 1
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ππ
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1

ππ

n = 12n = 12

&h)��p� � /@? £R �p� � ¡ /JM £  £R    �p� �*¢�/@?B6:6:6 &J),��� a /hM £R ��� a � /i? £Í ��� a ¡ /hMH6:6p6

&h)��p� � /JM £
  �p� � � /@? £] �p� � ¡ /JMP6:6p6 &J),��� � /hM £R �p��� � /J? £Í ��� � ¡ /@MP6:6:6

&h)���� a /J? £Í ��� a ¡ /J? £� ��� a èp/i?H6p6:6 &J) F M R£  Í �p� � � /hM RÍ! � �p� �*��/hM R�  % �p� � � /hMH6:6p6
FigureVII.3: Quelquesfonctions ^E_ -périodiquesavecdessériesdeFouriertronqúeesassocíees
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Fourierassocíees.Lessix fonctionssont:

+>-5/21®)
� � �p� � � / si 0 / 091 � ;��\ si

� ;�� 1`0 / 0B1 ¡p� ;��M � � ��� � � / si
¡p� ;�� 1`0 / 0B1 � +>-5/21®) / � si 0 / 0 â �

+>-5/21®) � R
F � M / R� si 0 / 0 â � +>-5/21®) ` �Ba � �p� � / � si 0 / 0 â �

+>-5/21®) � ;�� si \ 1 / 1 �M � ;�� si M � 1 / 1 \ +>-5/21®) � � 0 ��� a / 0
Vérifions,parexemplepourla fonction +.-5/21®)B/Ø; � ( 0 / 0 â �

), quela sériedeFourierestcelle
donńeedansle dessincorrespondantdela figureVII.3. Un calculdirectdonne:

K � ) F� �¦ �
/ � ��� � � /N8:/ ),\ (parceque/U��� � � / estimpaire),

O � ) F� �¦ �
/ � ��� a°� /U8L/ó) F�p� Mt/ �p� � � /� � ¦ �

? F� �¦ �
��� � � /U8:/ ) -]M F 1

�/. £
� 6

Remarquonsque,engéńeral,on a

¶HK � ),\ si la fonction +.-0/21 estimpaire,c.-à-d.si +.-]Mt/21®)VMd+.-5/21 (sériedesinus),¶HO � )9\ si la fonction +.-0/21 estpaire,c.-à-d.si +.-]Mt/21®)V+.-0/21 (sériedecosinus).

Exemple1.2 Étudionsencorela fonction du début de ce chapitrequi est la digitalisationd’un
son (figure VII.1). Sur l’intervalle comprenanttous les F \ � � points elle n’est visiblementpas
périodique.Par contre,lespremiersò � � pointsrepŕesententunefonctionqui peutêtreprolonǵee
périodiquement.Sapériodeest � ) ]  © R©R _©_©_ secondes.Si on dénotele polygônepassantpar ces
pointspar E - T 1 (

T
ensecondes),la fonction +>-5/21t) E - T 1 avec /´) �p� T ; � devient

�p�
-périodique

et onpeutappliquerlesformulesdeceparagraphe.On cherchedoncunerepŕesentation

E - T 1b[ � >ZY n
� c ·

�
q avec /ó) �p� T

� 6
La figure VII.4 montreles modulesde n � en fonction de

�
. On les calculenumériquementpar

FFT, voir le cours“AnalyseNumérique”. Comme +.-0/21 est réelle,on a n ¦ � ) n � . On observe
quelescoefficientsde Fourierdominantscorrespondenttousà desmultiplesde è . La fréquence
dominantedecesonestdoncde è�; � )9è°j � � \ \ \�;�ò � � T F F�� 6gè Hz.

0 50 100 150

10−1

100

101

FigureVII.4: Le spectre(valeurabsoluede c � enfonctionde d ) pourle sondela figureVII.1
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� n � 0 n � 0è è�6 �=F M \�6 ¡ èGÙ è�6 � �F \ ��6 � ¢°M e�65¢ F Ù ò�6g¢�\
F è M F ¡ 6gè ¡ ? F � 6fe � Ù F e�6 � �

� n � 0 n � 0� \ è�65� ètM F 65ò ¡ Ù è�6g¢9e� è \�6 ¡ F M F 6 F òGÙ F 6 ��¡¡ \ Md¢�6fe �°M � 6 F eGÙ e�6 F �
TableVII.1: CoefficientsdeFourierpourle sondela figureVII.1

Essayonsde retrouver le son de la figure VII.1 à partir de son spectre(c.-à-d. à partir des
coefficientsde Fourier n � ). Quelquesvaleursde n � sontdonńeesdansle tableauVII.1. Dansla
figureVII.5 nousdessinonsquelquessériesdeFourier tronqúees.D’abordnousprenonsunique-
mentlestermesavec

� )�? F è et
� ),M F è , c.-à-d.la fonction n ¦*£ � c ¦*£ � · q ? n £ � c £ � · q . Cecidonnela

fonctionpointilléedansla figureVII.5 (un sinuspur). Si on tient enpluscomptedescoefficients
avec

� )hg F \ et
� )�g ¡ \ on obtientla fonctiontraitill ée,et enajoutantlestermescorrespondant

à
� )igÐè et

� )ig � \ on obtientla courbesolide. Elle estdéjà unetrèsbonneapproximationdu
sonactuel.On voit qu’avectrèspeud’informationon peutreconstituerle signaloriginal.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
FigureVII.5: Approximationparun polynômetrigonoḿetrique

VII.2 Etude élémentairede la convergence

Unepremìereapprochepourétudierla convergencedela sériedeFourierassocíeeà unefonction�p�
-périodiqueconsistèa dériver desmajorationspour 0 n � 0 et d’utiliser le fait que 0 n � c ·

�
q 0j1k0 n � 0 .

Un premierrésultatestle suivant:

Lemme2.1(lemmede Riemann) Si + � 3 K Z O 4 ô estintégrable(au sensdeRiemann),alors

` �?:� lnm
×
Ï +.-0/21*��� aC� /N8:/ì)�\ et

` �?:� l�m
×
Ï +.-0/21*�p� � � /N8:/ì)�\

(sansdémonstration).

CelemmeimpliquequelescoefficientsdeFouriersatisfonttoujoursK � ô \ Z O � ô \ et n � ô \[6
L’hypothèsesur l’int égrabilit́e de la fonction +.-0/21 est nécessairecar, sinon, les coefficients de
Fouriern’existeraientpas.Unedefinitionutile pourestimerlescoefficientsdeFourierest:

Définition 2.2 Pourunefonction + � 3 K Z O 4 ô ondéfinit savariation totalepar

oqp Ï = ×sr + � ) ��tÞmÏ Ö q-,vu�q ¼ u �w�w� u�q ½ Ö ×
¥ ¦*£
·
Ö�_ 0 +>-5/w·

. £�12MP+>-5/w·�1 0 6
On dit que + està variation bornéesi

o p Ï = ×sr +
â ö .
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Afin demieuxcomprendrecettedéfinition, voici quelquespropríet́esde fonctionsà variation
borńee:¶ Si + � 3 K Z O 4 ô està variation bornée, alors + estintégrable(au sensdeRiemann).

Pourunedivision ' ) 5 K@)9/=_ â /s£ â 6p6:6 â /w¥J)ÓO 6 , la différenceentrela grandeet la
petitesommesatisfait (voir lespages222et 226du livre “L’analyseaufil del’histoire”)

O°- ' 12M�Q¤- ' 1,) ¥ ¦*£
·
Ö�_ ��tÞmx = y >

p q-z{= q-z}| ¼ r
0 +.-5oØ1GMH+>-f�w1 0 j=-0/w· . £2MY/w·�1

1
¥ ¦*£
·
Ö�_ o p q-z?= q-zX| ¼ r + j=-5/w· . £2MY/w·�1 1 o p Ï = ×sr + j :<;�l·
Ö�_ = �w�w� = ¥ ¦*£ 0

/w· . £GMY/w· 0
qui convergeverszérosi :<;�lS·
Ö�_ = �w�w� = ¥ ¦*£ 0 /w·

. £ØMX/w· 0 ô \ .
¶ Si + estcontinûmentdifférentiable, alors + està variationbornée.

Surl’intervallecompact3 K Z O 4 ona 0 + ' -5/21 091 �
. Le théor̀emedeLagrangenousdonnealors¥ ¦*£

·
Ö�_ 0 +.-0/w·
. £�12MP+.-0/w·�1 0 )

¥�¦*£
·
Ö�_ 0 +S'�-f~L·]1 0 j 0 /w·

. £GMY/w· 0B1 � -�O4MPK{1=6
¶ Unefonction + peutêtre à variationbornéesansêtrecontinue.

Consid́erons,parexemple,desfonctionsenescalier.

¶ Unefonction + peutêtrecontinuesansêtre à variation bornée.
Uneexempleestla fonction +.-0/21.)B/´��� a - F ;�/21 surl’intervalle 3 \ Z F!4 .

Théorème2.3 Si + � 3 \ Z ��� 4 ô està variationbornée, alors

0 n � 091 ýrþpÿ����
0 � 0 - demêmepour K � Z O

� 1=6 (2.1)

Si + � ô est
�p�

-périodiqueet y fois différentiableavec+ §�� ¨ 0 p _ = R � r à variation bornée, alors

0 n � 091 ýrþpÿ����
0 � 0 �

. £ 6 (2.2)

Démonstration. Commenc¸onsà démontrerl’affirmation(2.1) pour
desfonctionsenescalier(voir le petitdessin).Onpeutexplicitement
calculerlescoefficientsdeFourieret on obtient

n � ) F�p� R �_ Q¤-5/21=c ¦ ·
�
q 8:/V) F�p�

¥
æ Ö*£

& æ q��
q��L� ¼

c ¦ ·
�
q 8:/ \ /s£ / R / Í �p�

&=£
& R

& Í
&  

) F�p� Ù � &=£<?Bc ·
�
q ¼�-0& R MX&=£�1G?Hc ·

�
q ¾ -5& Í MX& R 1G?H6p6:6 MY&�¥ Z

0 n � 0�1 F�p� � o p _ = R � r Q[? 0 Q¤- ��� 12M
Q¤-]\ 1 0 1 ýrþpÿ����� 6
Soit maintenant+.-0/21 unefonction arbitraireà variationborńee. Elle estalors intégrableet, par
définition del’int égraledeRiemann,il existeunefonctionenescalierQ¤-5/21 satisfaisant

o�p _ = R � r Qr?0 Q¤- �p� 1GM
Q¤-¸\ 1 091 o�p _ = R � r + ? 0 +>- �p� 1<MH+.-]\�1 0 , tel que
R �_ Q¤-5/21=c ¦ ·

�
q 8L/ estarbitrairementprochedu

coefficientdeFourier
R �_ +.-0/21=c ¦ ·

�
q 8:/ de +.-0/21 . Cecidémontre(2.1).
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Si +.-0/21 estunefois différentiable,uneintégrationparpartiedonne

n � ) F�p� R �_ +.-5/21�c ¦ ·
�
q 8:/ì) F�p� +.-0/21 c ¦ ·

�
qMtÙ � R �_ ? F�p� Ù � R �_ + ' -0/217c ¦ ·

�
q 8:/

et onpeutappliquer(2.1) à + ' -5/21 . Plusieursintégrationsparpartiesdonnent(2.2).

La deuxìemeet la cinquìemefonction de la figure VII.3 sont à variationborńee,maiselles
nesontpascontinuessurtout l’intervalle. On comprendalorspourquoilescoefficientsdeFourier
diminuentcommeýrþpÿ����©; � . La quatrìemefonctionn’estpasborńeeetdoncpasàvariationborńee.
Celan’emp̂echepaslescoefficientsdediminueraussicomme ýrþpÿ����©; � .

La troisièmeet la sixièmefonctiondela figureVII.3 poss̀edentunepremìeredérivéequi està
variationborńee,d’où uncomportementen ýrþpÿ����©; � R . La premìerefonctionestàvariationborńee,
maissadérivéenel’est pas.On peutdémontrer(par le produitdeWallis) quelescoefficientsde
Fouriersecomportentcomme ýrþpÿ�����; � £�� � .

Concernantla convergenced’une série de Fourier, le théor̀emepréćedentnous permetde
déduirele suivant: si +.-0/21 est

�p�
-périodiqueavecunedérivéeà variationborńee,alorslescoeffi-

cientsdeFouriersatisfont 0 n � 091 ýrþpÿ����©; � R . Le critèredeWeierstrassmontredoncla convergence
uniformedela série

� n � c ·
�
q . Jusqu’̀a maintenanton nesait rien sur la convergencesi lescoef-

ficientssecomportentcomme ýrþpÿ�����; � . Dansle casoù la sérieconverge,on nesaitpasencoresi
elle convergeversla fonction +.-0/21 . Cesquestionsnousoccuperontdansle paragraphesuivant.

VII.3 Noyau deDirichlet et convergenceponctuelle

Pourétudierla convergencedela sériedeFourierassocíeeà unefonction +.-5/21 , nousconsid́erons
lessommespartielles

O*¥�-5/21®) � � �w� ¥ n
� c ·

�
q où n � ) F�p� R �_ +.-5/21�c ¦ ·

�
q 8:/Ø6

Nousnousposonslesquestionssuivantes:¶ Pourquellefonction +.-5/21 et pourquellevaleurde / , la limite
` ��:é¥ l�m O*¥�-0/21 existe-t-il?¶ Cettelimite, est-elleégaleà +>-5/21 ?

Commenc¸onsparcalculercettesommepartielle:

O*¥�-5/21®) � � �w� ¥ F�p� R �_ +.- T 1�c ¦ ·
�
e 8 T j�c ·

�
q ) R �_ +.- T 1 F�p� � � �w� ¥ c

· � § q ¦ e ¨ 8 T ) R �_ ' ¥�-0/hM T 1�+.- T 1=8 T
où ' ¥�-0/JM T 1 � ) F�p� � � �w� ¥ c

· � § q ¦ e ¨ (3.1)

estle noyaudeDirichlet. Desformulesplussimplessontdonńeesdansle lemmesuivant.

Lemme3.1 Le noyaudeDirichletestdonńepar

' ¥�-�QL1®) F��� j ��� a - ª ? F ; � 1�Q��� a Q	; � (3.2)

et la sommepartielledela sériedeFourier satisfait

O*¥�-5/21®) �_ +.-0/@?�Q	1G?B+.-5/@M�QL1 ' ¥�-�QL1=8&Q	6 (3.3)
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FigureVII.6: NoyauxdeDirichlet � ¥����Z�
Démonstration. Enécrivant(3.1)commeunesériegéoḿetrique,onobtientavecla formuled’Euler

�p� ' ¥�-�QL1,) c ¦ ·�¥Z� F ?Bc ·�� ?Bc7R ·�� ?H6p6:6�?Hc7R ¥�·�� ) c ¦ ·Ã¥Z� F MPc § R ¥
. £©¨ ·��

F MHc ·X�
) c ¦ ·�¥Z� MPc · § ¥

. £©¨��
F MHc ·�� ) c ¦ · § ¥

. £ � R ¨�� MHc · § ¥
. £ � R ¨��c ¦ ·�� � R MHc ·X� � R ) ��� a - ª ? F ; � 1�Q��� a Q	; � 6

La formulepourla sommepartielleestdonńeeparle calculsuivant:

O*¥�-5/21ó) R �_ +.- T 1 ' ¥�-5/@M T 1=8 T ) q
q ¦ R �

+>-5/@M�Q	1 ' ¥�-�QL1=8�Qì) �¦ �
+.-0/JM�QL1 ' ¥w-�Q	1=8&Q

) �_ +.-0/JM�QL1 ' ¥w-�Q	1=8&Q�?
_
¦ �
+.-0/JM�QL1 ' ¥w-�Q	1=8&Qì) �_ +.-5/i?
QL1G?H+>-5/@M�Q	1 ' ¥�-�QL1=8�Q	6

Dansla premìereligne on a utilisé la
�p�

-périodicit́e de ' ¥�-�QL1 et de +.-5/JM�Q	1 et dansla deuxìeme
ligne le fait que ' ¥�-�Q	1®) ' ¥�-�M�QL1 .
Théorème3.2(Dirichlet 1829) Soit +.-5/21 �p� -périodique, + 0 p _ = R � r à variationbornéeetsupposons
qu’en chaquepoint /=_ de discontinuit́e les limites +>-5/=_LMÐ1 et +.-5/=_L?Ð1 existent. Alors la série de
Fourier converge pour tout /=_Cù et¶ si + estcontinueen /=_ , on a

` ��:d¥ l�m O*¥�-0/=_L1.)V+.-5/=_L1 ,¶ si + estdiscontinueen /=_ , on a

` ��:¥ lnm O*¥�-5/=_:1®) F� +.-5/=_LMÐ12?H+.-0/=_:?Ð1 6 (3.4)

(le premiercasestenfait uncasparticulier du deuxìeme).

Démonstration. Poursimplifier la démonstration,supposonsque +.-0/21
soitdifférentiabledansunvoisinagedegaucheetdedroitede /=_ (voir le
petitdessin).Ceciimpliqueque +>-5/=_2?�QL1*MX+.-5/

.
_ 1�)�Qf34-�Q	1 pour Q ã \

avecunefonction 34-�QL1 borńeesur Q G \ . /=_ /
+>-5/21

Nousutiliseronslapropríet́e �_ ' ¥�-�Q	1=8&Qt) F ; � dunoyaudeDirichletquiestuneconśequence
de ' ¥�-�M�Q	1®) ' ¥�-�QL1 et de �¦ � ' ¥�-�QL1=8�Q°) �¦ �

£R �
� � �w� ¥ c ·

� � 8�Q°) F .
La formule(3.3)noussugg̀eredeconsid́ererl’expression

�_ +.-5/=_®?
QL1 ' ¥�-�QL1=8&Q�M +.-5/=_:?Ð1� ) �_ +.-0/=_[?�Q	12MP+>-5/
.
_ 1 ' ¥�-�Q	1=8&Qì) �_ Q=3>-�QL1 ' ¥w-�QL1=8&Q

) �_ 34-�QL1 Q��� a -�Q�; � 1 F�p� ��� a -�- ª ? F ; � 1�QL1Þ8&Qõô \ 6
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La fonction 3>-�QL1�Q¤-]��� a -�Q	; � 1�1 ¦*£ étantborńeesur l’intervalle 3 \ Z � 4 , le lemmedeRiemannimplique
quecetteexpressiontendverszéropour ª ô ö .

De la mêmemanìere,on démontre

�_ +.-0/=_WM�QL1 ' ¥w-�Q	1=8&Q[M +.-5/=_	MÐ1� ô \
et enutilisantla formule(3.3)onendéduit(3.4).

VII.4 Convergenceen moyennequadratique

Rappelonsqu’unpolynômetrigonoḿetriquededegré ª , estunefonction

� ¥�-5/21®) � � �w� ¥ n
� c ·

�
q ) KL_� ? ¥� Ö*£ -]K

� �p� � � /@?HO � ��� aC� /21 6
Le probl̀emequenousnousposonsdansceparagrapheestle suivant:

Problème. Soit +>-5/21 unefonction
�p�

-périodique. Trouverle polynômetrigonoḿetriquededegréª tel que R �_ 0 +>-5/212M � ¥�-0/21 0 R 8:/Ìô : � a 6
Pourrésoudrece probl̀eme,nousle reformulonsafin de pouvoir appliquerles techniquesdu

chapitreIV. Nousposonsn � ) � � ?XÙ�Ú � et la fonctionàminimiserdevient

E - � ¦ ¥ Z Ús¦ ¥ Z 6:6:6 Z � ¥ Z Úw¥�1 � ) R �_ +.-0/212M � � �w� ¥ - �
� ?XÙ�Ú � 17c ·

�
q +.-0/212M � W �w� ¥ - � W(MYÙ�Ú�W
17c ¦ ·�W q 8:/Ø6

Uneconditionnécessaireestquetouteslesdérivéespartiellessoientnulles,c.-à-d.

���� Ü � -�6:6p651 ) M R �_ c · æ q +.-0/212M � W �w� ¥ n W
c ¦ ·XW q 8:/hM R �_ +.-5/212M � � �w� ¥ n � c ·
�
q c ¦ · æ q 8:/) 6p6:6S)VM R �_ +>-5/21*c · æ q 8:/hM �p� n æ M R �_ +.-5/21�c ¦ · æ q 8:/@M �p� n æ )9\

���� Ý � -�6:6p651 ) 6p6:6S)VMrÙ R �_ +.-5/21=c · æ q 8:/JM ��� n æ ?XÙ R �_ +>-5/217c ¦ · æ q 8:/JM ��� n æ ),\�6
CommeE estunefonctionquadratique,il n’estpasdifficile decalculersadeuxìemedérivée(ma-
trice Hessienne)qui est la matriceidentité multipliéepar � � . On a alorsdémontŕe le théor̀eme
suivant:

Théorème4.1 La sériedeFourier tronqúee O*¥�-5/21 estparmi touslespolynômestrigonoḿetriques� ¥�-0/21 dedegré ª celui qui minimisel’int égrale

R �_ 0 +.-0/212M � ¥�-5/21 0 RØ8:/Ø6
Théorème4.2 Soient+.-0/21 continuepar morceauxet O*¥�-0/21 la série deFourier tronqúee. Alors

` ��:¥ lnm R �_ 0 +.-5/212M�O*¥�-0/21 0 RØ8:/ì)9\[6
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Démonstration. Si +.-0/21 estun polynômetrigonoḿetrique,disonsde degré 1000,alors O*¥�-5/21d)+.-0/21 pour ª G F \�\ \ d’apr̀esle théor̀emepréćedentet l’affirmationestdémontŕee.
Pourle casgéńeral,on utilise le théor̀emedeWeierstrass(sansdémonstration),qui dit: pour

tout � ã \ , il existeun polynômetrigonoḿetrique� ¥�-5/21 tel que 0 +.-0/21>M � ¥�-5/21 0 â � sur 3 \ Z ��� 4 .
Nousnedonnonspasdedétailsdela démonstration.

Théorème4.3 Soit +.-5/21 intégrablesur 3 \ Z ��� 4 et supposonsque
R �_ 0 +.-0/21 0 R 8:/ â ö . Lescoeffi-

cientsdeFourier n � ) £R �
R �_ +.-5/21�c ¦ ·

�
q 8:/ satisfontalorspour tout ª

� � �w� ¥ 0 n
� 0 R 1 F��� R �_ 0 +>-5/21 0 R 8L/ (inégalit́edeBessel)6

Si,enplus, +.-5/21 estcontinuepar morceauxalors

� >ZY 0 n
� 0 RC) F�p� R �_ 0 +.-5/21 0 RØ8:/ (identit́edeParseval) 6

Démonstration. Calculons

\ 1 R �_ 0 +.-0/212M�O*¥�-0/21 0 R 8:/ ) R �_ +.-0/212M � � �w� ¥ n � c ·
�
q +.-0/212M � W �w� ¥ n W¸c ¦ ·�W q 8L/

) R �_ 0 +.-0/21 0 R 8:/@M � � �w� ¥ n � R �_ +>-5/21=c ·
�
q 8:/JM � W �w� ¥ n W R �_ +.-5/21=c ¦ ·XW q 8:/i? �p� � � �w� ¥ 0 n � 0 R) R �_ 0 +.-0/21 0 R 8:/@M � � �w� ¥ n � �p� n � M � W �w� ¥ n W ��� n W¤? �p� � � �w� ¥ 0 n � 0 R) R �_ 0 +.-0/21 0 R 8:/@M �p� � � �w� ¥ 0 n � 0 R 6

L’identité deParseval estmaintenantuneconśequencedu théor̀emepréćedent.

VII.5 Exercices


