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Chapter |

Topologiede R" et fonctionscontinues

L’ étudedesfonctionsd’unevariableréelleestundessujetsdu cours*Analysel” (semestrel’hiver).
Dansce chapitre,nousdiscutonsdesnotionsqui permetterontine géréralisationaux fonctions
de plusieus variables. De telles fonctions apparaissenpartouten pratique. Par exemple, la
temperaturedansunesalleestunefonctionqui dependdel’espacgtrois coordon@es)etdutemps.
Elle estdoncunefonctionde quatrevariables.

Cechapitresuit de presla présentatiordesparagraphed/.1 et IV.2 du livre “L’analyseaufil
del'histoire” de Hairer & Wanner(SpringefVerlag2002). Pourplus d’informations(remarques
historiquesdémonstrationslétaillées,. . .), la lecturede celivre estvivementconseilEe.

.1 Distanceset normes

Nousconsiceronsdescouplesz;, x2) denombreséelsetdesn-uples(xy, z,, . .., z,). L'ensemble
detouslescouplesest

R2 =R xR = {(.Thafg) ; X1,T9 € R} (11)

etl'ensembledetouslesn-uplesest
RP=RXRX...xR={(x1,29,...,2,); 2 €ER, k=1,...,n}. (1.2)

Avecl'addition (composant@arcomposantegt avecla multiplication pardesnombregéels,cet
ensemblalevient un espacevectoriel(voir le chapitrell du cours“Algebrel”, semestral’hiver).
LesélementgddeR™ sontdoncdesvecteurs Dansce chapitre nousnedistinguongaslesvecteurs
colonnesetlesvecteurdignes.

Geontetriquement)'espaceR? peutétreinterpete commeun plan; lescomposantes; et z,
étantles coordonescarésiennesPar le theoemede Pythagore)a distanced(z, y) entredeux
pointsz = (z1,x2) ety = (y1, y2) estdonréepar(figurel.1, gauche)

d(z,y) = /(g1 — 71)% + (2 — 72)°. (1.3)

Onvoit quecettedistancene déependquedela difféerencey — x. Cecijustifie |’ écriture||y — x|
ol ||z]|o = /23 + 23 Siz = (21, 22).

Pour calculerla distanceentrexr = (z1, 72, 23) €ty = (1.2, y3) dansl'espaceR?, nous
appliguonsdeuxfois le theoemede Pythagorgd’abord au triangle DEF et ensuitea ABC, voir

figurel.1, droite)etnousobtenonsi(z, y) = ||y — z|2, Ol ||z[l2 = \/27 + 23 + 23.

2



TopologiedeR™ etfonctionscontinues 5

F= (ylz Y2, yS)

Y2
Y2 — T2 Ys— T3] |
T2 ST //E ™

DS
T 1 /é Yy1— 1

Yo— T2

Figurel.1: DistanceslansR? etdansR3

Dansl’'espaceR™ dedimensiomnn, nousdéfinissongparanalogie

lolls = /22 + 22 4.+ 22, (1.4)

et nousappelonsetteexpressiorla normeeuclidiennede z = (zy, 2, . .., 2,,). La distanceentre
x € R™ ety € R” estalorsdonreepard(z,y) = ||y — z||2-

Théoremel.1 La normeeuclidienng1.4) satisfait:

(N1) |z >0 et |z||=0«z=0,
(N2)  [[Az][ = [Al-[lz]|  pour AeR,
(N3) lz+ 9yl < |zl + |yl (inégalitt dutriangle).

Démonstation. Lesproprieétes(N1) et(N2) sonttriviales.La démonstratiorde (N3) estbagesur
I'in égali& de Cauchy-Scharz
[z, )| < lll - llyll (1.5)

ou (z,y) := Y ._, xxyx désignele produitscalairede deuxvecteurs: ety (voir le chapitreVI du
cours“Algebrel”). L'inégali€ dutriangleestmaintenantunecongquenceale

lz +ylI* = (@ +y, 2 +y) = l|2l* + 202, 9) + [yl* < M2l + 2l (|- ]l + [yl* = el + ).

|
Par la suite,nousutiliseronstresrarementa formule explicite del’ @équation(1.4). Souwent, il
estconfortabled’utiliser d’autresexpressionsatishisantiespropriées(N1), (N2) et (N3).
Définition 1.2 (norme) Unenormesur R™ estuneapplication|| - || : R" — R satisfaisan{N1),
(N2) et(N3). L'espaceR™ munid’unenormes’appelleun espacenormeé.
Exemples. Enplusdela normeeuclidienng1.4), nousconsicerons
Izl = > |ax norme/; (1.6)
k=1
|z|lee =  nax || normemaximum. (1.7)

La vérificationdespropriétes(N1), (N2) et (N3) pour cesnormesestfacile. La notation(c.-a-d.
lesindicesl, 2, co) n'estpaschoisieparhasard En effet, lestrois normessontdescasparticuliers
de

= 1/p
lall, = (Y lw”) — normer,, 1<p<oc (L.8)
k=1

et [[zfloc = limy oo [l]],-
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Théoremel.3 Pourtoutz € R™, ona
[2]le < llzll2 < fl2]li <70+ [[2]| o (1.9)

Démonstation. Nous ne déemontrongjue la deuxémeinégali€. En prenantle caré ||x||? dans
I’ équation(1.6),nousobtenonda sommedescaries)  x% (c'esta-dire||z||3) etlesproduitsmixtes
|zx| - |7;], tousnonnégatifs.Ceciimpliqueque||z[|? > ||z]|3. m

Cerésultatmontrequeles normes||z||;, ||z||2 et ||z||. Sontéquivalentesdansl’esprit de la
définition suivante.

Définition 1.4 (équivalencede normes) Ondit quedeuxnormesg| - ||, et|| - ||, sontéquivalentes
s'il existedesconstantepositivesC; et () tellesque

Chllzll, < Nlzlly < Co 2], pourtout z € R™ (1.10)

|.2 Convergencede suitesde vecteurs

Au cours“Analysel”, nousavonsvu dessuitesde nombreséelsainsiquelesnotionsde corver-
gence,de suitesde Cauchy etc. Il s’agit maintenantd’étendrecesdéfinitions et résultatsa des
suitesde vecteurs Nousconsiceronsdonc{z; };>1, ol chaquer; estunvecteur c.-a-d.

T = (15, Toi -y Tni), G =1,2,3,... . (2.1)

Définition 2.1 (corvergencede suitesde vecteurs) Ondit quela suite{z; };>1, donréepar (2.1),
corveme versle vecteura = (ay, as, ..., a,) € R™si

Ve>0 IN>1 Vi>N |z —a|] <e.

Commepour dessuitesdansR , nousécrivons x; — a oubien lim z; = a.

La seuledifferencepar rapporta la définition pour dessuitesde nombresréelsestque les
“valeursabsolues’sontrempla&espardes‘normes”.

Lafigurel.2 montrela suite z; = (0.6 + 0.56 r* cos(0.6 + 0.71) , 0.4 + 0.4 7" sin(0.6 + 0.7 7))
dansR? avecr = 0.86. Elle corvergeversa = (0.6,0.4).

T21 T
T22 T2
T e —— *x L3 -
* *
*
a2 * %;‘: *
* * x
‘ x
* *
T3 T12 a; Tin

Figurel.2: lllustrationd’une suiteconvergentedansi 2
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Attention Dansla définition 2.1, nousn’avonspasencorepréci quellenormeil fautprendre.
Nousobseronsquesi || - ||, estéquivalentea alorsona

'||q’

corvergenceavec | - |, <=  corvergenceavec || - |, (2.2)

Eneffet, ||z; — a||, < ¢ et(1.10)impliquentque||z; — a||, < Cse. Puisques > 0 estarbitraire
dansla définition 2.1, nouspouwnsle remplacepars’ = Cse, ethousvoyonsquela corvergence
avec|| - ||, impliquecelleavec]| - |,.

Noussavonsdéja (theomel.3)que|| - [|1, || - |2 et - || SONtéquivalentes nousverronsplus
loin (théoeme4.6) quetouteslesnormesdansR™ sontéquialentes.Par congquent,on peutse
servirden’importe quellenormedansla définition 2.1.

Théoreme2.2 (crit ére de corvergence) Pour unesuitedevecteus (2.1),ona

lim z; = a = lim x; = ar  pour k=1,2,...,n,

71— 00 1—00

i.e. la corvergencedansR "™ estéquivalentex la corvergencecomposant@ar composante
Démonstation. Prenonda normemaximum(1.7) pourlaquelle

|z —allo <& <= |z —ax| <e pourk=1,2... n
Aveccettenormedansla définition 2.1, le résultatestimmédiat. O

Avecl'obsenationqu’il faut seulementemplacer‘valeursabsolues’par “normes”, on peut
etendrebeaucouple définitionset résultatedu cours“Analysel” a unedimensionsuperieure.Par
exemple,nousdisonsgu’unesuitedesvecteurs z; }~1 estbornée s'’il existeunnombreB > 0 tel
quel/z;|| < B pourtouti > 1. De nouweau,la propriéte d’étreborreene dépendpasdela norme
choisie.CommedansR, nousvoyonsquetoutesuitecorvergenteestborrée.

Ondit qu'unesuite{z;};>; estunesuitede Caudy si
Ve>0 AN>1 Vi>N VI>1 |z, — x| <e. (2.3)

En utilisantla normemaximumdans(2.3), on constategue cettedéfinition estéquivalenteaufait
que,pourk = 1,...,n, lessuitesréelles{x;; };>: sontdessuitesde Cauchy Parcongquentnous
obtenonglirectementa géréralisationdu criterede Cauchy

Théoreme2.3 (critere de Cauchy dansR™) UnesuitedevecteusdansR™ estcornvergentesi et
seulemensi elle estunesuitede Caudy. 0

Le theoemede Bolzano-Wierstrassesteaussivrai dansR”™. Sadémonstrationpar contre,
nécessitguelquesdéessuppementaires.

Théoreme2.4 (Bolzano-WeierstrassdansR™) ChaquesuitebornéedevecteusdansR™ admet
unesous-suiteorvemgente

Démonstation. Soit {x;};>; unesuiteborreedansR”. La suitede sespremirescomposantes
{z1: }i>1 estborréeet on peutappliquerle theoemede Bolzano-WierstrasslansR. Elle admet
alorsunesous-suiteornvergente disons

T1,1, T1,5, T1,9, L1225, L1,37, L1,58y L1,238, L1,5765 -« - (2.4)
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Passonsaux deuxemescomposanted.’id éeessentielleestde ne consicererquecellesqui corre-
spondent la sous-suit€2.4) et non pascellesde la suitetouteentiere. Cettesuiteestborrée, et
nouspouwonsde nouveauappliquere theoemede Bolzano-WierstrasslansR pourobtenirune
sous-suiteonvergente disons,

T21, T29, T258, L25765 -+ - (2-5)

Maintenantjes premereset les deuxemescomposantede la suite x1, xg, Zss, T576, ... CONVer
gent. Pourn = 2, la démonstratioresttermirée. Pourn > 2, nousexaminonsles troisiemes
composanteavecdesindicescorrespondard (2.5), etainside suite. Apresn étapesil resteune
suitedonttouteslescomposantesorvergent. O

1.3 Voisinagesensemblesuverts et fermés

Pourdesensembles! et B dansR”, nousutilisonslesnotations

ACB silesélementgle A appartiennend B (sous-ensemble)
ANB ={zeR";x€ A et x€ B} (intersection)
AUB = {z€eR";2€ A ou z€ B} (réunionouunion)
A\B ={zeR"; €A mais z ¢ B} (difference)

CA = {zr eR"; x ¢ A} (compEmentaire)

Le role del'intervalle ouvert estjoué par
B(a) ={z € R"; [lz —al| <&}, (3.1)

appeé disque(ou boulg derayone etdecentrea (voir la figurel.3).

¢ © @

p =00

Figurel.3: Disquesderayone = 1, 1/2, 1/4 pour||z||1, ||z]]2 €t ||z ||,

Définition 3.1 (voisinage) Soita € R™ donre. Un voisinage de a estun ensembld” C R™ qui
contientun disquederayonpositifcentié ena, i.e.,

V' estvoisinagedea = de >0 B.(a) CV.

Le disqueB.(a) dependdela normeutilisée(|| - |1, || - ||z ou | -
s, - - -) ; ladéfinitiond’un voisinage parcontre estindépendante &
delanormeutilisée,aconditionquelesnormessoientequialentes, @
ChaqueB.(a) pour une norme contientun B..(a) pour l'autre
norme(voir le dessiracot).

Définition 3.2 (ensembleouvert) Unensemblé/ C R™ estouverts’il estunvoisinage dechacun
desespoints,i.e.

U ouvert = VeeU >0 B(zx)CU.
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Définition 3.3 (ensemblefermé) Un ensemblef” ¢ R™ estfermé si chaquesuite corvemgente
{z;}>1 avecz; € F asalimite dansF, i.e.

F fermé = a=limz; et z; € F impliquent a € F.
ExempleslansR .

L'intervalle dit “ouvert” (a,b) = {xr € R ; a < = < b} estunensembleuvert. En effet, pour
unz € (a, b),lenombres := min(z—a, b—x) eststrictemenpositif, etnousavons B.(z) C (a, b).
Par contre,la suite{a + 1/i} (pouri > 1) estcorvergente sesélémentssontdans(a, b) a partir
d’un certaini, maisla limite n’estpasdans(a, b). Donc,I'ensemble(a, b) n'estpasfermeé.

L'ensembledit “fermé” [a,b] = {z € R ; a < 2 < b} estfermé (fairela démonstratiora
I'aide d’un théoemedu cours“Analysel”). Cependantni a ni b n'ont un voisinageentierement
inclusdansia, b. L'intervalle [a, b] n"'estdoncpasouvert.

L'intervalle A = [a, b) n'estni ouvertni fermé, puisquen n’a pasdevoisinagedans|a, b) etla
limite dela suitecorvergente{b — 1/i} n'estpasdansa, b).

Enfin,I'ensembleR = (—o0, +00) estouvertetfermé, ainsiquel’ensemblevide ().

Lemme 3.4 Soit| - || unenormearbitrairedeR™.
a) L'ensemble A = {z € R™; ||z|| < 1} estouvert.

b) L'ensemble A = {z € R"; ||z| <1} estfernmé.

¢ON ¢@

Figurel.4: Ensemblesuverts {z; ||z|, < 1} (gauchektfermés {z; ||z|/, < 1} (droite)

p=00

Démonstation. a) Poura € A prenons: = 1 — ||a|| qui estpositif. Avec ce choix, nousavons
B.(a) C A (voir figurel.4, gauche).En effet, parI'in égali& du triangle, nousavons pour =z €
B.(a)

2] = llz —a+af <z = all + [lal| <&+ [laf = 1.

Donc, A estouvert.
b) Consiceronsunesuite{x; };~; vérifiantz; € A (pourtout:) etcorvergeantversa. L'inégali&
detriangleimplique

lall = llz: = 2 + all <[l + [l —all <1+ [lz; —af <T+e
pouri > N. Ceciestvrai pourtoute > 0. Parcongquent,|a|| < 1 et A estfermé. i

Autresexemples.

Le demi-planA = {x € R?; 21 + 25 > 2} estun ensembleouvert; parcontre,le demi-plan
A= {r € R?; z,+x, > 2} estunfermé (mémedémonstrationguetoutal’heure). Onverraplus
tardquel’ensembled = {z € R?; f(z1,x) > 0} estouvertetqueA = {z € R?; f(z1,23) >
0} estfermési f(z1, z2) estunefonctioncontinue.

L'ensembled = {x € R?; z;, 5 € Q, ||z|| < 1} n’estni ouvertni fermé, carchaquedisque
contientdespointsirrationnels;et unelimite de pointsrationnelspeutétreirrationnelle.



10 TopolagiedeR™ etfonctionscontinues

Le célebreensembleale Cantor(figurel.5) estdonre par

A=10,1]\{(1/3,2/3) U (1/9,2/9) U (7/9,8/9) U...} = {17;1:—-2§3cu3_i,¢u S {0,2}}.

(3.2)
Cetensemble’estpasouvert(parex. = 1/3 n'a pasdevoisinagedansA) maisil estfermé (voir
la remarqueapresla démonstratiordu theoeme3.6).

0 1 1 I
0 1/9 1/3 2/3 1

Figurel.5: Ensemblede Cantor

Le triangle de Sierpiskietle tapisde Sierpiski(figurel.6) sontdesgénréralisationdidimen-
sionnellesde I'ensemblede Cantor Cesdessinse nousplaisentpasseulemenpar leur beaug,
maisnousrappellentquelesensemblepeuentétredesobjetsbiencompligLes.

Figurel.6: Trianglede Sierpihski et tapisde Sierphski

Théoreme3.5 Ona . )
) Fferme = C[F ouvert,

i) Uouvert = (U fermé.

Démonstation. i) SupposonsjueCF ne soit pasouvert. Il existealorsuna € CF (i.e.a ¢ F)
tel que,pourtouts > 0, onait B.(a) ¢ CF. Enprenant = 1/i, nouspouwonschoisirunesuite
{z;}:>1 satishisantz; € F et||z; —a|| < 1/i. CommeF estfermé, nousobtenons: € F, d’ou
unecontradiction.

i) Supposongjue CU ne soit pasfermé. Il existe alorsune suitex; € CU (i.e.z; € U)
cornvergeantversuna ¢ CU, (i.e.a € U). CommeU estouvert, nousavons B.(a) C U pourun
certaine > 0. Parcongquenty; ¢ B.(a) pourtouts, d’ou unecontradiction. O

Théoreme3.6 Pour un nombe fini d’ensemblespn a
i) U, Us,...,U, ouverts — U;NU;N...NU,, estouvert,

i) F1, Fy, ..., F, fermes — F UFU...UF,, estfermeé.
Pour unefamille arbitraire d’ensemblegindexéepar 'ensemble\), ona

iii) Uy ouvertpourtoutA = |J,c,Ur={z € R";3X € A, x € U,} estouvert,
iv) )\ fermépourtout A = [N,y FA = {z € R";YA € A, x € F)} estferme.
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Démonstation. Commenonsparla démonstratiorde (i). Soitx € U; N ... N U,,, doncz € Uy
pourtoutk = 1,...,m. CommeU} estouvert,il existeune;, > 0 tel queB,, (x) C Uy. Prenons
e =min(ey,...,ey,);alorse > 0etB.(x) CU; N...NUp,.

La démonstratiorde (iii) estencoreplussimple; nousl’'omettons.Leséquialencesi) < (ii)
et (iii) < (iv) sontunecongquencales‘reglesde Morgan”

C(U, nU,) = (CUy) U (CUY), C(U, uUy) = (CUL) N (CU),

etduthéoeme3.5. |

Remaque Cetheéoemenouspermetde déemontrerquel’ensemblede Cantordéfini par(3.2) est
fermé. En effet, soncompEmentaire

CA = (—00,0) U (1,00) U (1/3,2/3) U (1/9,2/9) U (7/9,8/9) U. ..

estuneunioninfinie d’intervallesouverts.Le theoeme3.6impliquedoncque A estfermé.

Figurel.7: Ensemblesuvertsd’intersectiorfermée(gauchektensemblefermésd’unionouverte
(droite)

Remaque Lesaffirmations(i) et (i) du théoeme3.6 ne sont, en géréral, pasvraiespour un
nombreinfini d’ensembles.
Consiceronsparexemplela famille d’ensemblesuverts

(1.26) U, = {a: eR?; |z <1+ l/i},
dontl'intersection U, N Us NU; N ... = {z € R?; ||z|| £ 1} n’estpasouverte (figurel.7,
gauche).

De fagon analoguela famille d’ensemble$ermés(figurel.7, droite)
(1.27) F = {x ER2; ||z <1— 1/@'},

auneunion, U F3U FyU... = {z € R?; ||z|| < 1} quin’estpasfermée.



12 TopolagiedeR™ etfonctionscontinues

1.4 Fonctionscontinues
Soit A unsous-ensemblde R™. Unefonction
f:A—R™ (4.1)

envoie le vecteurr = (z1,...,z,) € A surle vecteury = (y1,...,y,) € R™. Chaquecom-
posantaley estunefonctionden variables Nousécrivonsalors

n = fl(xla"-yxn)
y=[f(x) ou : (4.2)
Ym = [m(x1, ..., 2p).

A

(\
R
ASO0
AN,
XU

0 A Y2
A
Wé/]/ﬂw

AN
W 7
QOO 4]

\ ‘\\&QA.A,A,A‘, PAA X

N\ <SOONAIAA XA Ml

Y1 )

Figurel.8: Paraboldde (gauchekt hélice (droite)

Exemples

a) Unefonction (m = 1) dedeuxvariables(n = 2) peutétreinterpettecommeunesurface
dansR?. Parexemple,la fonctiony = 22 + 22 repésentaun paraboldde (figurel.8, gauche).

b) Deux fonctions(m = 2) d’une variable(n = 1) repsententune courbedansR?. Par
exemple,I'hélice de la figure 1.8 (droite) estdonreepary; = cos 10x, yo = sin 10x. Si nous
projetonsla courbesurle plan (yi, y2), housobtenonsune “représentatiorparangétrique” d’'une
courbedansR? (un cercledanscetexemple).

Définition 4.1 (continuité) Unefonctionf : A — R™, A C R™ estcontinueenx, € A si

Ve>0 F6>0 VeeA: ||lz—x <d | f(z) — f(zo)| <e.

C’estprecigmentla définition de la continuit d’unefonction a unevariableaveclesvaleurs
absoluesempla@&espardesnormes.Cettedéfinition ne déependpasdesnormeschoisies pourvu
gu’ellessoientéquivalentes.En utilisantla normemaximumdansR ™, nousobtenonde résultat

suivant(acompareivecle theoreme?2.2).

Théoreme4.2 Unefonctionf : A — R™, A C R™ donréepar (4.2) estcontinueenz, € A siet
seulemensi chaquefonctionf; : A — R estcontinueenz, (j = 1,...,m). O
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Unecongquencale cetheoemeestqu’il suffit deconsicererle casm = 1 pourl’ étudedela
continuig.

Il estévidentqu’'unefonction constantef (z) = ¢ estpartoutcontinue.La projectiondex =
(x1,...,x,) Sursakiemecoordonree,i.e. p(z) = xi, estégalementontinueen chaquepoint
xo = (Z10,- .., Tno), PUISQUETE — xx0| < ||z — 2] (Choisird = e dansla définition 4.1).

Commepour desfonctionsa une variable,on demontreque le produit et le quotient(si le
dénominateuestnonnul) defonctionscontinuesestcontinue.Par congquentles polyndbmesen
plusieursvariablesparexemple f (21, 7o, 13) = xi2) — x12323 + 425 — 1, sontpartoutcontinus;
etlesfonctionsrationnellessontcontinuesaux pointsou le denominateuestnonnul.

Figurel.9: Sttréogrammelela fonctiondiscontinuef (z;, x2) dela formule (4.3) (tenirle dessima

20 cmdesyeuxet“loucher” atraversle papierversun objetsitué 20 cm derriere. Alors, lesdeux
dessindusionnentetun dessin3D apparét.)

Exemple4.3 Consiceronsla fonction f : R? — R donréepar

T1T2 . 2 2
—_ Sl 7+ x5 >0
flxy, z0) = { 22 + 22 Lo (4.3)
0 Si T, =29=0

(voir figurel.9). Commeelle estunefonctionrationnelle elle estcertainementontinueauxpoints
verifiantz?+z2 > 0. Pourexpliguersoncomportemenprésdel’origine, utilisonslescoordoniées
polairesz; = r cos ¢, o = rsin g ; il vient(pourr > 0)

r’cospsing 1

f(recosg, rsing) = 3 =5 sin 2¢.

Par congquent,la fonction estconstantesur les droitespassanpar I'origine, et cetteconstante
dépenddel'angle ¢. Danstout voisinagede (0, 0), la fonction (4.3) prendtouteslesvaleursentre
+1/2 et—1/2. Elle nepeutdoncpasétrecontinueen (0, 0).

Définition 4.4 (ensemblecompact) Pour unensemblgsd ¢ R", ondit que
K estcompact = K estbornéetferme.

Beaucouplerésultatpourdesfonctionscontinuesaunevariablepos&dentunegéréralisation
aplusieursvariables.Un résultatqu’on obtientde nouveauenrempla@nt “valeursabsolues’par
“normes”estle suivant.

Théoreme4.5 Soit K C R™ unensembleompactetsoit f : K — R continuesur K. Alors, f
estbornéesur K etadmetun maximumetun minimum,i.e. il existeu € K etU € K telsque

fu) < f(z) < f(U) pour tout =z € K. O
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Cethéoemeconduitaurésultatsuivant,déja annoné au début de cechapitre.

Théoreme4.6 (équivalencede normes) Toutesles normesdansR™ sontéquivalentesC’esta-
dire quesi N : R™ — R estuneapplication satisfaisanties conditions(N1), (N2) et (N3) du
théoremel.1,i.e.

(N1) N(z)>0 et N(z)=0&2z=0,
(N2) N(Az) = |\| N(z) pour \e€R,
(N3) N(z+y) < N(z)+ N(y) (inégalitt dutriangle),
alorsil existedesconstantes’; > 0 et(Cs > 0 tellesque
Cillz|l2 < N(z) < Cy ||z|2 pourtout z € R™. (4.4)

Démonstation. a) Ecrivons r = T1e1 + roe9 + ... + x,e,, dansla basecanoniquee; =
(1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), etc. On déduitde (N3), (N2) et de I'in égali& de Cauchy-
Schwarz(1.5)que

N(z) = N(ze1+ ...+ xe,) < N(z1€1) + ...+ N(zpe,)

(4.5)
S |.1?1| . N(el) + ...+ |In| . N(en) S ||$||2 - CQ,

avecCy = \/N(e1)? + ...+ N(e,)2 Ladeuxemeinégali& de (4.4) estainsidemontée.
b) Montronsensuiteque N (x) estcontinue(avecla normeeuclidiennedansla définition4.1).
Ona

N(x) — N(xzg) = N(x — x¢ + x9) — N(z0) < N(x — x0) + N(x0) — N(20) < Co||T — 0|2
et,delamémefagon, N(zp) — N(z) = ... < Cyflzg — z||2. Onendéduitque
|N(z) — N(x0)| < Callz — 202

cequi impliquela continui& de N (z).
c) Consiceronsla fonction N(x) surl’ensemblecompactk’ = {z € R"; ||z|s = 1}. Parle
théoreme4.5, elle admetun minimumenunu € K, c.-a-d.il existeu € K avec
N(u) < N(z) pourtout z € K.

Posong’; := N(u) ; par(N1),onaC; > 0. Commez/|z|s € K pourtoutz € R™ (z # 0),
nousavons

OlzN(u)§N< ° ) L N,

lzll2/ ll[l2
cequi démontrela premereinégali€ de (4.4). |

.5 Convergenceuniforme etla courbe de Peano-Hilbert

Toutesles définitions et les résultatsdu cours“Analysel” concernanta corvergenceuniforme
d’unesuitedefonctionssegéréralisenimmédiatemen& plusieursdimensionsRappelongju’'une
suitedefonctionsf;, : A — R™, A C R™ corverge uniformemensur A versf : A — R™, si

Ve>0 IN>1 Vk>N VreA | fu(z) — fz)]| <e.
Un exempleestle suivant.

Théoremeb.1 Siunesuitedefonctionscontinuesf, : A — R™, A ¢ R" corverge uniformément
sur A versunefonctionf : A — R™, cettefonctionlimite estcontinue O
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La courbe de Peano-Hilbert L'image d’unefonctioncontinueyp : [0, 1] — R? estunecourbe
dansR?2. Par exemple,la fonctionp(t) = (¢,1 — t) donneun segmentde droite et la fonction
@(t) = (cos2mt,sin27t) un cercle. On peutse demandeisi I'image d’une fonction continue
¢ : [0,1] — R? peutremplir tout le carie [0,1] x [0,1]. Peano(1890) et Hilbert (1891) ont
décounert quececiestpossible:on divise chaquecaré en quatresous-camset on étiquetteleurs
centregécursvementensuivantla directiondela courbeprécdentgvoir la figurel.10).

22 | 23|26 | 27|38 | 39|42 | 43
6 7 10 11 _]2 si_ _f Zi_
2 3 21 24!__125 28|37 4Ol__141 44
9 | 3 35 | 4
2_'—T1 20 |36 ] si__45
5 —_— 12 ji
8 o 17—_118 3t 22 34 47!_‘—48
1 11 | 54 52
| | 3 | 14 AT T s 1i®
4 13 9 56
15__‘[14 i——‘lw ss‘l_ﬁ 51!__50
2 3 !_ 7 | 5¢ _1 6! 63
. 4 : EniDeslhssclinn|
1 2 | 15 16 T ] e T ]
1 4 6 |59 61 64
mnlliunlianl i nniunlAnnl A nulAnn]
T T A e
L] FJ Lj‘ [J L] r_l L_} Eq
O mlln |
RN TR IR TIPS
I | I ml
T e T s
i Eeapeamn gy yuaEy Y
e
IEnRnr D
e e e
il usnnliinmenki i Eunl Inn!
T T
Eailzsilssiicsiinciinsibesiam
R e

Figurel.10: La courbede Peano-Hilbert

Uneautre construction.Soitp(t) = (z(t),y(t)), 0 <t < 1 unecourbecontinuearbitrairereliant
lespointsA = (0,0) pourt = 0 et B = (1,0) pourt = 1 (voir la figurel.11). Nousdéfinissons
alorsunenou\elle courbedy par

5(y(41), z(4t)) sio<i<!

] Ye@t—1), 14 ydt—1)  sii<i<?
(Pe)(t) = L1 a@dt—2),1+y(4t—2) si2<t<?
s2—ydt—3),1—z(4t-3)) si2<t<1

Ainsi, nousavonsa nouweauunecourbecontinuereliant A = (0,0) pourt = 0 et B = (1,0) pour
t = 1 (voir le deuxemedessinde la figure 1.11), et ainsi ce proedé peutétrerépete (troisieme

%"” > %w L [~ Y /3
X — lIJ - o o ) (
P — ]

0 t ’ W
— OY—

A BA BA B
Figurel.11: Créationdela courbedeHilbert

gl
{
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dessindansla figurel.11). Cecidéfinit unesuitedefonctionsy, = ¢, 1 = Py, Y2 = Py, etc.
Sinouscommenonsavecuneautrecourbeinitiale ¢ (t) avec||o(t) — ¥ (t)]|«» < K pourt € [0, 1],
alors||®p(t) — PY(t)||. < K/2 (voir lafigurel.11). Parcongquent,

lon(t) — vr(t)]] < K -27F, (5.1)
et,enprenant)(t) = ¢,,(t) et K = 1,0na
lr(t) = Prym()]| < 277, (5.2)

Par (5.2), la suite ¢, (t) corverge uniformément(critere de Cauchy),et posededonc une lim-
ite continuey(t) (theoeme5.1). De plus, nousvoyons avec (5.1) quela fonction limite est
indépendantelela fonctioninitiale ¢y ().

Remaque |l estintéressantde mentionnerqueles deuxcoordon@esz(t) ety(t) sontdes
exemplesdefonctionscontinuesnulle partdifférentiablegsansdémonstration).

.6 Exercices



Chapter Il

Calcul matriciel

Lesfonctionslinéairessontdesexempledressimplesdefonctionsa plusieursvariablesmaiselles
sontégalementresimportantesNousverronsdansle chapitrelll quebeaucouplefonctions(en
fait toutesles fonctionsdifférentiablespeuwent étre localementapproxineespar desfonctions
linéaires.

1.1 Rappeldel'algebrelinéaire

L'espaceR™ estun espacevectoriel, c.-a-d. gu’on peutadditionnersesélementset on peutles
multiplier pardesscalaires\ € R.

Basecanonigue Chaquevecteurz € R™ peutétreécrit (de manireunique)comme

1 0 0

. 0 1
T =x1€1 + Tos + ...+ T, ou es=1.1, e=|.1] e=]|.[ (@1

0 0 1

o

Onappellery, -, ..., x, lescomposantesucoordonreesduvecteurr etl’ensembledesvecteurs
{e1, ea, ..., e,} la basecanoniquede R". Dansce chapitrenousécrivons les vecteursde R"
commedesvecteursolonnes.

Applications lin éaires Uneapplicationlinéaireestunefonction f : R™ — R™ satishisant
flx+y)=fz)+ fly), f(Az)=Af(z) pourtout z,y € R", X €R. (1.2)
Ennotant’imagedee; par f(e;) = A; = (a1, asj, . .., am;)’, 1alinéariede f(z) impliqueque
f(z) = f(zer + ... +xpen) = 1A + ... + 2,4, = Ax

ou A estla matricedontlescolonnessontA,, ..., A,. Celle-ciestunematricem x n (m ligneset
n colonnes)Le produit Az estdonre par

aiy - Qg 1 a11T1 + ...+ a1y
Az = : : : = :

Am1 o Qmn Tn 11 + ...+ Ampnn

Chaqueapplicationlinéairepeutdoncétre écritesousla forme f(z) = Az ou A estunematrice
m X n.
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Basesrbitrair es Unensembld Sy, S, ..., S, } den vecteursestunebasedeR" si Sy, S, ..., S,

sontlinéairementndépendantsChaquer € R™ peutétreécritde manireuniquecomme

ou S estlamatricen x n dontlescolonnessontles S;, et estle vecteurdecomposantes; (voir la
figurell.1). Onappellealorsé;, &, ..., &, lescoordonigesde = selonla base{S;, S, ..., S,}.
CommeS estunematriceinversible la relation(1.3) donneunebijectionentrex et&.

T2 e ,-73

€2

Figurell.1: Repésentatiordez dansla basecanoniquggauchegtdansla base{.S;, S} (droite)

Changementde coordonnées Consiceronsuneapplicationlinéairef : R™ — R™ donréepar
x — y = Ax ou A estunematricem x n. Sil'on changdescoordon@esdansl’espacededépart
R™, (x = S&) etdansl’espaced’arrive R™ (y = 1'n), 'application

y=Ax devient n=T7T"AS¢.

devenirtressimple.En particulier on peuttoujourstrouver S et telsque

1 1. 0
ras— (5 0)
ou I, designela matrice unité de dimensionr (voir le paragraphell.7 du polycopgé du cours
“Algebrel”). C'esta-direquedanslesnouwellescoordonesl’applicationy = Ax devient sim-
plementy; = & pouri = 1,...,retn; =0pouri =r+1,...,m.

Si f: R™ — R™ estuneapplicationou les espacesle départet d’arrivée sontidentiqueson
estinteresg afairele mémechangementecoordon@espourzx ety, i.e.,x = S¢ ety = Sn. Dans
cettesituation,I'applicationdevientn = S~ AS ¢ eton chercheunetransformations telle quela
matriceS—! AS soitplussimplequeA.

Avec desbasesS = (S,...,S5,) etT = (1i,...,T,,) bienchoisies,la matrice~' AS peut

Valeursetvecteurspropres Pourtransformeunematricen x n enuneformesimple,lesvaleurs
propresetlesvecteurgpropregouentun role important. On dit que A € C estunevaleur propre
dela matriceA s'’il existeunvecteurv € C™, v # 0 tel que

Av = . (1.4)

Un vecteurv # 0 satishisant(1.4) s’appellevecteurpropre de A correspondana la valeurpro-
pre A\. Pourque \ soit unevaleurproprede A, il fautquele sysemelinéaire(A — A\l)v = 0
pos&deunesolutionnonnulle. Par congquent\ doit neécessairemerétreun zéro du polynome
caracéristique

Xa(A) :=detA — \I). (1.5)
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Matrices a coefficientscomplexes La consicerationdesvaleursetvecteurgropresd’'une matrice
nécessiteletravailler avecl’espaceC” desn-uplesdenombrescomplexes.Celui-ciestégalement
un espacevectorielmais cettefois sur C (on peutadditionneres élémentsde C" et on peutles
multiplier pardesscalaires\ € C).

La basecanoniquede C™ estla mémequepourR". Lesapplicationdinéairesf : C* — C™
sontde nouweaude la forme f(z) = Az ou cettefois les coeficientsa;; de la matrice A sont
desnombrescomplexes. Unebasede C™ estdonréeparn vecteurdinéairemenindépendantet
un changementle coordonigess’exprime de nouveauparlesformulesz = S¢, y = Ty tel que
y = Ax devientn = T-1AS £. Ici, touteslesmatricessonta coeficientscomplexes. La définition
devaleursetvecteurgropresne changepasparrapportaR".

Pourun nombrecomplexe A = « + i3, sonconjuge estdonré par A = a — i3 etle caré de
savaleurabsolueest|\|?> = X - A = a? + % Pourunvecteurz € C" et pour une matrice A
a coeficientscomplexes,on dénoteparz et A les objetsol tousles élementssontrempla@spar
leur conjucg. Le vecteurtranspog conjuge 7t estnoté z* et, similairementJa matricetranspoge
conjucgtede A estA* .= A’ Elle s’appelleaussimatriceadjointede A.

Si I'on identifie C avecR? (o + i3 < (a, 3)), la valeurabsoluedu nombrecomplee a +
i3 corresponch la normeeuclidiennedu vecteur(a, 3). En identifiant C" avec R?", on peut
introduireunenormesur C”

Iz = ]zl + .o+ |zl =y 2l +yd + 22+ 2 (1.6)

Siz=(z1,...,2,)" €tz; = x; + iy;. Lesproprietes(N1), (N2) et (N3) du theoemel.1.1 restent

vraiesetona||Az|| = |A| - ||z|| pourtoutz € C™ et A € C. En définissante produitscalairede
deuxvecteurse, y € C™ par

(w,y) ="y = Ty, (1.7)
j=1

onobtient|z|| = v/ (z, x) etl'in égalie de Cauchy-Scharz(l.1.5) restevraie dansC”.

1.2 Forme normale de Schur

Consiceronsuneapplicationlinéairey = Ax ou A estunematricecarée de dimensionn a co-
efficientsréelsou complexes. Le but de ce paragraphestde simplifier A enutilisantun change-
mentde coordonigesy = Sn, x = S¢ (deuxfois la méme matrice S) qui laissela distance
entredeuxvecteursnvariante(isométrie). Cecisignifie qu’on demandel(Sz, Sz) = d(z, z) ou
|Sz — Sz|| = ||z — z|]| ou(z — 2)*S*S(x — z) = (x — 2)*(x — 2).

Définition 2.1 (matrices orthogonaleset unitair es) Unebase{S;, ..., S,} deR™ oudeC" est
unebaseorthonormalesi ||.S;|| = 1 pourtoutj etsi (S;, Si) = 0 pourj # k.
UnematricecarréeS a coeficientsréelss’appelleorthogonalesi S'S = 1.

UnematricecarréeS a coeficientscomplexess’appelleunitairesi S*S = I

Cestransformationsontextrémementmportantegourun calculsurordinateurparcequ’elles
n'amplifientpasleserreursd’arrondi(voir le cours“AnalyseNumérique”,2emeanree).

Remarquongncoreque le produit de matricesorthogonalegresp.unitaires)estorthogonal
(resp.unitaire)etqu’onaS—! = S* pourdesmatricesorthogonalegt S—! = S* pourdesmatrices
unitaires.
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Exemple 2.2 Toutesle matricesorthogonalesle dimensior2 sontdonréespar

Ul _ (C?SO& —SlHO[) et U2 _ (C?SO& SlIlO[) ‘ (21)

S v COS ¢/ SImoa —COS

La transformatioravecla matricel/; corresponda unerotationd’anglea (obsererdetlU; = 1),
celleavecU, estuneréflexion suivi d'unerotation(detl; = —1).
Desexemplesde matricesorthogonalesle dimension3 sont

1 0 0 cosf 0 sinf cosy —siny 0
Ri(a)=| 0 cosa —sina Ry(B) = 0 10 R3(y)=| siny  cosy 0
0 sina cosa —sinfg 0 cospf 0 0 1

Chaquematrice orthogonalede dimension3 avec déterminantégal a +1 peut &tre écrite sous
la forme U = R3(p)R2(0)Rs3(v) (sansdémonstration).Les trois anglesy, 0, 1) s'appellentles
“anglesd’Euler” dela rotationdansR .

Théoreme2.3 (forme normale de Schur, version complexe) Soit A unematricen x n a coefi-
cientsréelsou complexes.Il existeunematriceunitaire U (i.e., U*U = I) telleque

Al ok eee %
viav=vav=| Y A 2.2)
00 A
esttriangulaire aveclesvaleurs propres), . . ., A, de A surla diagonale

Démonstation. Soit \; un zérodu polyndmecaracéristique(1.5) et v; un vecteurproprecorre-
spondantChoisissonsinematriceunitairel/; dontla premirecolonneestv; (proccdeé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidtyoir le paragraph&/I.1 du polycopié du cours“Algebrel”). Aveccettematrice

onobtient
A1 st . . A st
AU1:U1<01 B) l.e. UlAU1:<01 B)

ol B estunematrice(n — 1) x (n — 1). Supposonsparrécurrencesurla dimensiondela matrice,
gu'’il existe une matriceunitaire U telle que U*BU estsousforme triangulaire. Alors, avecla

matriceunitaire
ve=u, (L 2
—Y\o U

e (1 0N (A s\ (1 0 N stU
UAU_(O U*)(O B)(O U> (0 ﬁ*Bﬁ)

qui estsousla formesouhaiée. O

onobtient

On appelleunematrice A normalesi A*A = AA*. Pourunematricea coeficientsréelsceci
signifiequeA'A = AA!. Desexemplesdematricesnormalegéellessontlesmatricessymétriques
(A* = A) ou anti-synetriques(A’ = —A). PourdesmatricesnormalesJe theoemeprécdent
donneunematricediagonale.
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Corollaire2.4 SoitA unematricenormale(i.e., A*A = AA*). Il existealorsunematriceunitaire
U telleque
UAU = U*AU = diag (M1, ..., \y).

Démonstation. Soit U la matriceunitaireobtenueparle théoeme2.3 et soit .S la matricetrian-
gulairede (2.2). CommeA estnormaleona

S*S = (U*AU)(U*AU) = U*A*UU*AU = U*A*AU = U*AA'U = ... = SS*,

c.-a-d. S estaussinormale. Cetteconditionimplique quela normede la jémecolonnede S est
égalala normedesajemeligne. Pourj = 1, ceciimplique quetouslesélementsdela premiere
ligne de (2.2) sontnuls saufcelui surla diagonale.Ensuiteon consicere ; = 2 et on déduitde
la mémemankerequeles élementsde la deuxemeligne en dehorsde la diagonalesontnuls. En
continuantceraisonnemenin obtientle résultat. m|

Traitonsmaintenante casou A estunematriceacoeficientsréels.ll estimpossibledetrouver
sansrestrictionune décompositiorde la forme (2.2) a l'aide d’'une matriceorthogonalel/. Ceci
impliqueraitqueles \; soientréelset donneainsiunecontradiction.

Théoreme2.5 (forme normale de Schur, versionréelle) Soit A unematricen x n a coeficients
réels.ll existeunematriceorthogonaleU (i.e., U'U = I) telle que

Al * “ e *

UTTAU =U'AU = O {\2 (2.3)
: . " k
0 --- 0 A,

ou A; estsoitla matrice ()\;) dedimensionl, soitla matrice< 5‘]5 /)’ZVJ) de dimensiore.
—ViPj j
Lesvaleurs propresde A sont); eta; + ;.

Démonstation. Noussuionsla démonstratiordu théoeme2.3.

Si \; estunevaleurpropreréellede A, on peutchoisirle vecteurproprev; tel gu’il soitréel
etdenormel. En construisantine matriceorthogonalel/; dontla premire colonneestu,, la
premerecolonnede U} A U, estsousla formesouhaiée.

Soitalors\; = a + i3 avec # 0 etv; = u + 1w. On peutsupposer’w = 0 car, sinon,on
consieere(1+iu)(u+iw) = (u—pw)+i(pu+w) qui estaussunvecteumpropreetondétermine.
afinque(u—pw) L (pu+w). Cecidonnd’ équationquadratiqueulw+ u(||wl]| —||u||) —utw = 0
qui pos&detoujoursunesolutionréelle. Avecu; := u/||ul|, w; = w/||w| etv = ||Jw]/||u
up + ivw; estunvecteurproprede A, c.-a-d.

A(uy + ivwy) = (a+ i6)(uy + ivwy)

etenséparantespartiesréellesetimaginaireson obtient

Alug, wr) = (ug, wi) (_l% ﬁéu> .

On compkteles deuxvecteursu;, w; enunebaseorthonormalgpourobtenirl/;) et on voit que
lesdeuxpremirescolonnesde Ui A U; sontcommedemanéesdans(2.3).

On terminela démonstratiorparinductionsur la dimensionde la matriceexactementomme
dansla démonstratiordu theoeme2.3. O
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Corollaire 2.6 Si A estune matriceréelle et synetrique (i.e., A = A), il existe une matrice
orthogonaleU telle que
UAU = U'AU = diag (A1, .... \). (2.4)

Lesvaleurs propres; de A sontréelles.

Démonstation. Si A estsymétrique,la matriceU*A U de (2.3) estaussisymétrique. Ceciim-
plique queles A; sontde dimensionl. Par congquenttouteslesvaleurspropressontréelleset
U'AU estdiagonale. O

Paradoxe Lesdémonstrationpreécedentesiecessitenta connaissancdesvaleursproprespour
trouverlaformenormaledeSchur Au cours‘AnalyseNumérique”,nousapprendronBalgorithme
() R qui estun procece itératif pourcalculerla formenormalede Schur(sanautiliser explicitement
les valeurspropres). Ceci estalors un algorithme(en fait le plus important) pour calculerles
valeurspropresd’une matrice.

1.3 Formesquadratiques

Consiceronsunefonctionquadratiquex deuxvariables
f(z1,22) = ax® + 2bx129 + cx3 + day +exy + g (3.1)

et étudions'ensembleM = {(z,x2); f(z1,22) = 0} qui constitueunecourbedansR?. Elle
s’appelleconique(commeintersectiord’'un coneavecun plan). Par exemple la fonction

fi(zy, 29) = 22 + 2bx29 + 25 — B3y — 429 + g (3.2)

donnelesconiqueddela figurell.2. Commentpeut-ondéterminers’il s’agit d’uneellipse,d’une
hyperboleou d’'une parabole?

J

=

. U\
N AR

Figurell.2: Les coniquescorrespondantea la fonction (3.2) avecb = 0.5 (gauche)bh = 1.5
(milieu), b = 1 (droite) etavecplusieursvaleursde g

Nousécrivonsla fonction(3.1) sousforme matricielle
f(x)=2"Ax+ Bz +C (3.3)

a b d
A:(b ) Bz(e), C=y

etnousessayonsletransformercettefonctionparun changementie coordonesenunefonction
plussimple.

Consiceronstout de suite une fonction (3.3) dansR™ ou A estune matrice symétrique de
dimensiomn, B € R™ etC' € R. Poursimplifier unetelle fonction,nousprocddonsendeuxpas:
unerotationet unetranslation.

olx = (z1,29)" et
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Rotation Comme A estsymeétrique,il existe une matriceorthogonalelU (i.e. U'U = I) avec
detU = 1 (corollaire2.6)telle que

U'AU = D = diag(\1, ..., \y).
Avecle changemendevariablesr = Uy, on obtientalors(avec E* = B'U)
t'Ax+ B2+ C =vy'Dy + E'y + C.
Translation Aveclatranslationy = z + ¢ (c estunvecteurdeR"), la forme quadratiquelevient
Y'"Dy+ E'y+C=2'"Dz+ (2Dc+ E)'z+c'Dc+ E'c+ C.
Si\; # 0, ondéfinitc; = —d;/(2);) afind’annulerle termelinéaireen z;. Finalementsi undes);
vautzéro,parexemple)\,, = 0, maissi d,, # 0, onpeutchoisirc, afind’annulerle termeconstant.

Avectoutescessimplificationset en notantla variablede nouveauparxz = (z1,...,x,) on

obtient . .
M={zeR"|2'Dax+ B'z+ C = 0},

ou D = diag(Ay,...,\,) estunematricediagonale,D B = 0, etC' = 0 si B # 0. Ondistingue
alorslescassuiants:

e hypeellipsdide si \; > 0 pouri = 1,...,n (outousles\; négatifs)
hyperhyperbolae s’il y aaumoinsun \; positif, etaumoinsun \; négatif
hyperpaabolade si\; > Opouri=1,....n—1, A, =0, etd, #0
hypesptere: si\; = 1pouri=1,...,n
hyperplansi \; = 0 pouri = 1,...,n.

Casn = 2 Selonlessignesdesdeuxvaleurspropreson obtient(avecz, y aulieudex, x3)

£C2 y2 ] 2
— t 55— 1=0 (ellipse)

2
— Y 4 1=0 (hyperbole) 2% — 2py = 0 (parabole)
a b2 b?

a2

Casn = 3 Ennégligeantescasdégerérésou M estl’ensemblevide, un point, ou unesurface
cylindrique(c.-a-d.x' D = + Bz + C nedépendquededeuxvariables)pn alessurfacessuivantes
(nousécrivonsz, y, z aulieudex, o, 3):

2 2 2

(A) o + ‘Z—Q + 2 1=0 (ellipsade)
72 y2 22 o

(B) —+% ——=+1=0 (hyperboladdeadeuxnappes)
a? b 2
72 y2 22 o

C) —+=%=—-—=-1=0 (hyperboladeaunenappe)
a2 b 2
22y 22 .

@) S+3-5=0 (cone)
2?2 P ) .

(E) p + o 2pz =10 (paraboladeelliptique)

2 2

(F) r_¥._ 2pz =0 (paraboldde hyperbolique)

a? b2
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1.4 Matrices définiespositives

Dansce paragraph@ousétudionsdesmatricessymétriquespour lesquelleda forme quadratique
f(x) = 2' A x esttoujoursnon-regatve. Danslesapplicationsy estsouventunvecteurdevitesse,
A unematricedemasseet 2' A = I €énegie cinétique.

Définition 4.1 (matrice définie positive) Unematricesynétriqgue A s’appelledéfiniepositivesi
v'Az >0  pourtout z € R", 2 # 0. (4.1)
Elle s’appellesemi-@&finiepositivesi
v'Az >0  pourtout z € R". (4.2)

Remarquonsju’unematricedéfinie positive nouspermetde définir unenormesurR”,
||| a == VatAzx. (4.3)

Motivé pardesapplicationscettenormes’appellesouventnormed’énegie. Lesproprietes(N1)
et (N2) d’'unenormesontfacileavérifier. L'in égali& du triangle(N3) sedémontrecommedansla
preuwe duthéoemel.1l.1alaide del'in égali€ de Cauchy-Schwarz

|2 Ayl < [lzlla - lylla- (4.4)

Cettederniresuitde 0 < (x + uy)'A(x + py) = 2'Ax + 2uztAy + p?y'Ay enposanty =
—x'Ay/y' Ay (commeon I'a fait pourla normeeuclidienne).

Théoreme4.2 Nousavonslescriteressuivants()\; sontlesvaleurs propresde A):

A estdéfiniepositive <= X\, >0 pouri=1,...,n,

A estsemi-&finiepositive <= X\, >0 pouri=1,...,n.

Démonstation. On utilise le corollaire2.6 qui garantit’existenced’une matriceorthogonaléelle
queU'AU = D = diag(\y, ..., \,). Pourz € R™ arbitraire,définissongy € R" parz = Uy.
Nousavonsalors

?'Ar=y'Dy = Z )\jng- (4.5)
j=1
etonvoit que(4.1)estsatishit pourtoutx # 0 (i.e.l'expression4.5) estpositive pourtouty # 0)
si etseulemensi tousles )\; sontpositifs.
La demonstratiorpourle critered’une matricesemi-cefinie positive estanalogue. O

La caracérisationdesmatricesdéfiniespositvesdu théoremeprécdentnécessitda connais-
sancadetouteslesvaleurspropresdela matrice.ll estconnuqu’il N’y apasd’algorithmefini qui
permetdefaire ce calculpourtouteslesmatrices.

Le theoemesuivantnouspermetde décidersi unematricesymeétrique A estdéfinie positive
ou nhonavecun nombrefini d’opérations.

Théoreme4.3 Pour unematricesynétrique A dedimensiom nousconsiceronslessous-matrices

a;; Q2 a3

Q11 Q12
Ay = (an1), A= (a a , As=|an ax» as ], .... A=A
2 22 asy aszz ass

Alors,
A estdéfiniepositive <= detd4; >0 pouri=1,...,n.
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Démonstation. Nécesski. Le determinantl’une matricedéfinie positive A estpositif car detd =
A1+...-A\, > 0. Pourunvecteurr = (z1,...,2,)" € R™, notonsparP;z = (z1,...,2;0,...,0)"
saprojectionsurlesj premirescomposantestpar X; = (1, ...,z;)". Onaalors

XjA;X; = (Pjz)'A(Pjz) >0  pourtout X; # 0,

cequiimpliquequeA; estdéfinie positve etdoncdet4; > 0.

Sufisance Cettepartie de la démonstratiorse fait par récurrencesur la dimensionn de la
matrice.Pourn = 1, il n’y arienadémontrer Supposonglorsque A,,_; soit définie positive et
quedetd,, > 0. Onpeutdoncdiagonaliserd,,_; al’aide d’'unematriceorthogonald/. Cecidonne

Ut 0 U 0 D b
(5 )00 2 (49)
ou D = diag(u1, - - -, fin—1) &ecu; > 0 (lesvaleurspropresde A, 1),b = (by,...,b, 1) € R"?
etc € R. Enobsenantquele determinande la matrice(4.6) estégala detd,, etendéwveloppant
le déterminantde (4.6) relatvementa la dernireligne (voir le paragraphéV.3 du polycopgé de

“Algebrel”), onobtient

b2 bQ
detd,, = p1 - ... -Mn,l(———l-——...—— n-l +—c> > ()
M1 Hn—1

D’autrepart,onapourz € R" etavecy € R™ donrépar = = (g ?) y que

n—1 n—1
D b
' Az = o (bt c) Y=y +2. Y by + cyr. (4.7)
j=1 j=1

L'inégali& de Cauchy-Scharz(1.1.5) appliquieeauxvecteurs(b;/  /1z;); et (\/ﬁjyj)j donne

n—1
’ > by
j=1

n—1

b2 n—1 n—1
< ( Z—J)< Zm@ﬁ) < e oyl
. /’L] j=1 j=1

J=1

2

2
Eninsérantcetteestimationdans(4.7), nousobtenonsr A,z > (, /22 pjyf — \/cy,%) > 0 et,

parconsquent,\; > 0 pourlesvaleurspropresde A,,. Commedet4,, > 0, cesvaleurspropres
sontnécessairemerstrictemenpositives. O

1.5 Norme d’'une matrice

Le but dece paragraphestde majorerl’expressiondz ou A estunematricem x n.
Définition 5.1 (norme d’'une matrice) Soit A unematricem x n. On définit

|A]] = sup{ [[Az[|; [lz]| <1} (5.1)
etonappellecenombela normedela matrice A oula normedel’application linéaire f(x) = Ax.

Commela bouleunité K := {z € R"; ||z|| < 1} estun ensemblecompactet la fonction
linéaire f(z) = Az estpartoutcontinue,le theoemel.4.5 implique que || A|| estfinie et qu’on
pourraitremplacete “sup” parun“max”.
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Desexpressiongquialentegour|| A|| sont

A
41 = sup{ el ol =13 = sup{ S5l o 2 0}, 52)

De cettedernireformule,onvoit que|| A|| estle pluspetitnombreréeltel que
|Az|| < ||A]| - ||z pourtout = € R". (5.3)

L'inégalié (5.3) estfondamental@ourtousles calculsavec desapplicationdinéaires.

Remarquonsncoreque || A|| dépenddesnormeschoisiesdansles ensemblesie départet
d’arrivée.Sil'on choisitlanorme|| - ||, (» = 1, 2 ou co) danslesdeuxespacesyn dénotela norme
de A par||A||, = sup{ ||Az||, ; ||z]|, < 1}. Consiceronsparexemplela matrice

1.4 1.0
A= <0.4 1.7) ‘
La figure 1.3 montrel'image f(B) dela bouleunité B pour lestrois normes(nousavons aussi
dessiie lesimagesde quelquegiroitesverticaleset horizontales) En traitill € nousavonsajout la
bouleunité avecrayon| A||,. Elle pos®dele plus petit rayonparmiles boulescontenantimage

f(B). Pourcettematriceontrouve que||A||; = 2.7, || Al = 2.29466 et || Al = 2.4 (voir aussi
le theoemeb.3 plusbas).

Figurell.3: Normed’'unematrice:/; (gauche)geuclidienngmilieu), maximum(droite)

Pourjustifier la notation“norme d’'une matrice”demontronde résultatsuivant.

Lemme5.2 L'application A — |[|A| (de 'ensembledesmatricesM,, ,,(R) dansR) estune
norme c.-a-d. elle satisfaitles propriétes(N1), (N2) et (N3). De plusona

[ =1 et [[AB[[ < [lA]-]Bl (5.4)

ou I estla matriceidentite et A, B sontdeuxmatricesdontle produit AB estbien défini. Pour
avoir || /]| = 1 il fautchoisir la mémenormedanslesensemblede départetd’arrivée

Démonstation. Lesproprietes(N1) et(N2) d’'unenormesontfacilesavérifier. DémontrongN3):
pourA, B € M,, ,(R) nousavons

I(A+ B)z|| < [[Az|| + | Bz]| < (A + [[BI)]l=]]-

Endivisantcetterelationpar ||z || etenprenante supremumnpousobtenond’in égali€ dutriangle
A+ Bl < (Al + [ B]].
La propriét ||| = 1 estévidente. Pourdémontrer’estimationde || AB||, nousappliquons
deuxfois I'in égalie fondamentalé5.3),
[(AB)z|| < ||A[l - [ Bx|| < Al - [|BI] - [|]].

Ensuite nousdivisonscetterelationpar ||| etnousprenonde supremunsurz # 0. O
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Pourla norme/;, la normeeuclidienneet la normemaximum,il existe uneformule explicite
pour||Al|, = sup{ [[Az]|, ; =], <1}

Théoremeb5.3 Pour unematrice A detypem x n, onalesformules

m n
JAl = max (Dlayl). Al = max (3 Jagl),
Jj=1,...,n i1 1=1,...,m =

|All. = +/plusgrandevaleurproprede At A.

Démonstation. Pourla norme||z|/;, ona

4t =3 | Dt ZZ aigl - |5 = Z(Z aiil ) Iz5] < jgﬁfn(; aigl) - .
On en déduit que ||All; < max;(>_, |a;;|). Pour montrer |’ égali€, on choisit un j, avec
max; (>, lay]) = >, |aiy,| etonposexr = (0,...,0,1,0,...,0)", ou 1 esta la position j.
Cechoix dex donnel’ égalie dansl’estimationci- dessusce C|UI demontreque||A||1 ne peutpas
étre plus petite que max;(} . |a;;|). La formule pourla norme||z| . sedémontrede la méme
manere.

La matrice A’ A étantsymétriqueet semi-ckfinie positive (2! At Az = || Az||3 > 0), il existe
unematriceorthogonale/ (U'U = I) tellequeU'A'AU = diag()\,...,\,), 00 \; > 0 sontles
valeurspropresde A’ A. Onobtientaveclatransformation: = Uy etenutilisant||z||> = ||y||» que

||Ax||§ =a2'A"Az = ?JtUtAtA U?J = Z )‘i|yi|2 < Amax ||?J||g = Amax ||x||g

=1
Ceciimpliqgue que||Aljs < VvV Amax- Pourmontrer!’ égali€, on posex égalau vecteurproprede
At A qui correspond la valeurpropre .. O

1.6  Applications bilin €aireset multilin €aires
En vue d'une étudedesdériveessugerieuresd’'une fonction a plusieursvariables(chapitrelll),
nouspréparongjuelquesotationsconcernantlesapplicationsilinéaireset multilin éaires.

Définition 6.1 (application bilin €aire) Uneapplication B : R™ x R? — R™ s’appellebilinéaire
si elle estlinéaire danschacundesarguments¢.-a-d. si lesapplicationssuivantesontlinéaires:

x +— B(x,y) pourtout y € R? et y+— B(xz,y) pourtout x € R™.
Sil'on écritlesvecteurse ety dansla basecanoniquela bilinéari€ impliqueque
= B(Z Tiej, Y ykek> => > zjukBlej ex)
j=1 k=1 j=1 k=1
Chaqueapplicationbilinéairepeutdoncétreécritesousla forme

) (X b)) 6.1)

j=1 k=1
Pourm = 1, elle devient simplement
B(z,y) = 2'By (6.2)

avecunematriceB = (bjx),x dutypen x p. Pourle casgéréral,la iemecomposantele B(x, y)
estdelaformesuvante: B;(z,y) = 2" By avec (b j k-
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Norme d’une application bilin éaire Commepourdesapplicationdinéaireson définit

IBl= swp By = sp 1BE0l 6.3)

lzll<1, [yl <1 o#0,y20 |z [[¥l

etonobtientque|| B|| estle pluspetitnombresatishisant
| B(z,y) pourtout x € R", y € R?. (6.4)

L'expression| B| de(6.3) dépendévidemmentesnormeschoisiesdanslestrois espace® ™, R?
etR™. Sil'on prendla mémenorme|| - ||, (avecp = 1, 2 ou co) danscestrois espacespn dénote
la normedel'applicationbilinéairepar|| B||,.

Théoreme6.2 Onalesmajorations

m n p

1B <D maxll, 1Bl | SISUSTBE Bl < max S b
i=1 7

i=1 j=1 k=1 =1 k=1

Démonstation. Donnonda démonstratiopourla norme/;. Laiémecomposantee B(zx, y) peut
étremajoreecommesuit:

n P n p
Bile. )l < | 22D bryn] < mac bl (3 feyl) (D I
' j=1 k=1

j=1 k=1
On obtientdonc

1B )l =3 1Byl < Zmax Bl - Tyl
i=1
etonendéduitla majorationpour || B||;.
La démonstratiorpour la norme maximumest similaire et celle pour la norme euclidienne
utilise plusieursfois I'in égalie de Cauchy-Scharz. |

Applications multilin éaires Uneapplication)/ : R™ x---x R™ — R™ s’appellemultilinéaire
si elle estlinéairedanschacundesarguments. Les notationset résultatspour desapplications
bilinéairessegéréralisensangdifficulté.
Uneapplicationamultilinéaireesttoujourssousla forme
ni m
MG, 2l = (3. Z m, il
J1=1 Je=1
etsanormeestdéfinie par

M@, 2]
- P

[ M| = sup (M (zW, .. 2| = up.
lell|<1,... o4l <1 stz ol 20 |12

(6.5)

On adesmajorationscommedansle theoeme6.2. Par exemple

nk

|Mloc = max_ Z D ml ]

Jji=1 Je=1
Unedesraisongourlaquelleontravaille avecdesapplicationsnultilin éaireestjustement!’ éviter
desexpressiongvecbeaucoume sommesetd’indices.

1.7 Exercices



Chapter Il

Calcul diff erentiel (plusieurs variables)

Le but de ce chapitreestd’introduire la notion de différentiabilie pour desfonctionsa plusieurs
variables.Commela divisionparle vecteurr — xy n'a pasdesensjl n'y apasdemanireévidente
d’étendrea définition f(zo) = lim,_,,, {210},

Noussuivronsde presla presentatlordesparagraphelév 3etlV.4dulivre“L’analyseaufil de
I'histoire” deHairer& Wanner(SpringerVerlag2000).

1.1 Dériveespartielles

Pourunefonction f : U — R, U C R", nousfixons toutesles variablessaufune et nous
consiceronsf commeunefonction de cettevariable. Nouspouwonsalorsappliquerla définition
bien connuepourunefonctiona unevariable. Consiceronsplus endétail le casd’'une fonctiona
deuxvariables.

Une fonction a deux variables Consiceronspar exempleune fonctiony = f(z,x2) qui est
définiedansun voisinagede (x1o, z20). Alors, leslimites

lim f(x10 + R, 290) — f(210, T20) _ . ﬁ(%o, T20)

h—0 h 5’951 (1 1)
lim f(x10, w20 + h) — f(T10.T20) ﬁ(x Ta0) |
pm 3 = gy, 10 T0);

s’appellentles dériveespartiellesde f parrapporta z; et x,, respecttement. Parmi d’autres
notationson utilise f,, (z10, x20), Di f (210, T20), 0i f (210, T20)-
Géonetriqguement)es dérivéespartiellespeuent étre interpettescommesduit : la fonction
y = f(x1,x,) définit unesurfacedansR® (avecdescoordonesr,, z, ety), dontlintersection
avecle planzy; = x5 estunecourber; — f(x1,x9). La dériveéepartielled f/0x, estla pentede
cettecourbe et
of
y = f(210,720) + 8—(%07 T90) (21 — 1) (1.2)
Zq
estl’ équationde la tangentea cettecourbeen (z1, x99). De la mémemankre,la tangentea la
courber, — f(z19, z2) apouréquationy = f(z19, 20) + 0f /0xa(x10, T20) (T2 — T90), €tlE plan
détermiré parcesdeuxtangentegstdonre par

0 0
y = f(x10,220) + —f(xlo, Too) (1 — T10) + 8—;2

Oz, (210, T20) (22 — T20). (1.3)
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Unefonction f (z1, z5) seraditedifférentiableen(xy,, x99) Sile plan(1.3)estune“bonne”approx-
imationde f(x1, zo) dansun voisinagede (z19, x29), €t passeulemente long deslignesz; = xy
etzy = x99.

Exemplel.1 La surfacedéfiniepary = e~*i—% estrepesengesurla figurelll.1. Nousvoyons
égalementes courbesz; — f(z1,x9) €t zy — f(x10,22) passanpar le point (19, z99) =
(0.3,0.1). Enévaluantlesdériveespartielles

of 2.2 of

—— (21, x9) = =216 1772 —— (21, 70) = —219€

81’1 81‘2

2_ .2
LTIy

en ce point, nousobtenondes tangentegn cescourbesau point (z19, x9) al'aide dela formule
(1.2)ainsiquele plantangent 'aide de(1.3).

5 308
2

298y Sy V4
217 'y .. oy
""'.'.'..'.'h

Figurelll.1: Plantangentla surfacey = =17

Deux fonctionsa deux variables Dansle casd’'unefonction f : R? — R2, c.-a-d.

y1 = fi(z1, 72), Y2 = fo(r1, 22), (1.4)

nousécrivons(1.3) pourchacunedesdeuxfonctions:

0 0
y1 = fi(x10, 20) + i(3310,$20)(331 —z19) + i($1o79620)($2 — Zy),
(9.T1 8I2
(1.5)
Y2 = fo(210, T20) + 8—;(961075020)(961 —z19) + a—xZ($107$2O)(fU2 — T9)-
Il estcommoded’ écrirecetteformule ennotationvectorielle:
y = f(zo) + f'(x0)(x — x0), (1.6)
ou f'(zo) estunematrice,appeéematricejacobienne
%(930) %(370)
f/(-r()) _ (3:01 8m2 ) . (17)
2—2(%) g—ﬁ(fﬁo)

Cette notation nous permettrade transposeta plupart des formules d’une variable au cas de
plusieursvariables.

Exemple 1.2 Consiceronsla fonction f : R? — R? définiepar

f(z) = fi(zr, x2) - x1 — 1.Isin(z; + 29+ 1) + 1.1sin1 (1.8)
N fg(l’l, 1'2) - To + 011‘1 — 0.8 COS(l‘l — To + 1) + 0.8cos 1 ' '
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Figurelll.2: Graphiquedel'application(1.8)

Cettefonction envoie l'origine (z1,z2) = (0,0) surle point (y1, y2) = (0,0), lesdroitessur des
courbes,et les petits cariés sur desensemblegjui ressemblen& desparalElogrammegvoir la
figurelll.2, dessinenhautaumilieu). La matricejacobiennegpour(1.8) est

by 1—11cos(z1+a2+1) —1.lcos(zy+ a9+ 1)
flz) = 0.1 +08sin(x; —z2+1) 1—-0.8sin(zy —ax+1) )’ (1.9)
etl équation(1.5) devientpourzg = (0,0)", yo = f(z0) :

yi—Ywo0 ) [ 1—1.1cosl —1.1cos1 1 — T1o (1.10)
Y2 —y20) \0.1+08sinl 1—08sinl )\ @y —ax5 ) -

Cetteapplicationlinéaireestillustréedansle dessinen hauta droite de la figure lll.2. Lestrois
dessinde la deuxemeligne dela figurelll.2 sontdesagrandissementie cetteapplicationnon
linéaireprochedel’origine. Nousvoyonsqu’elle est,dansun petitvoisinage dex, bienapproclee
parl'applicationlinéairedéfinie parla matricejacobienne.

1.2  Diff érentiabilit &

Considceronsunefonction
f:U—=R™, UcCR" (2.1)

etsupposonsgjuex, € U soitunpointintérieurdeU (c.-a-d.U estunvoisinagede x).

Définition 2.1 (Stolz 1887,Fréchet1906) La fonction(2.1) estdifferentiableenz s'il existeune
applicationlinéaire f'(xo) : R™ — R™ etunefonctionr : U — R™, continueenz, etsatisfaisant

r(zo) = 0, tellesque

f(@) = f(20) + f'(w0)(x — o) +7(2)||2 — 20]- (2.2)
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Remaque Siunefonctionestdifférentiablesn z,, elle estcontinueence point. De plus, toutes
sesdeérivéespartiellesexistentenz,. C'estunecongquencelu fait que,pourz — z, = he; (oU

e; =(0,...,0,1,0,...,0)" avecla jéemecomposantégalea 1), I' équation(2.2) devient
f(@o + he}i) — f=o) _ F(@o)e; + (w0 + hej)%. (2.3)

Commer(z) estcontinueenx, la limite de cetteexpressiorpourh — 0 existeetestégalea

of 2—5:1(9:0) S %(%)
—(1'0) = f,(ﬁo)ej, donc f,(ﬁo) = : (24)
Oz, O fm O fm
m(fﬁo) m(fﬁo)
(ici, f(z) = (fu(z),..., fm(z))"). Parcongquentapplication linéairede la définition 2.1 est

uniqueetdonréeparla matricejacobienng2.4).

Lemme 2.2 (caractérisation de Carathéodory) Lafonctionf(z) de(2.1)estdifferentiableenz
si etseulemeng’il existeunefonctiony(z) a valeurs matricielles,dépendantie z, etcontinueen
xo, telleque

f(z) = flzo) + p()(z — 20)- (2.5)

La dériveede f(x) enz, estdonréepar f'(zo) = ¢(zo).
Démonstation. Pourunefonctiondonréey(x), nousposons

(x — z0)
[

f(x0) := @(x0), r(@) = (¢p(x) — ¢(0))

et nousvoyonsque (2.2) estvérifiee. Comme(z — zy)/||z — x| estborré par1, il suitdela
continuie de p(x) enz, quer(z) — 0 pourz — .
D’autre part,supposonsjue(2.2) soitvrai. Nousdéfinissonsp(zy) := f'(x¢), etpourz # x,

(x — xp)?

(2.6)
[

o(z) == f(xo) + r(z)
(obseronsquele produitdu vecteurcolonner(z) avecle vecteurigne (x — x)" estunematrice),
etnousobtenonsy(z)(z — zg) = f'(xo)(x — z0) + r(z)||z — z0||. Lafonctiony(x) estcontinue
enz, car, parla définition de la normematricielle et en utilisantl'in égali€ de Cauchy-Scharz,
lo(z) — (o)l < llr(2)]| et]r(z)]| — 0 pourz — . O

Le résultatsuivantdonneuneconditionsuffisantepourla differentiabilie qui peutétrevérifiee
enconsicerantseulemendesdérivéespartielles.

Théoreme2.3 Consiceronsunefonctionf : U — R etunz, € U (pointintérieur). Sitoutes
lesdérivéespartiellesd f /0z; existentdansun voisinage de z, etsontcontinuesenz,, alors f est
differentiableen x.

Démonstation. Nousexpliciteronsla demonstratiorpourle casn = 2. La géréralisationaunn
arbitraireestimmédiate.L’id éeestd’écrire f (x) — f(zo) comme

f($1,$2) - f(Ilo, 1’20) = (f(ﬂCl,sz) - f(xlo, 1’2)) + (f(fm,l”z) - f(l'lo, fzo))
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etd’appliquerle théoemede Lagrangea chacunelesdifferencesCecidonne

f(x1,22) = (210, T20) = g—mfl(&, x2) (w1 — 10) + g—i(ho,&)(@ — T90)

avecé; entrexy etxy, eté, entrexy etz,. Enposant

0 0
p(r1,79) = (8—£(€1’$2)’ 8—3{2(9610’52))’

nousavonsétabli(2.5). La continui& de p(x) enx, estunecongquencaleshypottreses. |

Par la définition 2.1, une fonction f(z) = (fi(z),..., fn(z))" estdifférentiableen z, si
et seulementsi f;(x) estdifférentiableen z, pourtouti: = 1,...,m. Une congquencedu
théoeme2.3 estqueles fonctionsdont les composantesontdespolyndomesen x4, . ..., x,, des
fonctionsrationnellesou desfonctionsélementairesontdifférentiablesaux pointsou elles sont
biendéfinies.

Exemple 2.4 (Une fonction discontinue dont lesdérivéespartielles existentpartout) Consice-
ronsla fonction f : R? — R donréepar

T1T2 . 9 2
e Siz?24+22>0
flay,z5) = { 22 + 3 L2 (2.7)

0 Sil'l:l'gzo

(voir la figure 1.9). Sesdérivéespartiellessontnullesa l'origine car f(z;,0) = 0 pourtoutz; et
f(0,z9) = 0 pourtoutz,. Endehorsdel’origine, I'existencedesdérivéespartiellesestévidente.
Néanmoinsla fonction (2.7) n’estpascontinueal'origine (voir 'exemplel.4.3).

La dériveeenchaine Consiceronsdeuxfonctions

r o Yy — =z

et étudionsla difféerentiabilie de la fonction compo£e (g o f)(xz) = g(f(x)). Nousutilisonsla
caracérisationde Caratteodory(lemme2.2). En supposantjue f soit différentiableen z et que
g soitdifferentiableeny, = f(x(), nousavons

f(z) = f(xo) + p(z)(x —20),  g(y) = 9(yo) + (W)Y — Yo)-

Enposanty = f(z), yo = f(zo) etenintroduisantia premereéquationdansla deuxeme,nous
obtenons

9(f(x)) = g(f (z0)) + ©(f(2))p(x)(x — 20). (2.8)

Puisqude produity( f(z))p(x) estcontinuenz,, la dériveedeg o f estégaleaceproduitévalué
enx, i.e.

(g0 f)(zo) =g'(vo) - f'(20). (2.9)
En coordontes Je produit(2.9) s’écrit
821' . " 821' %

= . ) 2.10
a.I'k = ayj afL’k ( )
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Exemple2.5 Supposongjue le mouvementd’un corpssoit décrit en coordonmespolairespar
f(t) = (r(t), ¢(t))". Sinousvoulonsconnatre la vitesseen coordonieescarésiennes

T\ [ rcosy
(y) —9(7"’90)— (TSiIlgD)7 (211)
il nousfautdériver x ety parrapportat. Commela matricejacobiennale (2.11)estdonréepar
/ _[cosp —rsingp
g(r.e) = (singp T COS ) ' (2.12)

il suitde(2.9)que
T=CoS@- -7 —rsing -, Yy=sng-r+rcosy-

(la dérivéeparrapportautempst estdésigree par un point). Cecinouspermet,parexemple,de
calculerl’ énegie cinétique

T(t) = D@ + i) = 562 ).

111.3 Dériveesd’ordr e superieur

Consiceronstout d’abordunefonction f(z, y) de deuxvariables.Sesdériveespartielles,par ex-
empledf/ox, sontaussidesfonctionsde deuxvariableset nouspouwnscalculeritératvement
leursdérivéespartiellescommedansle diagrammesuivant:

P P

9z of 9 O*f

flz,y) — 9 o2
0 0
oy dy

N =
oy 0x0y Oyox
o) o)
al al
Pf o aw  OPf 2 Pf  a
— = —
0y? 0x0y?  Oy?Ox
La questionestde savoir si cesdérivéesdépendentel’ordre dedifferentiation.

of . O*f 9 O°f o
—

Exemple3.1 Consiceronsla fonction f(z,y) = /2% + 5y? et calculonssesdérivéespartielles
(pourz? + 5y2 > 0) :

g(x . ﬂ(z ) = . Tomy
ox Y T + 5y2’ OyOx = (22 + 5y?)3/2’
of 5y 0% f —52y
—(7,y) = —F——=, —(1’,1/):2—232-
y v/ x? + by? 0xdy (22 + 5y2)3/
Nousobtenongjue
0 f 02 f

pour cettefonction. Un calcul avec d’autresfonctions(par exempleavec despolyndomes)laisse
devinerque(3.1) esttoujoursvrai. Cependant(3.1) n'estpasvrai sanshypotresesuppementaire,
commeon peutle voir al'aide du contre-eemplesuivant.
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Exemple 3.2 (Contre-exemple) Pour trouver une fonction qui ne vérifie pas (3.1), nous con-
sideronsunefonction

flz,y) =zyg(x,y), (3.2)

ou g(z, y) estbornee(maispasnécessairemembntinue)dansunvoisinagedel’origine. Pourcette
fonction,ona

5 0:¥) = lim " = limyg(z,y).
La déerivéede cetteexpressiormparrapportay est
0*f . .
yor (0,0) = 1}}3&( glg(l)g(w,y))? (3.3)

aconditionquecettelimite existe. De méme,ona

o f ,
Oz dy (0.0) = ilg(l)( il_)mg(x y)> (3.4)

Il sufiit dechoisirunefonctiong(z, y) pourlaquelleleslimites dans(3.3) et (3.4) sontdifférentes.
C’estle casde

z® —y° i 2 2
pourlaquellelim, ., g(x,y) = —1 pourtouty # 0 etlim, ., g(z,y) = +1 pourtoutz # 0. Par
congquentlesdériveespartielles

0% f 82 f

——(0,0) = -1 et 0,0)=1
8y8:c( ,0) 5’x8y< ,0)
sontdifferentegpourla fonctiondéfinie par(3.2) et (3.5).
Théoreme3.3 Consiceronsunefonction f : R* — R dontles dériveespartielles 3, %, aifé';
existentdansunvoisinage de (zo, yo), aveca L continueen(zo, yo). Alors, ;g existeen (zo, o)
et
*f 0 f
———(z0,90) = L Y0)- Ji f
6x8y(x0 Yo) ayax(fo,yo) Yo + k-O 01 @ 11

Démonstation. L'id éeestdeconsicererun petitrectanglede
cotésh et k. Ondésignelesvaleursde f auxsommetgece
rectanglepar fo, fo1, fi0 €t f11. Lesdériveespartiellessont
approximatvementonreespar

ﬁ( ) ~ J10 = Joo af
o o Yo h Ox

Onendéduitque

*r o & (xo,y0+k) (foayo) f11 — Jou —f10+f00
oyor k h-k

fll _fOI‘

(o, y0 + k) =~ n

(3.6)

etdeméme o o
>’ f a—y(azo-l-h,yo)—a—y(xo,yo) f11—f10—f01+f00

oxdy h k-h
Lesmembresiedroitedans(3.6) et (3.7) sontidentiquestl'affirmationduthéoemeestplausible.
Pourunedémonstratiorrigoureusede ce théoemenousvousréféeronsa la page318du livre
“Analyseaufil del’histoire”. O

(3.7)
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L'applicationrépétee de ce théoemepermetd’échangedesdériveesd ordre sugerieut Par
exemple,

00000, 00000, 000009,
Ox Oy Ox Ox Oy’  Ox Ox Oy Ox Oy Ox Ox Oz Oy Oy
N N—— ——— =~
NS Y NS Y

Cettemanierede proccderestaussivalablepourdesfonctionsde plusde deuxvariables.En effet,
nouséchangeonsoujoursdeuxdériveespartiellesa la fois, en maintenantonstanteses autres
variables.

I1l.4  Série de Taylor

Rappelongjuela sériede Taylor d’unefonction ¢(¢) aunevariableestdonréepar

t2 t3
g(t) = g(0)+ ¢'(0)t + ¢"(0) T +4"(0) SRR (4.1)
Il s’agitdegéréralisercetteformuleadesfonctionsdeplusieursvariables Pouréviterunenotation
trop lourde,consiceronsd’abordle casde deuxvariables.

Deux variables L'idéeestderamenere problemea une Yo+ k
variableenreliantlespoints(xzg, yo) et (zo + h, yo + k) par
unedroite. On consicerealorsla fonction

Yo

g(t) == flxo +th,yo + tk)

eton appliquela formule (4.1) avect = 1. Il restea calculerlesdérivéesde g(t). Si f(z,y) est
sufisammendifférentiable|a dériveeenchadne nousdonne

0 0
gt) = —f(xo + th,yo + tk) h + 8_£(x0 +th,yo + tk) k (4.2)

ox

etunedifférentiationde plusdonne

D 02 D D2
g"(t) = 83:];( -)hh + ayé];(-)hk + 5’xéfy( Vkh + 8yf( Kk, (4.3)

ou I'argumentdesdérivéespartiellesde f, que nousavons omis, est (zo + th,y, + tk). Les
deuxtermescentrauxdans(4.3) sontégauxparle theoeme3.3 (endifférentiantencore on ferait
appardtre descoeficientsbinomiaux).Eninsérantcesdérivéesde g(t) dans(4.1),il vient

f(xo+h,yo +k) = f(xo,%0) + %(%, Yo)h + Z—ch(xoy Yo)k

1 62]‘ f an
+ _( 8 2( 0, Y 0)h2 +2a 8 ($07y0)hk+ ay (l’o,yo)k’2> (44)
83 83 83 83
<8 J;(:):O vo)h” -+ 38 g (20, yo)h°k + 35 5f2(x0>yo)hk2 oy J;(fl?o,yo)k3> +...
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Exemple4.1 Consicronsla fonction f(z,y) = e=*~¥* (voir aussilexemple1.1), dont les
dérivéespartiellessontdonréespar

of

2,2 0 .
5p DY) = —2we" Y, 8_5(33,24) = 2ye * Vv,
82 : ° 82 2 2
a—;;(x’y) = (42 =2)e™" 7, 3—;;(%?;) = (4y? —2)e™ =",
02f O f

_ 22—y
—&wy(w,y) By0r ~—(7,y) = dxye™™ V.

En négligeantiestermesd’ordrestrois et sugerieursdansla formule (4.4) et en posantzy = 0.3,
yo = 0.1, nousobtenond’approximationquadratique

f(0.3+h,0.1+k) = e (1 —0.6h— 0.2k — 1.64h% + 0.12hk — 1.96k%)

quireptesentain paraboldde. La figurelll.3 comparecetteapproximatioraveclafonction f(z, y)
etavecle plantangent.

Figurelll.3: Approximationde Taylord’ordreun,compaéeal’ordre deuxpour f(z,y) = e v’

Série de Taylor pour n variables Nousgéréralisonamaintenantesformulesauxfonctions
f:R" —=R™,

ou f(z) = (fi(z),..., fm(x))" estcompogede m fonctionsréellesde z € R™. Nousfixons
zo € R™, h € R™ et nousappliquonda formule (4.1) ala fonction g(t) := fi(zo + th). Ceci
donne

Fanth) = fa) + 3o Zi PI(ao) o

i\L0 i\L0 p 8 2' £ (%:J&Uk 0) 1451tk (4 5)
1 - o fz '
3—§::k ; I (20) hyjhihe + ... .

Onpeutaussialler plusloin et écrire(formellementsansconsicererla corvergence)

n 94 ;
fi(mo + h) = fi(zo) + Z Z Z > 52 83:{ : “TO') . hjy - hy,.

=1j2=1 Ja=

Cesformules,assez2ncombrantes)écessitentinenotationpluscompacte.

Le termelinéairedans(4.5) n’estautrequele ieémeéléementdu produit f'(z,)h (dela matrice
jacobiennevecle vecteurh). Poursimplifierle termequadratiquenousconsicerond’ application
bilinéaire f”(z) : R™ x R™ — R™ appliqtee a un couplede vecteursu et v, dontla i€me
composantestdéfinie par

(f"(:v)(u, U)) = i i aai(a:) UV, (4.6)
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Le termequadratiquedans(4.5) estdoncle i@meélémentdu vecteurf”(z,)(h, h). On peutcon-
tinuer de cettemankrea interptéterles déeriveessuperieurescommeapplicationsmultilinéaires
Parexemple,f” (x) : R™ x R™ x R” — R™ estdéfiniepar

" n n n 8 fZ
<f (z)(u, v, w ) ZZZ oz, 8%8“ T) U UKWy 4.7)

Jj=1 k=1 ¢=

Aveccettenotation,la formule (4.5) devient

Flao+h) = fw) + £ o)+ o f@) () + o7 P @) b )+ (48)

Formule de Taylor avecreste Mé&mesi toutesles dériveesde g(¢) ent = 0 existent,la corver-
gencedela série(4.1) n’estpasgarantie.ll estalorssouentutile deconsicererunesérietronqee
etd’estimerle reste.Rappelonsparexemple,que

2

gt) = g(0) + g'(0)t + g"(0) &

21

tr o2
+ R3 avec Ry = / % g"(s)ds. (4.9)
0 .

Pourunefonction f : R — R™ celadevient

’ 1 " 1(1_t)2 "
f(woth) = flzo) + [ (wo)h+ 5 f'(x0) (R, h) + Rs, Ry :/ ;7 /" (@o+th)(h, h, h)dt.
: 0

2!
(4.10)
Remaque Pourunefonctionvectorielleg(t) = (g1(t), ..., gm(t))’, Nousécrivons

/Olg(t) dt := </Olgl(t) dt, .. .,/Olgm(t) dt)t. (4.11)

Par la suite,nousutiliseronsl’estimation

H /019(0 dtH < /01 lg(t)] dt, (4.12)

quel’on obtientenappliquant’in égali€ du triangleaux sommegde Riemann: || > . g(&)d;| <

22 lg (&)1

Lemme 4.2 (estimationdu reste) Soit f : R™ — R™ trois fois continimentdifférentiable(c.-a-
d. touteslestroisiemegdériveespartiellesexistentet sontcontinues) Le resteR; dansl’ équation
(4.10)vérifiealors

h3
I < 5 sup 177+ m).
. E,

Démonstation. Lesestimationg4.12)et || /" (x)(u, v, w)|| < [[f”(z)|- ||lu||-[[v]|- ||| pourune
applicationmultilinéairedonnent

! (1 - t)2 " ! (1 B t)2 " 3
[R5 < — L/ (@o + th)(h, h, h)| dt < — sup [|["(zo +th)[| - ||h]|” dt
0 2! 0 2! te[0,1]

cequi demontrd’affirmation. 0

Lanorme|| f”(zo+th)|| del'applicationmultilinéairef”’(x) peutétremajoréeparle formules
du paragraphd.6.
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1.5 Theéoremedesaccroissementdinis

Laterminologiedesjjaccroissementfinis¢, ¢s’explique pardesraisonshis-
toriques:lanotiond’accroissementgfinis¢, ¢s’opposeicelled’accroissements

jiinfinitésimaux¢,¢,. . (H. Cartan1967)
Pour une fonction f : [a,b] — R, le theoemedesac- <
croissementsinis (ou theoemede Lagrangeaffirme qu'il f()

existeun¢ € (a,b) telque

1) = fla) = f(€)(b—a), -/
si f estcontinuesur|a, b] etdifférentiablesur (a,b). Lebut  f(a)

estde géréralisercetteformuleaplusieursvariables. a b

Un contre-exemple Pourunefonction f : [a,b] — R™, I'affirmationsouscetteformen’estplus
vraie. Un contre-eempleestla fonction f(z) = (fi(z), fo(z))" ol fi(x) = cosx, fo(z) = sinz,
etfa,b] = [0,27]. Onaquef(a) = f(b), maisil n'existe pasde¢ dans(a, b) avec f'(£) = 0. Par
contre,onvoit quel'inégalie || f(b) — f(a)| < || f'(£)] - ||b — a|| restevraiedanscetexemple.
Le casm = 1 Consiceronsunefonction f : R" — R etsoienta € R™ etb € R™ deux
pointsdonrés. L'id éeestderelier cespointsparunedroite = = a + t(b — a) (voir le début du
paragraphdl.4) etdeposer

9(t) == fla+t(b—a)).
Si f(z) estdifférentiableenchaquepointdu segment{a + t(b — a) ; t € (0, 1)}, lafonctiong(¢)
estaussidifférentiableetil suitde(2.9)que
g(t) = fla+tbd—a)(b—a)

Commeg(0) = f(a) etg(1l) = f(b), le thomede LagrangeappligLé ala fonction g(¢) donne
g(1) — g(0) = ¢'(7)(1 — 0) etdoncaussi

f) = fla) = f'(§)(b—a), (5.1)
ou ¢ estun pointdu segmentrelianta etb. L' équation(5.1) ressemble la formule du début dece
paragraphenaisici f'(£)(b — a) estle produitscalairededeuxvecteurs.

Le casgenréral Soitmaintenantf : R — R™. On peutappliquer(5.1) a chaquecomposantele
f(z) pourobtenir

f1(0) = fi(a) %(51) S afl (51) b —ay
Jrr S [
fm(b) = fin(a) Um (&) ... ngr:(gm> by — an,

ou tousles&; € R™ sontsurle seggmentrelianta etb. L'inconvénientde cetteformule estque
'arguments; estdifféerentdanschaqudigne.

Théoremeb.1 (théoremedesaccroissementdinis) Soit f : U — R™, U C R"™ continueet
differentiableen chaquepoint du sggment“ouvert” (a,b) := {a +t(b—a); 0 < t < 1} (on
suppose&uecespointssontdespointsintérieursde ). Alors,ona

17(6) = f(a)] Sgi?lob) LA @I - 1o —all, (5.3)

ou || f'(&€)|| estla normematricielledela matricejacobienne
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Démonstation. L'id éeestdeconsidcererla fonction

g(t) =Y ¢ fila+tb—a) = fla+ib-a), (5.4)
1=1
ou lescoeficientsc;, . . ., ¢,, sontpourle momentarbitraires.La dériveéede g(¢) est

70 =YY Lt — )ty —a) = 0+ - )0 - )

' (f(b) = f(a)) = g(1) — 9(0) = g'(7) = ¢ f'(§)(b — a), (5.5)

ou¢ = a+ 7(b— a) estsurle segment(a, b). Le choixastucieuxc = f(b) — f(a) rendmaximal
I'expressiorde gauchedans(5.5). En appliquant’in égalie de Cauchy-Scharzal’expressiorde
droitedel’ équation(5.5), nousobtenonsavec(11.5.3) :

1£(B) = f(a)l* < 1) = F(@)l - 1) - Ib = all.

Endivisantpar|| f(b)—f(a)||, cecidonng5.3) (obseronsquepour|| f(b)— f(a)|| = 0 I'affirmation
(5.3) estévidente). O

1.6 Deuxtheoremesimportants de l'analyse

Le premierétudiel’existenceetl'unicitédesysemedd’ équationsionlinéaires Le deuximetraite
la résolutionde fonctionsimplicites.

Théoremed’inversionlocale. Rappelongue,pourunefonctionf : R — R (contiriment
diff érentiable)la condition f'(a) # 0 impliquequela fonctionestmonotonestdoncbijective dans
unvoisinagede a. Oncherchea géréralisercerésultat.

Pourunefonctionf : R™ — R™ (contirdmentdiff érentiablec.-a-d. f (z) estpartoutdifférentiable
etsadérivée f'(x) estunefonctioncontinuede x), consicerons!’ équationf(z) = y:

fl(xlnya"'axn) = Y
f2(x17x27"'7xn) = Y2 (61)
fn(xlaan"'7xn) = Yn-

Elle repiesentaun sysemeden équationsxn inconnuesOn aimeraitsavoir si, pouruny € V C
R™ donrg, cesysemepos®deunesolutionz. La solution,si elle existe,depend-ellecontiniment
(de mankredifférentiable)de y? On veutdoncsavoir si la fonction f pos&de(localement)un
inverse.

Définition 6.1 Unefonction f : R™ — R™ estun diffeomorphisméocal presdea, s'il existeun
voisinageU dea etunvoisinagel’ deb = f(a) telsquef : U — V soit bijective avec f|y et
/=Yy continimentdifférentiables.
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Le théoeme suivant donneun critére facile a vérifier qui implique qu’une fonction estun
diffeomorphismeresd’un point. Le résultatestdonré sansdémonstration.

Théoreme6.2 (théoremed’inversionlocale) Soit f : R™ — R™ continimentdifféerentiable
Alors f estundiffeomorphisméocal presdea € R” si etseulemensi la matriceJacobienne

f(a) = (8]‘}( ))n estinversible

Ox; “ ij=1
Exemple6.3 Consictronsla fonction f : R? — R? définiepar
Y =z + 0275, Yo = 0.2 (z1 +0.5) 25 — 0.3 (21 — 1) wy — 0.12% . (6.2)

z

Cettefonction estsufisammentcompliguée pour qu’unerésolutionde I' équationf(x) = y par
rapportaz = (zy, z2)! soitimpossibleanalytiquementLa fonctionestillustréedanda figurelll.4,
ou onvoit unepartied’un grillagedansle plan (z;, x2) ainsiquesonimagedansle plan (y;, ys).

L2

Y

Figurelll.4: lllustrationdu theoemed’inversionlocale

Pourle pointa = (1.2,1.3)%, nousavonsdessi® sonimageb = f(a). Commela matrice
Jacobienne

() ( 1 0.6 23 )
TrT) =
0225 — 0329 — 0322  0.8(z; +0.5) 23 — 0.3 (x; — 1)

estinversibleen z = a, le theoemed’inversionlocale nous permetde conclureque, pour y
sufisammentprochede b, le syseme f(z) = y pos®deunesolutionuniqueprochede a. Ce
résultatd’existenceetd’'unicité d’unesolutionnousencourage utiliser desméthodesunériques.

Lescourbedraitilléesdansle plan (z;, z2) delafigurelll.4 indiquentlespointsou f'(z) n'est
pasinversible,c.-a-d. ou detf’(z) = 0. On ne peutdoncpasappliquerle theoemed’inversion
localeencespoints.En effet, pourle point@ qui estl'imagedu pointa, il n’existepasdevoisinage
V tel que,pourtouty € V, le syseme f(x) = y posedeunesolutionunique. Le dessinnous
montrequ’il y adespointsy prochedeg, pourlesquelsf(z) = y nepos&depasde solutiondans
le carié consiceré, etd’autres,pourlesquelsl y adeuxsolutionsprochede.

Théeoremedesfonctionsimplicites. Pourunefonctiong : R* x R™ — R™, consicerons
I'équationg(z,y) = 0, c.-a-d.

g2(T1, o T Y1,y Ym) = 0 (6.3)
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Nousallonsétudiersi, pourunz € R* donrg, cetteéquationpos®deunesolutiony € R™, etsi
cettesolutionestlocalemenunique.

Afin demieuxpréciserle problemepo<, consiceronsun exemplesimple.
Pourla fonction g(z,y) = 2* + y? — 1, 'ensembledespoints satishisant
g(z,y) = 0 estun cercle. Fixons maintenantun point (a, b) surce cercle.
Nousvoyonssur le dessind’a coté qu'’il existe desvoisinages/ etV dea
respectrementde b tels que pourz € U il existe un uniquey € V avec
g(z,y) = 0. Cetteaffirmationestvraietantqued # 0, maiselle estfaussesi
b = 0. Nousconstatongjuela conditionb = 0 estéquialentea g—z(a, b) = 0.

Nousallonsgéréralisercerésultata desfonctionsg(x, y) pluscompliqueesetala situationou
x ety sontdesvecteurccommedans(6.3).

Théoreme6.4 (théoremedesfonctionsimplicites) Soitg : R* x R™ — R™ continimentdiffe-
rentiableet supposongju’au point (a, b) € R* x R™

dg

g(a,b) =0 et 5 ——(a,b) estinversible
Y

Il existealorsunvoisinage U dea, unvoisinage V deb etuneapplicationy : U — V (continiment
différentiable)telsquepour (z,y) € U x V ona

g(x,y) =0 — y = (). (6.4)

Remarquongue,pourlafonctiong de(6.3),la derlveepartlelle representéa matricecariee

0 o)
N . (r,) - ()
" ton(r,g) - Gm (o)
a’Ul y aUm z, y

Pourpouwir appliquercethéoeme,il fautque% soitinversible,i.e. det%(a, b) # 0. Il nesufit
. . Y Yy
pasquecettematricesoitnonnulle.

Démonstation. Considceronsl’application

h (i) - (9(321/)) e Fla)= (%(27") gi(g b))

L’hypothesesurlin versibilite de 69(@ b) impliqueque I'/(a, b) estaussiinversible.Le theoeme
d |nver5|onlocalemontrealorsqueF estun diffeomorphismédocal presde (a, b). L'application
inversede I’ estnécessairemenmtela forme

P (0) = ()

CommeF o F~! estl'identité,ona g(u, h(u,v)) = v etdonc g(u, h(u,0)) = 0. L'affirmationdu
theoemesuitavec ¢(z) := h(z,0). CommeF’ estun difféomorphisméocal presde (a, b), il N’y
apasd’autressolutionsde g(z, y) = 0 quecelledela forme (z, ¢(x)). i
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Exemple6.5 Consiceronsla fonction
g(z,y) = 162° — 842* + 1622 — 89 + 27y> + 5day® — 108y* + 362°y — 180xy + 162y,

pourlaquellela conditiong(z, y) = 0 donneunecourbenette-
mentplus compliquee que le cerclede la discussiond’avant
le theoeme. Pourle point (a,b) ~ (1.4,0.5853) sur cette
courbe(i.e. g(a,b) = 0), on vérifie par un calcul direct que
g—;’(a,b) ~ —3.702 # 0. Le theoemedesfonctionsimplicites
implique qu’il existe desvoisinagesU de a, V deb et une
fonctiondifférentiabley : U — V telsque(6.4) estvraie pour
(x,y) € U x V (voir lafigure).

Lespointsdela courbeayantunetangenteverticale(resp.

horizontale)peuwentétretrouvesparla conditiong—Z(:c, y)=0
(resp.g—g(a:, y) = 0). Au pointdu croisementpn a nécessaire-
ment g(z, y) = 0, %(z,y) =0 et 5(x,y) = 0 (trois condi-
tionspourdeuxinconnues).

1.7 Surfaceset sous-\ariétées

Dansce paragraphenousdiscutonsdeuxformulationsmattematiqueglifferentesde surfaces et
nousgéreralisondes notionsde courbeset de surfacesa desobjetsgéoneétriqgues(sous-arietes)
dedimensiomplusgrande.

Exemplesde surfacesdansR?. Avantdedonnerunedéfinition rigoureuseet dediscuter
I'existencedesparangtrisationsconsiceronsquelquesxemplessimples.

Exemple7.1(sphéredansR?) LaspheredansR?® derayonl, centéeal’origine, estdonréepar
M = {(1'17.1'2,1'3) |.T% ‘l—l‘g +l’§ —1= O}
La sptere,ouunepartiedecelle-ci,peutaussietredécritecommel'image d’une desapplications

1 cos asin 6
o(xy,29) = To ou x(a,0)= | sinasinf

V1—a23—a2 cos 6
(repesentatiorparangtriquede la sphrere). Lesimagesdesdroitesa = Const etd = Const sont
dessikesdansla figurelll.5 (gauche).

Exemple 7.2 (surfacecylindrigue) La surfacecylindrique peutétredécritepar
M = {(z1, 29, 23) | 2] + 25 — 1 =0}
(voir le dessindu milieu dela figurelll.5) ou paruneparangetrisation
¢(a, 23) = (cos a, sina, x3)".

Pourla repgsentatiorgraphique,on a de nouveaudessite les imagesdesdroite « = Const et
x3 = Const, cequi montrel’utilit & desrep®ésentationparangtriques.
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Figurelll.5: SurfacesdansR?: sprere,partied’un cylindre etd’un cone

Exemple7.3(cone) Le troisiemeobjetdela figurelll.5 estunepartiedu cone
M = {(21, 29, 23) | 23 + 25 — (1 — 23)* = 0}.
Unerep@ésentatiorparangtriqgueest

p(a, z3) = ((1 — z3) cosa, (1 —a3)sina, 1’3)t-

Exemple7.4(torederéwlution) Dansleplan(zy, x3), consi-
déronsle cerclecenté en (d,0) derayonp (0 < p < d) et
tournons-leautourde I'axe 3. Ceci donneune surface de
réwolution avecla parangtrisation

(d+ pcosa)cos 8
@(a,8) = | (d+ peosa)sing
psin

Exemple7.5(ruban de Mobius) Consiceronsunetigedelongueur
2 (parangétristepar—1 < t < 1) ettournons-laautourde son
centreet, enmémetemps,deuxfois plusvite autourd’'un axe
adistanced. Cecidonnela parangtrisation

T

i
i

A
e

\

AN
\

W
i
W
N

(d + t cos av) cos 2
o(t,a) = | (d+ tcosa)sin2a
tsin

Aprestantd’exemples noussommesarrivésau point ou une définition rigoureused’'une sur
faces’avereutile. Cecinouspermeten mémetempsd’introduire desobjetsgeonetriquesd’une
dimensiomplusgrande.

Définition 7.6 Un ensembleM = () estunesous-varéte deR"™ si, pourtouta € M, il existeun
voisinagel/ dea (U C R™) etuneapplicationdifférentiabley : U — R™ * avecg(a) = 0 etg’(a)
derangmaximaln — k telsque

MNU={zeU]|g(x)=0};

on appellek la dimensiordela sous-varet.
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Théoreme7.7 (existenced’'une paramétrisation locale) Soient M une sous-varete de R™ de
dimensionk, eta € M. Alorsil existeun voisinage U C R"™ dea, unvoisinage V. C R* d’'un
point 2z, € R* etuneapplicationdifferentiabley : V — U avecy(zy) = a ety/(z,) derangk tels
que

MNU=p(V)={p(z) | z€ V}.

Démonstation. Prochedu pointa € M, la sous-ariét estdéfinie parla conditiong(x) = 0, et
on saitquele rangde la matriceJacobienng’(a) estmaximalet doncégalan — k. Apresune
permutatiordesz; (Si nécessaire)pn peutsupposeque

B) B)

g (@) - gi(a)

; : estinversible.

Ogn—1 0gn_k

(@) - Tt(a)
Par le theoemedesfonctionsimplicites,on peutdonclocalemenexprimerz;, 1, . . ., x,, enfonc-
tiondexy,. .., x;. Aveclanotationz := (zy,...,x)", 20 := (a1, ..., ap)", ety == (vpy1, ..., T0)h
ceciimpliquequ'’il existeuneapplicationdifférentiablep( z) tel que,prochedea, g(z) = g(z,y) =
0 estéquivalentay = ¢(z). L'affirmationdu theoemesuitavecy(z) := (z, §(z)). O

Cethéoemeexpliguele terme“dimensionk”, parcequela sous-ariéte estdécriteal'aide de
k paranetrescarz = (2, ..., 2;)" € R*. Descasparticuliersde sous-arietesde R™ sont:

e k = 1 etn arbitraire: courbedansR”. Elle peutlocalemeng&tre décrite par unefonction
¢ : R — R™ commeétantl'image d’un intervalle ouvert, ou paruneapplicationg : R" —
R"~! commeétant{z € U | g(z) = 0}.

e k =2etn = 3: surfacedansR?. Elle estdécritesoitpary : R? — R?, soitparg : R?* — R
(voir lesexemples/.1a7.5).

e k =n — 1 etn arbitraire: hypesurface Elle estdécritesoitpary : R"~! — R™, soit par
g:R" - R.

Pourmieux comprendrda définition d’'une sous-ariéte, donnonsquelquescontre-eemples.
L’ensemble

M= {(z,y) | zy = 0}

n'estpasunesous-ariet présde (0, 0) car, avecg(x,y) = zy, la dériveeg’(0,0) = (0,0) n'est

pasderangmaximal.En effet, prochedel’origine, M nepeutpasétredécritcommeétant’image

d’unefonctiondifférentiable Par contre,'ensembleM \ {(0,0)} estunesous-ariete deRR?.
Similairement)’'ensembleM = {¢(t) |t € R} avec

o(t) = (1+0.12) (gﬁ:) G}

n'estpasunesous-ariéte presdea = (—1 — 0.1 72, 0). Eneffet, il n’existepasdeg : R? — R
avecg(a) = 0 etg'(a) derang1, carsinonil y auraitune contradictionavec le theoemedes
fonctionsimplicites. Cecontre-aemplemontrequel'image d’'unintenallepary : R — R™ n’est
pastoujoursunesous-\ariéte, mémesi ¢ estcontinimentdifférentiableavec ' (t) # 0.
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111.8 Espacetangent

Courbes. Pourunecourbey : I — R™ (différentiablest+(0) # 0),
la tangenteestla droite donréepar 7(t) = a + tv ot a = (0) et
v = 4(0). Endépla@ntl’origine au point a, la tangenteena ala
courbeM = ~(I) devient

Ly

T,M = {tv|t e R} T 5

qui estun espacevectoriel. Dansles variablesoriginelles,la tangenteest alors I'espaceaffine
a + T, M qui estunsous-ensembldée R".

SurfaceslansR?3. Commeexemple,prenond’ellipsoide

2 2 2 a cos« sin @
M = {(m,y, z) | 5+ ?Z_Q +— = 1} avecparangtrisation ¢(a,0) = | bsina siné
a C
c cos b

Pourdétermineile plantangeniunpointa = (o, yo, 20) = ¥(ao, 6y) € M, nousconsiceronses

courbegparanetriquesy(t) = ¢(t, 6y) eto(t) = p(ap, t) dessieesdansla figurelll.6. Le dessin

degauchemontreenpluslestangentegengris) 7(t) = a + tv; avecv; = y(ap) eto(t) = a+ tvs

avecvy = 0(6y). Lesdeuxvecteursy; etvy engendrente plantangent l'ellipsoide. Il estdonré
para + 1, M avec

N Oy Op

T,M={t t t1,to € R ou = —(ag, bp), = —

M = {tyv1 + vy | ty, Lo } U1 0 (ao,60), w2 20

Pourd’autrescourbedansM passanpara, latangenteestaussidansa + 7, M (voir le dessinde

droitedelafigurelll.6).

(v, Op).

JARNNNNS
ORERNNN\Y
i

Figurelll.6: lllustrationdela définition del'espacetangent

Définition 8.1 SoientM C R™ unesous-arietedeR™ eta € M. L'espacetangenta M ena est

TM = {U cR" il existey : (—e, ) — R” contirimentdifférentiableel que}

v(t) € M pourt € (—¢,¢) ety(0) = aety(0) =v

Cettedéfinition donneunejolie interpietationgéonétriqguedel’espaceangent.Pourun calcul
explicite deT, M, lesformulesdu théoemesuivantsontplus utiles.

Théeoreme8.2 SoientM C R™ unesous-varete dedimensionk eta € M.

e Si, prochede a, M estdonré par une paranétrisationlocaley : V. — R", c.-a-d. ona
MNU={p(z)|z€ V}olup(z)=aavecz, € V C R*, alors

T M =Tm ¢ (2) = {¢'(20)t | t € RF}. (8.1)



Calcul differentiel (plusieuss variables) 47

e SiM estlocalemendonrepar M NU = {x € U | g(z) = 0} , alors

T,M =ker ¢'(a) = {v e R" | ¢'(a)v = 0}. (8.2)

Démonstation. Soitd(s) unecourbedansR* avecs(0) = z, etd(0) = t (parexemplela droite
0(s) = 2 + st). Alors y(s) := ¢(d(s)) estunecourbedansM satishisanty(0) = ¢(zp) = a et
(0) = ¢'(20) 8(0) = ¢'(20) t. Ceciimpliquelm ¢'(zy) C T, M.

Si y(t) estune courbedans M satishisanty(0) = a et§(0) = v, alorsg(v(t)) = 0 et
g'(a)¥(0) = 0. CeciimpliqueT, M C ker ¢'(a).

Par définition de la sous-ariete M, les deuxespacesectorielsIm ¢'(z) etker ¢'(a) ontla
mémedimensionk. On déduitdoncdesinclusionsim ¢'(zy) C T,M C ker ¢'(a) les égalies
Im ¢'(z9) = ToM = ker ¢'(a). |

Cethéorememontrequel’espacetangentl, M estun espacevectorielde dimensionk (méme
dimensionguela sous-ariét). La formule (8.1) signifiequeT, M estengende parlesvecteurs

dp
6—21(20)7 - a—Zk(ZO)

(voir les exemplesqui precedentla définition 8.1). La formule (8.2) peutaussiétretrouveede la
maneresuivante.Consicerons parexemple |'ellipsoidedonreepar

2 2
g(m,y,z):?+§+§—1:0.

Proched’un point (zo, yo, 2z0) € M, la différentiabilie de g implique que

22’0

2x 2
9(z,y, 2) = g(xo, yo. 20) + a—go('r — xo) + b—QO(y — %) + ?(2 —z0) ...

Ennégligeantestermessugerieurglestrois points),onobtientla meilleureapproximatiorin éaire
deg(z,y, z) prochede(z, yo, 20). Le plantangentestdonc

21‘0 2y0 2ZO
{@y.2) | 2@ =20) + 2y =) + Sz~ ) =0}

Celacorresponaneffet ala formule(8.2).

1.9 Exercices



Chapter IV
Optimisation

Cechapitreestconsace al’ étudedesmaximaet minimad’unefonctiona plusieursvariables.On
ditquef : K — R (avec K C R"™) posdeun minimumlocal ourelatif aupointa € K si

f(z) > f(a) pourtoutz € K N U ou U estunvoisinagedea.
Elle pos®deun minimumglobal aupointa € K si
f(z) > f(a) pourtoutz € K.

On parled’un minimum strict si danscesdéfinitions f(z) > f(a) pourz # a. Pourobtenirdes
résultatsconcernantes maxima,il suffit deremplacerf par—f.

Nousallonsétudierdesminimarelatifs danslescasou K = R™ ou unesous-ariete de R".
Nousdiscuteronsaussi’algorithmedu simplexe pourle casou f estunefonctionlinéaireet K un
polyedre.

Remarquonsgjuele theoeme4.5du chapitrel nousdit que,si f : K — R estcontinueetsi K
estcompactjl existetoujoursun minimumglobal. Malheureusemensadémonstratiom’estpas
constructve.

V.1 Minima relatifs

Rappelongjue,pourunefonctiondifférentiablef : R — R, la condition f’(a) = 0 estnécessaire
pourun extremum.Si la fonctionestdeuxfois continimentdifférentiablepna

{ ff,l,((?);% } = { minimumrelatifena } = { ;,,,((Z));% } (1.1)

Consicerons parexemple,la fonction

A
f(z) =0.22" - 0.0752" —0.62° + 0.3. 1-0;y
| 5F
Sadériveeest f'(zr) = z%(z + 1.2)(x — 1.5) et s’annulepour /\ T
a=-12a=0eta =15 Ena = —12lafonctionf 2/ 1 | N /?
posdeun maximumrelatif (f/(—1.2) = —3.888 < 0), en ;zf

a = 1.5 unminimumrelatif (f”(1.5) = 3.825 > 0) etaupoint
a = 0 onn’ani un maximumni un minimum(f”(0) = 0).

Le but de ce paragraphestde géréraliser’affirmation (1.1) a desfonctionsa plusieursvari-
ables.Comme(1.1) sedémontrea l'aide dela formule de Taylor, nousrappelonsrievementles
premiergermesdela seriede Taylor pourunefonctiona plusieursvariables.
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Pourunefonction f(z) = f(x,...,z,) qui estdeuxfois continimentdifférentiable)a série
de Taylor avecrestesousformeintégrale(voir aussi(lll.4.10)) est

flate) = @+ f@ur [ (-0 weo)d
- f(a)+f’(a)v+%f”(a)(v,v)+/0 (1 -0(fa+ )~ 1'(@) (w0 d

Enutilisantle fait que ||(f"(a + tv) — f"(a))(v,v)| < |If"(a+ tv) — f"(a)| - ||v]|* etquetoutes
lesdeuxemesdérivéespartiellessontcontinuesena, nousobtenons

fla+v) = f(a)+ f'(@)v+ 5 f"(a) (v, v) + () o]

our(v) — 0siv — 0. Commef(x) estunefonctionscalaire cetteformule peutaussiétreécrite
sousla forme

fla+v) = f(a) +Vf(a)v+ %th(a) v+ 7)ol (1.2)
ou
AL (z) gimg(x) gt (2)
V()= : et H(x)=V*f(z)= : :
oL (2) st (z) ... g;g@)

Le vecteurV f(x) estle gradientde la fonction f(z) et H(z) estsamatrice Hessienne Cette
matrice est symétrique car les deuxemesdeériveespartiellesne déependenpasde I'ordre de la
différentiation.C’estsurtoutla formule (1.2) qu’on va utiliser pourla suite.

La géréralisationdel’affirmation (1.1) estla suvante:

Théoremel.1l Soientf : R™ — R deuxfois continimentdifferentiableeta € R™. Alorsona

Vf(a)=0 f pos®deun N Vf(a)=0
H (a) estdéfiniepositive minimumrelatif ena H (a) estsemi-@finiepositive
Démonstation. Rappelongjuesi A,.,;, estla plus petitevaleurpropred’une matricesymétrique

H,ona
V' HU > Apim v'v pourv € R™. (1.3)

Ceciestunecongquencemmeédiatedu corollairell.2.6.
PourVf(a) = 0, laformulede Taylor (1.2) etI'estimation(1.3) impliquentque

f(a + ?)) - f(a) > ()\min + 7’(?))) ||UH2

Si Amin > 0 (c.-a-d.si la matrice H(a) estdéfinie positive), ona f(a + v) > f(a) pourv # 0
sufisammenpetit. On amémedémonté quea estun minimumstrict.

La conditionnécessair@e I'affirmationdu theoemeestunecongquenceale (1.1) appligLe a
lafonctiong(t) = f(a + tv). |

Corollaire 1.2 Situationcommedansle theoremel.1. Alorsona
Vf()=0 N f posdeun N Vf(a)=0
—H(a) estdéfiniepositive maximunrelatif ena —H (a) estsemi-e@finiepositive

Démonstation. Cetteaffirmationestuneconequencemmeédiatedu théoemel.l,car f posede
un maximumena si etseulemensi — f posgdeun minimumena. O
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Exemple 1.3 Cherchondesminimarelatifsdela fonction
f(zy, m9) = 2° + 25 — w119

(folium cartesii). Sescourbesde niveausontdessiteesdansla
figured’acote. Oncommencear calculerle gradient

- <3x§_3x2)

31’% — 31’1
etlesvaleursdea ou Vf(a) = 0. Pourcetexemplesimple,
ontrouvetoutdesuitea = (0,0) eta = (1,1). Pourdesfonc-
tions plus compliqLées,on estobligé d’'utiliser desméthodes
numeriques.
Pourveérifier s’il s’agitd’un minimum,nouscalculonda matriceHessienne

- 61’1 -3
H(x) = ( 3 6x2> )
Le valeurspropresde H (a) sontles zérosdu polyndmecaracéristique (A — 6a;)(\ — 6ag) — 9.
Au pointa = (0,0), noustrouwons\; = —3 et A, = 3 commevaleurspropresde H(a). Il ne
s’agitdoncni d’'un minimum ni d’un maximum,commeon peutle voir surle dessin.Par contre,

lesvaleurspropresde H (a) poura = (1,1) sontA; = 3 et A, = 9. Commeellessontpositives,il
s’agitd’'un minimumrelatif.

Remarquonsjue,pourunefonction f : R™ — R, la conditionV f(z) = 0 donnen équations
an inconnuesarésoudrenotamment

of of of
8$1 ( o $n) 8332 Ba:n
Pourvérifier si unesolutiona € R” repésenteun minimum relatif de f(x), il fautcalculerles
valeurspropresde la matriceHessienned (a). Les deuxproblemes(la résolutiond’'un syseéme
nonlinéairedansR™ etle calculdesvaleurspropresd’une matricede dimensionn) seronttraites
dansle cours‘AnalyseNumérique’.

—(21,...,2,) =0.

(1) ==

V.2 Minima conditionnels— multiplicateurs de Lagrange

s

mm

Pourmieuxcomprendréesidéescommenonsparle probleme

f(z1,229) = 1279 — min

sur M = {(z1,25) | g(x1,15) =22 + 2% — 1 =0}.

Onvoit surle dessind’a coté quelessolutionsde ce probleme

sont(= ;[, {) et(f f)

Raisonnemergéonetrigue OnsaitqueV f(a) estorthogonal
auxlignesdeniveaucar f (a+v) — f(a) = V f(a)'v+O(||v]]?).
De plus, Vg(a) estorthogonala M (formule (8.2) du para-
graphelll.8). Sila courbedeniveaude f(z) etla sous-ariéte
M secoupenttrans\ersalemenen a, on ne peutpasavoir un
minimum. Donc,auxsolutionsde ce probleme,ona

Vf(a) = AVy(a).
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Raisonnemergnalytique Lasous-ariee M = {(z1, o) | 27+23—1 = 0} peutétreparanétrisce
alaide de p(t) = (cost,sint)’. Le probemequi consistea minimiser f(z) sur M estalors
équivalenta minimiserla fonction F'(t) = f(¢(t)) = costsint = $sin2¢ surlR. La condition
F'(t) = cos 2t = 0 estsatishitepourt = 7/4, 3w /4, 5w /4, etc. CommeF”(t) = —2sin 2t, les
minimasontobtenugourt = 37 /4 etpourt = 7 /4.

Pourunefonction arbitraire f (z;, z) et pour unesous-ariéte de R? donréepar unecourbe
parangtriquey(t), 'approcheanalytiquedonnepour F'(t) = f(y(t)) la condition

F'(t) = f'(e(t) o(t) = Vf(o(t))"&(t) = 0.
Avecl'interprétationgéonetrique,on adoncauminimum:
Vf(a) L tangent&aM ena << Vf(a)| Vgla) < Vf(a)=AVyg(a).
Le but estdegéréralisercetexempleaunefonction f den variablestaunesous-ariete arbitraire

deR" dedimensionk.

Le problemea traiter dansce paragrapheestalorsle suivant: soientdonreesune fonction
f : R™ — R continimentdifférentiableet une sous-ariéte M de dimensionk. Calculerles

solutionsde
f(z) = min  sur M, (2.1)

c.-a-d.oncherchex € M telque f(x) > f(a) pourz € M prochedea. Ondit aussiquea € M
estun minimumrelatif dela fonction f| ., (restrictionde f a M).

Théoreme2.1 Soit f : R™ — R deuxfois continimentdifferentiableet soit » : R* — R™ une
paramétrisationlocalede M présdea € M (ety(zy) = a). Alors

{ Vf(a)t'(z) =0 et } N { f|rm posgdeun } N { Vf(a)(z) =0 et }

H estdéfiniepositive minimumrelatifena H estsemi-@finiepositive

ou H estla matriceHessiennealel'application z — f(¢(z)), c.-a-d.
! ty72 ’ - af 2
H = ¢ (20)' V2 f(a) ¢/(20) + Y_ 7 () V¥u(20). (2.2)
1
Notonsque la matrice Hessiennev?f(a) de la fonction f estde dimensionn, mais quela

matrice H estseulementedimensionk.

Démonstation. La restrictiondela fonction f sur M pos&deun minimumrelatif ena € M siet
seulemensi F'(z) := f(p(z)) enposedeunenz,. En obsemntqueF’(z) = fl(p(2)¢(z) =

VI(p(2)'¢'(2) etqueV>F(z) = ¢'(2)'V2 f(p(2)) ¢ (2) + 2L, 55 (0(2)) V2eu(2), laffirmation
estunecongquencealu théoremel.l. O

Sionveutéviterla notationmatricielle,la condition F'(zg) = V f(a)'¢'(20) = 0 s’écrit

a@z .
Zaxl (20) =0 pour i=1,....k

8 ZZ aZ7

etlesélémentgdela matrice H = V2F(zo) sont

_O°F - 8@1 D, " of 5
ij = 5’zi8zj Z 8x181‘p (9:5Z (20) 8—23(20) + Z FraC) 02,0z (20)-
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Ce theoemedonneun critere satishisantsi la sous-ariéte M estdonrée par une parane-
trisation. Mais dansla plupartdesapplicationsJa sous-ariéte estdonrée sousla forme M =
{z € R™ | g(x) = 0}. Le but estalorsd’exprimer les conditionsnécessairest suffisantesdu
théome2.1entermesdeg(x) etnondey(z).

La condition sur la premiere dérivée. La conditionV f(a)'¢'(z) = 0, i.e. V f(a)'¢'(20)v = 0
pourtoutv € R*, signifie quele vecteurV f(a) estorthogonala I'espacetangentl;, M (voir la
formule (8.1) du paragraphell.8). Il suffit d’utiliser la formule (8.2) du paragraphéll.8 qui dit
queT, M = ker ¢’(a) etunthéo®medu coursd’Alg ebré pourconclurequeV f(a) € Im g'(a)'.

Ceciimpliquequ’il existe A = (Aq,..., \,)" telque
Vi(a) =g'(a)A = \Vgi(a). (2.3)
k=1
Ici, ondénotepar g, (x) lescomposantedelafonctiong : R™ — R™. Lesparanetresiy, ..., A\,

s’appellenies multiplicateus de Lagrange. Enintroduisanta fonctionde Lagrange
L(z.N) = f(x) = Ng(z) = f(&) = D Augel(), (2.4)
k=1

cetteconditiondevient V. L(z, A) = 0, ou V, dénotele vecteurdesdériveespartiellesparrapport
aux composantede z. Enrésung, un pointa € M satishit la condition V f (a)'¢'(z) = 0 du
théoreme2.1sietseulemensi (a, A) estsolutiondu syseme

VL@ A) =0,  g(z)=0. (2.5)
Il fautdoncrésoudrece sysemean + m conditionspourn + m inconnuegx € R™ etA € R™).

La condition sur la deuxiemedérivée. Essayonsnaintenantl’écrirela condition“ H estdéfinie
(ou semi-cefinie) positive” du théome?2.1 seulemené I'aide dela fonctiong(z).
Commeonagy(¢(z)) = 0, endérivantparrapporta z;, onobtient} , =% a"k 3“” = ( etendérivant

unedeuximefois, onobtient}", | ailg;p o g—‘g’ +3 g%’;a‘;g;j — 0. En utlllsant(2.3),l élement

(7,7) du deuxi‘emetermede(Z.Z) estdonc
52901 agk 2 - 52% ooy aSOp
Z 95, Y B0z Z Mg, @ azLaz, (20) = = ,;J Mooz, @ Ba o) gy, (o)

L'expressiora étudierdevientalors

3

v H v = v (2)" ( Z)\ngk ) "(z0)v.

En posantw = ¢'(zp)v etenutilisant7, M = Im ¢'(z,) (voir le paragraphéll.8), la condition
“v'H v > 0 pourv € R*" devient

w'N2L(a, \) w = w (VQf(a) — Z )\kVng(a)>w >0 pour weT,M.
k=1

Celle-cinedépendplusdela paranétrisationy(z) maisuniquemente g(zx).

!Rappeldu cours d’Algebre. Pourune matricearbitraire A on a (ker A)* = ImA?. On utilise ici la notation
V+ = {weR"|wlv =0 pourtoutv € V}.
Démonstation. Cecisuitdeséquivalencesy € ker A < Av =0 < w!Av = 0pourtoutw < v L Atw pour
toutw < vl ImA! & ve (ImAh)t etdufaitque(V+)t =V.
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Nousavonsalorsdémontg le résultatsuivant:

Théoreme2.2 Soientf : R™ — R sufisammendifféerentiable M = {z € R™ | g(x) = 0} une
sous-varéete,a € M et\ € R™. AvecL(z, \) donreepar (2.4),onaalors

V.L(a,\) =0 et fl pos@deun V.L(a,\) =0 et
w'NAL(a, \)w >0 = . b . = ¢ w'N2L(a,\)w >0
minimumrelatif ena

pourw € T,M, w # 0 pourw € T, M. O
Corollaire 2.3 Situationcommedansle theoreme2.2. Alorsona
Vi L(a, ) =0 et . V. L(a,\) =0 et
(a,3) { flm posedeun } (e, 4)
= =

w'V2AL(a, \)w < 0 : . w'V2L(a,\)w <0
maximurrelatif ena
pourw € T,M, w # 0 pourw € T, M. 0

Exemple2.4 Consiceronsun paralElépipededroit dontla largeug

la profondeuret la hauteursontrespecttementx, z, et 5. Le

probleme consistea maximiserle volume f(x1, 7o, x3) = z12973 0 -
toutengardante périmetreconstanetégala P (i.e. la sous-ariete h’ 5
M estdonréepar g(z1, xo, x3) = 41 + 4z + 423 — P = 0). La = Ty

fonctionde Lagrangepour ce problemeest
L(x,\) = z12923 — N4z + 429 + 425 — P)

etla conditionnécessair€2.5) devient

$21‘3—4)\:O
123 —4X =10 41 +4ag + 43 — P = 0.
x1x2—4)\:0

Les solutionsde ce sysemesont(FP/4,0.0), (0, P/4,0), (0,0, P/4) avec X = 0 danschaquecas
et(P/12, P/12, P/12) avec\ = P?/576. Il estfacilede deviner quele volumeestmaximalpour
xr1 = x9 = x3 = P/12, maisvérifionstout de mémela conditionsuffisantedu corollaire2.3. Pour
ceci,nouscalculons
0 T3 T2
V2L(x, N = |23 0 1

To T 0

ainsiquel’espacetangenpour M = {(z1, z2, x3)" | g(z1, x2,x3) = 0}:
TaM = {(Ul, V2, Ug)t | V1 + Vg + V3 = O} = <(1, —1, O)t, (1, O7 —1)t>.
La conditionw!V2L(a, \) w < 0 pourw € T, M, w # 0 estalorséquivalenteala propriete que

1 -1 0 0 T3 T2 I 1 —21'3 1 — T — XT3
1 0 -1 zz 0o -0 T\ —ze—a —2x
To T 0 0 —1 ! 2 3 2

soit définie négatve. Cettecondition estsatishite pour le point (P/12, P/12, P/12). Pourles
autredrois pointscritiques,lesdeuxvaleurspropresde cettematricesontde signesoppo£s.
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Exemple2.5 Cherchons minimiserla fonction f(x1, x9, 23) = 1 — x5 — x3 Surla sous-arie#e
M = {(z1, 29, 73)" | 22 + 223 — 1 = 0, 3z, — 4z3 = 0}. Cettedernererepesentd’intersection
d’un cylindre verticalavecun plan,c.-a-d.uneellipsedansl’espace.La fonctionde Lagrangesst

ﬁ(l‘l, To, T3, )\17 )\2) =T — X9 — T3 — )\1<ZE% + 255% — 1) — )\2(31‘1 — 41‘3)
etla conditionnécessair€2.5) devient

L=2hm =30 =0 a0 1

-1 - 4)\11‘2 =0 .
_1+4)\2:0 31’1—41’3—0
dontlessolutionssont
1 3 1 2 1
)\2—17 AL = g’ -Tl—ig; IQ_:ng 333—It1- (2.6)

On aimeraitdéterminedaquellede cesdeuxsolutionsrepesenteun minimum (ou maximum)de
la fonction f. Nouscalculonsalors

V:J:Q[’(xv )‘) = _)\1

S O N
O = O
o O O

etl'espacetangentpour M (aupointsdela solution(2.6))
ToM = {(v1,v9,v3)" | 22101 + 490y = 0, 30y — dvg = 0} = ((4,1,3)").

Avecw = (4,1,3) onaw'V?L(z,\)w = —36);. Lafonction f estdoncminimalesur M au
point(—1/3,2/3, —1/4)" ou \; estnégatifetelle estmaximalesur M aupoint(1/3,—2/3,1/4)".

V.3 Contraintes enforme deséquationset inéguations

On cherchedesconditionsnécessairest suffisantegpourun problemeencoreplus géréral qui est
le suvant: soientf : R* — R, g : R®» — R™eth : R® — R* continimentdifférentiables;
trouverlesminimarelatifsdu probleme

f(z) — min sur  K={xeR"|g(x)=0, h(z) > 0}. (3.1)

La condition“h(xz) > 0" signifie quetousles composantesle h(x) doiventétre non négatves,
c.-a-d.h;(xz) > 0 pourj = 1,..., k. Supposongourle momentque K soit uniguementonré
pardesinéquationsi(z) > 0.

Exemple3.1 Consiceronsla fonction
f(zy, m5) = 2% + 235 — 3129
gui nousestfamilieredel’exemplel.3etcherchonsesminima(etmaxima)relatifssurl’ensemble
K={(z1,22) | 4—23 —25 >0, —a9+12>0, (21 —0.5)(z2 —2.2) + 1 > 0}.

Pourrésoudrece probleme,nousle separonenplusieurssous-prokdmes.

. Etudionsd’abordlespointscritiquesdelafonctionf(:z:l, xo) sangenircomptedel’ensemble
K. Ceuxqui sontparhasarddansk, sontaussidesextremade la fonction f|x (restriction
de f sur K). Dansnotresituation(voir exemplel.3),ceciestle caspourle minimumrelatif
a = (1, 1) ainsiquepourle pointdesellea = (0, 0).
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/

= min. I reI D max re

/

e Ensuitejl fautconsicererle bordde K. Commeil con-
sisteenplusieurscourbedisses,commenonsa étudier
f surle cercleM; = {(z1,25) |4 — 22 — 22 = 0}. A
l'aide dela fonctiondeLagrange

nax el

L(z1,79,\) = 7} + 75 — 31109 — A4 — 2% — 23),
noustrouvons (—v/2, —/2) et trois autressolutionsa
l'extérieurde K. Le dessinnousmontrequ’il s’agit
d’'un minimum (global). En procddantde la mémema-
niereaveclesautrescourbesiubordde K, nousobtenons \\\
(—v1.2,1.2) et(0.8315, —0.8159) commemaximare-
latifs, et les points (1/1.2,1.2) et (1.2797,0.9175) qui
sontdesminimasurdK maispassur K.

e Finalementnousdevronsétudierlessommetgde K. Eninspectanta figure, nousvoyons
quele point (1.5, 1.2) estun maximumrelatif de f sur K.

V.4 Programmation lin eaire

Les problemescorvexesles plus simpleset les plusimportantssontceuxou toutesles fonctions

sontlinéaires(affines). Nous commenons par un exemplede petite dimensionqui permetune

interpétationet unerésolutiongraphique.L’intérét principal desparagraphedV.4 et IV.5 estde

déwelopperun algorithmequi permetde résoudren’importe quel problemede la programmation
linéairedansunedimensionarbitraire.

Exemple4.1 Une entreprisepos®de 2 garages; et G
avec8 et 6 camionsrespectrement. Elle travaille surdeux

chantiersC; et C;. Le chantierC’; exige 4 camionset le S km
chantierC; exige 7 camions. Les distancessontdonrées
surle sckemad’acote. Commenfaut-il organiseriestrajets

pourminimiserlesconsommationd’essence?

Pour une formulation matrématiquedu probleme, no- 8 km
tonsparzxi, x2, x3 etz le nombrede camionsallantde (G4 @
aCi,deG; alsy, Gy, aCh etdeG, aCs, respectrement.

Nousavonslesconditions

3km

Z'1+.T2§8, $3+£E4§6, I'1+.T3:4, Totaxa=7 € ;>0
etla fonctionobjectve est

8r1 4+ 9xy + 323 + Hry — min.

On peutsimplifier le problemeenéliminant
z3etxgcaras=4—a; etay,=7—1x29. On
obtientalors

51 + 4x9 + 47 — min
1+ 29 <8
—r1 — T3 < —H
1 <4, x>0
o <7, x9 2> 0.
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En regardantles droitesou f(x) = 5x; + 4z, + 47 estconstantglignestraitill ées),on trouve
immédiatementa solutiondu probleme:z; = 0, 29 = 5, 23 = 4, 14 = 2.

Formulation du problemegénéral. Nousconsiceronsla résolutiondu problemesuivant:

11 + Coxs + ...+ Ccpx, — max

a1y + ...+ a1, Sbl ctx—>max

ou Az <b (4.1)
A1 X1+ oo+ QG Ty < by x>0
r1>0,...,2,>0

D’autresproblemesde la programmatiorin éairepeuwentétreécritssouscetteforme:
e Lacondition ¢’z — min estéquialentea (—c)'z — max;

e Une équationpeut étre rempla@&e par deux inéquations;ou mieux encore: éliminer des
variablescommedansl’exempleprécdent;

e Unevariablex,;, sansrestrictionsur sonsigne,peutétre écritecommez; = {7 — 27 ol
x'f > 0etx; > 0.

Un algorithme possiblemais pasrecommancde. L'ensemble,ou on cherchea maximiserla
fonctionobjectve f(z) = c'z, estle polyedre K = {x € R" | Az < b, z > 0}. Commef(z)
estlinéaire,unesolutionestcertainemensur un dessommetsle K. Pourla trouver, on pourrait
procderdela maniresuivante:

e calculertouslessommetsiu polyedre(le nombrede sommetsestfini);
e déterminede sommeu f(z) = 'z estmaximal.

L’algorithmequenousallonsprésenteidansle paragrapheuivantestune proccdureintelligente
qui permetd’éviter le calul detousles sommetsdu polyedre. Néanmoinsnoussommesobligés
de formuler matfeématiquementes sommetsdu polyedre. C’est notre but pour le restede ce
paragraphe.

Variables d’écart (variables artificielles). Onposey = b — Az ouy € R™. Pourunz € R"
donrg, y; mesuresonécart (distance) I'hyperplan Z;?:l a;;&; —b; = 0. Le probleme(4.1) est
doncéquvalenta

dr —max, Arx+y=b x>0, y>0. (4.2)

Cettereformulationnous permetde calculersyseématiquementes sommetsdu polyedre K =
{z € R" | Az < b, x > 0}. lllustronsceciavecle problemedel’exemple4.1.

Exemple4.2 Nous introduisonsdes variables
d’écarty, ..., y, pour les quatreinéquations
du problemedel’exemple4.1. Cecidonne

x1+x2+y1:8
—T1 — T2+ Y2 = =D

T +ys =4
To+ys=7

etona4 équationsa 6 inconnuesChacunedes
conditionsz; = 0 ety; = 0 corresponch une
droite surle dessind’a coté. Sil'on posedeux
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variableparmiz, -, 41, ..., ys €galazéro,onobtientlesintersectionsledeuxdroiteset, parmi
elles,lessommetgu polyedre.ll y a (g) = 15 possibilitsd’annulerdeuxvariables.On obtient
ainsiles5 sommetsiu polyedreetles7 autresintersections3 couplesne donnentpasde solution

(droitesparalkles).

Cet exemple nous montre que, pour le calcul dessommetsdu polyedre, on traite les vari-
ablesz; et y; équitablement.ll n’y a donc pasde raisonde distinguerles deuxtypesde vari-
ables.Rassemblons-ledonctoutesdansun vecteurz = (z1, ..., Z,, Y1,--., Ym)' €t€Crvonsle
probleme(4.2) sousla forme

1 0 0 O

t oot _ -1 -1 0 1 0 0
(c,0)z—max, (A, I)z=b, 2>0 aec (A I)= L 0 00 1 0 (4.3)

0O 1 0 0 0 1

(pour le sysemede I'exemple4.2). Nous constatongjue I'annulation de deux variablesparmi
x1, T2, Y1, - - ., Y4 COrrespond uneintersectiorréellesi etseulemensi la matricecaree,obtenue
ensupprimanies deuxcolonnescorrespondantegstinversible. Si, enplus, lescomposantede
la solutionde (A, 1) z = b sontnonnégaties,alorscetteintersectiorestun sommeidu polyedre.

Dansle probleme(4.3) nousécrivonsde nouveauc' aulieu de (¢!, 0%), A aulieude (A, I) et
x aulieu dez. Le problemedevientalors

ctr — max
Az =10 (4.4)
x>0

our € R", ce R", be R™etn > m. Noussupposongsansperdrela géréralite) quele rangde
la matrice A soitm (maximal).Sinon,soitle sysemeAx = b nepos®depasde solutionsoitune
ou plusieursequationsiu sysemepeuentétresupprineessanschangetessolutions.

Notations. Par la suite,nousnoterons4; € R™ la jémecolonnede la matrice A. Nousparti-
tionnonslesindices{1,...,n} = B U R endeuxsous-ensembleadisjointsdont B = {i, ..., i}
contientm élementset R = {j,..., Jn_m} contientle reste. Nous partitionnonségalementes

vecteurs:, z etla matriceA dela maneresuivante:

AB = (Ai17"'7 Alm) AR = (Ajlv"'v Ajn—m)
Tp = (Tiyy- s Tip)' TR = (Tj, ooy Tjpp)'
Cp = (Cil,..., Cim)t Cr = (le,..., cjn,m)t-
Ainsi, Ag estunematricecareededimensionm. Le probleme(4.4) devientalors
cbrp + dhrp — max
ABI'B+ARIR:b (45)
TB 2 07 TR 2 0.

Définition 4.3 (base) Un sous-ensembl®& = {iy,...,i,,} C {1,...,n} am élémentss’appelle
unebase si Ag estinversible,c.-a-d.si detAg # 0. PourunebaseB, le vecteur

~(2)- ()

s’appellesolutionde base(assodkea B). Elle estdite admissiblesi A5'b > 0.
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L'interprétation géonetrique de cette définition estla suvante: 'ensemble {z | Az = b}
repiesenteun espaceaffine de dimensionn — m (car A estune matricem x n de rang maxi-
malm) etl'ensemble{x | Az = b, x > 0} estun polyédredanscetespacePourunebaseB du
probleme laconditionzp = (z;,,...,x;,_,. )" = 0 repesentdintersectionden — m hyperplans
qui sontdesfacesdu polyedre. Les solutionsde baseadmissiblesontdoncen bijectionavecles
sommetgle cepolyedre.

Par exemple, {y1, y2,y3,y4} (ou plus préeciementl’ensemble{3,4,5,6}) estune basedu
problemede I'exemple4.2. Elle corresponda I'origine qui estl'intersectionde x; = 0 et de
xo = 0. Labase{x1, zo, 12, y3} cOrresponcgausommet(4, 4) qui estl'intersectiondey, = 0 etde
ys = 0. L'ensemble{z;, 25, y3, y4} Neconstituepasunebaseparcequela matriceforméeparles
deuxpremereset les deuxdernirescolonnesde (4.3) n'est pasinversible(les droitesy; = 0 et
yo = 0 n'ont pasd’intersection).

Reformulation du probleme. Par éliminationdesvariablesz, c.-a-d.en utilisantla relation
xp = —Az ' Aprr + AL, le probleme(4.5) devientéquivalenta

(—cR At AR + ci)ag + ¢ A5'b — max u'rp — 2 — max
AG Aprr < AG' ou Sxp <t (4.7)
T 20 zp >0

ol S =AZ'Ag, t = AG', v = —cL A AR + ¢y et 2z = —cl, AG'D.

Tableau du simplexe. Nousrassemblonsoute I'information de la formulation (4.7) dansle
tableausuivant:

R
S

ut | z

Voici quelquegableauxdu simplexe pourle problemede 'exemple4.2:

T1 T2 Y1 Y3 L1 Yo
y1| 1 1 8 z1| 0 114 zo | 1 =115
yp | =1 —1|=5 x| 1 =14 v 0 113
ye| 0O 1 7 ya |—1 113 ys |—1 1 | 2
-5 —41] 0 4 11|36 -1 —4 20

La solutionde basepour le premiertableaun’est pasadmissible(le vecteurt = AL'b posede
descomposanteségatves)maiscellesdu deuxemeetdutroisiemele sontet corresponderd des
sommetgu polyedre(voir le dessindel’exemple4.2).

Théoreme4.4 (crit ere du simplexe) Soit B unebasedu probleme

c'r — max R
Ax =10 et B| S|t le tableaudu simplece correspondant.
x>0 ut | z

Sit>0etu<0,alorszp =t, rg = 0 estsolutiondu probleme
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Démonstation. Commet > 0, la solutionde baseassoceea B estadmissible.De plus, pourun
pointz satishisantAz = b etz > 0, la conditonu < 0 implique

f(z) :Zujxj—zg —z:f(( 6 ))

JER
Cettesolutionde baseestalorsunesolutiondu problemed’optimisation. O

Le troisiemetableaude (4.8) vérifie le criteredu simplexe (t > 0 etu < 0). La solutionde
baseassocter; = 0 etxy = 5 estdoncunesolutionoptimaledu problemedel’exemple4.2.

Pourse corvaincreque I'algorithme (non recommand) du déhut de ce paragraphe’est pas
réalisableconsiceronsle casou n = 20 etm = 10 (enpratiqueon estconfrone a desdimensions
beaucoupplusgrande).ll y a (fg) = 184 756 possibilitsdechoisir10 parmiles20 colonnesde
la matrice A. Le calculdetouteslessolutionsde basepourraitainsiexiger la résolutiond’environ
180 000 sysemedinéairesde 10 équationsa 10 inconnues.

V.5 L’algorithme du simplexe

The authorwishesto acknavledgethat his work on this subjectstemmedfrom discussions
in the spring of 1947 with Marshall K. Wood, in connectionwith Air Force programming
methods. The generalnatureof the “simplex” approach(...) was stimulatedby discussions
with LeonidHurwicz. (G.B.Dantzig1951)

L'idéedesuire lesaretesd’'un polyedrepouroptimiserunefonctionlinéairesouscontraintes
linairesa déja et ervisagge parJ. FourieP. Dantzigcependanka sysématise.
(J.F Maurras2002)

L’algorithme du simplexe a été publié par DantzigcommechapitreXXI dansun compterendu
d’uneconferencé. C’estuneprocedureitérative permettant’effectueruneexplorationdirigéedes
sommetgdu polyedreen suvantdesarétesjusqu’ausommetqui maximisela fonction objectve.
Cetalgorithmeestparmiles“Top 10 Algorithmsof the20thCentury”(SIAM News, Vol. 33,Nr. 4,
May 2000).

Le theoemesuivantdonnelesformulesqui, enpartantd’'un tableaudu simplexe, nouspermet
d’obtenirle tableauassodd a un sommetvoisin.

Théoreme5.1 Soit B unebasedu probleme(4.4),R = {1,...,n}\ B,k € B,l € Ret

R l J
k it
Blofe] = |%|kul swlh (5.1)
7 ] Sil Sij t;
u |z
Up Uj z

le tableaudu simplexe correspondantSi s;; # 0 (pivot), alors

e B=BU{l}\ {k} estunebase

2J.B.J.Fourier, Solutiond’une questiorparticuliére du calcul desinégalitts NouveauBulletin desScienceparla
Sockété Philomathiquede Paris (1826)99-100.

3J.F Maurras,ProgrammationLinéaire, Compleité, Separation et Optimisation Mathématiques Applications
38, Springer Paris,2002.

4G.B. Dantzig, Maximizationof a linear functionof variablessubjectto linear inequalities Activity Analysisof
ProductionandAllocation (T.C. Koopmansed.), Wiley, New York, 1951,339-347.
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e Letableauquicorresponca B estdonre par

=
R l 1 Skj 1
T =< Skl Skl Skl
Bl S|t = Csu o SkiSit |4 tgsy
v Sk Sij Skl v Skl
/\t ~
u z _up Ui — Sk - treug
Skl J Skl Skl

Voici uneastucepourretenircetteformule:

~  ~ 1 q
b q pq:p P
ros 7S g’
p p

Démonstation. La k emecomposantele ' équationzz + Sxp = t estry + > p sk = L.
Commes,,; # 0, onpeutenextrairex; (I € R, fixé) etonobtient
1 Ski t
xl+8_xk:+ Z S—kjafjis—k
kl JER{1} kl kl

(voir la ligne*“!” dutableaLpourE). Enrempla@ntz; decetteformule dansla iemecomposante
dezp + Szr =1t (i € B\ {k}), onobtient

1 s ~ ~ ~
x; + Si (_S_ Ty — Z SkJ P+ S_> + Z $ijT; = ti ou x; + Sjpxr + Z 8T = ti
Mo jervy M M7 jervn JER\{1}

cequi vérifiela ligne “¢” dutableaLpourﬁ. La derniereligne du tableauestobtenuedela méme
mankere. m|

Les formulesdu theoemeprécdentdonnentun moyen simple et efficacepour calculerdes
tableauxdu simplexe a partird’'un tableauconnu.ll restea éviterle calculdestableauxinutiles.

Algorithme du simplexe. Soitdonré untableau5.1)avect > 0, c.-a-d.la solutionde baseas-
soceeestadmissible Alors, le programmesuivantnouspermetdetrouver unesolutionoptimale:

begin
if (u <0) then
onatrouvé unesolutiondu probleme,stop
else
choisirl € R avecu; > 0
if (s; <0 pourtouti € B) then
pasdesolution,la fonctionobjectve n’estpasmajoiee,stop (voir explication1)
else
choisirk € B telque: = min{X | i € B, sy > 0};
échangek et! aveclesformulesdutheoremepreoedent
on obtientun nouveautableauavecbaseB — B U {i} \ {k} qui satishit
t>0et—2 > —z (voir explication2) goto begin
endif
endif
end
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Explications.

1. Siu; > 0 (pourunl € R) ets; < 0 pourtout: € B alorsla fonctionobjectiven’est pas
majoréesur 'ensembledespointsadmissibles.

Démonstation. Consiceronsle rayonzg(a) défini parz;(a) = o (o > 0) etz;(«) = 0 pour
j € R\ {l}. Alorszg(a) > 0 etSzp(a) = a(...,sq,...)" <0 <t Lespointsdurayonzy(a)
sontdoncadmissiblepourtouta > 0 et

f(z(a)) = v'zr(a)—2 = wa—z — oo Si a— oco. O

2. Lechoixdel etdek dansl'algorithme conduita untableauavect > 0 etavec —2 > —z.
Démonstation. Nousavonst; = ;Tk > ( parcequet; > 0 etsy > 0 etpouri € B\ {k}

. =

-~ tksil 2 ti Z 0 Si Sil S 0
=t — —
Skl

:Sil(;—;—t—k> >0 si s; > 0.

Skl” T

Deplus,ona—zz—z+t§ﬁ2—z caru; >0, t, > 0 et sy > 0. O

Exemple5.2 Consiceronsle probleme

21 + 9 — max
T+ 225 < 10
1+ 22 <6

T — Xy <2

T — 219 <1
120, 22 >0

etappliquond’algorithmedu simplexe.

Nousintroduisondes quatrevariablesd’écarty;, v», y3, y4 pourlesquatreinéquations.Ceci
donneun problemede programmatiorinéaireavec m = 4 équationsetn = 6 variablesnon
négatves.Lesvariablesy;, y», y3, y4 constituenunebasedontla solutionassogexr; = x5 = 0
estadmissible Cettebasenousdonneun tableaude départpourl’algorithmedu simplexe:

T1 T2 Ys T2 Ya Y3 Y2 Ys
yi| 1 210 [ |[-1 419 vy | 3 —45 Y1 | —3/2 2
v | 1 16| |w|-1 3|5/ |y 3| 2| |w| 1/2 =372 1
ys | 1 =11 2 ys | —1 1 Ty |—1 1|1 Ty | 1/2 2
m 2 1| || 1 =21 | |2 |=1 2] 3| |a]| 1/2 4
2 1]0 -2 5 [=2 3 —5|-7 —3/2 —1/2|-10

Dansle premiertableau e deuxcomposantede u sontpositiveset on a le choix entrez; et
x9, C.-a-d.on peutsoit aller versle sommet(1, 0) (c’étaitnotrechoix) soit versle sommet(0, 5).
Danslesautresetapesle pivot estunique.ll nousfauttroisitérationgpouruntableauqui satishit
le criteredu simplexe. La solutiondu problemeestz; = 4, x5 = 2 etla valeurmaximalede la
fonctionobjectve est f(zgpt) = 10.
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Construction d’'une solution de baseadmissible. L’'algorithmedu simplexe nécessitda con-
naissancel’unebaseavect > 0 (solutiondebaseadmissible) Dansun probleme

n
ctr — max dor ¢, — max
Az <b oudemankreéquialente Vi + 2?21 a;jr; =b; (5.2)
avec b > 0, lesvariablesy, ..., vy, formentunebasedontla solutionassocteestadmissible.

On peutalorsimmédiatemenappliquen’algorithme du simplexe.

Si, parcontre aumoinsunecomposanteduvecteumn estnégative, il fautuneastucesuppementaire
pourtrouver un tableaude départ. L'id éeestde supprimendesinéquationsavech; < 0 (pourque
I'origine devienneun point admissible voir le dessinde 'exemple5.3) et ensuitede minimiser
I' écartdecelles-ci.Celarevienta consicererle problemeauxiliaire

Yi + Z;lzl ;T = b; Si b, >0
Yi — % + Z?:l ;T = b; Si b; <0
¥i=>0, 2,20, z; >0

— > ;% — max

(5.3)

Ceproblemeauxiliairealesproprietessuivantes:

e L’ensemblalesvariables{y; | b; > 0} U{z; | b; < 0} formeunebasede (5.3)avecsolution
assocke x; = 0,y; = 0sib; < 0,y; = b; Sib; > 0etz; = —b; sib; < 0. Cettesolution
satishit x; > 0,1y; > 0, z; > 0. Elle estdoncadmissibleet fournit un tableaude départpour
I'algorithmedu simplexe applique a (5.3).

e Lafonctionobjective — ), z; estmajoteeparzéroparcequez; > 0. Le problemeauxiliaire
admetdoncunesolutionfinie.

e Pourla solutionainsitrouvéeon a deuxpossibilis:
(@ > .z =0,c.-a-d.z; = 0 pouttouti. Danscettesituation,lesvaleursz; ety; satisfont
lescontraintesiu problemeoriginal (5.2). On adonctrouvé unesolutiondebaseadmissible
pour(5.2).
(b) >,z < 0. Sile probleme(5.2) avait un point (z, y) satishisantles contraintesja
solutionde (5.3)auraitz = 0 commesolution.L’ensembledespointsadmissiblepour(5.2)
estdoncvide danscettesituation.

Exemple5.3 Consiceronsde nouweaule probleme
de 'exemple4.1 pour lequelle vecteurb posede
une composantenégatve. Le probleme auxiliaire
devientalors

—2z1 — max
y1+x1+x2:8

Yo — 21— T — Ty =—H
Y3+ =4
Yo+ a2 =17
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Commepropo® tout a I'heure, nousprenonsla base B = {y1, 21, vs,
I'algorithmedu simplexe auproblemeauxiliaire. Cecidonne

Y4} etnousappliquons

Ty T2 Y2 Ys T2 Y2 Ys Z1 Y2
»n| 1 1 018 nl—-1 1 0]4 w| 0 =1 113
2|1 1 =115 2 | —1 —11]1 Ty | =1 1 =111 (5.4)
Ys 0 0|4 x| 1 0 0|4 x| 1 0 04 '
ye | 01 0|7 y| 0 1 017 ys | 1 =1 116

1 1 —-1]5 —1 1 —-1]1 0 —1 0]0

etlesitérationscorresponderdaucheminindiqué danda figure. Si on avait choisidanda premire
itérationle pivot dansla colonnede x,, onauraittoutdesuitetrouve la solutiondebaseadmissible
qui correspondiz; = 0 etzy = 5.

La valeurde la fonction objective estzéro (voir le derniertableaude (5.4)). En supprimant
la colonnecorrespondana z;, on obtientalorsune solutionde baseadmissiblepourle probleme
original. Il fautencoreadaptetta fonctionobjective

—5r; — 4wy = —5(~ys +4) —dys +yp + 1) = y3 — dy, — 24

pourobtenirle tableaude départchercte. L'algorithmedu simplexe donnemaintenanta solution

enuneitération:

I\VV.6 Exercices

Ys Yo 1 Y
v 0 1|3 w| 0 113
T | —1 =111 x| 1 =115
) 0] 4 ys | 10| 4
yu | 1 116 ye |—1 1] 2
1 —4]24 -1 —41]20




Chapter V

Calcul integral

L'intégrald’'unefonctionaété introduitetdiscué dansle cours“Analysel” (semestrel’hiver). Le
but de ce chapitreestd’exercerle calculdesintégralset de donnerdesapplicationsnteressantes.
Nous suivronsde presla présentatiordesparagraphedl.4 et 1.5 du livre “L’analyseau fil de
I'histoire” de Hairer& Wanner(SpringefVerlag2000).

V.1 Primiti ves

Newton, Leibniz et Joh.Bernoullidécouvrenindependammerquel’int égrationestuneopération
inversedela différentiation.

Pourunefonctiondonreey = f(z), nousdésignonsar z = F'(z) l'aire sousf(z) entrea
etz (figure V.1, gauche).Le point crucial estquela fonction f(x) estla dérivéede F'(z). Nous
appelonslors F(z) uneprimitive de f(z) etnousla notonspar [ f(x) dz. * Onaalors

F(:U):/f(zr)dx+0 = F'(z) = f(z).

Pour Leibniz, l'aire en questionestla somme(plus tard : “intégrale”) desairesde rectangles
infinitésimaux(figure V.1, droite).

[

a 1 T2 Ty =

FigureV.1: Idéede Newton (gauche)jdéedeLeibniz (droite).

Les primitivesne sontpasuniques: a chaqueprimitive F'(x) peutétreajoueuneconstante
arbitraireC, car F'(z) + C esta nouveauuneprimitive dela mémefonction. PourC = —F(a),

ILeibniz (1686)introduit le signeintégral, le mot “intégrale” estde Joh.Bernoulli, et fut publié par sonfrére
JacBernoulli (1690).La notation(1.1) pourl'aire entrelesbornesu etb estduea Fourier(1822).
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nousobtenonda primitive F'(z) — F'(a) qui S'annuleenz = a (en mémetempsquel’aire z).
Nousavonsdoncpourl’aire entrea etb

/ f(x)dx = F(b) — F(a) (1.1)

(nousrappellonsque cetteidentité estle “theoemefondamentadu calcul différentiel”, voir le
cours“Analysel”).

Chaqueformule de différentiationjnversee,livre uneprimitive. Par exemple,la dérivéedela
fonction f(z) = 2" estf'(x) = (n + 1)a™. Donc,z™/(n + 1) estuneprimitive dez". La
tablesuivanteinversede cettemaniredesformulesbienconnueslela différentiation.

Petit tableau de primiti ves

xn—‘rl 1
/x”dx: +C (n#-1) /—dx:ln:c+0
n+1 T
/exda:—eanC
/sin:vdx:—cos:v—l—C /cos:):d:c:sin:c+0
1 1
/1+I2 dr = arctanz + C /ﬁdx:arcsinﬁJrC’

Pourétreutile, unetablede primitivesdoit comporterplusieurscentainesle pages.Mentionnons
ici cellesde Grobner& Hofreiter (1949) et de Gradshtgn & Ryzhik (1980). Aujourd’hui, de
nombreuxogicielsde calculsymboliquecontiennentletellestables.

V.2 Applications du calcul intégral

Air esde paraboles. L'aire sousla parabole; = =™ dedegrén entrea etb secalculeavec(1.1)et

le tableauprécedent:
b n+1
/ 2" dr = ad
a n+1

Nousavonsutilisé la notationF(x)|> = F(b) — F(a).

b bn-l—l _ an-l—l

(2.1)

a N n -+ 1
Aired’'un disque. Pourcalculer’aire d’'un quartdedisque prenonda fonction f(z) = v/1 — 22
pour0 < z < 1. Uneprimitivede f(x) est

1
F(z) = g\/ 1—22+ 5 arcsin z, (2.2)

commeon peutle vérifier par différentiation. Nousverronsplus tard commenttrouver de telles
formules.Par (1.1),nousavons

1
airedudisqueunite = 4/ V1—22dr = 4<F(1) — F(O)) =,
0

carsin(m/2) = 1.
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Voici un découpageplus élégantdu disque. Rien ne nousoblige & supposemue f(x) dz
s’obtienneendécoupantaire consicereeenrectangleserticaux.Découponge cercle(derayona)
entrianglesinfinimentminces.L’aire d'un tel triangleest
a? - dy

2 )
ou dy estl'incrémentinfinitésimalde I'angle. L'aire totale (la somme
desairesdetouscestriangles)est

27 2 2 pom 2
adp a a” |27
/o 2 2/0 TR 0T o ¢

Volume de la boule.  Consiceronsune boule de rayon a (voir la figure V.2) et découpons-

la en tranchesd’épaisseuriz et de rayonr = +/a? — 22. Le volume d’'une telle trancheest
dV = r’rndzx = (a®* — z*)m dx etle volumetotal dela bouleest

V= /+a(a2 —2*)rdr = 7r(:m2 — a:_3>

s =

dp-a

(SIE

///7777;// % o’?“‘::-‘:ﬁ\\
/ X \
eyl oSS
il S

“7.? L

FigureV.2: Volumed’'uneboule

Longueur d'arc. On veutcalculerla longueurd’arc L d'une 1
courbey(z) donrée,entrex = a etz = b. Sionaugmente: dedz dy ds dy
(voir la figure),l'ordonnéecrait dedy = y/(z) dz (ennégligeant
lestermesd’ordresuperieur).La longueurd’'une petiteportionde dx
la courbeestparcongquenidonréepards, ou

ds? = da? + dy? = (1 + 3/ (z)?) da? dx

-0 1
(theomede Pythagore) Si onfait tendredz — 0, ona 0 !
b
ds =+/1+y(z)? - dx et L/ V1+y(x)? de. (2.3)

Exemple Pourla paraboley = 22, nousavonsy’ = 2z etlalongueurd’arcentrex = 0 etz = 1
estdonréepar (voir la formule (3.15)plusloin)

! 1 1 LV 1
L:/ \/1+4x2dx:§x\/1+4:c2+1ln(2m+\/4x2+1>‘ :§+Zln(2+\/g).
0 0
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V.3 Techniquesd’int égration

Nousabordonsci destechniquegéreralespermettantie trouver desprimitives. Obseronstout
d’abordquel’int égrationestuneopérationlinéaire,c.-a-d.

/(clfl (x) + CQfg(a:)) dr = ¢ / fi(z) dx + co / fo(z) dz, (3.1)
puisquela différentiationestuneopérationlinéaire.
Substitution d’une nouvelle variable. Soit
F(z) uneprimitivede f(z),

i.e. F'(z) = f(z), etconsiceronsla substitutionz = g(x) qui transformela variablez enx. La
formulapourla differentiationd’une fonctioncompogedonnealorsque

F(g(x)) estuneprimitivede f(g(z))g'(x).
Par congquentpousavons
b 9(b)
| re@g@de= [ s ae 32)
a 9(a)

car, par (1.1) chaguemembreestégala F'(g(b)) — F(g(a)). Le membrede gauchea été obtenu
parla substitutionz = g(x) en f(z) etavecdz = ¢'(z)dz.

. 4x // //’-- ~.,\\\ 2 1
Y 1+ 22 N\
N\
N\
AN
1+ T 1
memesaires |
dal 15
| L X
1 2

FigureV.3: Changemendlevariabledansuneintégrale

Interprétationgéonetrique Calculons

15

4
/ T dx
o 1422

avecla substitution: = 22. Puisquelz = 2x dz, nousobtenonsie (3.2)

1.5 2 2.25 2
2xdr = dz =2-In(1
lA T+a2 0% A 1+2 n(l+2)

2.25 1.5
=2-In(1+2%)| =2-In(3.25).
0 0

La figure V.3 illustre le changemende variablez = z? transformanta fonction4z/(1 + %) en
2/(1 + z). Lespointsz etz + dx sonttranformésenz = 22 etz + dz = 2? + 2z dx + dz?. Pour



68 Calculintégral

dx — 0, lesrectanglesennoir ontlesmémesaireset parcongquentlesdeuxintégralesle (3.2)
ontla mémevaleur

Exemples. L’art consistea trouver de “bonnes” substitutions. Démontrons-ledansune suite
d’exemples.

Pourdesfonctionsdela forme f(ax + b), onposez = ax + b. Parexemple,avecz = 5x + 2,
dz = 5 dx, nousavons(enomettanta constantel'intégration)

dz 1 1
bx+2 o z o z bx+2
/e dx/e T =ge = (3.3)
Parfois, le facteurg’(x) estfacilementreconnaissableour la substitutionz = g(z). Dans
I'int égralesuivante,par exemple,le facteurz incite a poserz = —z?%, dz = —2x dx. On obtient
alors . . .
2 2
—x - _ z — _ T ef = __ o, 4
/xe dx 2/6 dz 5 € 5 € (3.4)

Le tableaudu paragraph&’.1 donnelesintégralesde1/(1+x?) oudel/+/1 — z2. Pourtrouver
la primitive de 1/(7 + 2?) ou de 1/4/7 — 22, on utilise la substitutionz? = 722 ouz = /72,
dz = /7 dz. Celadonneparexemple,

/ dz / VTdz ! arcta L arctan — (3.5)
— = —— ar Nz = ——ar n——-. .
7+ 2 T(1+22) 7 V7 VT

Les expressiongjuadratiques? + 2bx + ¢ sontsouwentsimplifieesen “complétantle car@”
z? 4 2bx + ¢ = (z + b)? + (¢ — b?), puisenfaisantla substitutionz = x + b. Ainsi, l'intégrale
suivanteestréduite parla substitutionz = = + 1/2, alintégrale(3.5):

/L _/L—iarctanz = iarctan<2x+1> (3.6)
2+rx+1 ) 243/4 3 V33 V3 '

Commedernierexemple prenondafonction(z+2)/(z*+x+1). Nousécrivonsle numérateur
souslaformez + 2 = (z + 1/2) + 3/2, pourquela premerepartiex + 1/2 soitun multiple de
la dérivee du dénominateur Cette partie de l'int égraleest ensuitecalcuke par la substitution
z = 22 + z + 1. La deux@mepartieestun multiple de (3.6), et nousavons

2 1 2 1
/ﬁ dr = 5 In(z* + 2+ 1)+ \/garctan( x\/—g ) (3.7)

Int égration par parties. Unedeuximetechniqued’intégrationestbagesurla reglededifféren-
tiation d’'un produit de deux fonctions. La formule (uv) = u/v + uv’ donnepar intégration
u(z)v(z) = [(v(z)v(z) + u(z)v'(z)) dz, d’ou

/u'(:v)v(x) dr = u(z)v(x) — /u(ac)v’(.r) d. (3.8)

Cetteformuleramenele calculd’uneintégralea celuid’'une autre.Silesfacteursu’ etv sontbien
choisis,cettedeuxiemeintégraleseraplusfacileacalculerquela premere.

ExemplesCalculons| z sin z dz. Il neseraitpasjudicieuxde choisiru/(z) = z (c.-a-d.u(z) =
2?/2) etwv(x) = sinz, carla deuxeémeintégraleseraitencoreplus difficile. Choisissonglonc
u'(z) = sinz (doncu(x) = — cosx) etv(z) = z. Laformule (3.8) donnealors

/:L’sinxd:v:—xcosx+/1-cosxd:v:—$COS$+Sinx. (3.9)
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Il arrive quelint égrationpar partiesdoive étrerépetee. Dansl’exemplesuivant, nousposons
d’abordv(z) = 22, v/(x) = €, puisfaisonsunedeuxémeintégrationpar partiesavecv(z) = =,
u'(z) =e”:

/x2e‘”d:rxQem—Q/xemdxem(a;2—2x+2). (3.10)
Desfonctionstellesqueln(z), arctan(z) ont desdérivéessimples; on les utiliserasouventpour
v(z) :

/ln:rdx = /1 ‘Inzxdr=zlnz — / T e = z(lnz — 1), (3.11)
x
1
/arctanx dr = xarctanz — / 1 f$2 dr = xarctanzx — 5 In(1+2%); (3.12)

la dernireintégralea été calcubeavecla substitutionz = 1 + 22, dz = 2z dx.
Pourcalculerl’intégrale [ /1 + 422 dz (rencontéedansle calculdela longueurd’arc d’'une
parabole)nousfaisonsuneintégrationparpartiesavecu’(x) = 1, v(a:) =1+ 4x?:

/md:p — V1 + 422 — / (3.13)

V1+ 4:52
Sinousécrivonsle numérateudela dernéreintégralesoudaformedz? = (1+42%)—1, lint égrale
sedécomposendeuxintégrales I'int égralecherctee— [ /1 + 422 dz etla deuxémeintégrale
semblableala derneredu tableaudu paragraph&/.1: la dériveede arsinh z est1/y/1 + 22 etla
substitutionz = 22 donne

1
—arsinh (2z) = = ln (23: + V4z? + 1). 3.14
/ V1+ 4a:2 T2 (22) = ( )
Ainsi (3.13)livre
1 1
/\/1 + 422 dx = Ex\/ 1+ 422 + 1 ln<2x + Vdz? + 1). (3.15)
Relationsde récurrence. Pourcalculerl’int égrale
dx
Jn=| T 3.16
| (3.16)

intégronsparpartiesavecu’(z) = 1 etv(x) = 1/(1 + 2?)"

1 x 222
Jp= |1 ———dr=——— —————d
' / i ™ Uiy +”/ G
et,commeen(3.13),écrivonsdansla dernereintégrale2z? = 2(1 + z?) — 2 pourobtenir

T
Jp=———+2nJ, —2nJ,41.
(1+a2)n i
Il semblequenotrechoix ait &t maladroit: aulieu de décrdtre, I'indice n estdevenuplusgrand
Rerversonssimplementa formule:
1 x 2n—1

N — . A7
Jn+1 m (1 +x2)" + m Jn (3 )

Cetterelationramenele calculde (3.16)aceluidelint égrale/; = arctan z.
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V.4 Intégration defonctionsrationnelles

Soit R(z) = P(z)/Q(z) unefonction rationnelle(P(z) et Q(x) despolyndbmes). Si on sait
calculerles zérosde Q(z), nousallonsvoir qu’on peuttoujourstrouver uneprimitive [ R(z) dz.
Elle seratrouveeentrois étapes

—réductionaucasdeg P < deg ) (ou deg P estle degréde P(x)) ;
—factorisatiorde Q)(x) etdécompositiorde R(z) enfractionssimples,
—intégrationdesfractionssimples.

Réduction au casdegP < deg ). On effectueune premeresimplificationde la fonction R(z),
sideg P > deg (). Danscettesituation,ondivise P par(@ pourtrouver

P(x) P(x)
Q) Qx)’

ou S(x) etﬁ(x) sontdespolyndmegquotientetreste)avecdeg P< deg . Prenongpourexemple

=S(z)+ (4.1)

P(z) 220 —32° — 92 + 232° + 2% — 442 + 39

= 4.2
Q(z) x® +xt — b3 — 224+ 8x —4 (4.2)

Toutd’abord,on fait dispardtre le terme2z°® enretranchantz@(z) de P(x), puison additionne
5Q(z) & P(x) pourobtenir

P(x) 6zt — 202 + 4z + 19
—92¢—5 ) 4.3
Q(z) ‘ +:):5+:c4—5a:3—a:2+8a:—4 (43)

Le polyndbme S(z) estfacilementntégi ; seulle deuxeémetermedans(4.1) nécessitelesefforts
suppEmentaires.

Décompositionen fractions simples. Supposongju’on connaissdesracinesde Q(z). Notons
lesracinegéellesdistinctesparyi, . . . , v, etlesracinescomplexesconjugleesdistinctespara; +
if,...,a;2if (quiapparaissergnpairessile polynomeQ(x) posededescoeficientsréelles).
Danscecas,nousobtenonda factorisatioren polyndmesréels

k l
Q) =@ =™ [[((x = ar)® + 8™, (4.4)
=1 =1

ou lesm; etn; sontlesmultiplicitésdesracines.Le lemmesuivantmontrecommentunefonction
rationnellepeutétredecompogeensommedefractionssimples

Lemme4.1 SoitQ(x) donré par (4.4) et P(z) un polyndmea coeficientsréelsavecdeg P <
deg ). Alorsil existedesconstanteséellesA;;, B;; etC;; tellesque

P(z) L3 Ay + By
o) —ZZ T gg EEp T (4.5)

—CM

Démonstation. Noustraitonslesfacteursde Q(x) I'un apesl’autre. Commenas parlesracines
réelleset, pourcela,nousposons))(z) = (x — y)"¢(x), ol y estuneracinede Q(z) etq(vy) # 0.
Démontronsnaintenantexistenced’uneconstant&’ etd’'un polyndmep(z) dedegré < deg Q—1

telsque o .
P(x B C o(z
(z —7)"q(z)  (z—7)" + (z — )" Tq(z)’ (4.6)
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c’est-a-dire,apresmultiplication parle denominateucommun,
P(z) = C-q(z) +p(z) - (z — 7). (4.7)

En posantz = ~, onvoit queC' = P(v)/q(). Pourobtenirle polyndmep(z), nousdivisons
P(z) —C - q(x) par(z — v). Appliquonsensuiterécursvementie mémeproccé auseconderme
dumembrededroitede (4.6). Nousparnenonsalorsala premerepartiedela decompositior(4.5)
annoneée.

Quantauxracinescomplexes,nousécrivonsQ(z) = ((x — a)* + 5%)"q(x), oll a + i3 estune
racinede Q(z) etq(a £ i) # 0. Alors il existedesconstanteséellesA, B etun polyndmep(x)
dedegré < deg Q — 2 telsque

P(z) _ A+ Bx p(z)
(@ —a)*+8)"x)  ((z—a)P+0)"  ((z—a)?+p)" 'q(x)

Pourle voir, nousprouwonsl’ équationéquivalente

P(z) = (A+ Bx) - q(z) +p(2) - (2 — )* + §7).

Enposantr = a + i3, nousdéterminonsA et B encomparantes partiesréelleset imaginaires.
Le polyndmep(x) estalorsobtenuendivisantP(z) — (A + Bz) - q(z) par((z — a)* + 3%). Nous
panenonsdonca la formule (4.5) parrécurrencesurle degré de Q(x). |

Exemple Le polyndbme@(z) de (4.2) admeta factorisation
Qz)=2"+a2* —52° —2* + 8v —4 = (v — 1)*(z + 2)% (4.8)
Onapplique(4.7)enposanty = —2 etn = 2, et(4.6)livre

6x4—20:c2+4:c+19_ -1 +6x3—11x2—x+9
(z =13 +2)?2  (v+2)? (z—1)3(z +2)

Deuxiemeétape posonsy = —2 etn = 1 ethousavons

62 —202? + 42 +19 -1 N 3 Jr3962—8x—i-6
(z—13x+2)?2  (2+2)?2 z+2 (x —1)3

(4.9)

Dansla derniereexpressionnousécrivonsz = (z — 1) + 1 pourque3z® — 8z + 6 = 3(z — 1)? —
2(z — 1) + 1, et(4.9)devientenfin

62" — 202> +42+19 1 P S S S (4.10)
(r—13@+2)2  (z—13 (x-12 -1 (2+2)2 2+2 '
Deuximepossibilie. Parle lemme4.1, nouspouvonsécrire
42022+ 4 1 A A A B B
6x Ox + 4x + 9: 0 + 1 4 2 n 0 4 1 . (411)
(x —1)3(z + 2)? (=13 (z—=12 2—-1 (z+2)?2 z+2

On calculelescoeficients A; enmultipliant (4.11)par (z — 1)3 :

6x* — 2022 + 42 + 19

eryr Aol DE Al (e -1 (),
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ou g(x) estune fonction bien définie au voisinagede = = 1. Les A; sontdonc les premiers
coeficientsdela seriede Taylorde P(z)/(z + 2)?, donréspar

1 d" /6z* — 202 + 4z + 19
et |
il dzt (x4 2)?

z=1

i.e. Ay =1, A; = =2, A, = 3. De manireanaloguenousobtenons

o ld_i(6x4—20x2+4x+19>
" dldat (x —1)3

)
r=—2

i.e.By=—1, B, = 3.

Int égration de fractions simples. Dansla troisiemeétapeestermesdela premeresommedans
(4.5) sontintégésenutilisantlesformulesdu paragraph®/.1 (cf. le petittableau).

-1 .
d , . sl j>1
/ﬁ G- D@yt (4.12)
7 In(z — ) si j=1.
Pourl’'exemple(4.2),nousavonsavec(4.3),(4.8) et (4.10),
P(x) , 1 2 1
/Q(x)d:c_:c % 2(x_l)2+x_1+3ln(:10 1)+x+2+31n(x+2)+0.

Sitouteslesracinesde Q(x) sontréelles nousavonsalorstrouvé uneprimitivede P(z)/Q(x).

Pourintégreruntermegéréeraldela deuximeexpressiordu membrededroitedansl’ équation
(4.5),nousl’ écrivonssousla forme

A+ Bz B(z — a) A+ Ba

((z —a)*+ 52)j ((r —a)?+ ﬁQ)j + ((x — )%+ ﬁz)j'

Le premiertermede cette expressionestintégé en faisantla substitutionz = (z — «a)? + 32,
dz = 2(x — a)dz. Pourle deuxemeterme,nousutilisonsla substitutionz = (z — «)/f et
obtenond'int égrale(3.16)du paragraph&/.3. Ainsi, nousavonspourj = 1

A+ Bz B A + Ba T —a
/m dr = Bl In((z — a)2 + 52) + 3 arctan< 5 ),
etpourj > 1
/ (—ay+ @ " - D(@—aps @y 5(557)
ou J;(z) = arctan z etpar(3.17)
J(2) = gt L), (4.13)

E iy 2
Exemple Le lemme4.1 donnela décompositiorsuivantepourla fonction (1 + 24) 1 :

1 1 A+ Bz C + Dx

= - + '
L+at (224 V22 4+ 1) (22 —V22+1) 224+V22+1 22—V22+1
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Multiplions cetterelationpar (z? + v/2x + 1) etposonse = (—1 +i)/4/2. Celadonne

1 1414 -1+
ey pEEd
2 F 2i 4 N
etA = 1/2, B = \/2/4 apparaissenen comparanies partiesréelleset imaginairesdesdeux

membresLesconstantes’ = 1/2 et D = —+/2/4 s'obtiennentle manireanalogueCescalculs
livrentfinalemente résultat

/ de ﬁlx2+\/§x+1 V2

_—n—_|__
T4+a2t 8  22_\2r+1 4

(arctan(:):\/ﬁ + 1) + arctan(zv2 — 1)> (4.14)

Remagque La decompositiorenfractionssimplesfut un desstimulantsauréweil del'int érétdes
matrematicienglu XVIII ¢ sieclepourlesracinesdespolyndmeset pourl'algebre.

V.5 Substitutionsimportantes

Le résultatprecédentva nouspermettregracea diversesubstitutionsgetrouverla primitive pour
d’autresclassegle fonctions. Danstout ce qui suit, R repesenteunefonctionrationnellea une,
deuxoutrois aguments.

Intégralesde la forme [R(Vax + b, z)dz. Voici unesubstitutionévidente:

n n_p
vaxr +b = u, x:u , dx =

a

SIS

~u" e du, (5.1)

elledonne

/R(W,x) dx = ﬁ/R(u, u”a— b)unldu:/ﬁ(u) du,

a

oll R(u) estunefonctionrationnelle.On peutdonccalculercettedern@reintégralepar lestech-
niquesdéweloppeesci-dessus.

Intégralesde la forme [R(e**)dz. Il estévidentde poserici u = e avecdu = \e*dx et
dx = du/(\u). Lafonctionaintégrerqui enrésulteestunefonctionrationnelle.
Exemple

/ dx _/ dx _2/ du B
2 +sinhz 2+ (e* —e2)/2 u? +4u—1
du I . u+r2—-v5 1 _ e+2-+5

= In——— — 1n

B ATEy e e ey v A b

Intégralesdelaforme [R(sinz, cos z, tan z)dz. Unedespluscélebresdécouertesdel’Antiquit &
grecque(Pythagore570-501av. J.-C., voir aussiR.C.Buck 1980, Sherlo& Holmesin Babylon
Am. Math.Monthly vol. 87,Nr. 5, p.335-345)sontlestriplets (3,4, 5), (5, 12, 13), (7, 24,25), ..,
qui satisfonta? +b* = ¢? etsontdela forme(u, (u*—1)/2, (u®>+1)/2) ; celasuggerela substitution

2 1 —u? 2
?UUQ, cosT = 4 tanz = —— (5.2)

sinx = —_— .
1+ u?’ 1 —u?



74 Calculintégral

On vérifie quesinz = u(l + cosx) ; par congquentle point
(cosz,sin ) estl'intersectionde la droitenn = u(1 + &) etdu
cercleunité (voir la figure). Doncu = tan(x/2), x = 2 arctan u, 2u
et U 1+u?
2 x/2 r |
dxr = > du. -

I+u \ 1+u? /

Cette substitutiontransforme [ R(sin z, cos z, tan z)dz en inté-

graled’'unefonctionrationnelle.

Exemple
/ dv / 2du B / du
2+sinx (1—|—u2)(2+1i1;2)_ utu+1

La dernireintégralenousestdéja connue(4.18); parcongquent,

/ijlﬁ = % arctan(%<u+ %)) = % arctan(%(tang + %))

Intégralesde la forme [R(vaz? + 2bx + ¢, z)dz. L'idée(Euler 1768, § 88) estde définir une
nouelle variablez parlarelationaz? + 2bx + ¢ = a(z — z)?. Celadonnela substitution

az? —c a(az® + 2bz + )

v 2(b+az)’ v 2(b+ az)? =
24+ 2b
\/a:c2+2bx+c—i\/5(z—:c):iﬁ-%, (5.3)
Vazx? + 2bx + ¢
z=x=x ,
va ’

etil s’agita nouweaude calculerl’int égraled’unefonctionrationnelle.
Parfois, il estplus simple de transformer’expressiony/axz? + 2bx + ¢ par une substitution
linéairez = ax + (3, enunedesformes

V22 +1, V2?2 —1, V1— 22

Puis,lessubstitutions
z = sinh u, z = coshu, z =sinu (5.4)

permettend’éliminerlesracinescareesdel’int égrale.
Exemple Consicerons,unefois deplus,lint égrale(3.15). En posantr = sinh u, nousobtenons

/\/a:2+1dx = /cos}12udu/(1+008h2u> du:2+5111h2“

2 2 2 4
v sinhwcoshu 1 zvr? + 1
=gt 5 mphletvaerhr—H—.

Remarquongjuelafonctioninversedex = sinh u estobtenuesnposanty = ¢* dansla définition
desinh v et encalculantles racinesdu polyndmev? — 2zv — 1 = 0 ce qui estéquivanta 2z =

v —Uﬁl.

V.6 Exercices



Chapter VI

Equations diff erentiellesordinair es

Uneéquationdifferentielleordinaire estuneéquationde la forme

v =f(z,y) ou y'=f(z,y,y) ou

Il s’agitdoncdetrouverunefonctiony(x) tellequey’(z) = f(z,y(x)) ouy”(z) = f(z,z(z),y'(x))
pourtoutz dansun certainintervalle.

Dansce chapitrenouscommenonsparle casou y(z) estunefonctionscalaire.Noustraitons
guelquesxempleshistoriquesetdesproblemesgu’on peutrésoudraanalytiquement(Cettepartie
suit de presla présentatiordesparagraphef.7 etll.8 du livre “L’analyseaufil del'histoire” de
Hairer & Wanner) Ensuitenousconsicronsla situationou y(x) estune fonction vectorielle
(y : R — R™) etnousétudiond’existenceet I'unicité dessolutions.

VI.1 Exempleshistoriques

Un excellentarticle surl'origine deséquationdifférentiellesestécrit par G. Wannet. Nousen
prenondeuxexemples.

VI.1.1 La tractrice

Lors du séjour de Leibniz a Paris (1672-1676)durantlequelil suit des
cours d’Huygens, Claude Perrault, célebre anatomisteet architecte,lui

posele problemesuivant: quelleestla courbequi a la propriéte gu’en
chacundesespoints P le sggmentdela tangenteentre P etl'axe x estde
longueurconstante: ? Pourconciétisercettequestion, Perraultire deson
goussetune “horologio portabili suaethecaeamgenteae’et la fait glissersur la table. Il précise
gu’aucunmatheématicienparisienni toulousain(Fermat)n’a éte capablede trouver I équationde
la courbe.

Leibniz publie sasolutionen1693enaffirmantla connatre depuislongtemps puisque

d . 22
A - ie. VTV gy da, (1.1)

dz /a2_y2’ Y

ontrouwe la solutionparquadraturesleibniz affirme quec’estun “f ait bienconnu”quecetteaire
peutétreexpriméea l'aide d’'un logarithme,ce qui sevérifie avecla substitution/a? — y? = v,

1G. Wanner Leséquationgdifferentiellesont 350ans L'EnseignemenmMathématique34 (1988),365—385.
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a? —y? = v?, —ydy = vdv, quimeénea

2 _ 42 2
_/11_2@:/2“
y a

1 1
dv:/<—1+g( +——))av
v2 2\a—v a+v
— S22
:—v—gloga U:—\/a2—y2—alogu.
Yy

Sil'on veutquey = a pourz = 0, la constantel'intégartions’annule.

VI.1.2 La caténaire

Galilée (1638) affirme que la forme d’'une chdne suspenduentre deux clous est presqueune
parabole. Environ 20 ansplus tard, un jeune Hollandaisage de 16 ans (ChristiaanHuygens)
démontrel'impossibilité de ce résultat. Enfin, la solutiondu problemede la forme d’'une corde
flexible suspendué‘Linea Catenariavel Funicularis”)parLeibniz (1691)et Joh.Bernoulli (1691)

fut un suc@sconsicerablepourle calculdifférentiel.
G. g L.De L{nm Calenaria pep

sru OR+AR ut Kumers Bt Logar rithmi
uﬂ R «z /vr m(})

W w o Ny (N) 304

FigureVI1.1: La ca€énaire(gaucheetundessinde Leibniz de 1691 (droite)

Pourun point P dela courbe,consiceronsla force horizontaleH etla force verticaleV’ (fig-
ureVI.1). Nousavonsalorsque
H =a, V=gs
(ot a etq sontdesconstantest s estlalongeurd’arc A P) parcequ’il n’y apasdeforcehorizontale
extérieureet V' repésentda pesanteude la partie AP dela chdne. En notantla penteen P par

p =y, nousobtenons
dy Vi ogs
P=0 " H o
Apresdifférentiationnousavonsavecc = a/q

c-dp=ds=+/1+p?dz, (1.2)
une équationdifferentiellepourles variablesp et . En utilisantla substitutionp = sinh u, une

intégrationdonné

T—Tyg==cC du = c - u.

[ =)

Par congquent,

pzsinh(x_c%) et y:K—FC-COS}l(I_CxO). (1.3)

2Rappelongjuesinh u = (e* — e~*)/2, coshu = (e* + e~")/2, cosh® u — sinh? u = 1, la dériveedesinh u est
cosh u etla dérivéede cosh u estsinh u.
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VI.2 Quelquestypesd’eéquationsintégrables

Discutongnaintenantiequelquegsypessimplesd’équationglifferentiellegjui peuentétrerésolues
pardescalculsd’intégraleq“par quadrature”).

VI.2.1 Equationsa variables séparées

Touslesexemplespréecedentsa savoir (1.1) et (1.2), sontdutype

y' = f(x)g(y). (2.1)
Onlesrésoutenécrivanty’ = dy/dz, en“séparantesvariables’etenintégrant.e.
dy dy
—— = f(x)dx et /——/f:vda:+0. (2.2)
9(y) (@) 9(y) )

SiG(y) et F(x) sontdesprimitivesde 1/¢g(y) etde f(z) respecttement/a solutionestexprimée
parG(y) = F(z) + C.

Exemple2.1 Laloi logistique(Verhulstl837),décrivantla croissance’unepopulation gestdonré
parl’ équationdifférentielle . )
Yy =ay—by

ou a etb sontdesconstantepositives(y repiesentda dériveeparrapportautemps;nousécrivons
t aulieudez). Supposongjuea = b = 1. En séparantesvariableset enutilisant

dy — dy dy
y(l—-y) y 11—y
ontrouve la solutionsousla forme (avecla constante 1

déetermiré pary(0) = o) /
. | )

_ t 0
ln<1 2 y) —t+C  resp. y(t) Ce . 2 4

T 14 Cet

VI.2.2 Equationslinéaireshomogenes
Un casparticulierimportantde (2.1) est
y = f(2)y. (2.3)

Sasolutionestdonréepar

lny:/f(:v)d:chU ou y:C'-eXp(/f(x)d:r). (2.4)

VI1.2.3 Equationslinéairesinhomogenes

Elle estdelaforme
Y = f@)y +g(x) (2.5)

etle termeg(z) estl'inhomogéréité del’ équatiordifféerentielle.Le procgdé derésolutions’appelle

variation desconstantesL’id éeestde prendrela solution(2.4) de I’ équationhomogneavec C'
rempla@&@eparunefonctionc(x) etdedéterminerc(z) afin desatishire (2.5). On pose

y(z) = c(z) -u(z) ol u(x):exp( /0 f(t)dt), (2.6)
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c(x)u/(z) = d(z)u(z) + c(x) f(x)u(x) eton compare

on calculesadérivéey'(x) = d(z)u(x) +
= g(x) etunesimpleintégrationdonne

avec(2.5). Ceciimpliqued (z)u(z)

y(x) = C-u(z) + u(x) /Ow % dt. (2.7)

Cetterelationmontrequela solutionde (2.5) estla sommede la solutiongérérale de I’ @équation
homaeneetd’'unesolutionparticuliere del’ @éguationinhomaene

VI1.2.4 Equations diff érentiellesd’ordr e 2

Uneéquationdifferentielled’ordre 2 estdela forme

y' = f(z,y,v).

La résolutionanalytiqued’'une telle equationestrarementpossible.ll y a pourtantquelquesex-
ceptions.

Equationsnedépendantpasdey. Il estnatureldeposern = y’ pourquel’ équatiordifferentielle
y" = f(x,y’) deviennel’ équatiordu premierordrep’ = f(x, p). Remarquonsgjuel’ équation(1.2)
dela cagnaireappartienticetype.

Equations ne dépendantpasdex. Il s'agitd’'uneéquationdifférentielledela forme

y' = f(y.y). (2.8)

L'id éeestdeconsicerery commevariableindépendantetdechercheunefonctionp(y) telle que
y' = p(y). Larégledela dérivationd’'unefonctioncompog&edonne

"o dp dp dy /
- =p D,
dr dy dx

etla formule(2.8) devientuneéquationdu premierordre
p-p=f(y.p) (2.9)
Unefois la solutionp(y) de(2.9)trouvée, il resteaintégrery’ = p(y), uneéquationdetype(2.1).

Exemple2.2 (pendule mathématique) Le mouvementd’un /
penduleestdécrit parl’ équationfavecm = ¢ =g = 1)

Yy +siny =0
m
(y désignd’ écartparrapportala positiond’équilibre). Comme

cetteformule ne dépendpasde ¢ (nousécrivonsde nouveaut
aulieu dex), nouspouvonsutiliser la transformatiorci-dessus

\ // .
‘v Mg sin y

pourobtenir 9
p-dp=—siny-dy et %:cosy—l—C.
Sil'on dénotel’amplitude desoscillationspar A (le casou p = 3’ = 0), onobtientC = —cos A
et parcongquent
d
p:—y:\/Qcosy—QcosA (2.10)

dt
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qui esta nouwauune équationdifferentiellepour y. La séparationdesvariablesdonneenfinla
solutionexpriméesousformeimplicite al'aide d’'uneintégraleelliptique

y dn
— ¢ (2.11)
0 V2cosn—2cos A

(la constantel’intégrationestdétermireeparla conditiony = 0 pourt = 0).

Mémes'il n’estpaspossibled’exprimerlint égralede(2.11)entermesdefonctionsélémentaires,
cetterepiésentatioresttresutile. Par exemple,si 7" estla périodedesoscillations,la déviation
maximaleA estatteintepourt = 7'/4. Donc,la périodeestdonréepar(rappelongjuel — cosy =

25in’(y/2))

4 A
T4/ dy —2/ il
0o V2cosy—2cos A 0 /sin?(A/2) —sin?(y/2)

Avecl’abréviatione := sin(A/2) etenutilisantla substitutionsin(y/2) = ¢ sin «, on obtient

. (2.12)

/2 —1/2 ™/2 A2 1144
T:4/ da =4 E ( / )(—l)ks%/ sin%ada:%r(l—f———l— —|—>
0 V1-—e2sina k 0 16 3072

k>0

Nousvoyonsquela périodeT” dependde'amplitude A ; elle estprochede 27 si A estpetit.

V1.3 Equations diff érentielleslin éaires

Soientay(x), ai1(x),. .., a,—1(z) desfonctionsdonrees.On appelle
Y™ a1 (2)y™ Y L+ a(@)y 4 ag(z)y =0 (3.1)
uneéquationdifferentiellelinéaire homayened’ordren et
Y™ a2y Y+t as(@)y + ag(2)y = f(2) (3.2)

uneéquationdifferentiellelinéaire inhomaene(si f(z) # 0). Pourle membrede gauchede ces
équationsintroduisonde symbole

L(y) =y™ + ap_1(x)y" YV + ...+ ao(z)y. (3.3)
Leséquationg3.1)et(3.2)s’écriventalors
L(y) =0 respecttement L(y) = f. (3.4)

L’ operateur differentiel £ opere sur desfonctionsy(x) et le résultatL(y) estde nouveauune
fonction,donréepar(3.3). Il aunepropriete importanteja linéaritg, i.e.

L(ciyr + coyo) = c1L(y1) + c2L(y2). (3.5)

Le résultatsuivantestunecongquencemmeédiatede cettelinéarié.

Lemme 3.1 Soienty;(z), y2(x), ..., y,(x) n solutionsdel’ équationhomaene(3.1). Alors, pour
desconstantesrbitrairescy, . . ., ¢,, la fonction
ayr(z) + coye(x) + . ..+ cpyn(x) (3.6)

estaussiunesolutionde cetteéquation. O
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Remagque Lasolutiond’uneéquatiord’ordrel comporteuneconstantévoir le paragraph&1.2) ;
la solutiond’une équationd’ordre 2 comportedeux constantesrbitraires(voir par exemplela
formule (1.3)). Par analogie,on peut supposerEuler) que la solution d’'une équationd’ordre
n comporten constante®t que (3.6) estla solutiongérérale de (3.1) (si y1(z), . .., y,(x) sont
linéairementndépendantes).

Lemme 3.2 Nousavonsque

solutiongérérale de B solutiongérérale de solutionparticuliere de
I’ équatinhomaene(3.2) [ | I'équat.homaene(3.1) I'équatinhomaene(3.2)

Démonstation. Soity unesolutionparticulierede (3.2),i.e. £L(y) = f. Pourunesolutionarbi-
trairey de (3.1) (i.e. L(y) = 0), nousavonsL(y + y) = f par(3.5) ety + y estunesolutionde
(3.2).

D’autre part, si y estuneautresolutionde (3.2) (i.e. L(y) = f) alors,de nouweaupar (3.5),
nousavonsL(y —y) = 0 ety = y + (y — y) estla sommede y et d’'une solutiondel’ équation
homogne(3.1). |

Conclusion.ll fauttrouver, pourrésoudreentierementeséquationg3.1)et(3.2):
¢ n solutionslinéairementndépendantede (3.1),
¢ unesolutionde(3.2).

VI.3.1 Equations homogenesa coefficientsconstants

La résolutioncompkte de I équation(3.1) en formulesanalytiquesestrarementpossible. Il y
a pourtantdesexceptions,dont la plus importantese présenteorsqueles coeficients a;(z) ne
dépendenpasdez, i.e.

v 4 a1y Y+ ay +agy = 0. (3.7)
L'id éeessentiellgpourla résolutionde (3.7) consistea recherchedessolutionsde la forme
y(z) = e, (3.8)
ou \ estuneconstanteé déterminer Eninsérantlesdérivées
Y (z) = e, y'(z) =N, Ly (x) = Ae,
dansl’ équation(3.7),on obtient
(A" + G A" a A+ ag)e = 0. (3.9)

La fonction (3.8) estdoncunesolutionde (3.7), si et seulemensi A estunesolutiondel’ équation
caracteristique

X(N) =0,  x(A):=A"+a g X"+ ak + ag. (3.10)

z

Racinesdistinctes. Sil’ équation3.10)admetr racinedistinctes\,, ..., \,, alorse*® ... e*n®
sontn solutionslinéairementndépendantede (3.7). La solutiongéréraleestalorsdonréepar

y(x) = c1eM” 4 €™ 4 ...+ e (3.11)

30n dit queles fonctionsy; (z), - . ., y»(z) sontlinéairementindépendantesi la combinaisoninéaire (3.6) est
identiguementulle seulementi tous les ¢; sontnuls. Par exemple, 1, z, 22, 23 sont desfonctionslinéairement
indépendantes.
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Racinesmultiples. Examinongpourcommencete cassimpledel’ équationdifférentielle
y™ =0, (3.12)

dontl’ équationcaraceéristiqueA™ = 0 posedeuneracine,de multiplicité n. La solutiongérérale
de(3.12)estmanifestement, + cox + c32% + ... + ¢,2" ', unpolyndmededegrén — 1.
Etudionsensuitd’ équation

y" — 3ay” + 3a*y — aPy =0, (3.13)

dontl’ équationcaracéristique(\ — a)® = 0 pos®dela racinea de multiplicité 3. Nouspouwns
alorsintroduireunenou\elle fonctionu(z) enécrivant

y(z) = e* - u(x). (3.14)

Si nousdeérivonsu(x) = e~ - y(z) trois fois, nousobtenongour u(x) I'équationu” = 0. La
solutiongéréralede (3.13)estdoncdonréepar

y(x) = €™ - (1 + cox + c37%). (3.15)
Pourle casgéréralon ale résultatsuivant.
Théoreme3.3 Sile polyndmecaractéeristique(3.10)sefactorisesousla forme
XA) = (A =A)"™ (A=) oo (A= A)™F
(avecdes),; distincts),alorsla solutiongéréerale de (3.7) estdonreepar
y(x) = pr(2)eM” + py(2)e™™ + ... + pp(z)e*”, (3.16)

ol les p;(z) sontdespolyrdmesarbitrairesde degré m; — 1 (cettesolutioncontientexactement
S % m,; = n constantedibres).

Démonstation. Nousillustronsla démonstratiordansle casde deuxracinesmultiples x(\) =
(A — a)3(\ — b)2. L' équationdifférentiellepeutétreécritesousla forme

(y///_ 3ay//+ 3a2y/_ a3y)// _ 2b(y’”— 3ay”+ 3a2y/_ a3y)/ + b2(y///_ 3ay//+ 3a2y/_ a3y> = 0.

Chaquesolution de (3.13) estdonc aussisolution de cette equationdifférentielle. Ecrit sousla
forme

(y" = 2by'+ b*y)" — 3a(y" — 2by'+ b*y)" + 3a®(y" — 20y’ + b*y)' — @’ (y" — 2by'+ b*y) = 0,

on voit quee®(d; + dyx) estégalementinesolution. L'affirmation estdoncuneconsgquencele
lalinéarié. O
Eviter I'arithm étique complexe. Le résultatdu theome3.3 estégalementalablepour des
A; complees. Cependantsi les coeficients a; de I’ équation(3.7) sontréels, nouscherchons
avanttout a obtenirdessolutionsréelles. Le fait queles racinescomplexesdespolynomesréels
apparaisserpar pairesconjugleesnouspermetde simplifier (3.16). Soient\; = a + i3 ety =
a — i3 deuxracinescomplexesconjuglees.Lestermesde la solution(3.16) qui correspondera
cesracinessontalorsdonrésparun polyndmemultiplié par

€ (e + cpe™ "), (3.17)
Avecla formuled’Euler e’** = cos 3z + i sin 3z, cetteexpressiors’ecrit
e*(dy cos fx + dysin fx) = Ce™® (sin © cos Bz + cos psin 6x> = Ce™sin(fz + ¢),

ol d; = c1 + ¢y etdy = i(c; — cp) sontde nouellesconstantesEn utilisantd, + id, = Ce'? =
C'cos p + 1C'sin ¢, I'expressiordevientencoreplus simple. Voir la figure V1.2 pourun dessinde
cettesolution.
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FigureVI.2: Oscillationsstableetinstable

VI.3.2 Equationslinéairesinhomogénes
Le problemeconsistea trouver unesolutionparticulierede L(y) = f,i.e.de
Y™ 4 a1y + L+ ay) + aoy = f(x). (3.18)

Le résultatsuivantestunecongquencemmeédiatedela linéarié de (3.5).

Lemme 3.4 (Principe de superposition) Siy;(z) et y,(z) sontdessolutionsde L(y;) = f; et
L(y2) = fa, @lorsciy;(x) + coyo(z) estunesolutionde L(y) = c1 f1 + o fo. O

Il y adeuxapprochepourdéterminemnesolutionparticulierede (3.18):

e La méthodede la variation desconstantes On a vu cettetechniquepour deséquations
de premierordre (paragraph&/1.2.3) et nousallonsla voir pour dessysemesd’équations
différentielledinéairesdansle paragraph&/1.6.

e La méthoderapide Elle esttresefficace, maiselle estapplicableseulemensi le second
membref(z) dans(3.18) estunesommede termessimples. Par le lemme3.4 cestermes
peuentétretraitessepaément.

La méthoderapide. C’estuneapprochegui estpossiblesi f(x) estunecombinaisorinéairede
x’, e, e sin(wx), ... , plusprécigmentsi f(x) estelle-mémesolutiond’une équationinéaire
homogenea coeficientsconstantsOn essaialetrouver unesolutionavecla mémestructure.

Exemple3.5 Consiceronsle casou f(x) estun polyndmededegré 2, parexemple
y" + 5y 4+ 2y +y =22+ 2. (3.19)
Cherchonainesolutiondela forme
y(z) = a + bz + cz’. (3.20)
Eninsérantlesdériveesde (3.20)dans(3.19),il vient
cx® + (b+4c)z + (a +2b + 10c) = 22° + x.

En comparantes coeficientsdesmémespuissancesle z, onac = 2, b = —7 eta = —6. Une
solutionparticulierede (3.19)estdonc

y(z) = 22° — Tz — 6.
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Exemple 3.6 Supposonsjue f(x) soitunefonctionsinus,
y" — 1y +y =sin2z. (3.21)
Il nesufiit pasdeprendrey(z) = a - sin 2z, puisquey’ contientcos 2z. Posonslonc
y(x) = a-sin2x + b - cos 2z, (3.22)
calculondesdérivéesetinsérons-leslans(3.21). Nousobtenonda condition
(a +2b—4a)sin 2x + (b — 2a — 4b) cos 2x = sin 2z.

Nousendéduisonde sysemelinéaire—3a+2b = 1, —2a—3b = 0, dontla solutionesta = —3/13,
b=2/13. Parconéquentunesolutionparticuliérede(3.21)est

y(z) = —% sin 2x —|— — oS 2. (3.23)

Uneautrepossibilit pourrésoudrg3.21) consistea consicererl’ @quation
V' —y +y=e" (3.24)
et aencherchemunesolutiondela forme y(z) = Ae*®. Eninsérantles dériveesde Ae** dans

(3.24),nousobtenons-4A — 2iA+ A =1 et A = (=3 + 2i)/13. Unesolutionde (3.24)estdonc

—3+2i g
y(x) = 3 L, (3.25)

Comme(3.21)estla partieimaginairede (3.24),nousobtenonda solutionde (3.21)enprenanta
partieimaginairede (3.25).

Justification de cetteapproche. Par hypothese,f(z) satiskit £,(f) = 0, ou £, estun opérateur
différentiela coeficientsconstantsEn appliquantcetopérateurd |’ équation(3.18),i.e.a L(y) =
f,nousobtenong £, £)(y) = 0, etla solutionde(3.18)estunesolutiondel’ équatiordifférentielle
linéairehomogene (£,£)(y) = 0. La solution gérérale de cette équationest donrée par le
théoreme3.3.

CasderésonanceConsiceronsparexemplel’ équation
y" +y =sinax. (3.26)

Il nesuffiit pasdeposetici y(x) = asin 2+ b cos z, carcettefonctionestunesolutiondel’ équation
homaene Lajustificationci-dessugvoir aussifigure VI.3) noussuggredetenter

y(x) = axsinx + bx cos z. (3.27)

J\M:L HJ\)\!\\IH(H\
[ L |
""‘v‘\v”'\\v/'\ i | l\"\l\ \ ‘ u l” i Mm \L ! ““L l\ ’Jh g‘ ‘l.
ot

1|(
FigureVI1.3: Solutiondey” + y = sinwz, y(0) =0, ¥'(0) =1,w = 1.09,1.03,1.015, 1.
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La méthodeusuelle(insérerlesdériveesde (3.27)dans(3.26))livre 2a cos x — 2bsin x = sin z, et
donca = 0 etb = —1/2. Ainsi, unesolutionparticulierede (3.26)estdonréepar

y(z) = —%:z:cosx. (3.28)

Elle explosepourz — oo (cf. figureVI.3).

VI.4 Sysemesd’ equationsdiff éerentielles— exemples

Dansles premiersparagraphesjousavonsconsiceré deséquationglifférentiellepour unefonc-
tion scalaire A partirde maintenanhousétudionsdesproblemes

ou f : R x R™ — R™. Onchercheunefonctionvectorielley : I — R™ définiesurunintervalle 7
etsatishisanty’(z) = f(z, y(z)) pourtoutz € I.
Remarquonsju’uneéquationdifférentielled’ordre sugerieur parexemple

S g(a:,z,z,z"),
peutétretransfornéeenun syseme(4.1) d’'ordreun. En posanty; = z, y, = 2’ etys = 2”, on
obtient

!/

n Y2
Y2 = Ys
Y3 9(1’;?41;342«,%)

qui estsousla formesouhaiée.

VI.4.1 Le problemede Lotka—Volterra

Commenons par un problemede la biologie mattématique. Le développemente deux popu-
lations (par exemple,y; (t) pourle nombrede lynx et yo(¢) pourle nombrede liévres)peutétre
modelisé parleséquationge Lotka-\blterra

Yy = 1oy — B3), Yo = Yoy — O1n), (4.2)

ou a, 3, v, 0 sontdesconstantepositives. Ceciimplique quela populationy; crait si y, estplus
grandgu’unecertainevaleurde seuil (G /«) alorsquesinonelle décrgt. Pourl’autre population,
c’estle contraire.

Yo | champdevecteurs Yo | invariants

FigureVI.4: Champde vecteurggauche)et invariants(droite) pour le probleme(4.2) de Lotka-
Volterraaveca = (=46 = 1 ety = 2.
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Cetteéquationdifférentielleestsousla formey’ = f(y) ou f : R? — R2. Elle estrepéesenée
graphiguemendansla figure V1.4 (dessindegauche)Pourunpointy = (y;,v»)", le vecteurf (y)
estdessiie commeuneflecheattacteeau pointy. L' équationdifférentielleexprimele fait quela
solutionestobligéede suivre cesfleches.

Onvoit surlafigureVI.4 quela solutiondu syseme(4.2) traversetrois étapes(1) sila popula-
tion delynx estpetite,celledeslievrescrait; (2) desqu’il y asuffisammentielievres]a population
de lynx croit entrdnantune diminution de celle desliévres;(3) la populationdeslynx décrdt a
causedu manquedelievres.Cestrois étapeserépetentcycliquement.

Invariant du problemede Lotka-Volterra. Pourétudierles solutions,divisonsles deuxéqua-
tionsde (4.2) et consiceronsy; commefonctionde y, (ou y, commefonctiondey;). On obtient
ainsi(parséparatiorde variables)

d — Y _
dp _wplay—p) 0 0w, (=B,
dya Y2 (v — 0y1) hn Y2
Uneintégrationdela derniereéquationdonne
yIny, —oy1 = ays — Blny, + Const. (4.3)

Dansla figure V1.4 (droite) sontdessieesdescourbesde niveaude la fonction (4.3). Chaque
solution (y (), y=(t))" restesur une courbede niveaupourtoutt € R. Cecisuggre queles
solutionsde (4.2) sontexactemenpériodiques.

VI.4.2 Le problemedeKepler

Unedesplusgrandesiécou\ertesde’histoire dela sciencedue
aJ.Kepler(1609)et bagesurdesmesuregprécisesde positions
dela plaretemarsfaitesparlui-mémeet par TychoBrahe estque
lesorbitesdesplanetessontelliptiguesavecle soleil dansun des
foyers(premereloi deKepler):

r=-_—-,
1+ecosp

(dansle dessing = le grandaxe, e = I'excentricie, b = av/1 — €2, d = by/1 — €2 = a(1 — €?)).
La deuximeloi deKepler(r?¢ = Const) dit quele segmentqui joint uneplaréteausoleil balaie
desaireségalesndesintervallesdetempségaux.

Newton (Principia 1687)a réussia expliquer ce mouvementdesplaretespar saloi de gravité
(force estproportionellea 1/r?) et par la relation entreforceset acceleratior(la “Lex 11" dela
Principia). Sil'on choisitle soleil commecentredu sysemedescoordones,la plareterestera
dansun planet nouspouwvonsdécriresapositionpardeuxcoordon®&es(q; , ¢2). Avecdesnormal-
isationscorvenablescecidonnele sysemed’eéquationglifféerentiellesd’ordre deux

- o=~ (4.4)

g = — i
( (g} + q3)%?

@G+ q3)%?

On peutintroduiredesvitesses , ,
q(t) vitesse

q(t) position

v = q1, Vo = (o

pourobtenirun sysemed’ordreun.
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Invariants du problemede Kepler. Cetteéquationdifférentiellepos®deplusieursinvariants
gui permettentinesolutionanalytique.On vérifie pardifférentiationqueles expressions

%(vf +v3) — = H, (énegie totale)

1
Vi + 43

q1v2 — U1 = Ly (momentcinétique)

V2 1 q1 Alo) -
Ly — ——— = vecteurde Runge-Lenz-BRuli
(‘”1> ’ VE+ G (92) (A20 ( J )

sontconstantese long dessolutionsde (4.4). Par exemple la deriveedu momentcinétiguedonne

d . . ) . q192 q2q1 o
— | Q1V2 — QU1 ) = Q1V2 + Q1V2 — QU1 — QU1 = V1V — —F———= — VV] — —F——— 0.

dt V@i + 4 NCE

Deuxieme loi de Kepler.  Ecrit en coordonieespolairesq, = rcosp, ¢ = rsing, ¢ =
7 cos @ — r¢sin g, go = 7 sin p + 1 cos p, la formule pourle momentcinétiguedonne

LOZQ1Q2—Q291:---:T2<P

cequi demontrea deuxemeloi deKepler

Orbite elliptique. Laformulepourle vecteurdeRunge-Lenz-Rulinouspermetd’exprimer Lyv,
et Lyv, entermesde ¢, etg,. Cesexpressionsinseréesdans Ly(q;v. — gov1) = L2 donnent

Li=aq <A10 + L) + g2 <A20 + q72> = q1A10 + G A0 + 4/ qi + g3

V& + 6 Vai + a4

En sortantla racineet en prenantsoncari, on obtientuneéquationquadratiquepour (g1, ¢2), ce
gui montrequel’orbite estbienuneconique.

VI.4.3 Le systmesolaire (problemea N corps)

Le problemedeKeplertraite le mouvemenid’uneplaneteautourdu soleilentenantcompteunique-
mentde la force d’attractionentrele soleil et la plarete. En utilisantleslois de Newton, on peut
formuler sansdifficulté les equationgiécrivantle mouvementen présencealesplusieursplaretes.
Il fautsimplementdditionnertouteslesforcesagissansurun corps(voir la figureVI.5).

FigureVL.5: Le sysemesolaireaveclescing plarétesextérieures
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En notantpar ¢; € R? la positionde la iemeplargte(q, € R?* pourle soleil) et parm; sa

massela loi d’attractionetla deuxemeloi de Newton donnent’ équationdifferentielle

.
.. 4 — 4 .
miqi:—é E Gmiijqiij i=0,....5. (4.5)

On peutde nouwautrouver quelquesnvariants(énegie totale, momentcinétique), maisils ne
suffisent pas pour pouwir résoudreanalytiquemente probleme. Pour prédire deseclipsesdu
soleil ou la stabilite du sysemesolairesurdesmillions d’anrées,on estdoncobligé d'utiliser des
méthodeswumériques(coursde deuximeanree). Dansle paragraphsuivantnousallonsétudier
I'existenceet'unicité dela solutiond’'unetelle équationdifférentielle.

VI.4.4 Reactionschimiques

Consiceronsun mélangedetrois substanceshimiquesqui réagissenselonlesformulessuivantes:

A % B (lente)
B+B 2 c4+B (trésrapide) (4.6)

104

B+C —— A+C (rapide)

Notonsles concentrationsle A, B et C' pary;, y» etys. Uneloi dela chimie (“dif ferentiation

law”) nousdonnel’ équationdifferentielle

A: yi = — 004y1 + 104y2y3 yl(O) =
B: yh = 0.04y; — 10%ysys —3 - 107y3 y2(0) =0 4.7)
C: ys = 3-107y3 y3(0) = 0.

Elle estobtenuecommesuit: pour chaqueréactionon considcere le produit des concentrations
de substanceapparaissara gauchedansla formule chimique,on le multiplie parla constante
décrivantla vitessede réaction,et on ajoutece produitavecle facteurk — ¢ al’ équationpourla
substancé), si D apparé k fois adroiteet/ fois a gauchedela formulechimique.

On a peud’espoir de résoudreanalytiqguemente problemeet on estrestreinta étudierdes
proprietesthéoriques(existence,unicité de la solution, stabilite, .. .). Pourobtenirdesrésultats
guantitatifs,on estobligé d'utiliser desméthodeswumériques.

VI.5 Existenceet unicité du problemede Cauchy

Consiceronsle problemede Cauchy

y = flz,y),  y(@o) =10 (5.1)

ouf:U — R"™(avecU C R x R™ ouwvert) estunefonction continue. En intégrantl’ équation
différentielleentrex, etz onobtientl’ équationintégrale

y(@) = 9o + / " f(t (o) dt. (5.2)

Chaquesolutionde (5.1) estdonc solutionde (5.2). Le contraireestvrai aussi. Si une fonc-
tion continuey(z) vérifie (5.2) surun intervalle 7, alorselle estautomatiquementontiniment
différentiablest elle vérifie (5.1).
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L’ équation(5.2) estsousla forme y = G(y) ou pour unefonctiony(x) donrée,G(y) estla
fonctiondéfinie parle membrededroitede (5.2). Cecisuggred'utiliser la méthodedesapproxi-
mationssuccessies.

Rappel: la méthode desapproximations successies. Pourrésoudreun problemey = ¢g(y)
avecg : R — R, cetteméthodeestdéfiniepar:
e onchoisity, arbitrairement,
e onappliquel'it érationyy1 = g(yx).

1.0

Si cetteitérationcorverge, on estslir d’avoir trouvé unesolution(si
g estcontinue).La solutionn’estpasnécessairementnique.
Prenonsparexemple,la fonctiong(y) = cosy. Parle theoeme
desaccroissementBnis, ona |g(y) — g(2)| < |y — z| avecy =
sinl < 1 (poury, z € [0, 1]). Cecipermetdedémontremque{y; } est e EIREy
unesuitede Cauchyetdoncqu’elle corverge (voir le petitdessin). 2L Yo Y2 Y3

It ération de Picard-Lindel6f L’équation(5.2) peutétreconsiceréecommeun problemea point
fixe. L'id éeestd’appliquerla méthodedesapproximationsuccessies.Elle s’écrit sousla forme

yo(z) = 2o (ouunefonctionarbitraire)
wae) = wt [ (et
0
Exemple5.1 Consicronsle probleme

y=-y%  y0)=1
avec commesolution exactey(z) = 1/(1 + z). Les premeéresapproximationsobtenuespar
I'it érationde Picard-Lindebf sontyy(z) = 1, yi(z) = 1 —x etys(z) = 1 — 2 + 22 — 23/3
(voir la figure V1.6). On obsene uneconvergencerapideversla solutionexactedansl’intervalle
[0, 3.75]. Pourx trop grand,l'it érationdiverge.

(5.3)

Yo()

Yy2(7)

y1()

Y3 (I ................

N B 3\ ([ 4

FigureV1.6: Itérationde Picard-Lindedf pourle problemedel’Exemple5.1

Lemme5.2 SoitA = {(z,y) € R X R"; |z — x| < a, ||y — ol < b}, f: A — R™unefonction
continueet M = max, yyca || f(2,y)||. Pour a := min(a, b/M), lesfonctionsy,(z) del'it ération
dePicard-Lindebf sontbiendéfiniepour |z — 2| < « etellessatisfont

lyr(z) — ol < b pour |z — x| < .
Démonstation. L’affirmationestobtenueparrécurrencesurk commesuit

[ few@d]| < [Ifen@ld < Mp—n|<da<o

lyr-1(2) = oll = |
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Ondit qu'unefonction f : A — R™ (avec A commedansle lemmeprécdent)satiskit une
conditionde Lipsahitz si

1 (2, y) = f@, 2)[| < Llly == pour (z,y), (z,2) € A. (5.4)

La constante. s’appelleconstantede Lipschitz. Remarquonsgjuela condition(5.4) n’estpasune
conequencalela continuie de f(z, y). Par exemple,la fonction \/m estcontinuesansvérifier
(5.4). D’autre part, chaquefonction qui estcontinimentdifférentiablevérifie (5.4). Ceciestune
congguencealu theoemedesaccroissementinis (theoemelll.5.1).

Théoremeb.3 (existenceet unicité du probleme de Cauchy) Consicerons I'ensemble
A={(z,y) e R X R"; |z — x| < a,|ly — yo|| < b} etsupposonguef : A — R"

e soitcontinue
e satisfasseineconditionde Lipsaitz.

Alors, le problemede Caudyy v = f(z,v), y(z0) = yo posedeunesolutionuniquesur
I =[xz — o, 29 + a, 0Ua = min(a,b/M) et M = max, yyea || f(z,y)].

Démonstation. Existence L'id ée estde déemontrerquel’it érationde Picard-Lindebf conwerge
uniformémentsur / versune solutiondu problemede Cauchy Dansune premere partie nous
allonsdemontrerue

. |$ _ 1.0|k+1
s (@) =gl < ML® ==

pour |z — zo| < a. (5.5)
Pourk = 0 avecpouryy(z) = yo, cetteestimationsuit de ||ng’50 flty(t))dt]] < M|z — xo].
Supposongu’elle soitvraiepourk — 1. Alors,onapourz, < x < xg + a que

(@) — w(@)]| < /xnf(t,yk@))—f(t,yk1<t>>||dtgL “lelt) — g (0] dt

Zo

i [l gyl
= K (k+ 1)

(la démonstratiompourz, — a < z < xy estanalogue).
De I'estimation (5.5) nousdéduisongjue {y;(z)} estunesuitede Cauchyqui corverge uni-
formément.En effet,

e (@) = @I < Wesm(@) = Yot 1@+ + [gesa(@) — ()]
M (L = ol (e — oy M o (Lo

- L (k+m)! (k+ 1)! - L],Zk+1 J!

ce qui estle rested’une série corvergente. Donc, cetteexpressionestplus petitequec si k est
sufisammentgrand. Commela corvergenceest uniforme, la suite {y,(z)} corvemge versune
fonctioncontinuey : I — R™ (théoemel.5.1).

Pourdémontrerquecettefonctiony(z) estunesolutiondu problemede Cauchynouspassons
alalimite & — oo dans(5.3). Comme{y;(z)} corvergeuniformémentet f(z, y) satishit la con-
dition de Lipschitz (5.4),la suite{ f(z, yx(x))} corverge uniformémentvers f(x, y(z)). On peut
doncéchangeta limite avecl'int égrationdans(5.3) et on voit quey(z) estsolutiondel’ équation
intégrale(5.2).
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Unicité. Supposonsjuey(z) et z(x) soientdeuxsolutionssur /. Ceciimplique quey(x) —
z(x) = f;;(f(t,y(t)) — f(t,2(t))) dt. Onendéduitque|y(z) — z(x)|| < 2M|z — xy|. Comme
dansla premerepartiede la démonstratiomoustrouvonsparrécurrencejuepourtout £ > 0

T _x0|k+1 _ IM (La)k-i-l
(k+1)! — L (k+1

ly(e) - =(a)]) < 20 L]

La limite £ — oo montreque||y(z) — z(x)|| = 0 pourtoutz € I. O

VI.5.1 Prolongementdessolutionset existenceglobale

Le théoremeb.3 garantitI'existencdocale d’'une solutiondu problemede Cauchy Si la fonction
f(z,y) estcontiniomentdifférentiabledansun voisinagede (x, 30), le problemede Cauchyy’ =
f(z,y), y(zo) = yo posedealorsune solution uniquesur [zy — a,zo + o] avecun a > 0.
Consiceronsmaintenante point z; = =y + «a, y1 = y(xo + «) sur cettesolution. On peut
réappliquete théoemeb5.3 au problemede Cauchyy’ = f(z,y), y(z1) = y; etainsiprolonger
cettesolution.Jusqu’al peuton prolongera solutionde cettemanere?

Théoreme5.4 Supposonguela fonctionf : U — R™ (U unouvertdeR x R™) soitcontiniment
difféerentiablesur U. Alors,

e chaquesolutiondey’ = f(z,y) peutétre prolongéejusqu’aubord de U,
e deuxsolutionsdey’ = f(z,y) nes’intersectenfamais.

La deuximealffirmation estune congquencammeédiate ,
du théoeme5.3. La premére est plausible mais nécessite  y, |
guelqueséflexions(ici, nousnedonnongpasdedémonstration).

Les affirmationsdu theoemepeuwentétreobseneesdans
lafigurepourl’exemple2.1duparagraph®/l.2.

VI.6 Sysemesd’ equationsdiff érentielleslinéaires
Dansceparagraph@ousconsiceronsdeséquationgifférentielles

y = A(x)y + g(z) (6.1)

ou A(x) estunematricen x n etg(z) estun vecteur On dit quecetteéquationdifférentielleest
homaenesi g(x) = 0, sinonelle estinhomaeéne

Théoreme6.1 (existenceglobaleet unicité) Soit I un intervalle (arbitraire) et supposongjue
A(x) etg(x) soientdesfonctionscontinuessur 7. Alors,le problemedeCaudyy’ = A(x)y+g(x),
y(zo) = 1o (avecx, € I ety, € R™) posedeunesolutionuniquesurtoutl'intervalle 1.

Démonstation. Lafonction f(x,y) = A(z)y+g(z) estcontinuesur! x R" etsatishitlocalement
uneconditionde Lipschitz. La solutionestdoncuniquela ou elle existe.
Pourdémontret’existenceglobale housremarquonsjuelesfonctionsy, (z) deladémonstration
du théoreme 5.3 sont définiessur tout l'intervalle I et pourtout & > 1. Pourun a arbitraire
satishisantr, + o € I, la demonstratiordu theoeme5.3 implique I'existencede la solution
sur [z, 2 + a. Il sufiit de choisir M tel que || [ (A(t)yo + g(t))dt]| < M|z — x| pour
o < x < zx9+ Q. O
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Théoreme6.2 (principe de superposition) Soit/ unintervalle et soientA(x), g:(x), g2(z) des
fonctionscontinuessur /. Si

y1: I — R" estsolutionde ¢ = A(z)y + g1(x),
y, : I — R™ estsolutionde 3 = A(x)y + go(x),

alors y(z) := c1y1(x) + coya(x) estsolutionde
v =A(z)y+g(x) avec g(x):=c191(z) + caga(z).

Démonstation. Ceciestun exercicetressimple. O

VI.6.1 Equationslinéaireshomogenes

Mémesi la demonstratiordu theoeme6.2 esttressimple,il adescongquencesreésimportantes.
Nousnotonspary(zx, g, yo) la solutiondu problemede Cauchyy’ = f(z,v), y(zo) = yo.

e lessolutionsdey’ = A(x)y formentun espacesectoriel;

e lessolutionsdey’ = A(z)y dépendentinéairementley,, c.-a-d.,

y(, xo, 1Yo + c220) = c1y(, To, Yo) + cay(z, To, 20)-
La solutiondey’ = A(x)y, y(zo) = yo peutdoncétreécritesousla forme
y<$7$0ay0) = R(.T,.T())yo, (62)

et la matrice R(z, o) S’appellela résolvantede I' équationdifféerentielley’ = A(z)y. La
iemecolonnede la matrice R(x, zo) estsolutiondey’ = A(x)y avec pour valeurinitiale
y(zg) =e; = (0,...,0,1,0,...0)T;

e si &(z) estunematricefondamentaléaussiappeée Wronskienng c.-a-d.,les colonnesde
®(x) sontdessolutionsdey’ = A(x)y et®(xq) estinversible,alors

R(x,70) = ®(2)®(x0) . (6.3)
Eneffet, y(x) = ®(2)® (o) 'y, estsolutiondey’ = A(x)y, y(zo) = yo-

Théoreme6.3 (propriétésde la résohante) SoitA(x) continuesurunintervalle Alors,larésolvante
dey’ = A(x)y satisfait

) R'(z,z0) = A(z)R(z, o) (dériveepar rapporta x)
1)) R(zg,x0) =1 (matriceidentite)
i) R(z,z9) = R(z,x1)R(x1, 20)
iv)  R(z,z) estinversibleet R(z,20)~' = R(zo,z).

Démonstation. Par (6.2)onaqueR'(z, zo)yo = A(z)R(z, x0)yo €t R(xo, 29)yo = Yo pourtout
yo € R™. Cecidémontreesproprietes(i) et (ii). La propriete (iii) estunecongquencealufait que
R(z,x0)yo €t R(x, z1)R(z1, x0)yo SONtsolutionsdu mémeproblemede Cauchy Finalement(iv)
suitde (iii) enposantr = x. O
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Exemple6.4 L’ équationdifférentielley” + y = 0 peutétreécritesousla forme (enposant; = y
ety, =)
(&)= )
Y2 -1 0 Y2

Riz,z0) = ( cos(z —zo)  sin(z — o) ) |

—sin(r — zg) cos(x — xp)

etposgdecommerésohante

Il estintéressantle voir quela propriéte (iii) duthéoemeprécdentc.-a-d.,

( cos & sina> ( cos 3 sinﬁ) _ ( cos(a + ) sin(a+6))

—sina  cosa —sinf  cosf —sin(a+ ) cos(a + B)

aveca =z —x1, 0 = 11 — xg €t + B = = — x, estéquivalenteau théoemed’addition pour
sinz etcos .

VI.6.2 Equationslinéairesinhomogenes

Consiceronsmaintenant’ équationdifférentielle(6.1) ou g(x) n’estpasnulle. Sil'on connaitla
résohantedel’ équatiorhomogne,ontrouve la solutiondu problemeinhomogneparla méthode
desvariationsdesconstantes.

Théoreme6.5 (variation desconstantes)SoientA(z) et g(x) continuessur un intervalle et soit
R(x,xp) larésolvantedey’ = A(z)y. Alors, la solutiondey’ = A(x)y + g(x), y(xo) = yo €st
donreepar

y(a) = Rlazo+ " Rz, () dt.

Démonstation. La solutiongéréralede |’ équationhomogeneest R(z, x¢)c avecc € R™. L'idée
(d’ou le nom“variationdesconstantes”estde cherchemunesolutiondey’ = A(x)y + g(z) sous
laformey(x) = R(z, x¢)c(x). Il fautalorsque

Y (z) = R'(z,z0)c(z) + Rz, 20)c' (x) = A(z)R(x, 70 )c(2) + ().
Enutilisantla propriét (i) dutheoreme6.3,nousobtenons
d(z) = Rz, 20) " g(z) = R(o,2)g(2)

et parintégrationc(x) = c(xq) + fjo R(z,t)g(t) dt. L'affirmation du theoemedécoulealorsen
insérantcetteformule pourc(z) dansy(z) = R(z, x¢)c(x). O

Cerésultatmontreque,commedansle casparticulierde dimensionl, la solutiongéréralede
y' = A(z)y + g(x) estcompog&edela solutiongéréraledel’ équatiorhomogeneetd’'une solution
particulieredel’ équationnhomogene.ll restealorsa discuterle calculdela résohante R(z, xy).
Pourle casA(z) = A (matriceconstante)ceciestle sujetdu paragraphsuivant. Si A(x) dépend
dex, le calculanalytiquede la résohanteestraremenpossible.
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VI.7 Sysemeslinéairesa coefficientsconstants
Consiceronsle problemede calculerla résohantede
y = Ay (7.1)

ou A estune matrice constanted’ordre n (les a;; sontréelsou complees). Motivés par la
résolutionde problemesscalairesgssayonsletrouver dessolutionsde la forme

y(z) = eMv avecunvecteurv # 0. (7.2)

En insérant(7.2) dans(7.1) nousobtenonsy’(z) = Ae*v = e’ Av, ce qui estéquivalenta
Av = M. Lafonctionde (7.2) estalorsunesolutionde (7.1) si et seulemensi A estunevaleur
proprede A etwv unvecteurproprecorrespondant.

Cas 1 (A estdiagonalisable) Danscettesituation,il existe n vecteurspropresindépendants
v1,..., v, aecvaleurspropreshy,..., \,. Consickeronsla matrice

O(x) = <e’\“‘”vl7 . ,e’\”xvn) (7.3)

Cettematriceestinversiblepourtoutz car®(0) I'est. Larésohanteestalorsdonreepar R(z, xy) =
O (z)P(x) " (voir I' équation(6.3)) ou aussipar R(z, xg) = ®(z — x¢)®(0)~.

Cas?2 (A n’est pasdiagonalisable) L’id éeestdetransformerA sousuneforme “plus simple”,
parexemplesousformetriangulaire(voir le paragraphd.2) ousousformedeJordan(voir le cours
“Algebrel”). On cherchealorsunematriceinversibleU telle queU~tAU = S posdeunetelle
forme. Avecla transformationy = Uz (ety’ = UZ?') le syseme(7.1)devientz’ = Sz. Pourle cas
d’'unematricetriangulaireon a

/

21 = Sux + S1920 + ... 4+ Sinzn
/

25 = So9Zo + ... + SonzZn
I

z, = Snnin

n

Onrésoudd’abordl’ équationdifférentiellepour z,,, ensuitecelle pour z,, ; etala fin celle pour
z,. La solutionde (7.1) estobtenuepary(z) = Uz(z).

Exemple7.1 Consiceronsun bloc de Jordandedimensiord

A1
A1
A1
A
Pourla solutionde 2’ = Jz oncommenceparz,; ontrouve z; = Az, etz (z) = e*¢,. L' €quation

differentiellepour z3 estz} = A\z3 + e*cy. Sasolutionestz;(r) = e*cs + ze*cy. Dela méme
fagonon calculez,(z) etz (z). Le résultatest

1z 2%/20 23/3
. 1 x x2/2!
z(z) = e 1 é z(0). (7.4)

1
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T
a 1 b 1
-1 1 -1 R 1
-1 -1
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-1 1- /-1 1
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FigureVL1.7: Solutionsde sysemedinéairesendimensior

Exemple 7.2 Dansla dimensior2, lessolutionsy(x) del’ équatiordifférentielley’ = Ay peuvent
étre dessigescommecourbesavec x commeparanetre. Le comportementessolutions(pour
guelquesmatrices)estillustré dansla Fig.VI.7. Danslesdessinga), (b) et (e) lesdirectionsdes
vecteurgropressontindiquéespardesfléches.

a) deuxvaleurspropredistinctesetréelles,

b) unevaleurproprede multiplicité deux,seulementin vecteurpropre,

c) lesvaleurspropressontcomplexesconjugieesavecR); > 0,

d) unevaleurproprede multiplicité deux,maisdeuxvecteurgpropresndépendents,
e) lesvaleurspropressontréellesde signeoppo®,

f) lesdeuxvaleurspropressontsurl’axeimaginaire.

VI.8 Exercices



Chapter VII

Seriesde Fourier

La théorie de ce chapitrenouspermetde mieux comprendreoute sorte de phénonenespério-
diques Unegrandepartiedela présentationdesremarquesistoriqueset desfiguresillustratives
a éte emprunée (avec permission)de I'excellent polycopé “Analysis|l. ParsA” de Gerhardus
WannerugannoMMI/MMII).

L’ étudedela propagatiordesondesdansunecordevibrante(Taylor1713,Joh.Bernoulli1727,
Euler1739)oudansl’air (théoriedu sonde Lagrangel757)ainsiquel’interpolationdefonctions
péeriodiqguessnastronomigEuler1753)étaiental'origine de cettethéorie.Le livre qui adonrgle
nomauchapitreestla Théorieanalytiquedela Chaleurde Joseph~ourier. Un premiermanuscript
a eté présené par Fourier a L’Académie en 1807, un seconden 1811 et le livre a finalement
eté publie en 1822. L'importancede cetteceuvreestexprimée parla phrase' FOURIERS Théorie
analytiquedela Chaleurist die Bibel desmathematischeRhysilkers”dansunlivredeSommerfeld
(1947).

Commeexemple,consiceronsla digitalisationd’un son(figure VIl.1). Onaenrggistré 22 000
impulsions par seconde dont 1024 sontdessies(ceci corresponda 1024/22 =~ 46.5 milli-
secondes).On estsouwent intéresg par I étudedu spectred’un tel signal, par les fréquences
dominantesparla suppression’un bruit de fond éventuel etc.

. f . . . B . . '_ ". k1 :
Y /'/ //J / /J / 2/ f/ :
Y Y Y Y vio 3
¥ ¥ Y] 2 i i
NI | A | A | T | A | R | A | | T | R |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FigureVIl.1: Digitalisationduson“o” pronon& parMartin

Aujourd’hui, on utilise dessériesde Fourier (saversiondiscete FFT, voir le cours“Anal-
yse Numérique”, un autredes“Top 10 Algorithms of the 20th Century”) et des modifications
(wavelets)dansbeaucoupl’applicationseninformatique(compressionlesons compressio’'image).

VII.1 Définitions mathématiqueset exemples

Fonctions périodiques. Lesfonctionssin x, cos z, maisaussisin 2x, cos 5x sontdesfonctions
2m-périodiques c.-a-d.ellesvérifientla relation

f(z+2m) = f(z) pourtoutz € R.
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Polyndmestrigonomeétriques. Lescombinaisondinéairesdesin kx etdecos kx (k € Z) sont
desfonctions2r-périodiques Ellessontdela forme

N N
a .
50 + ,;_1 ay cos kx + ,;_1 by, sin kx, (1.1)

ou lesay, etb, sontdescoeficientsréels.On appelle(1.1) un polyndbmetrigonométrique

—0.154+04cosx+0.6sinx ...—0.5cos2x — 0.4sin 2x ...+ 0.25¢c0o83z — 0.581n 3z

FigureVIl.2: Plusieurgpolyndmestrigononétriques

Formule d’Euler etreprésentationcomplexe. Laformuled’Euler
e = cosx +isinx (1.2)

nouspermetdesimplifier 'expression(1.1). En effet, enadditionnanetensoustrayanta formule
(1.2)ete™™® = cos (—x) + isin (—z) = cosx — isin x, on endéduit

eiw + e—ia: eim _ e—ia:

COST = ————, sinr = ————. (1.3)
2 21
Le polyndbmetrigonométrique(1.1) peutdoncétreécrit sousla forme
N
Z cpe’t® (1.4)
N k=—N
ou . ,
C — E(ak — Zbk) ap = Cp + C_p,

, ou,demankreéquvalente, .
C_| = %(ak + Zbk;) bk = Z(Ck — C_k).

Avec cesformules,on peutpasserde la repesentatiorréelle (1.1) a la repesentatiorcomplexe

(1.4) etvice-versa.

Coefficients de Fourier d’une fonction 27-périodique.  Consiceronsd’abord un polyndme
trigononetriquef(z) = Zk],V}N cre’®*, multiplions-lepare=#* etintégronsde( a 2x:

2w N 27
flrye™de =" ¢ / "B dy = 27¢y,
0 k=—N 0

carfo%r e dg = L2 — () pourm # (0 estégala2r pourm = 0. Onobtientalors

im 0o -

k= 5= 027T f(x)e~* dg

ap = cp+ e =+ 027r f(z) cos kx dx (1.5)
b = i(ck, —c_) = %fo% f(x)sinkz dz .

2n+a

. ;. . , . . 2
Commelesfonctionssont2r-périodiquespn peutécrire [ _ou [~ aulieu de [,

Si f(z) est2r-périodique maispasnécessairementn polyndmetrigononétrique,on appelle
(1.5)lescoeficientsde Fourier dela fonction f ().
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Série de Fourier assoceéea une fonction périodique.  Soit f(x) unefonction 27-périodique
telle quelesintégralesdans(1.5) existent. On appelle“s érie de Fourier de f (z)” la série

1 27

Z cre™” ou Cr = — f(z)e ™ dx (1.6)
2m Jo

etonécrit f(z) ~ Y ., cxe™®. La série de Fourier peutégalemenetre écrite sousla forme
f(x) ~ag/2+ ) sy apcoskr + 37, bysinkx avecay, by, donréspar(1.5).

Pour le moment,on sait seulemengu’on a égalié dans f(z) = >, ., cke’™ pour des
polyndmestriogononétriques.On ne sait passi cetteidentité restevraie pour desfonctions2z-
periodiquesarbitraires.On ne saitmémepassi la serie (1.6) cornverge. Le sujetde ce chapitreest
d’étudiercettesortede questions.

Exemple1.1 Etudionscommentune fonction f(x) estapproximee par sasérie de Fourier. La
figure VII.3 montresix fonctions2r-périodiquesainsiqueplusieurstroncaturesle leurssériesde

2 -

P ks | ) 1 2 3 4 5 7
-2 2 n=g ™

_17

_27

_ 1 1
Yy =cosT + 5c083x — 57 cosTx + ...

_27 \
lCOSQ:L‘—l—%COS?)QZ—... yzcosa:—%costvLécosiix—...

Yy =cosr— 3

i

n=12
. . | J
2 4
| | | n=12
D 1 2 3

_17 T

— 1 g 1g -1 =2 — 2 T —
y=sinz+ gsindx + zsindzr + ... y=1—15c082x — J3cosdar — = cosbr — ...

FigureVIl.3: Quelquedonctions2r-périodiquesavec dessériesde Fouriertronqleesassodtes
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Fourierassocges.Lessix fonctionssont:

V2cos2x Si x| < w/4

flz) = 0 si 7/4 <|z| <3m/4 f(m):g Si x| <w
—V2cos2zx Si 3r/4<|z| <7
2 2
f(a:):%—% si x| < f(:v):log<2cosg> Si x| <
B /4 si 0<z<m T
ro-{ g YRR f(@) = sinal

Vérifions,parexemplepourla fonction f(x) = x/2 (x| < 7), quela sériede Fourierestcelle
donréedansle dessincorrespondandela figure VII.3. Un calculdirectdonne:

1 [ . .
UG = — / gcos kxdx =0 (parcequex cos kx estimpaire),

—Tr

1 [ 1 ™ 1 [~ _1)k+1

b, = ;/Wgsinkxdx = %<—I coskk:a: _W—i— E/ﬂcoskxdx) = ( ]2 .
Remarquonsjue,engéréral,ona

e q; = 0 silafonction f(x) estimpaire,c.-a-d.si f(—z) = — f(x) (seriedesinus),

e b, =0 silafonction f(x) estpaire,c.-a-d.si f(—z) = f(z) (Seriedecosinus).

Exemple1.2 Etudionsencorela fonction du déhut de ce chapitrequi estla digitalisationd’un
son (figure VII.1). Surl'intervalle comprenantousles 1024 points elle n’est visiblementpas
périodique.Par contre,les premiersd44 pointsrepesententinefonction qui peutétreprolongge
péeriodiguement.Sapériodeest T = 2%‘50 secondes Si on dénotele polygbne passanpar ces
pointspar F'(t) (t ensecondes)a fonction f(z) = F(t) avecx = 2nt/T devient 2r-périodique

eton peutappliquerdesformulesde ce paragrapheOn cherchedoncunerepiesentation

F(t) ~ Z cpet? avec r=—.
kEZ

La figure VII.4 montreles modulesde ¢, enfonctionde k£. On les calculenumériquemenpar
FFT, voir le cours“AnalyseNumérique”. Commef(x) estréelle,onac , = ¢. Onobsene
queles coeficientsde Fourier dominantscorrespondentousa desmultiplesde 5. La fréquence
dominantedecesonestdoncde 5/7 = 5 - 22000/944 ~ 116.5 Hz.

T

10t

T THHW

10°

T THHW

1071

Tw

FigureVIl.4: Le spectrglvaleurabsoluede ¢, enfonctionde k) pourle sondela figureVil.1

H|ll||||Hl‘|.l |||.||I|.‘|l|.,

100 150

O oo
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k Ck |Ck| k Ck |Ck|
) 5.61 — 0.351¢ 5.62 20 5.45—1.931 5.78
10 4.27 — 8.711 9.70 25 0.31 —1.19¢ 1.23
15| —13.53+12.827 18.64 30 | —7.84 —2.181 8.14

TableVIl.1: Coeficientsde Fourierpourle sondelafigureVIl.1

Essayongle retrouver le sonde la figure VII.1 a partir de son spectre(c.-a-d. a partir des
coeficientsde Fourier ¢;). Quelquesvaleursde ¢;, sontdonréesdansle tableauVil.1. Dansla
figure V1.5 nousdessinongjuelquessériesde Fouriertronquées. D’abord nousprenonsunique-
mentlestermesaveck = +15 etk = —15, c.-a-d.lafonctionc_;5e 1% + ¢15e%*. Cecidonnela
fonction pointilléedansla figure VII.5 (unsinuspur). Si ontient enplus comptedescoeficients
aveck = £10 etk = £30 onobtientla fonctiontraitill ée,et enajoutantiestermescorrespondant
ak = +5 etk = +20 onobtientla courbesolide. Elle estdéja unetresbonneapproximationdu
sonactuel.Onvoit qu'avectrespeud’informationon peutreconstituete signaloriginal.

AT [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FigureVII.5: Approximationparun polyndmetrigononétrique

VIl.2 Etude éléementaire de la corvergence

Unepremereapprochepour étudierla corvergencedela série de Fourierassoacdea unefonction
27-périodiqueconsistea dériver desmajorationspour |, | etd'utiliser le fait que |ce**| < |cil-
Un premierrésultatestle suivant:

Lemme 2.1 (lemmede Riemann) Sif : [a,b] — R estintégrable (au sensde Riemann)alors

b b
lim / f(z)sinkzdx =0 et lim / f(z)coskxdr =0

k—o00 k—oo
(sansdémonstation).
Celemmeimpligue quelescoeficientsde Fouriersatisfonttoujours
ar — 0, b,—0 et ¢ —0.

L’hypothésesur I'int égrabilig de la fonction f(z) estnécessairecar, sinon, les coeficients de
Fouriern’existeraientpas.Unedefinitionutile pourestimerescoeficientsde Fourierest:

Définition 2.2 Pourunefonction f : [a,b] — R ondéfinit savariationtotale par

a=z0<r1<...<Tnp=>b

Veaf = s (Y @) - s@)l):
1=0

Ondit que f esta variationbornéesi Vi, ; f < oc.
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Afin de mieux comprendrecettedéfinition, voici quelquesroprietesde fonctionsa variation
borrée:

e Sif:[a,b] — R estavariation bornée alors f estintégrable (au sensde Riemann).
Pourunedivision D = {a = zy < 21 < ... < z,, = b}, la difféerenceentrela grandeetla
petitesommesatishit (voir lespage222et226dulivre “L’analyseaufil del’histoire”)

n—1

S(D)=s(D) = > sup  |f(w) = f(v)]- (i1 — )

1=0 u,ve [1171 vZ“H’l]

n—1
< Z‘/[Ii’xwrl]f (T — ) < ‘/[a,b]f'i max L |Tip1 — @5
i=0 )

=0,...,n—

qui corvergeverszerosi max;—g ., 1 |%iv1 — ;| — 0.

.....

e Si f estcontinimentdifférentiable alors f esta variationbornée
Surl'intervallecompacta, b] ona|f'(x)| < M. Le theoemede Lagrangenousdonnealors

[y

n—

S 1) — £ = Sl — ] < Mo~ ).

i

I
=)

e Unefonction f peutétre a variation bornéesansétre continue
Consicerons parexemple,desfonctionsenescalier

e Unefonctionf peutétre continuesansétre a variation bornée
Uneexempleestla fonction f(x) = x sin(1/x) surlintervalle [0, 1].

Théoreme2.3 Sif : [0, 27] — R esta variationbornée alors

Const
k|

lex] < (demémepour ay, by ) . (2.1)

Sif:R — R est2r-périodiqueet p fois diﬁérentiableavecf(P)|[072ﬂ a variation bornée alors

Const
Démonstation. Commenonsa demontrer’affirmation (2.1) pour Yo
desfonctionsenescalier(voir le petitdessin).On peutexplicitement
calculerlescoeficientsde Fouriereton obtient Y1

Y4

Y3

2w

1 —ikx 1 - I
= 5 i s(z)e dx:§;yjlj_l
S (yl + eF 7 (yy —y1) + €F (Y3 —yo) + ... — yn>
omik ’
Const
(Vioans + Is(2m) = s(0)]) < ==

Soit maintenantf(x) unefonction arbitrairea variationborrée. Elle estalorsintégrableet, par
définition del'int égralede Riemann,il existe unefonctionenescaliers(z) satishisantV o5 +

|s(2m) = s(0)] < Vip.am) f + [f(27) — f(0)], tel queffr s(x) e~*** dz estarbitrairemenprochedu
coeficientde Fourierfo%r f(x) e~*= dx de f(x). Cecidémontre(2.1).

e—zka: dx

< —
el < 27k
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Si f(x) estunefois différentiableuneintégrationparpartiedonne

kx| 2T
e ikx 1

1 21 . 1 21 )
e TWRT Jy — / 7zk:rd
o 27r/0 J@)e ™ dr = o2 (@) , ka/o Jiaje T du

etonpeutappliquer(2.1)a f'(z). Plusieursntégrationsparpartiesdonnent(2.2). |

La deuxemeet la cinquiemefonction de la figure VII.3 sonta variation borrée, maiselles
ne sontpascontinuessurtoutl’intervalle. On comprendalorspourquoiles coeficientsde Fourier
diminuentcommeConst /k. Laquatremefonctionn’estpasborréeetdoncpasavariationborrée.
Celan’empéchepasles coeficientsde diminueraussicommeConst / k.

Latroisiemeetla sixiemefonctiondela figure VII.3 posedentunepremiredériveequi esta
variationborrée,d’oli uncomportemenen Const /k*. La premirefonctionestavariationborrée,
maissadérivéenel'est pas. On peutdémontrer(parle produitde Wallis) queles coeficientsde
FouriersecomportentcommeConst /k'.

Concernanta corvergenced’une série de Fourier, le theoeme précdentnous permetde
déduirele suivant: si f(x) est2r-périodiqueavecunedérivéea variationborrée,alorsles coefi-
cientsde Fouriersatisfont|c;| < Const/k?. Le criterede Weierstrassnontredoncla convergence
uniformedela série >, cxe™**. Jusqua maintenanbn ne saitrien surla convergencesi les coef-
ficientssecomportencommeConst /k. Dansle casou la série corverge,on ne saitpasencoresi
elle corvergeversla fonction f(z). Cesquestionsiousoccuperontiansle paragraphsuivant.

VI.3 Noyaude Dirichlet et convergenceponctuelle

Pourétudierla corvergencede la série de Fourierassodeea unefonction f(x), nousconsicerons
lessommegatrtielles

Sy(z) = et ou c :i 7 z)e " .
<>|k§<jnk =30 ) @
Nousnousposondesquestionsuivantes:
e Pourquellefonction f(z) etpourquellevaleurdez, lalimite lim, .., S, (z) existe-t-il?
e Cettelimite, est-elleégalea f(z)?

Commenonsparcalculercettesommepartielle:

1 o ikt ik o 1 ik t 2
Su(z) =3 %/0 F(t)e ™ dt - e = f(t)(% Y e (’“"*))dt — [ Doz —1)f(t)dt

|k|<n 0 |k|<n 0

~

ou

1 )
D,(x—1t):= Dy Z et (3.1)

|k|<n
estle noyaude Diric hlet. Desformulesplussimplessontdonreesdansle lemmesuivant.
Lemme 3.1 Le noyaudeDirichletestdonre par
1 sin(n+1/2)s
27 sin s/2
etla sommepartielle dela série de Fourier satisfait

Sp(z) = /07r (f(x +5)+ f(z — 3)>Dn(s) ds. (3.3)

Dn(s) = (3.2)
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FigureVIl.6: NoyauxdeDirichlet D,,(s)

Démonstation. Enécrivant(3.1)commeunesériegéoneétrique onobtientaveclaformuled’Euler

] ) ) ) 1= (2n+1)is
A Dn(S) — efms <1 +ezs+6213 4. +62ms> — efzns €

1—e's
B eins _ ei(n+1)s B e—i(n+1/2)s _ ei(n+1/2)s B <in (7’L + 1/2)5
1—es B eis/2 — eis/2 B sins/2

La formulepourla sommqoartielleestdonréeparIe calculsuiant:

/f n(z—1t)dt = flz—3s)D ds—/fa;—s (s)ds

:Aﬂw@m@@+f@ﬂ>mw—lowm+m»wm@w

Dansla premereligne on a utilisé la 27-périodicitt de D,,(s) etde f(z — s) etdansla deuxime
lignele faitqueD, (s) = D,,(—s). O

Théoreme3.2 (Dirichlet 1829) Soit f (x) 27-périodique f|j 2~ a variation bornéeetsupposons
gu’en chaquepoint x, de discontinuié leslimites f(zo—) et f(zo+) existent. Alors la série de
Fourier corverge pourtoutz, € R et

e si f estcontinueenzy, ona lim, . S,(zo) = f(x0),
e Si f estdiscontinuesnz,, ona
) 1
Tim Sa(20) = 5 (Flao=) + S (o)) (3.4)
(le premiercasestenfait un casparticulier du deuxeme).

Démonstation. Poursimplifier la déemonstrationsupposonsjue f(x _\/"\/
|
T

30|tdlfferentlabledansunvmsmagajegaucheatdedrmtedexo (voir Ie
petitdessin).Ceciimpliqueque f(zq + s) — f(zg) = sg(s) pours > 0
avecunefonctiong(s) borréesurs > O.

Nousutiliserondapropriete f0” »(s) ds = 1/2 dunoyaudeDirichlet qui estunecongquence
deD,(—s) = D,(s) etde [* D,(s)ds= [T > lk<n e*sds = 1.

La formule (3. 3)noussuggarede consicererl’expression

0 I

™

/ flxo+ s)Dy(s)ds — f(x20+) = /:(f(xo +s)— f(:car))Dn(s) ds = /0 sg(s)D,(s)ds

™ < )
= /Og(s)m sin ((n+1/2)s)ds — 0.
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La fonctiong(s)s(sin(s/2))~! étantborréesurl'intervalle [0, 7], le lemmede Riemannimplique
guecetteexpressiortendverszéropourn — oo.
De la mémemaniere,on demontre

/wa(xo —5)D,(s)ds — % — 0

etenutilisantla formule (3.3) onendéduit(3.4). O

VIl.4 Convergenceen moyennequadratique

Rappelongju’un polyndmetrigononétriquede degré n, estunefonction
To(z) = Z cpeth (: % + Z(ak cos kx + by, sin kl’)) .
|k|<n k=1
Le problemequenousnousposongdansce paragraphestle suivant:

Probleme. Soit f(z) unefonction2z-périodique Trouverle polyndbmetrigononetriquededegré
n tel que

2
/0 |f(z) — T, (x)|* dz — min .

Pourrésoudrece probleme,nousle reformulonsafin de pouwir appliquerles techniquesiu
chapitrelV. Nousposons:, = ay, + i3, etla fonctiona minimiserdevient

Flamn G = [ (70 = Y (o i806) (7 - X (e = i) )

|k|<n [1|<n

Une conditionnécessair@stquetouteslesdériveespartiellessoientnulles,c.-a-d.

2T ijx =, ,—ilx 2m ikx —ijx
%(. . ) = —Jo e <f(.T) - Z”lsn cie : ) dx — 0 (f(l’) - Z\Hgn Cre : ) e~ dx
— = ( 02” f(z)e® dx — 27rc_j> — ( 027r f(z)e 7" do — 27rcj> =0
. 2T L7 N iix _ . 21 _jix
g—gj(...) = ...:—z(o f(x)e” da:—27rcj>+2<0 f(x)e ™ dx—27rc]-):0.

CommeF’ estunefonctionquadratiqueil n’estpasdifficile decalculersadeuximedérivee(ma-
trice Hessiennejjui estla matriceidentite multipliee par 4w. On a alorsdéemonté le théoeme
suivant:

Théoreme4.1 La sériedeFouriertrongqlées,,(x) estparmitouslespolyndbmesgrigonométriques
T, (x) dedeggré n celui qui minimisel'int égrale

/0 "1/ (@) = Ta(o)| d.

Théoreme4.2 Soientf(z) continuepar morceauxet S, (z) la série de Fourier tronglee Alors

n—oo

lim /027r |f(z) — S, (2)]*dz = 0.
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Démonstation. Si f(z) estun polyndmetrigonométrique,disonsde degré 1000,alors S,,(x) =
f(z) pourn > 1000 d’apresle theomeprécdentet'affirmationestdemontée.

Pourle casgéréral, on utilise le theoremede Weierstrasgsansdémonstration)qui dit: pour
toute > 0, il existe un polyndbmetrigonométriqueT,,(x) tel que|f(x) — T, (z)| < e sur|0, 27].
Nousnedonnongasde détailsdela demonstration. O

Théoreme4.3 Soit f(x) intégrablesur [0, 27| ets,upposon5|uef027r |f(x)|*dx < oo. Lescoefi-
cientsde Fourier ¢, = - [ f(x)e~** dz satisfontalors pour toutn

2T
S el < iﬂ /0 f(2)2dz  (inégalie deBessel)

[k|<n
Si,enplus, f(z) estcontinuepar morceauxalors
1 27
> el = o / |f(z)]?dz  (identite deParseval).
™ Jo
keZ

Démonstation. Calculons

0 < ST @) = Su@)Pde = 77 (1)~ Spyenese™ ) (F@) — Sypenie™) da
= [T @Pde =Y pcuen Jom @) e de — Yy o, fyT f(@) e de 4 2m 3 len?
(2)[? dx — Z|k|§n Cr2TCr — Z|Z|Sn0_127rcl + 27 Z\klﬁn |cx|?

() dx — QWngn lex]?.

L'identité de Parseval estmaintenantinecongquencealu théoemeprecdent. O

VII.5 Exercices



