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Transfert orbital

Transert orbital

ORBITE FINALE
——

» Transfert LEO - GOE:
Py =11.625 Mm, eg = 0.75 et
ip=7°

» Masse initiale: mg = 1500 kg

© % > Poussées faibles: Tpax = 0.1 N
e . » Colits
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Transfert orbital

Coordonnées

» Coordonnées cartésiennes (on néglige le terme en J,)
F— — Mo I
F=—{prtnm

» Coordonnées de Gauss modifiées x = (P, e, ey, hy, hy, L):

A
satellite ) (P = 3(1 — e2)
v ex = ecos(Q+w)
equatorial plan e = € Sin(Q + w)
hy = tan(i/2)cosQ
hy = tan(i/2)sinQ
L = Q+w+v+2mn (cumulée)

n = Nombre de révolutions



Transfert orbital

Controle

» Repere ortho-radial (g, s, w)
» On normalise le contrdle
T = Thaxt
La contrainte sur le contrdle
devient |u| <1

<|u|—\/uf—i—u§+u§>

> Equation d’état:
K = fo(x)+(Tmax/m) S0 fi(x)ui

: T,
m = —2eul




Transfert orbital

Colits

» Résultats préliminaires

» min tf

th . Tmax =~ c' (T. Le, S. Geffroy, R. Epenoy)
» min Lf

(Lf . — L9) Tiax &~ ct® (T. Haberkorn)

» Maximisation de la masse finale: max m(tf)

C e . . tf
<= Minimisation de la consommation : min [; |u|dt



Transfert orbital

Probleme de controle optimal

( min fotf |u|dt
x = fo(x) + (Tmax/m) Z?:l fi(x)u;
m = _/BTmax|U|
(P){ ful <1
Conditions initiales et finales
Lflibre
[ tf fixé




Contréle optimal
®00

po #0

Condition nécessaire |

> Eq uation adjointe

Coordonnées cartésiennes

br =—tT'(r)pv
. tr bv = —Pr
min |uldt .
ikl b = Togx (ulp,)
v =T(r)+ (Tmax/m)u
P m = —BTmax|u| » Cond. de transversalité
PN <1
(r(0), v(0), m(0)) fixés pm(te) =0
(r(te), v(tr)) fixés
tr fixé » Min. de I'Hamiltonien

u= argmin\w\SIH(rv v, m,w, po, Pr, Pv, pm)
avec

Tm ax

m

H(r,v,m, po, pr, pv, pm) = (Po — B Tmaxpm)|u| + (ulpv) + (vlpr) + (T(r)lpv)



Contréle optimal
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po #0

Condition nécessaire Il

Proposition

Si

(H1) : les orbites initiale et finale sont différentes
est vraie alors p,, a au plus un nombre fini de zéros

Démonstration
Sinon il existe (tx) — t tels que p,(tx) = 0. Par suite

b 2Atd=pld) — g p, (7) = —p,(7)
» p(t)=p(t)=0=>p,=pr=0=>pn=0=pp #0
> 0= u= argmin, <1 {H(w) = po|wl}

O



Contréle optimal

ooe

Proposition
Si (H1) et (H2) sont vraies alors py # 0
(Ha) : Le temps final t¢ est strictement supérieur au temps
minimal temin
Démonstration
Sinon (Cauchy-Schwarz)
>

T
H(ru V7 m7p07Pranapm) Z <_ 1,2173X|pv| - /ngame> ‘U‘"i_ o

> u=—ap, @ >0= ppn=—a(Tmax/m?)|pv|* <0

= pm(t) >0 (pm(tf) = 0)
» |u| =1 presque partout = fotf |u|dt = tr = tomin



Contréle optimal

Structure du contréle optimal

Structure du controle optimal

On prend pp = 1, on note y = (x, p) = (r, v, m, pr, Py, Pm) €t on

pose
Tmax
'(;Z)(y) =1— BTmaxPm — |Pv|
Proposition
Si (Hy) et (H2) sont vraies et p, # 0 alors le contréle optimal
s'écrit:
~Tor OIS
u(y) = _O‘\Zt\ avec «a € [0,1] si P(y)=0 (1)
0 st P(y)>0



Contréle optimal

Existence de solution

Existence de solution

Proposition

Si (H2) et

(Hs) : L'état reste dans I'ensemble

A={(r,v,m)€R";r > r>0,m> o > 0} sont vraies alors le
probléme de maximisaton de la masse finale a une solution
Démonstration

» Toutes les hypothéses du théoreme d’existence de Filippov
sont vérifiées sauf la convexité de f(t, x, U) (x = f(t, x, u))
» On utilise les coordonnées sphériques (Oberle et Taubert)
» On utilise les solutions généralisées (Gamkrelidze, Young):
» On convexifie f(t, x, U)
» On vérifie que la solution du probléme convexifié est une paire
admissible de notre probleme



Contréle optimal

[ Jelele}

Propriété de la fonction de tir

Méthode de tir

Le Principe du Maximum de Pontriaguine donne le probleme aux
deux bouts:

y=¢(y) te[0,t] t fixé
(BVP) ¢ r(0) = ro; v(0) = vo; m(0) = mg
r(te) = reiv(tr) = vei pm(tr) =0

avec
v

r(r)+ Tmax

_ﬁTmaxn;—/
ely) = —r/(r)p|v|
—Pr

Togs (u|py,)



Contréle optimal

0e00
Propriété de la fonction de tir

fonction de tir

S:R" — R"
z — 5(z) = ((y(tr: 2))i, — yr)

ou y(.; z) est la solution du probleme de Cauchy:

y=o¢(y) tel0,t] t fixeé
(IVP), < r(0) = rp; v(0) = vo; m(0) = mg
p(0) =z

(Y(tf; Z))’f = (r(tf)7 V(tf)v pm(tf))/f
yr = (re, v, 0)



Contréle optimal

coeo
Propriété de la fonction de tir

Propriété de la fonction de tir

Q={zeR"|x(t;z) € A,
pv(t; z) # 0,
2(y(t:2)) + (pr(t: 2) py(t: 2))? # O,
¥(y(0;2)) #0 and P(y(tr; 2)) # 0}
On a
Proposition

1. ,(t) = ¥(y(t; 2)) est C* et il existe au plus un nombre fini
d'instants de commutation (i.e. tels que ¥(y(t;z)) =0)

2. Q est ouvert et S est C* dans 2



Contréle optimal

ocooe
Propriété de la fonction de tir

Démonstration

1. Soit z € Q, on pose ,(t) = Y(y(t; z))
: _ T max (pv(t; Z)|pr(t; Z))
N G )

Donc 9, est C! et les 0 de v,(t) sont isolés

2.
dalt) = ?j.yl(f:z) - ‘;‘j.yz(f:z) 40

Trajectoire transverse a la surface de commutation
FE=5TT




Méthodes homotopiques
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Difficultés de la méthode de tir

Probleme simple

x1(t) = x(t)

5_(2((t)) = g(f) Résoudre par un algorithme
pit) = de type Newton
(BVP) : _ yP
Mi" f(i|“(t)|dt Z?é;): %0 LA S(z) =x(2x%,z2) — xf =0
zgg _ )L(Iz(g) x(2) = xf ol x(2; x°, z) est la solution
P) lu(t)] <1 avec du probléeme a valeur initiale
x1(0) =0 x1(t) = xa(t)
soce, SRE
X1 =0. 2 t) =
x2(2) = 0 (IVP)Y bae) - )
: x(0) = x
s OH p(0) = z




Méthodes homotopiques
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Difficultés de la méthode de tir

Fonction de tir

15 \ :
1 A
4 W

AN

a—
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5,0

—
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Méthodes homotopiques
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Difficultés de la méthode de tir

Structure du controle

u(t) u(t) u(t)
I:T t t
D_; D 1,0 D

—1,0,41
u(t) u(t)
aya
Do, —1 Do

Do,+1
+1

{u(t
t
u(t) u(t) u(t
t t t
Di1,0,—-1/ Di10 D
Plan z

S==51U K

» La fonction de tir est
constante dans D_1, Dy
et dans Dy

» La fonction de tir n'est
pas définie en z = (0, —1)
et z=(0,1)

» La fonction de tir n'est
pas dérivable sur la
frontiere de Q

Conclusion : Si on ne part
pas du bon domaine, on
diverge




Méthodes homotopiques
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Méthodes homotopiques

Principe général

x(t) = x2(t)

{QEf)) = gx(f)

pi(t) =
Min f2 \|u(t)] (BYPA) ) polt) = —pa(t)
(1= N)[u(t)2de x(0) = x?
f1(e) = (1) x(2) = x . L
7 — Suivi du chemin de zéros

(Py) lelgg‘_gu;t) avee de I'homotopie de tir

x1(0) =0 S(z,2) = Sx(2)
x2(0) =0
x1(2) = 0.5 &
x(2) =0 1H




Méthodes homotopiques

O®@000000

Méthodes homotopiques

Homotopie
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Figure: Homotopie S(z,\) pour A =0,0.5,1
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Méthodes homotopiques

0O0@00000

Méthodes homotopiques

Homotopie pour le transfert orbital

Colit J\(u fo (1 — N\)|ul® + \ul|dt
> Probleme facile a résoudre pour A =0
» Probleme lisse pour A <1

» Probleme de départ pour A =1

A . Probléme aux Homotopie
Control; optimal deux bouts de tir
(PA) (BVPy) 5(z,\)




Méthodes homotopiques

[e]e]e] le]elele]

Méthodes homotopiques

Convergence |

Proposition
Si (H1),(H2) et (H3) sont vraies et si0 < A < X <1 alors
1.
I(un) < dv(un) < Ji(un) < Ji(un)
2. |A(un) — Ia(un)| — 0 quand A — 1
3. J)\(U)\) — Jl(ul) et J1(U)\) — J1(u1) quand A — 1




Méthodes homotopiques

[e]e]e]e] lelele]

Méthodes homotopiques

Démonstration

Nlul + (1= N[l = Au| + (1= N)]uf® + (X = X)(lu] — |uf?)
> Mu|+ (1= N\)|ul?

Ia(u) < Iy (u)

Ia(un) < I(un) < Inv(un)

2. La fonction /(u, A) = A|u| 4 (1 — X)|u|? est uniformément
continue sur B(0,1) x [0, 1].



Méthodes homotopiques

00000800

Méthodes homotopiques

Convergence |l

Proposition
Si (H1) et (H2) sont vraies, si (\k)k est une suite de [0, 1] qui
converge vers 1 quand k tend vers +oo et si (xk, ux)x est pour
tout k une paire optimale de (P),,, alors il existe une sous-suite,
toujours notée (xk, ux )k qui converge vers une solution (x, ) de
notre probléeme (P) dans le sens suivant:

1. xx — X uniformément sur [0, tf];

2. ux — U *faiblement dans LS9([0, tf]).

Démonstration
Théoreme classique de Filippov car uy est une suite minimisante de

(P). O



Méthodes homotopiques
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Méthodes homotopiques

Propriétés de I'homotopie de tir

On définit
Qo ={(z,\) € R" x [0, 1[|x(t,z,\) € A V¢,
pv(t,Z,)\) # 0 vt}7

Q1= {(z,)) € R" x [0, 1]|x(t,z,\) € A Vt,
pu(t,z,0) £0 Vi),

Qp = {z € Ql((y(t,2,2) = (1= A))* + (pe(t, 2, \)lpo(t, 2,A))* # 0
(W (t,2,A)) + (1= X)) + (pe(t, 2, M) Ipu (£, 2,1))* # 0
[Py (0,2, A)[ # 1= and |¢(y(tr,z,A))[ # 1 — A},



Méthodes homotopiques
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Méthodes homotopiques

Propriétés de I'homotopie de tir

Proposition

1. S(z, \) est continue dans Qg et semi-continue supérieurement
dans ;.

2. L’homotopie S(z, \) est C* dans ).

Démonstration
L. Pour A =1, (IVP), ) est une inclusion différentielle
U



Méthodes homotopiques
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Algorithmes homotopiques

Algorithmes homotopiques

Suivi du chemin de zéros de I"homotopie:
S:R"x[0,1] — R"
(z,\) — S(z,))

Algorithme de "Newton global”
Initialisation z° solution de S(z°,0) =0
O= X< Mi<...<\=1
Pour i =1,..., n faire
Résoudre S(z, \;) = 0 par un algorithme de type Newton avec
comme point de départ z/—1
Comment choisir la suite (A\;);?
—> Méthodes homotopiques (Allgower and Georg)

» Méthodes " Predictor-Corrector”

» Méthodes simpliciales ou " Piecewise Linear”



Méthodes homotopiques

O@000000

Algorithmes homotopiques

Méthodes PC

Théoreme
Sic(s) = (z(s), \(s)) (s = abscisse curviligne) est une courbe lisse
telle que

1. C(O): (29, 0)
5(c(s)) =
3. rang(5 (C(S)))
¢(s) #0
alors c(s) = t(5'(c(s))) est déterminé par
1. S'(c(s))e(s) =0
2. |e(s)[=1
3 det( 5’(6( )

D@T’



Méthodes homotopiques
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Algorithmes homotopiques

Méthodes PC Il

1 T

09f

» Prédiction: schéma d'Euler o8

07

(Z,X) = (22, \) + ht(S'(za, ) ol

-8 -6




Méthodes homotopiques

[ele] lelelelele}

Algorithmes homotopiques

Méthodes PC Il

1

» Prédiction: schéma d'Euler s} Sz A) =0
(E7 5\/) = (Z)\a )\) + ht(SI(Z)” )\)) 06 (Z>\+’ kv) Corrfiti;r;
» Correction: retour sur le chemini, S
de zéros (zy+, AT) N Prédiction
i o~ 02t (2, \)
_ ) argmin{|(z, ) —wl} o
S(w)=0 .



Méthodes homotopiques

[ele] lelelelele}

Algorithmes homotopiques

Méthodes PC Il

09f

» Prédiction: schéma d'Euler o8

(Z,X) = (2, A) + ht(S' (2, A)) )

» Correction: retour sur le chemin ..

lambda

de zéros (zy+, AT) oa}
_ J argmin{|(z, X) — wl|} ol
S5(w) =0 s g

> jusqu'a A = 1.



Méthodes homotopiques

[eleje] lelelele}

Algorithmes homotopiques

Méthodes simpliciales |

Définition (n + 1-Simplexe)

o =[V0, ..., v 1]=enveloppe convexe de n + 2 points affinement
indépendants
triangle dans R? tétraedre dans R3

S==51U K




Méthodes homotopiques

[elejele] Jelele}

Algorithmes homotopiques

Triangulation

Définition (Triangulation of R"*?)
T = subdivision de R"™ en (n + 1)-simplexes tels que
1. l'intersection de deux simplexes est vide ou est une k—face

2. la triangulation est localement finie: tout compact de R"*!
intercepte un nombre fini de (n + 1)—simplexes




Méthodes homotopiques

[elejelele] lole}

Algorithmes homotopiques

Méthodes simpliciales IlI

Définition (Approximation linéaire par morceaux S de H)

1. S7(v) = S(v) sur tout simplexe de T

2. pour tout (n+ 1)-simplexe o la restriction Sy, est affine

— S71(0) contient un chemin affine par morceaux cr qui
approxime la courbe c.

Le passage d'un simplexe a un simplexe adjacent pour calculer ¢
se fait via un algorithme du type simplexe en programmation
linéaire.



Méthodes homotopiques

000000 e0

Algorithmes homotopiques

[llustration

Figure: PL-algorithme pour notre probleme simple



Méthodes homotopiques
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Algorithmes homotopiques

Remarques

» Pour les méthodes PC I'homotopie doit-étre C?

» Pour les méthodes PL, I'homotopie doit-étre continue (et
semicontinue supérieurement pour les applications
multivaluées)

» Méthode PC: Mfmax (T. Haberkorn) utilise HOMPACK90
(Watson et al.)

» On calcule H(c(s)) par intégration numérique (rkf45)
» On calcule H'(c(s)) par différences finies !

» Méthode PL: Simplicial package (P. Martinon)



Résultats numériques
0

Convergence

Suivi du chemin

1-NJuf + A Ju upp
R (1=N)luf lul A Jul S(Z:)\)=0
P S VR s

145 150 155 160 165 170

2
\\Q’é{\\
N

Discret

| |
| |
I
r |
] |
| |

z

Chemin lisse ,
Avantage des méthodes PC



Résultats numériques
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Convergence

Controle en )\

Tmax = 10N

Critere convexe A = 0, 0.5 et 1

1 5 . FaN
. N 3 \
0.8 N \ | [} N
N 1o J N -
\ , N v ’
Ly 3 I \ -
1 y
I W N
oy i v
\
[ Vol \,/
0.21- |y, Y Y
or L‘ L I — L
o 80 100 120

Critere puissance A =0, 0.5 et 1




Résultats numériques
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Minima locaux

tf fixe et LT libre: minima locaux

1385

» Beaucoup de minima e
locaux

13701
1365
1360
13551

13501

1345 L L L L L
30 40 50 0 70 80 90




Résultats numériques

[ Je]

Minima locaux

tf fixe et LT libre: minima locaux

» Beaucoup de minima iae0r
locaux

» — On fixe Lf: A
f f 0 0 1360
L :CLf(Lmin_L )+L

tf libre saso]-

1345 L L L L
30 40 50 60 70 80 %



Résultats numériques

oe

Minima locaux

f

m" vs ¢;r
1395
B¥0F """~~~ -~~~ - - - - - T T T - T S === ==
> t— L
f , 13851 — ;max i iONN i
» m’ ne dépend pas de S Tma- 05N
. s —=- Tmax=0.1N
Tmax (pour ¢;r fixé) . ~ - mpuise |
f f 0 0] ]
L' = CLf(Lmin —L )+ L
1370 T
» Masse limite = masse
dans le cas impulsionnel =55 7
P ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2 3 4 5 6 7 8 9 10



Résultats numériques
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Exemples de solutions

Trajectoire pour T,.x = 10 N et ¢;r =2

» Poussée a tous les

apogées. )
» Poussée aux derniers w S .
périgées. b é %\R\ :
- 0
-a0 % -2

-60 -40 -20 0 20 40 -40  -20 0 20 40
T

S==51U K




Résultats numériques

oeo

Exemples de solutions

D’autres orbites initiales

(P%,e%) = (11.625,0.5) (P%, €% = (20,0.75)

S==51U K




Résultats numériques

ooe

Exemples de solutions

Trajectoire pour T = 0.1 N

» Plus de 750 révolutions

» Plus de 1500 commutations
BT




Condition du deuxiéme ordre

B. Bonnard, J.B. Caillau
On consideére le cas générique suivant

Min '

x = f(x, u)
(P){ x(0)=x°

x(tF) = xf

ue U



Condition du deuxiéme ordre

Points conjugués

On suppose que U est ouvert et que 9>H/Ou? est définie positive
le long de I'extrémale. On définit

» H(y) = H(x,p) = H(x, p, u(x, p)) le vrai Hamiltonien

>y =H(y) = (EK), -5 ()
Définition
Soit y une extrémale, on appelle champ de Jacobi toute solution
non triviale de

oy = dH(y(t))oy
Ce champ est dit vertical a l'instant t si 0x(t) = 0.
Définition
Le temps t. et le point x(t.) sont conjugués a 0 et x(0) s'il existe
un champ de Jacobi vertical a t =0 et a t..



Condition du deuxiéme ordre

Condition du deuxiéme ordre

Théoreme

Sous de bonnes hypothéses la trajectoire x est C° optimale jusqu’a
tic (premier temps conjugué) et n'est pas L>° optimale aprés (sur
I'espace des contréles).

Théoreme
Soit P ={po € R"|H(x0, po) = —1}. L'instant t. est conjugué si
et seulement si rang{dxi(tc),...,0xn—1(tc)} <n—1

< det(dx1(te), ..., 0xn—1(tc), x(tc)) =0

oir (8x;,0p;) est le champ de Jacobi : 8y = dH(y(t))dy associé
la condition initiale (6x;(0),dp;(0)) = (0,0p;(0)), les
dp1(0),...,9pn—1(0) formant une base de Tp,P.



Condition du deuxiéme ordre

Résultats numériques

arcsh det(sx)

uT




Conclusion
°

Conclusion

Conclusion et développements

» Conclusion:
On a complétement résolu le probleme de départ sans aucune
connaissance a priori

» Développements
» Transfert orbital
> Transfert interplanetaire? (probléme a n corps)
> Contraintes sur I'état?
> Algorithmiques
> Intégrateurs symplectiques pour le calcul de la fonction de tir
et de sa dérivée (cas lisse et discontinu)
> Méthodes directes et schéma symplectique (A.L. Dontcheyv,
W.W. Hager et V.M. Veliov, J.F. Bonnans et
J. Laurent-Varin)
> Suivi de chemin pour le contrdle optimal



Conclusion
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