VARIETES HAMILTONIENNES

Jean-Claude HAUSMANN

Ce texte est une introduction élémentaire aux actions hamiltonienne pou-
vant peut-étre aider, par un point de vue parfois complémentaire, I’approche
des ouvrages classiques. Le cadre choisi des variétés hamilloniennes est plus
général que celui des variétés symplectiques ou de Poisson. Il privilégie le
role des champs hamiltoniens, dont nous apprécions ’aspect géométrique,
et allege quelques arguments. Nous espérons qu’il puisse étre aussi utile
dans d’autres cadres, par exemple celui de la géométrie de contact ou de la
géométrie sous-riemannienne.

Je remercie chaleureusement Henri-Michel Maire pour de nombreuses
conversations utiles.

1 Définitions

(1.1) Une structure hamiltonienne sur une variété différentiable M est une
application R-linéaire

C(M) 25 Vee (M), [+ X

des fonctions C* sur M dans les champs de vecteurs sur M telle que
df(Xs) = 0. Le champ Xy s’appelle le champ hamiltonien de f. On dira
que (M, H) (ou, simplement M) est une variété hamiltonienne.

(1.2) Une variété hamiltonienne M, est munie d’un crochet :
CH(M) xCH(M) — (M), (fr9) = 1.9}
défini par
{f,9}(w) = duf(Xy) = Xg [ (u)

Ce crochet est R-bilinéaire et alterné ({h,h, } = 0); il satisfait {f, gh} =
{f93h+4/ h}y.



On dit que la structure hamiltonienne est une structure de Poisson (ou
que M est une variété de Poisson) si le crochet satisfait I'identité de Jacobi

gk hy+{g k), 3+ {h, [},9}=0

que ’on peut, bien entendu, écrire sans le crochet
XpXg f+ X Xpg+ Xy Xph=0

ou, le plus utile, de maniere mixte
Xipoy = —[X5 X (1)

(1.3) Soit M une variété hamiltonienne. Pour tout point v € M, un
sous-espace vectoriel A, de 'espace tangent T, M est défini par

Ay = {Xu(u) | h € C=(M)).

La correspondance u — A, constitue une distribution sur M de rang non-
constant en général. Le sous-espace A, est équipé d’une forme bilinéaire w,
définie de la maniere suivante: si v, w € Ay, on choisit f,g € C*(M) telles
que Xy(u) =v et X,(u) = w et on pose

walv,w) = {f, g} () = duf(w) = —d,g(v).

Les égalités de droite montrent que {f, g}(u) ne dépend que de v et w et
donc w, est bien définie. Elle est évidemment R-bilinéaire et alternée. En
plus, w, est non-dégénérée. En effet, si w # 0, on trouvera une fonction
[ telle que d, f(w) # 0 et donc w, (X, w) # 0. La forme w, est donc une
forme symplectique sur ’espace vectoriel A, qui, par conséquent, est de di-
mension paire. On dira que A est la distribution symplectique de la structure
hamiltonienne. Les trajectoires des champs hamiltoniens sont tangentes a
la distribution A (comme les courbes étudiées, par exemple, en géométrie
sous-riemanienne).

L’identité de Jacobi, sous la forme X(; ;3 = —[X;, X;] implique que le
crochet de deux champs hamiltoniens est encore un champ hamiltonien. La
distribution A est donc involutive et, par le théoreme de Frobenius, elle est
intégrable, du moins lorsque la dimension de A, est localement constante
(ce qui est le cas sur un ouvert dense de M). Si ce n’est pas le cas, on
utilise que l'identité de Jacobi implique que la distribution A est invariante
par les flots des champs hamiltoniens ce qui entraine I'intégrabilité par le



théoréeme de Sussmann (voir [Va, Ch. 2]). Donc, une variété de Poisson est
feuilletée par des feuilles symplectiques, de dimension non-constante (comme
les orbites d’une action d’un groupe de Lie).

Comme w, est non-dégénérée, la donnée de {A,, w, tuersr détermine les
champs hamiltoniens par la formule

wy(Xf(u),v)=dyf(v) VveA,
et donc X(u) ne dépend que de d, f|a,. En d’autre termes, Xy(u) = 7 (d,f)
olt m: T*M — TM est donné par 7, = w;toiX, 'application ¢ : TxM —
AY désignant le dual de l'inclusion. Lorsque le crochet est donné via le

tenseur # € Hom(T*M,TM) ~ TM @ TM, l'identité de Jacobi peut se
formuler en terme de crochet de Schouten-Nijenhuis (voir [Va,Chapter 1]).

(1.4) Soient zy ..., z, des coordonnées locales sur un ouvert U de M et

soit w € U. On a {f,g}(u) = df( X, (u)) = —dug(Xs(u) et donc {f, g}(u)
ne dépend que de d, f et dyg. Les fonctions sur U

ont méme différentielle en u que f et g d’ou

U = = 3 w5 @

t,5=1

ot wi; = {z;,z;} : U — R. On aura donc la formule en coordonnées locales

- 0 0
Xp()= 3w Ly L
7,7=1 t J

qui montre que la correspondance f +— Xy est continue pour les topologies
C> sur C*(M) et Vec (M).

(1.5) Une application différentiable ¢ : M — N entre variétés hamiltoni-
enne est un morphisme hamiltonien si, pour tout f € C*(N), les champs
hamiltoniens de f et de fop sont ¢ reliés :

Tup(Xfop(u) = Xs(p(u)).
En terme de crochet cela revient &
{fop, g0} ={f,g}o , V [,g€CT(N)

Par exemple, lorsque M est une variété de Poisson, le flot ¢; d’un champ
hamiltonien est un morphisme hamiltonien [MR, § 10.5].



2 Exemples

(2.1) Toute variété M admet la structure hamiltonienne triviale X; = 0
pour tout f € C*(M).

D’autre part, si f +— X donne une structure hamiltonienne sur M et si
¢ € C®(M), alors f +— ¢ - X est encore une structure hamiltonienne. Les
distributions symplectiques seront les mémes, sauf en les zéros de ¢ ou la
seconde sera nulle.

(2.2) Soit M une variété différentiable de dimension 2n. Soit w € Q*(M)
une forme différentielle telle que w™ soit une forme volume. Alors, pour
[ €C®(M), on définit X par I’équation

w(Xy(u), =) = duf(-)-

Cette structure hamiltonienne satisfait A = TM et M est une variété de
Poisson si et seulement si dw = 0 ([Au], preuve de (2.2.3)). Dans ce cas, on
dit que (M,w) est une variété symplectique.

(2.3) L’exemple le plus standard de (2.2) est M = R* = C avec la forme
symplectique '
w=dxNdy = %(dz/\d?)
ou, en coordonnées complexes, on utilise les différentielles
dz = dz + idy, dzZ = dz — idy ainsi que opérateurs classiques
J 1,0 .0 J 1,0 .0
— =5z i) » ==5g-tig).
dz 2 0z dy 0z 20z  Jy
On a alors, pour f € C*(C)
of 0 Of 0 .<(’?f(? af 3)
Xf:.—.——.—.—:—QZ A A A= |-
Oy dx Oz dy 0z 0z 0z 07
Les trajectoires z(t) = z(t) + ty(t) de ce champ satisfont aux équations de
Hamilton classiques qui s’écrivent

. af 9
{ x g? ou z= —22'_—]_[
y = 37 02

(2.4) Structures produits : Soient My, ..., M, des variétés hamiltoni-
ennes. Alors M := My X --- X M, est munie d’une unique structure hamil-
tonienne telle que les projections M — M; soient des morphismes hamil-
toniens. Pour f € C*(M) et uw = (uq,...,u,) on définit Xs(u) € T,M =



[1j=1 Tu; M; par la condition que sa composante dans T, M; soit Xfoa;m (u;),
ou aj : Mj — M est I'application

QG (s) = (Uny vy Wj1, 8, U1y e Uy ).

Dans le cas M; = C avec la structure hamiltonienne de (2.3) on obtient la
structure hamiltonienne standard sur C” = R?" :

. df 0 af o .r<3f3 3f8)

Xy = — L) = =2 -z 7,
! Z( : ( ) Z]Z:; ('?Ej(?zj (?Zj(?fj

Par le théoreme de Darboux, toute variété symplectique de dimension 2r

admet un atlas de cartes dans lequel le champ hamiltonien d’une fonction

sera donné par les formules ci-dessus.

(2.5) Soit M une surface riemannienne orientée. Pour f € C*(M), on
définit Xs(u) = ¢(u) - pu(grad, f) ou p, est la rotation de T,M d’angle
—7/2 et ¢ € C*(M). Pour cette structure hamiltonienne, on a A, =T, M
si ¢(u) # 0 et 0 autrement. On peut démontrer qu’une telle structure
hamiltonienne est de Poisson.

(2.6) Soit M une variété riemannienne orientée de dimension 3 et soit
A un champ de vecteurs sur M. Pour f € C*(M), on définit Xs(u) =
A(u) x grad, f, ou x désigne le produit vectoriel. Si A(u) # 0, on a A, est
le complément orthogonal & A(u) (A, = 0si A(u) =0). On peut démontrer
que

a) toute structure hamiltonienne sur une variété riemannienne orientée
de dimenison 3 est de la forme ci-dessus pour A € Vec M.

b) une telle structure hamiltonienne est de Poisson si et seulement si sa
distribution est intégrable (c’est, en fait le cas pour les structures hamiltoni-
enne telles que la distribution symplectique est de rang < 2). Dans notre
cas, la condition est (A,rot A) = 0.

(2.7) Soit a € Q1 (M) une forme de contact. Pour f € C°°(M), on définit
X € Vec (M) par les conditions

a(Xs) =0 et dyf(v) =da(Xs(u),v) VveEkera,

(le fait que « soit une forme de contact est équivalent a da non-dégénérée sur
ker o). Ceci définit sur M une structure hamiltonienne avec A = kera. La



distribution A n’est alors jamais intégrable et, donc, M n’est pas une var-
iété de Poisson. Les trajectoires des champs hamiltoniens sont des courbes
Legendriennes.

(2.8) Soit G* le dual d’une une algebre de Lie G. On dénote par (, ) le
pairing d’évaluation G x G* — R. On a une application

G — Vec (G") =C>(G",G") P+ adp
ou adp est défini par

(@, adp(n)) = (@, Pl m)

qui est ’action infinitésimale associée a l'action co-adjointe de G sur G*.
D’autre part, a la différentielle d,,f € G* de f € C*(G*) en 1 € G* corre-
spond un élément &, f € G par bidualité. Cela permet de définir Xy par

Xy(n) :=ads, ¢(n)

ce qui donne une structure hamiltonienne sur G*. Le crochet est donné par

{93(n) = dy f(Xo(n)) = (8, f, ad"s, (1)) = ([60 ] Ong]s m)

et on peut vérifier que c’est un crochet de Poisson. Les feuilles symplectiques
sont les orbites co-adjointes.

(2.9) Soit H,, l'espace vectoriel réel des (m x m)-matrices hermitiennes.
Cet espace s’identifie au dual de ’algebre de Lie u,, du groupe unitaire U,
par le pairing

U, X Ry — R (P, A) == itr(PA).

On peut donc équiper #H,, de la structure de Poisson de (2.8) et le champ
hamiltonien de f € C*(H,,) est donné par Xs(A) = [d4f, A] € H,, ol
daf € uy, est défini par dpf(—) = (daf, —). Le crochet prend la forme

{f:93(A) = itx([6af, 6ag]A).

L’action co-adjointe de U, sur u,, se transforme en la conjugaison et 'action
infinitésimale associée devient

Uy, — Ve (Hp,) = C (M, Hin) P [P, A].

Le sous-espace Ay de TsH,, de la distribution symplectique est Ay =
{[P,A] | P € u,}. Les feuilles symplectiques sont les orbites de H,, sous



I’action de U, par conjugaison c’est-a-dire les matrices hermitiennes isospec-
trales (voir [Au, §1.4]).

(2.10) La structure de Poisson de (2.8) pour g = so3 peut étre trans-
portée sur R3. L’ identification de R? avec so} est obtenue en utilisant

'isomorphisme ¢ : R? =5 so03

0 -z y
¢($,y,2) = ( Z 0 _37)7

-y =z 0

ainsi que l'isomorphisme R =~ (R?)* donné par le produit scalaire stan-
dard. On a ¥ (a X b) = [¢(a),®(b)], ol X est le produit vectoriel. L’action
co-adjointe de SOj3 sur sof devient l'action naturelle de SO3 sur R? et les
orbites co-adjointes sont les 2-sphéres centrées en 0. Le champ hamiltonien
Xy de f € C°(R?) sera X;(p) = grad, f x p et le crochet de Poisson s’écrira
{f,9}(p) = (grad, f x grad,g,p). On constate qu’il s’agit de la structure
hamiltonienne associée au champ de vecteur A(p) = p sur R? par la cor-
respondance de (2.6). Elle est utilisée en mécanique (voir [MR; rigid body
bracket]).

3 Actions hamiltoniennes—Applications moment

Soit G’ un groupe de Lie connexe. A une action G x M — M de G sur une
variété différentiable M correspond une “action infinitésimale”

L(a) : G — Vec (M) Pw— P.

qui détermine « et satisfait [P, Q] = —[P,Q]. Si M est une variété hamil-

tonienne, on dit que 'action « (ou, plus généralement, I'action infinitési-
male L£(«)) est hamiltonienne s’il existe une application R-linéaire v : G —
C*(M) (P — vp) telle que

1) ‘XVP - B

2) vipg) = {vpr,vg}

L’existence de v et la condition 1) sont équivalentes a

1’) il existe une application p : M — G* telle que pour tout P € G
I’application u +— (P, p(u)) a pour champ hamiltonien P.

La relation entre p et v est vp(u) = (P,pu(u)). La condition 2) est
équivalente a



2’) p est G-équivariante, c’est-a-dire p(gu) = Ad*g p(u). Comme G est
supposé connexe, cela est équivalent a ce que les champs P et adp soient
p-reliés,

ou 3

27) p est un morphisme hamiltonien.

Une telle application g (qui détermine I’action «) s’appelle une “appli-
cation moment” pour «a.

Observons que dvp(—) = (P, du(—)) et donc la condition 17) est équiva-
lente a la condition

17) (P,du(=)) =w(P,—) pour — € A,
ce qui est une formulation fréquement utilisée lorsque M est une variété
symplectique.

(3.1) La condition 17) détermine du|A. Les orbites de G étant tangentes
a A, ceci montre que, sur chaque orbite O, p est déterminée a une constante
additive 7, € G* prés (dans le cas d’une variété de Poisson, 7, sera constante
sur chaque feuille symplectique). La condition 2’) restreint le choix de 7,
par la condition 770([G, G]) = 0. En conséquence, si G = [G, G], 'application
moment d’une action hamiltonienne est unique.

(3.2) Soit 7 : G — G un morphisme de groupes de Lie et soit £(7) :
G — G le morphisme induit sur les algebres de Lie. Soit v : G — C> (M)
définissant une action hamiltonienne de G sur M (on suppose G connexe).
L’application 7 = vo£(7) détermine une action hamiltonienne de G sur M.
Pour les applications moment, on aura @ = £(7)*op, ou L(7)* désigne le
dual de £(7).

(3.3) Pour une action hamiltonienne de G' sur M, les sous-groupes a
un parametre sont des flots hamiltoniens. Ce sont donc des morphismes
hamiltoniens lorsque M est une variété de Poisson (voir (1.5)). Comme G est
supposé connexe, 'application u +— gu est alors un morphisme hamiltonien
pour tout g € G.

4 Exemples d’applications moment

(4.1) L’action co-adjointe de G sur G* est hamiltonienne. L’application v
est donnée par vp(—) = (P, —). En effet, on aura dvp = vp, d’ou év, = P.
Pour f € C*°(G*), on aura

(0nfs Xop () = L, vp}(0) = (6,1, P, m) = (8, f, adp(n))



d’ou (6, f, X, (n)) = (6, f, P(n)). On a donc bien la condition 1) : X,, = P.
L’égalité

(P, =) =vp(=) = (Ppu(-))
prouve que p est l'identité de G* qui satisfait évidemment aux conditions
2’) ou 27).

(4.2) L’action de Uy, sur H,, par conjugaison est hamiltonienne par (2.9)
et (4.1). On aura vp(A) = ttrPA) et p(A) = A.

Si 'on restreint cette action au tore maximal de U,, formé des matri-
ces diagonales, 'application moment g : H,, — R™ associe a une ma-
trice A € M, les coefficients de sa diagonale (on utilise (3.2)). Soit O4
lorbite de A, qui est une variété symplectique (feuille symplectique de la
variété de Poisson #,,). L’ensemble 11(Q) est I’enveloppe convexe des points
{(As(1) -+ -1 Ao(m)) } O A1, ..., Ay sOnt les valeurs propres de A et o parcourt
toutes les permutations de {1,...,m}. Ceci est le théoreme de Schur sur les

matrices hermitiennes isospectrales (voir [Au, §4.3]) et illustre le théoréme
de convexité d’Atiyah et Guillemin-Sternberg [Au, §4.2].

(4.3) L’action naturelle de U, sur C” (on voit les éléments de C™
comme des vecteurs colonnes et la forme symplectique est § 3 ;" dz AdZzy)
est hamiltonienne. L’ application v est donnée par

vp(z) = itr(*zZPz),

c’est-a-dire que vp(z) = i Bp(Z, z) ou B, est la forme anti-hermitienne sur
C™ de matrice P. Quant a p, on aura simplement

1(A) = —%AA*

En effet, la condition 2’) est évidente. La condition 1) se vérifie par calcul
direct, en utilisant par exemples les formules en coordonnées complexes de
(2.3) (voir aussi [Ki, pp24-26]).

Plus généralement, I’action naturelle de U, sur les matrices M, y,(C)
sera hamiltonienne avec pour application moment p(A4) = —%AA*.

(4.4) Soit H=C & Cj = R & Ri @& Rj @& Rk 'espace des quaternions.
L’action du groupe S = SU; des quaternions unitaires sur H par multipli-
cation est hamiltonienne. Identifions suj & R comme en (2.10) et R® aux
quaternions purs R: @ Rj @ Rk. L’application moment est

1

M®=§Wq



L’application ¢ — Getq est "application de Hopf qui envoie la 3-sphére dans
H de rayon r sur la 2-sphere de R? de rayon r2. La structure de Poisson sur
R? est ainsi induite par passage au quotient de la structure symplectique
standard sur H = C?. Pour des application de ce fait, voir [HK].

5 Théoreme de Noether et réduction symplectique

Dans tout ce paragraphe, u : M — G* dénote une application moment pour
une action hamiltonienne effective d’un groupe de Lie connexe (G sur une
variété hamiltonienne M.

(5.1) Soit v € A,. On a dyu(v) = 0 si et seulement si
0 = (P,du(v)) = w(P,v)

pour tout P € G. En d’autres termes, kerd,u N A, est le complément w,-
orthogonal a T,0,, 'espace tangent a 'orbite O, de u. On en déduit que
dim (kerd,p N Ay,) = dim (dyp(A,)). Dans le cas ou M est une variété
symplectique, cela implique

rang d,p = dimQ,

ce qui a les conséquences classiques suivantes :

a) w est un point régulier de p si et seulement si le stabilisateur de u est
un sous-groupe discret de G.

b) si G est abélien, ’action co-adjointe est triviale et, par la condition
27}, p est constante sur les orbites de G. On en déduit que 2dim G' < dim M.
Le cas maximal 2dim G = dim M avec action efliciente joue un role consid-
érable. On dit qu’on a affaire & un systéme complétement intégrable (exis-
tence d’une sous-algébre de Lie de C>°(M) abélienne de dimension 1dim M;
voir [Ar, ch. 10], [Au2, ch. 1]). Si G = T™ est un tore et M est compacte
de dimension 2n, on dit que M est vari€té torique. La théorie de Delzant
permet de reconstruire M a partir du “polytope moment” p(M) ([De], [Au,
ch. VI], [Gu, ch. 1]).

(5.2) Les égalités
df(P) = df(X,p) = —dvp(Xy) = —(P, du(X))

impliquent que f est constante sur chaque orbite de G si et seulement si
du(Xys) = 0. Ceci est une version du théoreme de Noether [MR, 11.4.1].
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(5.3) Supposons que l'action de G sur M soit libre et propre. Le quotient
M = G\M est alors variété différentiable et la projection 7 : M — M
est une submersion (en fait, un fibré G-principal); de méme, p sera une
submersion par (5.1).

Si M est une variété de Poisson, ’action de GG est par morphisme hamil-
toniens (voir (3.3)). La variété M est alors munie d’une unique structure
hamiltonienne f — X telle que 7 soit un morphisme hamiltonien et cette
structure hamiltonienne est de Poisson. La distribution symplectique A de
M satisfait

Zﬂ(u) = (kerd,p N Au)/(TuOu Nkerd,puN Ay).

En effet, par (5.2), f € C*(M) satisfait X; € kerdp si et seulement si
f = fom pour f € C®(M).

Si maintenant M est symplectique, on aura
Zw(u) =kerdyu/T, 0, Nkerdypu = (dyp)™* (T#(U)OZ(U))/TuOu

ol OZ(U) est l'orbite co-adjointe en p(u). Les feuilles symplectiques de M

seront donc les images réciproques des points par I'application 7 : M —
G\G*. En d’autres termes, la feuille symplectique Fy(,) en m(u) est le quo-
tient par l'action de G de ,u_l((’)z(u)). On obtient ainsi une famille de
variétés symplectiques parpmétrisée par les orbites co-adjointes de G, im-
mergées dans (et feuilletant) M; ces variétés sont dites obtenues de M par
réduction sympleclique pour 'action de G.

(5.4) Voici deux exemples de réductions symplectiques. Considérons
I’action diagonale de S! sur C™. Son application moment j est

_ 1 &
Bzt .oy 2m) = -5 Z ”22”2
1=1

dont I'image est R<g et I’ensemble des valeurs régulieres R<q. Pour r > 0,
la variété réduite P, := S'\a~!(—r) est difféfomorphe & 'espace projectif
CP™ 1. L’action naturelle de U,, sur C™ commute avec celle de S! et
préserve ji(—r). Elle induit donc une action sur F,; cette action est hamil-
tonienne avec application moment p induite de l'application p de (4.3).
Comme l’action de U, sur P, est transitive, I'application g est un plonge-
ment U,,-équivariant de P, sur une orbite co-adjointe [Gu, Theorem 1.2];
il s’agit de D'orbite co-adjointe formée des matrices de H,, dont une valeur
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propre est —r et toutes les autres zero. Si I'on restreint ’action de U, sur
P, au tore maximal des matrices diagonales, ’application moment est

plle - znd) = = sl o)

dont l'image, le polytope moment, est le simplexe {({1,...,t,) € R™ |
Yomit; = —r et t; < 0}. On a affaire a une action efficiente d’un tore de
dimension m — 1 sur une variété de dimension 2(m — 1). C’est donc un cas
de variété torique et les variétés symplectiques réduites sont des points.
Pour le second exemple, on prend I’action de U, sur les matrices M, ,(C)
donnée par AQ = (QA*. Elle est hamiltonienne avec application moment
1

(@) = —5Q*Q. Pour r > 0, on regarde la variété symplectique I', réduite

en ’orbite co-adjointe formée de la matrice diagonale —r - I. La variété
[, := i~ (=r-I) estl’ensemble des matrices dont les vecteurs colonnes sont
mutuellement orthogonaux et de norme /r. La variété I, est donc difféo-
morphe a la variété de Stiefel des g-repéres dans C™ et son quotient I, est
difféomorphe a la grassmannienne complexe des ¢ — plans dans C™.

Comme précédemment, ’action naturelle de U,, sur C™ induit une ac-
tion sur ', qui est hamiltonienne avec application moment p induite de
lapplication g de (4.3). Cette action induite est transitive et g est un
plongement U, -équivariant de P. sur 'orbite co-adjointe formée des matri-
ces de H,, de rang ¢ dont les valeurs propres sont égales & —r ou zero.

Pour I’action restreinte au tore maximal des matrices diagonales, I’application
moment est

p(@) = 5 (16 @I, 16 (@)

ou £;(Q)) est le i-eme vecteur ligne de (). Le polytope moment est I’hyper-
simplexe {(t1,...,tm) € R™ | Y it t; = —gr et —r <t; < 0}. Dans le cas
g = 2, les variétés symplectiques réduites de cette action sont des espace de
configurations de polygones [HK].

Ces deux exemples illustrent encore une fois le théoreme de convexité
d’Atiyah et Guillemin-Sternberg.
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