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Introduction

Le but de ce travail est d'introduire quelques
techniques nouvelles pour 1l'étude des spheres d'homologie
entidre, c'est-a-dire des variétés = de dimension n telles
que H,(Z) = H*(Sn), ot S désigne la sphére standard et

H, 1'homologie singuliére & coefficients entiers.

Lorsque l'homologie est & coefficients autres que Z,
les tentatives actuelles de classification des sphéres d'homo-
logie correspondantes (cf. par ex.[1]) s'appuient sur une
généralisation de la construction de Kervaire-Milnor du
groupe des sphdres d'homotopie différentiables ([15]) : on

regarde deux sphéres d'homologie Z? et Zg comme équivalentes

s'il existe un cobordisme Wn+1 entre Zl et 22 tel que les
inclusions de chaque Zi dans W induisent un isomorphisme
sur les groupes d'homologie dans les coefficients considérés.

La loi de composition est la somme connexe des variétés.

Avec des spheres d'homologie entiére , en dehors du
cas de dimension 3 que nous n'envisagerons pas, cette pratique
n'est pas trés intéressante. En effet, les groupes ainsi obtenus
sont banals dans le cas semi-lindaire et isomorphe au groupe en
de Kervaire-Milnor dans le cas lisse. La raison en est que
toute PL-sphére d'homologie entieére 5% (n £ 3) est le bord
d'une variété contractile et que en opére simplement transi-
tivement sur 1'ensemble des structures différentiables d'une

PL-sphdre d'homologie donnée (cf. [13]).

Notre point de vue est de restreindre la relation
d'équivalence décrite ci-dessus, en demandant principalement

que les inclusions de Zi dans W induisent aussi un isomorphilsme



ne considérer simultandment que des varidtés dont le groupe
fondamental egt préalablement fixé, La construction ad'un
analogue de la somme connexe pour de telsg Objets constitue

la premiére partie de ce travail.

Parmi 1les diverses variantes possibles d'une telle
construction, nous avons choisi d'en étudier deux qui nous
semblent présenter un intérét particulier. Ig premiére est
attrayante d'un point de vue conceptuel, par sa généralité
et son aspect fonctoriel (groupes Cn' chap. 2). La seconde
est plus particuliére mais donne des groupes dont 1s

détermination paralt moins difficile (groupes [,s» chap. 3)

Au chapitre 4, les groupes I, sont insérés dans une
sulte exacte longue dans laquelle apparaissent le groupe de
Whitehead de 7 (m désigne 1le groupe fondamental des sphéres
d 'homologie considérdes) et certains groupes d'automorphismes
de spheres d'homologie. La suite exacte de Rothenberg [24]
reliant les groupes de Wall Ln(w) et Lg(w) s'envoie dans cette

Suite exacte,

Au chapitre 5, on utilise ces sultes exactes pour
Prouver qu'une infinités de groupes Pn sont non-nuls,
Ceci implique le phénomene géométrique suivant :, 11 existe des
Spheéres d 'homologie de dimension n(n>7) qui ne peuvent pas
8tre obtenue par la construction standard de M.H.A. Newmann
(ef. [22]). Rappelons que ce procedé, le seul conny Jusqu'ici
bour fabriquer des Spheres d 'homologie de grande dimension,
consiste 3 plonger un polyeédre acyclique de dimension <[n+1/2]

dans 1'espace euclidien Rn+1 et de prendre le bord d'un voisi-

nage régulier de 1l'image (ef. chap. 3).



celles syr gP ([13] ¢n, 3). La classification topologique
quant & elle se ramene & 1g classification combinatoire
buisque toute Sphére d'homologie entiére topologique de

dimension p # b admet une unique structure Semi-lindaire

([16] th, 1 et 2).

L'annonce d'une bartie deg résultatg démontrég

ici a rait l'objet d'une note aux compteg Rendus ge 1'Académie

tions dy § 5.3, Enfin, que le DProfesseur Cl. Weber, directeur
de cette theése, Veuille bien trouver iei l'expression de ma
Plus brofonde gratitude bour le soutien s les conseils et

les €nseignementsg qu'il m'g constamment DProdigués tout au

long de l’élaboration de ce travail,
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Chapitre 1 -

Epaississements ,de polyedres acycliques

Soit Kk un polyedre de dimension k. Rappelons

la définition suivante ([p9)])

Définition

Un épaississement de dimension n de K est une
équivalence d'homotopie simple e : K —» T® ol T est une
PL-variété compacte, & bord et orientée, telle que 1'in-
clusion de Bd T dans T® induise un isomorphisme sur les

groupes fondamentaux.

Nous considérerons toujours des épaississements
pour lesquels n 2 2k + 2 ; e est alors homotope & un plon-

gement, unique & isotopie preés.

Théoréme 1.1

Soit Kk un polyedre acyclique et soient e, @ K -oT?
(1=1,2) deux épaississements de K. Alors, si n>2k+2 > 5, 11
exliste un PL-homeomorphisme h : Ty -»T2 préservant l'orientatlion
avec h , e, homotope & es. De plus, deux tels homeomorphismes

seront toujours reliés par une PL-concordance.

Ce résultat peut se déduire de thdordme généraux sur
les épaississements ([29 prop. 5 pour 1'existence de h et [7]
th. 2.7 pour son unicité), Cependant, nous en donnerons ici

une démonstration directe.



Démonstration

Le bord de Ti est une sphére d'homologie de
dimension 2 4, Par [13], Bd Ti est le bord d'une variété
contractile. En collant cette derniére a Ti on obtient
une variété PL-homeomorphe & la sphére s” (conjecture de
Poincaré,[26]). On vourra ainsi considérer e, comme un
plongement semi-linéaire de K dans s? et Ti comme un voisi-
nage régulier de ei(K) dans S". e, et e, devenant isotopes

n &N 13 e N r'd 3 . e
dans S, la premiere partie du théoréeme découle de 1l'unicité

des voisinages réguliers.

Pour montrer 1'assertion d'unicité, il suffit main-
tenant de voir qu'un PL-automorphisme h : T, (ou e : K = Tn)
est un épalssissement), préservant l'orientation et tel que

h ¢ e soit homotope & e est concordant & 1'identité. Par

position générale, on peut supposer gque hee = e.

Plongeons T dans S" comme précédemment ; on remarque
([11] lemme 2.1.1) que h s'étend en un PL-automorphisme & de S".
Comme h préservera l'orientation, on trouvera une isotopie

H: 8™ I » 8™ I avec H(x,0) = (x,0) et H(x,1) = (h(x),1).

H|e(K) x I est homotope & id|e(K) x I relativement
4 e(K) x {0,1}. A nouveau par position générale et relévement

des isotopies ([9] p.148)on peut remplacer H par une concordance

H: P x1 4 s I telle que :
Hs" (0,1} =B et
Hle(k) x I id



H(T"x I) et T°xI sont maintenant deux voisinages
réguliers, dans S%x I, de e(K) x T U T {0,1}, modulo
BAT" x {0,1}. Les théordmes d'unicité des voisinages réguliers
relatifs de [10] nous permettent d'amener H(T"x I) sur ™x I
par une isotople ambiante fixe sur T x {0,1}. On obtient ainsi

la concordance désirée entre h et 1'identité.

Corollaire 1.2

Soit e : Kk - T™ un épaississement d'un polye&dre

acyclique K et soit c? une variété compacte contractile. Alors
si n+g=22k+ 2, Tnx cq est PL-homeomorphe a ™ x p4 (ou p4

désigne le disque standard de dimension q).

Démonstration

Gréce au théoréme 1.1, 11 suffit de démontrer que la
e
composition £ : K - T % {pt} ——— ™% ¢c9 est un épaississement,
On se persuade que f est une équivalence d'homotopie simple &

l'aide du diagramme suivant
h

™y, 1y 09 p° =, oty p 92

an

K —S— 1% {pt}

L'homeomorphisme h s'obtient en remarquant que
c? x D2 est une variété contractile de bord simplement
connexe; elle est donc homeomorphe & pdte par le théoréme
du h-cobordisme. Le fait que 1'inclusion de Bd(Tn><CIq)
dans T" x ¢4 induit un isomorphisme sur les groupes fonda-

mentaux se vérifie & 1'aide du th. de Van-Kampen.
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Modéles pour les épaississements de polyédres acycliques :

Soit Kk un polyeédre acyclique de dimension k. Par

[31]th. 1, il existe un plongement semi-linéaire

2k

Choisissons une fois pour toutes un voisinage régulier
de e(K) dans 5ok que nous noterons Egk(K).

Pour n > 2k, nous définirons par récurrence

1 otz
(K) comme une sous-varidté

1

On considérera toujours g™
de BAE"(K) en 1l'identifiant & E' (K) x {-1}. Via cette
convention, nous avons pour tout n >2 k un plongement semi-

lindaire e : K » BAE™(K).

Notons que le type d'homeomorphie semi-linéaire de En(K)

ne dépend pas du choix de EQK(K) lorsque n>2k+ 2. (en fait

n 2 2k + 1, mais nous n'utiliserons pas ce résultat).

Lemme 1.,% :

Le PL-homeomorphisme h du théorsme 1.1 peut aussi 8tre

choisi renversant l'orientation.



0

Démonstration H

I1 suffit de démontrer qu'il existe un PL-automorphisme

n .
€ de E(K) qui renverse l'orientation. Comme ENK) = En_l(K)x[-l,l]
lorsque nz2k+ 1, on pourra définir un tel ¢ par

G(X:t) = (X,-‘t).

Le résultat technique suivant nous sera utile au § 2.0

Lemme 1.4

Soit Kk un polyédre acyclique et vh une PL-varidté
compacte, avec nz22k+ 2, Soit f - KxI 5 V un PL-plongement avec
f'l(de) = K x {0,1} et soient Ny et N, deux voisinages réguliers
disjdints dans BdV de f(K x {0)}) et f(K x {1}) respectivement. On

Suppose de plus, que f est une équivalence d 'homotopie simple
et que 1'inclusion de B4V dans V induit un isomorphisme sur

les groupes fondamentaux., Alors, il existe un PL-homeomorphisme :

F: (k) x [-1,1] o v

tel que
) F(E X (1)) =Ny, Fee (2) = £(z,0)
2) F(E™1x [ 13) - N, , Fee (z) = f(z,1)

Démonstration

Par le théoreéme 1.1, 11 existe un PL-homéomorphisme
ht BNK) x [-1,1] 4V avec h(e(2),0) = £(z,%). n(e(K)x{-1})  Bav
et hoe est homotope a f K x {0} dans V. Par position générale,
des deux derniers Plongements sont isotopes dans BdV. Par ex-
tension des isotopies, on peut trouver un PL-homéomorphisme

h' : En'l(K) x [-1,1) 4V tel que h'e e (z) = £(z,0).



Chapitre 2

Les groupes Cn(K)

2.1, K-variédtés

Définition

Soit Kk un polyeédre acyclique. Une K-variété de

dimension n est un coupie (Mn,f) ou M est une PL-variété close

orientée de dimension n et £ : K - M est une application continue

induisant un lsomorphisme sur les groupes fondamentaux.

Deux K-variétés de dimension n (M;,f;) et (Mg’fg)

seront dites K-cobordantes s'il existe une PL-variété compacte
n+1

orientée W réalisant les conditlons suivantes :

e

1) Baw My + (-M ) (o1 -M désigne la variété M avec

2/
1'orientation opposée).

2) les inclusions v f MW (i = 1,2) induisent des isomorphismes

sur l'homologie et sur les groupes fondamentaux.

%) vy o Ty est homotope & v, ° I,

Le K-cobordisme est une relation d'équivalence ;

L'ensemble des classes d'dquivalences de K-variétés de dimension n

sera noté}?n(K).

Le lecteur aura remarqué que, si wl(K) = 1, K est
alors contractile etggn(K) s'identifie & l'ensemble des classes

de h-cobordisme de PL-variétés simplement connexes de dimers ion n.
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Théoreme 2.1 .1

Soit M” une PL-variété close orientde avec Hi(M) =0
pour 1 < i < g. Alors, pour tout entier k avec 3<k < g, il
exlste un polyddre acyclique K de dimension k et une application
f : K - Mqui est une équivalence d'homotopie sur les (k-1)-sque-

lettes. En particulier (M,f) est une K-varidté.

Démonstration

Soit k un entlier satisfaisant 3<k<q. Nous noterons

Mk le k-squelette d'une triangulation de M. Considérons les

sultes exactes d'homotopie et d'homologie de la paire (Mk,Mk'l)

'rrk(M'K, Mk—l) ———a—ﬂ——> 'rrk_l(Mk-l) —d 'rrk_l(M'k')

e 1

B, M) 2 g ) ————m (F) -0

Seit a4,....0_ une base de H (Mk'l) qul est abélien libre.

1 n = 1l
Comme ah et f sont surjectives, on peut choilsir
ByseneesBy € Mo (Mk, Mk'l) tels que ah° p(Bi) = a; pour tout 1.
Soit K un polyedre obtenu en attachant n cellules de dimension
k a Mk'1 4 l'aide de représentants des classes o7 (51).
On vérifie aisément que K est acyclique. Comme j(aﬂ(ﬁi)) = 0,

k-1

1'inclusion M —> M s'étend en une application f : K —s M

qui jouit des propriétés annoncées.



2.2. K— somme connexe - 13 -

Rappelons que K est un poly&dre acyclique de dimen-
sion k. 8i n2>2k+ 2, nous allons munir ;;(K) d'une loi de

composition, se confondant avec la somme connexe lorsque K

est un point et qui fera de ;%(K) un semi-groupe abélien.

Pour cela, solent (Ml’fi) et (Mg’fg) deux K-variétds
de dimension n. Comme n > 2k + 2, fi est homotope & un plongement
?i t: K —— M, (1 = 1,2). D'autre part, un voisinage régulier
quelconque v, de Ti(K) dans M; est PL-homéomorphe & En(K) par le

théoréme 1.1 (voir chi pour les définitions de En(K)).

On choisit

1) deux plongements'?i t K - M homotopes & £, 3

2) deux PL-plongements hi : En(K) > M, ,

il
1'un préservant et 1'autre renversant

l'orientation et tels que hiee = ?i

et on forme la Pl-variété close M de la msnldre

sulvante

M= (M, - int(Im hy)] + [M, - int (Im h,)] (hy (x) % n(x))

(x ¢ BAE™(K))
On munit M de l'orientation et de la structure seni-
linéaire compatibles avec celles de M1 et M2. On a les inclusions
wy ¢ [M; - int(Im hy )] - M,

Lemme 2.2.1

Avec les notations ciidessus, les inclusiors ™ (i=1,2)
induisent les isomorphismes :

wl(Mi) ——EE——» wl(M)

~ o ~
Ho(My) ©H (My) — H.(M) 0 < r<n1,
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Ce résultat découle immédiatement du théoréme de
Seifert et Van Kampen et de la suite de Mayer-Vietoris.

Pour obtenir une K-variété & 1l'aide de M, on

définit f : K - M de la manidre suivante

f=p.1.hloe =}J.2°h2oe

(pour la définition de e : K - E"(K), voirch.1),

I1 est clair que f induit un isomorphisme sur les

groupes fondamentaux. (M,f) est donc une K-variété.

Proposition 2.2.2

La classe de K-cobordisme de la K-variété (M,f)

ainsi construite ne dépend que des classes de K-cobordisme de
(Ml,fl) et (M2,f2).

Ce résultat nous permet de munir;gn(K) d'une loi de
composition que nous appelerons K-somme-connexe. Nous la noterons

4*k, ou simplement:ﬁ:lorsqu'aucune confusion n'est possible.

Démonstration de 2.2.°

&) Indépendance du choix de fy et h; (i = 1,2) :

Soient ?i et hi d'autre choix vérifiants les conditions

1) et 2) ci-dessus, et appelons v, (resp. Vi) 1'image de E"(K)

1
par hi (resp. hi)‘

riété (M',f').

On construit donc avec fi et hi une K-va-

Comme Ti et Ti sont homotopes & £;» la condition
n 2 2k+2 implique que ?1 et ?i sont isotopes. Par extension

des isotopies et unicité des voisinages réguliers, on trouvera

une isotopie ambiante Gi : Mix I Mi X I telle que :
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Gi(x,o) = (x,0) pour tout x e My

Gi(V1 x {1}) = Vi x {1} et

Gﬂ?ﬂle):(?i(le)pmu tout 2z ¢ K.

Soit g, : E’(XK) x I » M, x I 1l'application semi-

1
lindaire injective définie par :

gi(zﬁt) - Gi<hi(Z),t)

Le PL-automorphisme de E"(K) x {1} défini par
(z,1) - g11 (hi(z),l) préserve e(K) x {1} point par point.

Par le théoréme 1.1 i1 existera une concordance pi:En(K)x I~ En(K)xI

avec
py(x,0) = (x,0) et p;(x,1) = g} (nf(x),1).
L'application semi-linéaire inJjective Hy 2 EP(K) xI - M, xI
définie par Hy = 84¢ pny vérifie les conditions sulvantes :
K, (z,0) = (n,(2),0), K (2,1) = (n](2),1)
°t H(Myx (0,1)) = E*(K) x {o,1).

1

Formons la variété compacte W semi-lindaire par @

W o= ‘1=,_17]2‘{M1XI" int (Hi(En(K) x ] 0,1 [):)}

{H,(2,t) = Hy(z,%)}
(z e BAE™(K), teI)

W constitue un cobordisme entre M et M', Par Van-Kampen
et suite de Mayer-Vietoris on démontre que les inclusions
de M et M' dans W indulsent des isomorphismes sur les groupes
fondamentaux et sur 1l'homologie. Par position générale, on vé-

rifie que f et f' sont homotopes dans W. (M,f) et (M',f') sont

ainsi K-cobordantes,
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b) Indépendance du choix de (M,,f,) (i = 1,2) dans leur
classe de K-cobordisme 1

TR e e s e e — — —— i —— - —— —————— — —

Soit W, un K-cobordisme entre (Mi,fi) et (M',f:{). On

suppose tout de suite que f, et fi sont des plongements ho-

i

motopes dans W,. Par position générale ([3], lemme L4.8) on

i

trouvera un plongement ny ¢ K x I —.Wi satisfaisant & :

nil(Mi) =K x {o} , ngl(Mi) =K x {1}

nglK x {o} = £, et ny 1K x {1} = £

Soit V, un voisinage régulier de ny (K x I) dans Wy

rencontrant le bord réguliérement. En utilisant le lemme 1.4
on trouvera une application semi-lindaire inJjective

ﬁi : E'(K) x [-1,1] » W, ayant les propriétés voulues pour

i
construire, comme précédemment, un K-cobordisme W entre M et

M' 4 1'alde de W, et W,,

1 2

Lemme 2.,2.3%

La loi - définie sur Qn(K) est associative.

Démonstration

Solent E , E et E, trois copies de En"l(K) x [-1,1] ;
a c
en notant (z,t)a les points de E/ (notation analogue pour b et c),
formons 1l'espace Q suivant :
a=glg UE
{(Z:“’l)a . (Zs“l)b = (Z:'l)c}
(z « B4 (k)

Nous noterons P, ¢ Ea - Q l'application naturelle

(notation analogue pour b et c)et w : K «Q sera défini par

(&)=paoe =p-boe =pcoe
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Soient (Mi’fi) (1 =1,2,3) trois K-variétés de

dimension n. On choisit trois plongement s o, de la manidre

suivante :
oy pb(Eb) U pc(Ec) — M,
a, : pa(Ea) U pc(E%) — M,

Pa(E) U p(R) — i

\NQ

tels que G4 o ® soit homotope & £, (1 =1,2,3)

Formons 1'espace M de 1a fagon suivante :

M = MI¢LM21LN5

'al(z) a2(z), zepc(Ec) ?

02(2) = GB(Z), pra;(Ea)
a;(z), ze pb(Eb)_//

0z (z)

Nous avons un Plongement ¢ : O o, M induit par les
. Soit M = M = int [a(Q)]. M est alors une PL-variété compacte.
On possade un Plongement f : K o M construit & l'aide de 1'un
des a; et dont la classe d'isotople est indépendante de 1. (M, £)
est ainsi une K-variété de dimension n. Nous allons l'identifier

Successivement avec

(12293 [ (Mp 25) # (05, 25)] et LMy, 21) #e(Mp, £5) ] H (05, 7).

Identification avec (Ml,fl)-ﬁ=[(M2,f2){+(M3,f3)] :

On construit (Me,fz)ZHT(MB,fB) en choisissant
h2 =@ o p, et h3 = O3z o Py« L'application de K dans M21#’M3

est donnée par @ o p, (L =2 ou 3).

a
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Soit vy ¢ [-1,1] » [-1,1] 1l'application définie par :

v(t) = 2 |t| -1. On construit (Ml,fl)#[(Mg,fe)ﬁZ(MB,fB)] en

choisissant h : (k) x [-1,1] - M, et

h : En"l(K) x [-1,1] "ME:FFK M3 de la meniére suivante :

oy o pb(z,y(t)) si t >0
hl(z,t) =

%y o pc(z,y(t)) si t <0

Oy o pb(z, v(t)) si t 30
h{z,t) = G o p.(z, v(t)) si t<0

ol dans la définition de h(z,t), les points de M;= 1nt[h1(En(K))],
(1 = 2,3) sont identifiés avec leur image dans M21FK M3' Avec cette
construction, on obtient un représentant de la classe de K-cobor-
disme de (Ml,fl)ﬁf[(Mg,fg)f*(MB,fB)] qul est naturellement PL-
noméomorphe & M (un dessin aidera fortement le lecteur & en €tre

convaincu).

Identification avec [(Mi,fl)#(MQ,fz)]#:(My%) :

On procede de maniere analogue au cas précédent avec,

pour construire (Ml,fl)##TMe,fE) :

n
h, = a, « P, : E (K) — M,

et, pour construire [(Ml,fl)##(Me,fe)]1#1M3:f3) :

-1
hy E® x [-1,1] —— My défini par :



Oy pb(z,—y(t)) si t< o

h}(zst) =

Oy pa(z,y(t)) sl t2o
et h : E K) x [-1,1] 5 Ml'#hK M, par

f ay Py (z, vy(t)) si t <O

h(z,t) =
’ L a, Py (z, y(t)) st t20

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 2,2.4

La classe de K-cobordisme de

(Ba(E (k) x [-1,1]), e )

constitue 1'élément neutre dans ﬁn(K),pour la K-somme connexe.

En résumé, et comme la K-somme connexe est commu-
tative (la construction est symétrique en chaque argument), nous

avons démontré le théoréme suivant :

Théordme 2.2.5

La K-somme connexe définit sur j:n(K) une structure

de semi-groupe abélien pour n 2 2dimK + 2,

Proposition 2.2.6

" Soit k¥

un pol¥sdre acyclique et n =2 2k + 2. Une
K-varidété (M?,f) représente 1'élément neutre de f.’n(K) si et
seulement s1 M est le bord d'un épaississement d'un polyeédre
acyclique quelconque (i.e. M = BdV, V acyclique et nl(M) - my (V)

est un isomorphisme).
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Démonstration

T - — o

Solt W un K-cobordisme entre (M, f) et (BdEn+1(K),e ).

La variété formée en collant W & E" (k) 1e long de BdEn+1(K)

est un épaississement d'un complexe acyclique et son bord est M,

Réciproquement, solt An+1 un épalssissement d'un
complexe acyclique avec BdA = M, Soit fy * KoM (teI) une ho-
motople avec fo = et f1 un plongement PL.

Construisons un col semi-lindaire ¢ : M x T - A de

M dans A ; 1'application 8 : K XI5 A définie par :

g(z,t) = c(£,(z),t)
est telle que g|K x {1} est un pPlongement PL. Soit W = A - intVv
ou V est un voisinage régulier de g (K x {1}) dans A dis joint de M.
(V est donc PL-homéomorphe a En+1(K) par le théoréme 1,1),
W est un K-cobordisme. En effet, les conditions sur l'orien-
tation, 1'homologie et les groupes fondamentaux sont faciles
& vérifier. Quant & f et e, étant homotopes dans A, i1 1e

sont par position générale dans W,
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2.3 Les groupes Cn(K)

Définition

Une n-sphere d'homologie % est une variété compacte

n
= H,(s").
Soit Kk un polyedre acyclique.

de dimension n avec H;(Zn)

Théoréme 2.3.1

La classe de K-cobordisme de la K-variété (MT,f) est
inversible dans 'gn(K) si et seulement si M" est une n-sphdre

d'homologie. (n3>2k + 2).

Démonstration

BAE"(K) est une n-sphére d'homologie ; pour que (M%,f)
soit inversible dans;?%‘K), M” doit donc &tre une n-sphére d'ho-
mologie & cause du lemmeé 2,2, 71.

Réciproquement, supposons que M soit une n-sphére d'homo-
logie. Nous allons montrer que (-M,f) est un inverse de (M,f) pour
la K-somme connexe (ou -M désigne la variété M munie de 1l'orien-
tation opposée). Soit V un voisinage régulier de fn(K) dans M
(on suppose que f est un PL-plongement). Soit AP= M - intVv, La
variété M{#K(-M) est PL-homéomorphe & Bd(A™x I). Il est clair que
A"X I est acyclique. Si 1'on démontre que 1l'inclusion
iz Bd(Anx I)C—bAnx I induit un isomorphisme sur les groupes

fondamentaux, le théoréme découlera alors de la proposition 2.2.6

La théoreme de Seifert et Van-Kampen nous assure de
l'existence des isomorphismes non triviaux indiqués dans le
diagramme suivant, ol toutes les fldches sont induites par les in-

clusion :



m, (BdA™) = » my (Bd(Ax 1))
V= ‘1,
I~
ﬂl(An) > My (An x I)

d'oh 1l'on tire que i1, est un isomorphisme,

Nous avons donc démontré que l'ensemble des classes

o]

de K-cobordisme de K-variétés qui sont des n-sphéres d'homologle
forment, pour la K-somme connexe, un groupe abélien. Nous

noterons ce groupe Cn(K).

La proposition 2,25 nous apprend que Cn(K) = 0 8l et
seulement sl toute n-sphére d'homologie qui est une K-variété est

le bord d'un épalssissement d'un polyédre acyclique.
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o 4-Description fonctorielle de Cn

Soit m un groupe de présentation finie. Nous allons
considérer la catégorie As(ﬂ) dont les objets sont les polyeédres
acycliques de dimension < s de groupe fondamental isomorphe & 7
et dont les morphismes sont les applications continues induisant

un isomorphisme sur les groupes fondamentaux.

Lemme 2.4.1 (cf, M. Kervaire [13]).

Aj(ﬁ) est une catégorie non-vide si et suelement si
Hl(w) = Hz(w) = 0 (ou H,(mw) désigne ;'homologie du groupe 7 &
coefficients dans le m-module trivial Z).

AQ(W) est une catégorie non-vide si et seulement si
Hl(ﬂ) = 0 et m admet une présentation avec nombre égal de

générateurs et de relations.

Démonstration

——— . ————————

Si K est acyclique et 7 = m(K), on a :

Hl(ﬂ) = H

(K) = 0
et H2(1r). : HQ(K%(TT2(K)) =0 » (*)

ou h est 1'homomorphisme d'Hurewicz. La relation (*) est le
théordme de Hopf [8].

Réciproquement, soit K° un polyddre avec ﬂl(Ke) = .
Le théordme de Hopf que l'on vient d'évoquer nous permet Justement
d'attacher des 3-cellules & K2 pour obtenip un polyeédre acyclique.
La démonstration de l'assertion sur Ag(w) est laissée au lecteur

(on utilise 1'équivalence entre une présentation de 7 et un

2-complexe de groupe fondamental ),
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Théordme 2.4.2

Soit K e Ob(As('rr)), s23%. Soit n un entier, n > 2s+2.
La correspondance K - Cn(K) permet de définir un foncteur contra-
variant de AS (w) & valeur dans la catégorie des groupes abéliens
et des homomorphlismes injectifs.

Démonstration

——————

La définition du foncteur sur les morphismes est
la suivante : soit a : L — K un morphisme de A_(m). A(M,f) ¢ c,(K),
on fait correspondre (M,f.a) € Ch (L). I1 est clair que cette
construction donne une application bien définie de Cn(K) dans

C

n(L). Nous allons vérifier que c'est un homomorphisme.

Soient (M;,f;) et (M,,f,)er (K) et
Il faut vérifier que :

(M,foa) = (My,f; o a)qH:L (Mys 0 o)

Soit g : En(L)‘q Int (E°(K)) le plongement induit

par e o o : L -»En(K). Formons les sphéres d'homologie ¢
W= (M,f . a)HL (-MLE .a) (1= 1,2)

On peut identifier Wi avec le bord de A? x I, ou

A, =My - int [hi o g(EM(L))] (hi : EN(K) - M; est le plongement
utilisé pour construire (Ml,fl)fFK (M2,f2)); On choisira cette

identification de maniére & ce que Aix {0} corresponde a -M,. On

iI
a un plongement
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B, : [EM(X) - int g (E™(L))] = W

construit &4 l'aide de hi'

i (i = 1’2)

Soit S la variété a bord construite de la maniere
sulvante :
s =(a,; x )L, x 1)
fﬁi(x) 2 Hy(x) |

x ¢ B(K) - int g (E(L)) .

Il est aisé de voir que S constitue un L-cobordisme

entre (M,f. a) et (M,f, o a) #L (M, £, o a).

Le fait que cet homomorphisme est toujours injectif

découle de la prop. 2.2.6

Remarque : Comme (M,f) et (M,f') sont K-cobordantes si f et f'
sont homotopes, deux applications homotopes ca,a' : L - K induiront

le méme homomorphisme entre Cn(K) et Cn(L).

Corollaire 2.4.3%

Soit B ¢ K =» L une domination (i.e. il existe v : L = K
tel que B o ¥ = idL} Alors p induit un isomorphisme entre Cn(L)
et(!n(K) et y induit un isomorphisme entreCn(K) etCrJL) (K et

L comme précédemment. )

Ce résultat découle immédia tement de ce qui précéde et

du théorsme o L4 o



Chapitre 3

Les groupes Tn(K)

m [} Ve v
3.1 K -variétés

Soit K un polyeédre que nous supposerons tout de
suite acyclique, et soit (M,f) une K-variété.
Soit F En(K) - M un plongement semi-linéaire tel que Fee
soit homotope & f. Posons A" = M - intF(En(K)) et u : K » A"

l'application définie par

L = 1loHoee

ol i est 1'inclusion de Bd(F (E"(K)) ) dans A",

1

Remarquons que si (M,f) = (BAE" ~(K),e), H est alors une

équivalence d'homotopie simple. Nous allons nous intéresser

1

4 des K-variétés "ressemblant" & (BdEn+ (K),e), et ceci en

posant la définition suivante

7’ . . o @ . 7 , . Ve ’,
Définition : Une K -variété de dimension n est une K-varieté

(M™,f) telle que l'application H définie ci-dessus soit une

équivalence d'homotopie,

Remarquons que M est obligatoirement une sphére d'homologie

puisque K est acyclique.

Le fait d'@tre une K -variété n'est pas un invariant de la
classe de K-cobordisme. C'est pourquoi nous allons restrein-

dre notre relation d'équivalence de la maniere suivante :
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Définition : Deux K*-variétés seront réputées K™-cobordantes

Ss'il existe un K-cobordisme entre elles qui soit un h-cobordisme.

L'ensemble des classes de Kaicobordisme de Kalvariétés de

dimension n sera noté r, (x).

Proposition %.1.1

La K-somme connexe de deux K“Lvariétés est encore
00' e 24+ [e] .
une K -variété dont 1sa classe de K -cobordisme ne dépend que

des classes de K“Lcobordisme des deux préceédentes,

Démonstration

Il n'y a qu'd reprendre 11 démonstration de 1a
proposition 2.2.2 et centréler que tout 1'argument peut

@ . s 7
se faire avec le nouveau concept de K -varieté,

La K-somme connexe munit donc P:(K) d'une structure de semi-
groupe abélien. En suivant le schéma du chapitre 2, nous allons

montrer qu'il sagit d'un groupe abdlien,

Proposition %.1.2

Une K®-variété (Mn,f) représente 1'élément neutre
de Fn(K) si et seulement si M est le bord d'une variétéd
semi-lindaire Wi+l telle que si v : M » W dénote l'inelusion

naturelle, alors vef soit une é€quivalence d'homotopie.

D'autres caractérisations de 1'élément neutre de

Pn(K) seront donnée au paragraphe suivant,

Démonstration

I1 suffit de reprendre 1l'argument de 1s démonstration
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de la proposition 2.2.6. De méme, 1le ralsonnement de 1l1a
démonstration du théoréme 2,31 s'applique pour obtenir le

résultat suivant

Proposition 3,1,3%

La classe de KaLcobordisme de (-M,f) constitue un

inverse de (M,f) pour 1a K-somme connexe dans Fn(K).

En résumé, Fn(K) est muni par 1la K-somme connexe
d'une structure de groupe abélien. On remarque qu'il existe

un homomorphisme d'oubli

e : Fn(K) _— Cn(K)

5.2 Sphdéres de Newmann :

A notre connaissance, touteg les sphéres d "homologie
de dimension > 5 construites Jusqu'ici dans la littérature
le sont a 1'aide d'un procédé dont 1l'origine remonte a
M.H.A. Newmann ([22]) et que 1'on peut décrire de la manidre
suivante‘: on prend un pélyédre acyclique de dimension k que
1l'on plonge semi—linéairement dans Sn+1, ntl > 2k et n+l > 5
(ce qui est possible par [31] th.1) ; 1e bord d'un voisinage

régulier de l'image dans Sn+1 est une sphre d 'homologie.



Définition

Une sphére d'homologie s™ est appelée "sphare de
Newmann" s'i1 existe un Sous-polyédre acyclique L de Sn+1,
avec 2 dimL<n+l et tel que X solt homeomorphe au bord 4'un

Voisinage régulier de L dans Sn+1.

Nous nous proposons de résoudre le probléme suivant
est-ce que toute Sphéere d 'homologie de dimension >5 est une

sphére de Newmann ©

Remarquons que le groupe fondamental ne donne aucun
renseignement relatif & cette question. En effet, si G est
groupe fondamental d'uyne Sphére d'homologie, 11 est aussi
groupe fondamental d'un polyedre acyclique de dimension < 3
(ef. § 2.%), 11 existera donc des sphéres de Newmann pour

tout n>5 avec T, (Z) £ G (cf. également Kervaire [13]),

En revanche, 1a réponse a ce probléme est dtroite-
ment liée & la non-nullité des groupes T, Si rn(K) = 0, la prop.
5.1.2 impliquera que toute K“-sphere d'homologie s est 1le
bord d'une PL-variétd yit+l de méme type d'homotopie que K.
En outre, par [13] i1 existe une Pl-varidtd contractile Cn+1
avec BdC = 3, v UZ(I est alors PL-homeomorphe 3 1a sphere
standard snt! d'o 1'on conclut que Z est une sphére de

Newmann.

Réciproquement, nous avons le théoreéme suivant
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Théoreéme 3.2.1

Soit ( =7, f) une K®-variété, 2k + 2>n, Supposons
que = est le bord d'une variété Ln+1 ayant le type d'homo-
topie d'un polyddre de dimension i et telle que 1l'inclusion
de £ dans L induise un isomorphisme sur les groupes fondamen-

taux.

Alors, ( z",f) représente 1'élément neutre de Fn(K)

deés que l'une des deux conditions suivantes est réalisée

a) 21 <n

b) L acyclique, wl(K) fini et 21 = n+l

. Nous démontrerons, au chapitre 5, la non-nullité
de certains groupes Fn(K), en particulier si n est impair
et Wl(K) = A, ol A est le groupe binaire de 1l'icosaddre & 120
éléments. Gréce au th. 3.2.1 condition b), on en déduira 1'exis-
tence de sphéres d'homologie qui ne sont pas des spheres de

Newmann.

L'auteur ignore si le th., 3.2.1 condition b) reste
vral avec des groupes fondamentaux infinis. Malgré cette res-
triction, le théoréme est intéressant puisqu on connait de
nombreux groupes finis apparaissant comme groupe fonda-
mental de sphére d'homologie. L'algorithme pour fabriquer
n'importe lequel de ces groupes est le sulvant : soit.P un
groupe fini et parfait (i.e Hl(P) = 0). Considérons son exten-

sion centrale universelle (c.f [14] )
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> H,(P) , P , P 1

P est alors un groupe fini tel que H (']?5)1 = H2(§) = 0
(cf. [14]), ce qul suffit pour qu'il soit groupe fondamental
d'une sph&re d'homologie ( § 2.%). Parmis les exemples les plus

connus, ciltons

= A

I
g
|

n? le groupe alterné. Si P = A5, alors

=a={a,b | a2 = b’ = (ab)2 } le groupe icosaddral binaire

2+ )4

120 éléments bien connu depuis Poincaré.

gy

- P= Sln(F) , n>5 et F est le corps & g éléments, q # 2.
En Alors P = Sln(Fq). En effet, H,(S1(F,)) = O par [21]
th. 9.12, 9.11 et 9.9 et [14] p. 22k,

- Plus généralement, P = En(A) n>5 ou A est un anneau commu-
tatif fini avec élément unité et En(A) désigne le sous-groupe
de Gln(A) formé des matrices élémentaires. Alors P = St(n,~),
le groupe de Steinberg d'ordre n de A (c.f. [14] p. 224 pour
la définition ou 1l'on démontre également que H2(St(n,A)) =0
pour n>5). Le fait que l'extension :

Y
n
0 —- Kerp, — St(n,A) — En(/\)—> 1

est centrale provient de [28] th. 2.7 et [21] lemme 9.7.
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Démonstration de 3,2.1

Désignons Par v : ¥ > L 1'incly-
sion et par p la composition vef'., Grice & 1'hypothése suyr les
groupes fondamentaux, toutes ces applications se releévent

dans les revétements universels, et forment un diagramme

Nous allons montrer que p est une équivalence
d’homotopie; le résultat découlera alors de 1a pProposition

5.1.2, Pour cela, i3 suffira d'établir que
0. H, E . L
0 5 )—»HJ(L)

est un isomorphisme pbour tout j, Ou, ce qui est équivalent,

pour tout j < max(k,i),

1) La condition a) est vérifide

Par position générale, FJ C HJ(E) - HJ(E) est :
= un isomorphisme pour j € n-k-2
= un épimorphisme bour j = n-k-1
Quant 3 vj : HJ(E) - HJ(L) 1l se trouve &tre
= Un isomorphisme bour j € n-i-1

- un épimorphisme bour j = n-ji
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On a toujours n-k-22>k,. si i<k, on a aussi n-i-1>g
et Sj est un isomorphisme pour tout j <k done tout j. si mainte-
nant 1>k, on g Hi(ﬁ) = 0, ce qui entratne que Hi(t) = 0 car EJ
est un épimorphisme bour j<n-i et que n-i >4, Ce point acquis,

il est aisé de déduire qué 5& est un isomorphisme pour tout j,

2) la condition b) est vériride

Par position générale, on déduit que Sﬁ»est un iso-

morphisme pour j<n-i_1 - n-> et est surjectir pour

2
n-1

j:n-i::“.

Comme (Zn,f) est une K“Lvariété, 1'inclusion gde
=h. F(intEn(K) ) dans Pt Jouit des mémes Propriétés de
connexité (o4 F En(K) > Z est un PL-plongement avee Foe

homotope 3 f).

En considérant phtl comme un cobordisme entre

U anses d'indice 1+1

L'inégalitg

k<[£‘§?]= 2 -1, (1)
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des anses d'indice i est égal a celui des anses d'indice
i+1; cette égalité se retrouve dans le revétement universel

puisque ﬂl(L) = ﬂl(K) est fini.

Comme T est de dimension homotopique i, on a Hi+1(f) =0

ce qui implique que 1'homomorphisme :
& : Hi+1(i, ti)-a Hi(ii, L 4)

est injectif (ou is désigne la partie de L formée de la
réunion des anses d'indice < s ). On en déduit que le rang
de Hi(f) est zéro. Comme i est compacte et a le type d'homo-
topie d'un polyddre de dimension 1, Hi(i) doit 8tre abélien

libre et donc Hi(i) - 0.

En résumé, nous avons la situation suivante :
= pj est un isomorphisme pour j< i-2 (position générale).
- P4y_1 est un épimorphisme (position générale) mais
Hi-i(K) = 0 par 1'inégalité (1),
- Hj(ﬁ) = Hj(f) = 0 pour j>1i.

D'ou on déduit que Ej est un isomorphisme pour

tout j.
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CHAPITRE 4

Suites exactes

4.1.- Les groupes An(K)

Soit An(K) le groupe des classes de PL-concordance
de PL-automorphismes de BAE"(K) = Bd(En'l(K) x [-1,1]) qui

sont 1'identité sur :
B = (EY(K) x {-1}) u (BaE™ (k) x [-1,1] )

La lol de composition est bien-entendu la compo-

sition des applications.

Les concordances peuvent &tre supposées égales
4 l'identité au-dessus de B ou non. Ceci revient au méme

en vertu du lemme suivant :

Lemme 4.1.1.-

, 81 deux PL-automorphismes g et h de BdEn(K) qul
sont 1l'identité sur B sont PL-concordants,ils peuvent 1l'€tre

par une PL-concordance qui reste l'identité sur Bx I

Démonstration :

Il suffit de démontrer ce lemme dans le cas ou
g = ldentité., Il existe alors un PlL-automorphisme H de
B 1(K) x [-1,1] = E%(K) tel que HIBAE®(K) = h. Notons

H(x:t) = (Hl(x:t)s HQ(X-Jt) )-
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La PL-concordance

H : Bd(En‘l(K) x [-1,1]) x I _..Bd(En'l(K) x [-1,1]) x I

désirée sera alors donnée par :

H((x,t);s) = -((x,t)5s) si (x,t) B

-1
2 Ho

—((Hl(x,1-2s),1); (x,1-28) + %?) si t =1

Proposition 4.,1.2 :

./\n(K) est un groupe abélien (n > 2k+2).

Démonstration :

Identifions An(K) avec le groupe des classes de
PL-concordance de PL-automorphismes de En'l(K) qul sont
1l'identité sur BdEn'l(K) (1es concordances sont supposées
fixes sur le bord). Comme n > 2k+2, il résulte de nos défini-

tions (cf. chap. 1) que En-l(K) = En_E(K) x [-1,1].

L'idée de la démonstration est de construire des
représeptants de ay et a, e~ (K) ayant des supports disjoints.
La commutativité de An(K) en résultera directement.

Soit h un automorphisme de En'l(K) avec h|BdEn'1(K) = id.
Par unicité des volsinages réguliers, on peut, sans changer

la classe de h dans An(K), supposer que

h(E™2(K)x(-1,0]) = E™2(K)x[-1,0]
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Nous allons tout d'abord construire un PL-automor-
2
(

phisme HO de (E™ K) x [-1,0]) x I de la manidre sui-

vante : on pose tout d'abord :

Ho((x,t); 0) = (h(x,t); 0) pour tout (x,t) e En'Q(K)}<[-1,O]

et Hy((x,t)58) = ((x,t);s)

lorsque X € BdEn'E(K)
ou t -1
ou s =1

ce qui nous définit H, sur un sous-espace

0

Bc (E*2(K) x [-1,0]) x I
Comme la paire :
((E*2(k) x [-1,0]) x I , B)

peut s'identifier & la paire (B x [0,1], B x {0}), on pourra

étendre H, en un PL-automorphisme de (En'z(K) x [-1,0]) x I

0
qui constituera une PL-concordance(mouvante sur-le bord) de

h | B 2(K) x [-1,0] vers 1'identité.

De la méme maniére, on définira un PL-automorphisme

H de En'l(K) x [0,1] par 1'extension de :

B (B2%(k) x [-1,0]) x T = H,

n-1(K)

H(z,0) (z,0) pour tout ze¢E

et H(z,s) = (z,8) si ze BdEn'l(K).
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La construction de H montre que toute classe %y

de An(K) contient un représentant h, tel que

0

h. | En'z(K) x [-1,0] = 1d. D'une manidre analogue, on pourra

0
trouver un représentant h1 d'une classe arbitraire a15/31(K)
tel que hy | En'Q(K) x [0,1] = id. On a alors que

ho °‘h1= hl °P].() d'Ol\.l ao °a1 = al °aol

A tout automorphisme h de BdEn(K) représentant une
classe de An(K) on peut associer une K -sphére d'homologie

(Zn,f) construite de la mani&ére sulvante :

== (E*K) x {-1} u BAE®(K) x [-1,1])11E™(K) x {1}

{

(X,J.) =4 (h(x),l)j
x€BdE"(K) J

f : K— X est la composition :
e n
K——E (K) x {-1} ——— Z

si EM(K) x {-1} u BAE™(K) x [-1,1] et E"(K) x {1}
sont munis de l'orientation induite par leur inclusion dans
En+1(K), s est naturellement orienté puisque h préserve

l'orientation.

Proposition 4.1.3

La correspondance construite cl-dessus définit un

homomorphisme :

e, /\n(K) _— 1"‘n(K).
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Démonstration :

La démonstration du résultat analogue pour les
sphdres d'homotopie différentiables ([19] lemma 4.1) se
transpose aisément dans notre cas. Nous laisserons au lecteur

le soin de cette vérification.

4,2.- Une suite exacte

Soit m un groupe. Le groupe de Whitehead de T,
Wh(nw), est un Z(Zg)-module (ou z, dénote les entiers modulo 2)
par l'involution naturelle w —» W (ef. [20] § 6).
Rappelons que cette involution est définie de la maniére
suivante : Si r =Zn_o Zn(neZ, cem), on pose T = Zno,d-l
L'involution sur Wh(w) est alors induite par l'anti-automor-

phisme de G1(Zm) qui, & chaque matrice (aij) fait correspondre

la matrice (‘aji) .

Les groupes Hn(Zg; Wh(m)) de cohomologie de Z, a
coefficients dans ce Z(Z,)-module seront ijdentifiés & :

(cf. Cartan-Eilenberg, Homological Algebra p 250 )

{weWwn(m) | w=(-1)"% )}

{weWh(m) | w=2x+ (-1)n>'c., X € Wh(m)}
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Théoréme 4.,2.1

Soit K un polyeédre acyclique de dimension k. Pour
tout n>2k+ 2, i1 existe une sulte exacte infinie & gauche

de groupes abéliens et d'homomorphismes
n+1 . fgn : &
— T, 4 (K) == H(2Z,; Wnimy (K))) —L=> A, (K) —— Ty (K) —

p
2, 1™ (zhsWn(my (X))

La suite du paragraphe est entidrement consacrée

4 la démonstration de ce théoréme.

Démonstration :

L'homomorphisme e, a déja &té défini au§ U.1.

Le premier travail est de définir o et B

Définition de o

Nous allons tout d'abord définir un homomorphisme

t A= {weWh(wl(K)) | w= (-1)"%) ->/\n(K).

Pour cela, soit (Wn+1, EP(K), V") un h-cobordisme de variété

a
n

4 bord de torsion (W,E"(K)) = TeA . La propriété « = (-1)" =
implique que V est un s-cobordisme de variété a bord de base

En'l(K) x {-1}.Remarquons que BdV = BAE"(K). Il existe donc
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un PL-homeomorphisme g : En'l(K) x [-1,1] -V avec
g | B1(K) x (-1} v BAE™ 1 (K) x [-1,1] = 1id. (1)

Par définition, §n(z) sera la classe dans An(K)

de g ' BAE"(K). Ceci est possible en vertu du lemme suivant

Lemme 4.2.2

La classe de g ' BAE"(K) dans An(K) est indépen-

dante

a) du choix du h-cobordisme W de torsion <

b) du choix du PL-homeomorphisme g : EN(K) = V.

Démonstration du lemme 4.,2.2

Le point a) découle du fait que si (W,E*(K),V)
et (W',E?(K),V') sont deux h-cobordismes de torsion 7, il

existe un PL-homeomorphisme H : W - W' avec :
H | E'(K) u BAE™(K) x [0,1] = id.

Pour démontrer le point b), soient g et g' : EP(K) -» V
deux PL-homeomorphismes satisfaisant (1). g'% g' sera alors

un PL-automorphisme de E°(K) tel que :

g'% g' | En'l(K) x {-1} = id.
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Par le th. 1.1, g_% g' est concordant & 1l'identité,
d'ol 1'on déduit que les restrictions de g et de g' & BAE(K)

représentent la méme classe de An(K).

Nous allons maintenant montrer que ah est un homo-

morphisme.

Soient 7, et v, €A . Pour définir En(rl), choisissons

2
un h-cobordisme (Wl’ En(K), Vl) tel que W, soit un produit au
dessus de T = En'z(K)x[—l}O]x[—i,ll c E®(X). L'homeomorphisme
gy * En(K) -V, sera choisi tel que g4 T = identité.

Pratiquons maintenant de mani&re analogue pour (W2, EN(K), V2)

en remplacant T par T' = En-E(K)x[O,l]x[-l,l].

La formule d'addition des torsions (cf. [25] th.
6.5) montre que le h-cobordisme (W, ET(K), V) de torsion
Tyt T, peut alors €tre construit en collant la partie de

Wl au-dessus de T & la partie de W2 au-dessus de T'.

Toutes ces constructions permettent maintenant de

choisir g : E'(K) -» V par

et de conclure ainsi que

&‘n( Tq + 12) = 3n( 1:1) + an( 1:2)
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Nous allons maintenant vérifier que 5n(1 + (-1)%37) =
pour tout =« eWh(ﬂl(K)). Ceci nous permettra de définir
n
a : H (Z,; Wh(ﬂl(K))) — An(K) par :

an( (<] ) = ah(T)

ou [t] désigne la classe de t dans Hn(ZQ; Wh(ﬂl(K))).

Pour définir ah(T + (~-1)72), on construit un
h-cobordisme (W,E7(K),V) de torsion < + (-1)% par recollement
de deux copies d'un h-cobordisme (W',E®(K),V') de torsion t le
long de V'. V est alors égal & E°(K) et 1'on peut choisir
g = id. Ceci montre que Eh(r + (-1)® %) = 0 pour tout
T ¢ Wh(m, (K)).

Définition de Bp

Soit (%, f) une K™-sphére d'homologie et F : EMNK)- =
un PL-plongement avec Fee homotope & f. Soit B = g7 - intF(E™(K) )
et p: K - B® 1a composition F. e. Par définition d'une

K*-variété (§ 3.1), est une éguivalence d'homotople et B peut

et -
re considéré comme un h-cobordisme entre F(En (K) x {-1})

et F(E (k) x (1}).
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Assoclons & toute K®-sphdre d'homologie (=0,f)
1'élément de Wh(m(K)) égal & =(i).
Comme K est homotope dans B" 3 F-e1 (ou ey est l'application
qul envoie K dans En'l(K) x {1}), la formule de dualité

( BOlp. 394) implique que (k) = (-1)n‘1-z(u).

Voyons maintenant ce que devient <(H) lorsqu'on
fait varier (Z",f) dans sa classe de K -cobordisme. Si |
(=',f') est K -cobordante & (Z,f), il existe un h-cobordisme
de torsion o e Wh{m,(K)) dans lequel f et f' sont homotopes.
I1 s'en suit que z(W!) différera de (i) d'un facteur

o + (-1)n"1'3. Ceci nous permet de définir :
| -1
B, (L(Z7,£)1) = [<(w)] e B (Z,5Wn(m (K))).
Bn est un homomorphisme. En effet, si on a :
(Z?:fl) :H:K(Zg’fE) . (Zn:f)

avec les applications Ky : K - B; (1 =1,2) etk : KB

(notations comme précddemment), le Falt que

(k) = 7ly) + =(y)

résulte directement de 1la description geométrique du groupe
de Whitehead d'Eckmann-Maumary (cf. [5]). On a donc que B, €st

un homomorphisme.
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Exactitude en Fn(K)

Le fait que By ° =0 est banal. Démontrons que

€
n

Ker Bn C Im €

Soit (=, f) une K™-sphére d'homologie avec

t(k) = ¢ + (_1)n-1

o (voir la définition de g pour les
notations). En utilisant un h-cobordisme (W,Z,=') de torsion
~ d, on obtient une K -sphére d'homologie (£',f') avec

T(W') = 0. Soit B' = ' - int F'(E™(K)), ou F': E*(K) » &'
est un PL-plongement avec F'.e homotope & f', B' est alors
un s-cobordisme partant de En'l(K) et BdB' = F(BAE™(K)).

I1 va donc exister un PL-homeomorphisme G : En(K)-a B' tel
que G | B 1(K) x {-1} u BaE™ (k) x [-1,1] = F! (=',£')
sera alors équivalente & l'image par € de la classe de

concordance de
(F')"% e (G |BAER(X)).

Exactitude en An(K) g

Montrons tout d'abord que e 8 a, = 0. La classe

de €_ o an(r) contient un représentant (I%,f) o T est le

n
n+1

bord d'une variété W qui est un h-cobordisme de torsion

T partant de En(K). Par la proposition 3.1.2, on en déduit
que €, o 0, = 0. Le fait que Ker €, C Im o s'obtlient par
le méme raisonnement & l'envers.
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Exactitude en Hn(Zz;Wh(wl(K))) :

a) oy ¢Bpq =0
Si un élément de Hp(ZQ;Wh(ﬂl(K))) est dans 1'image
de B, 4, i1 admet un représentant t tel qu'il existe un

h-cobordisme (W,E™(K),E®(K)) de torsion t avec BdW = BAE"(K)
(tout ceci d'aprés la définition de g _,). Il est alors
clair que an([r]) = 0.

b) Ker a, C Im B4

Soit 7 e Wh(m (K)) représentant une classe [<] de
Hn(ZQ;Wh(ﬂl(K))), avec an([r]) = 0, Cela signifie que si
(W,E?(K),V) est un h-cobordisme de torsion ¢, BdW est une
variété obtenue en collant E°(K) x {-1} u BAE™(K) x [-1,1]

4 E’(K) x {1} a 1'aide d'un PL-automorphisme de BAE™(K) x {1}
PL-concordant & 1'identité, BdW est donc PL-homeomorphe &

BdEn+1

(K) par un PL-homeomorphisme égal a l'identité sur
E(K) x {-1}. En collant EXT1(K) & W a 1'aide de ce
PL-homeomorphisme, on obtient une Kélsphére d'homologie de
dimension n+1 qui représeﬁte un élément de Pn+1(K) dont
1'image par B, 4 est [<].

La démonstration du th. 4.2.1 est alnsi achevée.
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4.3 Relations avec la suite exacte de Rothenberg

Dans [ot], Shaneson montre l'existence d'une sulte

exacte pour tout groupe G, dite "suite exacte de Rothenberg" :

n,p(e) 2P Big) 2, Kz ;Wn(6)) 23 1, 1 (@)

ol Ln(G) (resp. LE(G)) désigne le groupe d'obstruction & la
chirurgie de Wall pour obtenir une équilvalence d 'homotopie

simple (resp. une équivalence d'homotopie).

Remarquons qu'avec nos conventions d'identification

(voir § 4.2), on a :
1 (z,;0n(6)) = BT (Z,5Wn(E)).

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le

théoréme suivant :

Théoréme 4.3,1

Soit K un polyddre acyclique de dimension k.
Alors pour tout entier n > 2k+2, il existe un diagramme

commutatif, infini & gauche, de la forme sulvante :

— T4 (K) 6n+1l = *n A, (K) ——eﬂ——> Fn(K) —Bn——> H™
h \ | h “
T Pnt1 ) T 5o Tpn
h Phio 12 Pnet ®nel - h Pnit | ont1
= Ly pn(m) > B ’ Ln+1(") - Ln+1('") Hn

%
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ol la premiére ligne est la suite exacte du théoréme %.2.1
et la seconde celle de Rothenberg. gt désigne Hi(Z2 ;5 Wh (mp(K)))

et m désigne ﬂl(K).

Démonstration

a) Interprétation géométrique des groupes de Wall et des
applications de la suite exacte de Rothenberg.

Les théordmes 5.8 et 6.5 de [30] donnent la descri-

ption géométrique suivante des groupes de Wall : les éléments
h

de L 4 (ﬂl(K)) (resp. L1 (ﬂi(K)) ) sont en bijection avec

les classes de bordisme de triples (W,o,f) ol :

_ W est un PL-cobordisme entre E“(K) et une PL-
variété V (cobordisme trivial sur le bord)
- ¢ : (W, E®K) u BdE™(K) x I, V)V) -
—— (E®(K)x I, EM(K)x{0} u BAER(K)x I ,E"(K)x{}
est une application de degré 1 avec :
o|EM(K) U BAE™(K) x T = id, et
©|V : V- EM(K) x {1} est une équivalence
d 'homotopie (resp. une équivalence d'homotopie

simple).

- F est une trivialisation stable de (W) @ o*(v)
ot (W) est le micro-fibré tangent & W et v 1le
micro-fibré normal stable & EV(K) x I . F doit
étendre la trivialisation stable évidente sur

EP(K) u BAE™(K) x I.
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Les bordismes de tels triples sont bien entendy
assujettis a deg conditions analogues., A un triple (W,0,F)
rd Vd h
on peut associer un élément de Loy (Wl(K)) (resp. Ln+1(w1(K))
qui est l'obstruction i trouver dans 14 classe de (W, ¢,F) un
représentant (wr, ', F' ) avec ¢ "une équivalence d "homotopie

(resp. une équivalence d’homotopie simple ), Cette CoOrrespondance

donne 1la bijection de notre ensemble de classes de bordisme

h

de triples avec Ln+1(ﬂ1(K)) (resp. Ln+1(w1(K))).

Nous allong maintenant donner une description
géométrique de 1a somme dans L2+1(w1(K)) (ou dans Ln+1(w1(K))).
Pour cela, construisons le cobordisme W1 du triple (Wl,@i,Fl)
représentant une classe arbitraire 6, ¢ L2+1(w1(K))(ou
Ln+1(n1(K)) par attachement d'anses 3 En(K) x I ., comme
cela est fait dans la démonstration des théorames 5.8 et 6.5
de [30]. I1 est clair que l'on peut s'arranger bour ne pas
attacher d'anges au-dessus de En'l(K) x [0,1] En(K). Wy

Sera alors formé de 1a réunion de (En'l(K) x [0,1)) x I

et d'un cobordisme Wl de base En'l(K) x [-1,0] avec
fﬂ"l n {(E™ (k) « [0,1]) x 1 = (5" 1(x) « {0}) x I

De plus on aura

tion stable standard,
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Un tel triple (W1,¢1,F1) Séra dit "trivial au-dessus de
B (k) « [0,1]",

On a bien entendu une définition analogue de'triple
"trivial au-dessus 4o (k) x [-1,0]"
h
A un élément arbitraire 6, eIh+1(w1(K)) (ou Ln+1(n1(K))

associons donec un triple (W2,m2,F2) trivial au-dessus de
B (k) x [-1,0],

Etant donng 1a fagon dont sont construits W, et W2,
il résulte directement de la définition des groupes de Wall
(c.r. chap, 5 et 6 de[BQD que l'élément somme 8y + 6, peut
8tre représenté géométriquement par la classe du triple

(W,0,f) défini par :

A=W, u W, (réunion 1le long de (En"l(K) X {0}) x 1)

h
somme dansg Ln+1(w1(K)) (ou Ln+1(ﬂ1(K))); elle est équivalen.

te 3 celle de [o4] Prop.1.%, convient Cependant mieux ayx

théorsme 4.3.1,

Avec ces descriptions, la définition géométrique
des homomorphismes an+1 5 bn+1 et en+1 est la suivante.

(cf. [24] pp. 513-317)

L'homomorphisme €t est évident : on oublie que

1'équivalence d 'homotopie 0|V est simple,
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Pour définir

bn+1’ prenons un triple (Wn+1,@,F) représentant un élément

0 ¢ L2+1(w1(K)). W est donc PL-cobordisme entre EM(K) et une
PL-variété V, et on a une application i : K - V donnéde par
la composition k -, En'l(K) X {1} C V. On vérifie de la méme
maniére qu'au § 4o que la torsion g = 1;1(1(¢lv)) satisfait
4 : g = (-l)n'lE§ et que si (W',0',F') est un autre triple
dans la classe de bordisme de (W,m,F), o' différera de o]

—

d'un facteur de 1g forme w + (-1)n'1h3. On posera alors :
Pni1(6) = [o]

ou [o] désigne 1a classe de ¢ dans-Hn+1(22;Wh(w1(K))) qui,

d'aprés ce que l'on vient de voir, est bien définie.

Passons & 1g définition de 8n+1+ Posons, pour simplifier
1'écriture : B~ E(k)upg ENK)x I. Soit (W,E"(K),V) un h-cobop

disme de torsion ¢ et
n n n n
®: (W,B,V) —. (E°(K) x I » E(K) x {0}UBdE (K)x I, E (K)x{1})

une application fabriquée 3 1'aide d'une rétraction par déforma-
tion de W sur En(K) et telle que ¢ |B = id. Comme 1'ineclusion
de B dans W est une équivalence d’homotopie, il existe une
trivialisation stable de 7(W) o ¢* (v) étendant 1g trivialisation
évidente sur B; deux telles trivialisations stables sont

bour la méme raison, homotopes modulo B, Enfin, remarquons

9U€ la condition T = (-1) % entraine que ¢ |V : v, En(K)x{l}

est une équivalence d'homotopie simple. Lorsque nous aurons
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dé ja reglé), nous bourrons alors définir une application -:

A {Tewmla{n le= Oy (k)
par

a1 (t) = (W,0,F),
Si

@2 (WB,V) — (E™(K)x T : En(K)x{O}UBdEn(K)x I, E%K)x{1))

€st une application construite de 14 méme maniédre que &, il
existera une homotopie @t entre les ménmes triples d'espaces

avec &, = ¢ et Q) = d'; cela implique que (W,8,F) = (W,8,F'),

Enfin, si (W’,@',F’) est un autre triple construit
comme ci-dessus avece (W',En(K),V') un autre choix de h-cobor-
disme de torsion T, 11 existera un PL-homeomorphisme H W o> wr
avec HIB = id, Soit O le mapping-cylindre de H. On trouvera

aisément une application :

VP90 — ENK) x T T

telle que
vlw=09
v L Bx1 = id

VW) = BMK) x 1 {1}

n
vivx g PHIV V' 2 VX T vy V—— BR(K) x {1} x T
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est une équivalence d "homotopie simple.

Par ce qui précéde, on g également que

vl W w — En(K) x I x {1} est homotope & &' moduio B.

WUBX T pPrés, et G|W' est homotope & F' modulo B.
(Q,v,q) constitue dés lors un bordisme de (W,8,F) vers un

~

triple lui-ménme dquivalent & (W', o', F"), 8,41 €St donc bien

défini.

Avec nos descriptions gébmétriques de la somme dans
Ln+1(771(K)) (P. 49 ) et dans Wh(Trl(K)) (§ 4.2), i1 est clair

a est un ' .
que a1 un homomorphi sme

Pour se convainere maintenant que % 1(1-+(—1)ILT) = 0,

n+
reprenons 1lga construction que nous avons faite pour démontrer

que la définition de ¥ 1 () est indépendante du choix du

n+
h-cobordisme W, Appliquons-la & W' - WetH-=id. si

de (Q,9,G) prouve que E£+1(T-+(-1)n7=) = 0.

D'olu, par bassage au quotient, 1a définition de

1 'homomorphisme 841 ¢ Hn+2(ZQ;Wh(ﬂ1(K)))._,Ih+1(W1(K))..



- 54 _
b) Définition de pP

Soit g€ Lg+1(w1(K)) représenté géométriquement par
un triple (Wn+1, ¢, F). L'inclusion de En(K) dans BdW donne une
application f : K - Bdw. (BaW,f) est alors une K*-sphére
d'homologie représentant une classe de Pn(K) qQui sera par définji-
tion pg(e). I1 est clair que la classe de K™-cobordisme de (Baw, r)
ne dépend que de la classe de bordisme de (W,0,F). De plus, nos

descriptions géométriques des sommes dans L1 (wl(K)) et dans

n+1
Ph(K) montrent directement que pz est un homomorphisme.

c) Définition de [

Soit (W,0,F) un triple représentant un élément
Be Ln+1(n1(K)). witd Sera donc un cobordisme entre EM(K) et
une PL-variété Vn, variété que 1'on regardera comme un s-cobor-
disme partant de En'l(K) avec BdV = BdEn(K). Cela permet de
construire, comme au § 4.2, un élément de An(K) que 1l'on posera
égal a pn(e). Le fait que P, €St bien défini et est un homomor-

Phisme se démontre de la méme manieére que pour o, au § 4,2,

d) Vérification que les carrés commutent.

Le fait que

°an+1

et que
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Montrons alors que By .;;2 = b ., . Soit (W,9,F) un triple

représentant un élément 6 ¢ L2+1(ﬂ1(K)), avec (Wn+1,En(K),V)
un PL-cobordisme. On a une application i : K » V donnée par
1

(

la composition K —» E*""(K) x {1} c V.Par définition des

applications, on a :
h
By ¢ Py (68) = [=(1)]

et

b 6) = [o]

n+1(

ol o = 1;1(1(¢|V)). Or, dans Wh(my(K)), on a t(i) = -o. Mais,

comme dans Hn-1(22;Wh(ﬂ1(K))) tous les éléments sont d'ordre 2,

on en déduit que
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Calculs pour le groupe de 1'icosaddre

5.1 Présentation des résultats

Soit A = { a,b | a” - b’ = (ab)2 } le groupe

binaire de 1'icosaédre, a 120 éléments,

Théoréme 5.1,1

Soit Kk un poiyédre acyclique avec wl(K) = A. Alors,

bour tout n impair avec n22k+2, on a que

rn‘(K) £ 0.

~~

T (K) T A. Dans ceé cas, les "premidres" sphéres d '"homologie
qul ne sont pas des sphéres de Newmann (ef. § 3.2), dont
1l'existence nouys est révélée par le théoreéme 5.1.1, sont de
dimension s

On pourra tirep de la démonstration de 5.1,1 1e

résultat suivant

Addendum 5.1.1 bis

Pour tout entier r > 1 et p impair avec n > 7,
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Pour démontrer ¢€es théorémes , nous allons utiliser
quelques propriétés de Wh(A). Soit t un générateur du groupe
cyclique d'ordre 5, noté 05. On a un monomorphisme v : C5 = A
en envoyant t sur a® (cf.[5]1emma 9.14), On sait que Wh(CS)
est cyclique infini engendré par 1l'unité de ZC5 : =1 4+t 4+ t'1

(cf. [20] ex.6.6). De plus, le lemme 9.14 de [5] donne que

wh( )(-1 + t + t71) = -1+ 2° + a~° est un &lément d'ordre infini

de Wh(A). Nous démontrerons le théoréme suivant

Théoréme 5.1.2

L'unité -1 + a2+ a_2 de ZA engendre un facteur

direct de Wh(A).

Remarquons qu'un tel résu;tat ne peut s'obtenir par
1a méthode de démonstration du lemme 9.14 de [25]. En effet,
cette démonstration utilise une représentation orthogonale
de A se factorisant par une représentation du groupe alterné
:As qui admet la présentation A5 = i a,b a5 = b0 (ab)2>= 1 1
Oor, -1 + 2%y o= n'engendre pas un facteur direct dans Wh(AS).

En effet, si o = (a'ib'la) ab (a'lba)e.AS, on a, dans ZA5
J

les égalités suivantes

(aBG)_1(1+(1-a)d)a;d =1- (1l-a)c
et

(1+ (1-a) o) (1 -(1-a) o)= (-1+a°

La seconde égalité montre que (1+ (l1-a)c ) et
(1 -(1-a) o) sont des unités de 21\5 qui, par la premidre égalité,
représentent le méme élémeni,geWh(AS)PUiSque‘1'une s'obtlient en

multipliant 1l'autre par des élément de A5. A nouveau par
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“2 dans Wh(AS)

2 -2
la seconde formule, on voit que -1 + a + a 3

2 - "
et donc que -1 + a~ + a 2 ne saurait engendrer un facteur

direct de ce dernier groupe.

Dans le paragraphe suivant, nous allons démontrer
les théoremes 5.1.1 et 5.1.1 bis en admettant le théoréme

5.1.2 qui sera démontré au § 5.3.

5.2 Démonstration des théorémes 5.1.1 et 5.1.1 bis

Démonstration de 5.1.1

L'involution <t » 7 de Wh(A) laisse fixe 1'élément

2

2 -
-1 + a” + a =, Cette unité représente donc une classe

u e Hzl(Ze; Wh(A)) qui est dans 1'image de 1'homomorphisme :
21
vpy ¢ HON(Zps WR(Cg)) ——— HEL(2Z,; Wn(a))

induit par v. La suite exacte de Rothenberg est naturelle
pour les homomorphismes de groupes (fait banal avec la des-
cription algébrique de [24] de cette suite; remarquons qu'il
ne semble ras possible de 1l'obtenir avec nos constructions
géométriques ). On a donc un diagramme commutatif de la

forme suivante
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B (n) —22 5 (z,5wn(0))

| 1

2L P (zy;Wh(Cg)) —— Ly _1(Cg) —

D'apreés le théoréme de A. Bak [O] (démontré  précs-
demment par R. Lee dans le cas ou i est pair [18] )
Lei-l(CB) = O pour tout i. On en déduit que u est dans 1'image
de voy ¢ Spy
nous dit maintenant que b,, se factorise par P2i_1(K) :

et donc dans 1'image de b,,. Le théoréme 4.3.1

oy 1(K)

h |
921-/ Boi_1

L3 (8) ———s 7! (Zy5¥n ()
2i

On en déduit que ue Im 521_1 . Nous allons prouver
maintenant par 1'absurde que u # O. Cela démontrera que

r (K) # O pour tout i tel que 2i-1>2dimK + 2.

2i-1

Non-nullité de u

Supposons que u = 0. Il existe donc un élément

x de Wh(A) tel que
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Dénotons par Wh'(A) le quotient de Wh(a) par son
Sous-groupe de torsion et par V (resp. X) la classe de v
(resp. x) dans Wh'(A). Comme x - X est un élément 4 'ordre
fini dans Wh(a) (cf. 20 cor. 6.10) on déduit que X = X et

que

Or, par le th. 5.1.2 et passage au quotient, on

sait que V engendre un facteur direct de Wh'(A). Cecl

contredit 1'égalité V = 2X ci-dessus d'ol on déduit que

u # 0.

Démonstration de 5.1.1 bis

Soit K un polyeédre acyclique de dimension 2 avec

m,(K) = A . Le polyddre L annoncé dans notre thdoréme sera

1 (
un bouquet de r copies de K. on a donc :

ﬂl(L) = A * A *pA ¥ enag * A (r termes).

On peut alors reprendre la démonstration de 5.1.1

en remplagant A par m,(L) et C. par le produit libre de
* 1 5

r copies de C5° Comme Wh(A * B) = Wh(A) + wa(B) ([27]), on
aura r éléments lindairement indépendant dans Hn_l(zz; Wh(ﬂl(L)))
Le fait que Limpair(CS * 05 * ve. * 05) = 0 provient de la

nullité de L (05) et du th. 5 de [4].

impair
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5.3 Démonstration du théoréme 5.1.2

Les idées de cette démonstration m'ont été donndes

par M. Kervaire, que je tiens & remercier encore ici.

Soit G le groupe donné par la présentation suivante
G = { t,s | £ = sl‘L = 1, s_its = ¢t }

Nous verrons plus tard que G est un sous-groupe
hyperélémentaire de A. Pour 1l'instant, démontrons le résultat

suivant

Proposition 5.3,1

L'unité -1+—t4—t-1 de ZG engendre un facteur direct

cyclique infini de Wh(G).

Démonstration :

Nous allons montrer le résultat plus fort que la
classe de -1+ t+ £ 1 dans Z(}/(1+s% (ou (1+sg) désigne 1l'idéal
de ZG engendré par 1'élément central 1+s2 ) engendre un
facteur direct dans Kl(Z(}/(1+s2)) (cf.[20] pour la définition

du foncteur Kl)‘

Toute classe de ZC}/(1+s2) posséde un unique repré-

sentant dans ZG pouvant s'écrire sous la forme

zZ = X + ys avec x,y6205 .
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On identifiera donc Z(}/(1+s2) avec les éléments de

cette forme; les lois de compositions sont alors les suivantes

(x +ys) + (x'+y's) = (x +x') + (y+y")s

(x +ys) (x' +y's) = (xx' -3F') + (xy' + yx')s

On a une application ¢ : ZG/(1+52) —_— ME(ZCS)’ ou

M2(2(35) désigne les matrices 2-2 & coefficients dans ZC)S,

définie par :

o(x + ys)

Le lecteur voudra bien yérifier que ¢ est un homomor-

phisme d'anneau. Posons encore n : Z(}/(1+52) _ ZC5 l'appli-

cation définie par :

n(z) = dét o(z)

on a n(zz') = n(z)n(z') ; n(z) sera appelée la norme de z.

Soit ¥ : K,(ZG/(1+5%)) —s U(ZCg) (unités de ZC

1'homomorphisme défini par la composition :

5)

det

K, (ZG /(1+s%)) 2%, Ky (Mp(2C5)) = Ky (zCg) —22% u(ze

5)

-1 -1,2
On voit que p (-1+t+t77) = (~1+t+1t"")°. Nous
allons maintenant montrer que + u(-l+—t+—t-1);f1m ¥, quelque

soit ue 05. Cela démontrera bien la proposition 5.3.1 pulsque

. -1
U(ZCS)[i c5 est cyclique infini engendré par -1+t+t
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Comme ZG/(1+s2) est une Z-algébre de dimension
finie, tout élément de Kl(ZG/(1+52)) admet un représentant qui
est 1'image d'une matrice de G12(ZG/(1+82)) (ef. [2] démons-
tration de 18.6). Il nous suffira donc de montrer que :
a B

(1) D = d4ét o #F+u(-1+t+t
¥ )

1)

quelque soient a,p,y et 8¢ Z(}/(1+52) et ue C5.
En posant o = a4 + 0,8, B = By + B8 etc, on a :
ag % B1 B
-Gy 9 =B B

Y1 Yo 64 65

Yo Y1 “0p 6y

En développant les déterminants, on établit

la formule :

(3) D = n(X) + n(Y) + UV
X - @1 B _ @ P
Y1 9y Yo 9o
ou
a B a B
_ %2 P + _1 _1
Y1 61 Yo 0o
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a p a B
- _1 _1 N _2 _2
% By @1 By
Y 6 Y 6
_— _1 _1 N 2 K
Yo o b Y1 &

On remarque que D = D ce qul implique que si

D =+ u(-li—t+—t-1) avec u e 05, alors u = 1,

La démonstration de la proposition 5.3.1 sera achevée

lorsque nous aurons établi les deux lemmes suivants ;

Lemme 5,3,2

+ (-1+t+t“1) n'est pas une somme de normes dans QCS'

Lemme 5.3.3

D est une Somme de deux normes dans QC5.

Démonstration du lemme 5.3.2

Soit ¢ ch.q Q 1'homomorphisme d'anneau qui
envoie t sur 1 (augmentation). On a :

e(n{z)) = (e(z))?

Une somme de normes ira donc bar € sur une somme de
carrés,

Comme e(i(-1+-t+-t'1)) =+ 1, seul -1+ ¢+ t-2 pourra,
8tre une Somme de normes, Mais ceci est impossible car le
terme constant d'une somme de normes est également une somme de

carrés,



Démonstration du lemme 5.3.3

Soit J 1'idéal de QCg engendré par 1+t + £24 2 4 tY,

Nous allons distinguer deux cas

Cas 1 : oy et py € J

On a alors que UeJ dans 1l'équation (3). Tout
élément z ¢ J satisfait & z = 2z, Comme U = -U, on en déduit
que U = O et que

D =n(X) + n(Y), X et Y comme dans (3).

Cas 2 : o, OuU By £ J

Sans restreindre la généralité, on peut supposer
que oy £ J. Comme QCS/J est un corps (isomorphe & Q(¢) ou ¢
est une racine primitive cinquiéme de l'unité), il existera
p € QC5 tel que

Pr - Gy P € J.
En multipliant la matrice de (2) & droite par la

matrice

1 0 -p 0
0 1 0o -p
0 0 1 0
0 0 0 1

on obtiendra une matrice



a4 Co B1 B2
‘32 ai 'Eé Ei
M' =
Vg V1 64 65
Yo Y1 % 1

dont le déterminant vaut toujours D et, comme M'

est de la forme

o B! o
M' = o avec a,v,p',0' ¢ QG/(1+s%)
Y 6!
on peut encore utiliser la formule (3) pour calculer

son déterminant. Remarquons que Bi € J ; pour simplifier les

notations, posons B, = Bi’ Yy = yi et M = M'. On a donc £, ed.

S1 maintenant 52 eJ, on a Ue Jet on peut appliquer
le raisonnement du cas 1 pour montrer que D = n(X) + n(Y)

(X et Y sont comme dans (3) mais avec les nouveaux coefficients).
Si 52 ¥ J, il existera p'e Q05 tel que
ag - Bpp'ed

En multipliant M & droite par la matrice

d 0 0] 0
0 1 0 0
0 I 1 0
-p! 0 0 1

on obtiendra une matrice
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1 1
@ %5 B1 P
— —' — ——
-ay oy =By By
M“ -
Yi Yo & 65
-Y2 Y -5 84
telle que

D = det M" = n(X') + n(Y') + U'V!
ou X', Y', U' et V' sont calculés comme dans la
formule (3). On a maintenant ai et By € I et on est ainsi

ramené au cas 1.

Proposition 5.3.4

Il existe un homomorphisme injectif i : G-= A tel
gue 1l'homomorphisme induit :

i, : Wh'(G) — Wh'(A)

soit un isomorphisme (ol Wh'( ) est le quotient

de Wnh( ) par son sous-groupe de torsion).

I1 est clair que les propositions 5.3.1 et 5.3.4
impliquent le théoreme 5.1.2.

Démonstration de 5.3.4.

a) Construction de i

Rappelons les présentations de G et de A :

s4 = s'lts = t'lj

G = {t,s |t°

A {a,Db |a5 = Db = (ab)z}
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On & 1'épimorphisme Tl Ay g
définit par

(1,2,3,4,5)
(1,4,2)

m(a)

m(b)

Le noyau de 7 est le sous-groupe{l,(ab)2 } d'ordre 2

qul est le centre de A ( pour diverses Propriétés de 4,

consulter par ex, [32] p. 181),

On définira l'homomorphisme 1 :G54en posant

i(t) = g

i(s) = a=* p-1 a(ab) a~1 ba,

I1 est clair que i(t)5 =1 (a est d'ordre 10) et
que i(s)u = 1 (ab est d'ordre %), Quant & la troisisme rela-
tion, posons y - i(s'l) 1(t) 1(s) et v = i(t'l) et voyons que
U = V. On vérifie bPar calcul direct que

m(u) = m(v) dans A5. On a done, dans s

U =YV ou bien y = v(abg).
u et v sont d'ordre 5 tandis que l'ordre de v(ab2)

est 10, on a donc bien u = v,
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b) i est surjectir

Soit D un ensemble de Sous-groupes d'un groupe
fini F. Les inclusions des Sous-groupes &léments de D

dans F induisent un homomorphisme

v(iD) : @ Wh(H) —- Wh(F)
HeD
On déduit des commentaires du th, 2.1 de [17]

que v(J}(F)) est surjectif si J6(F) est l'ensemble des sous-

p). Comme v(D) est induits par les-inclusions, v(x%ax(F))
est aussi surjectif, on K%ax(F) désigne 1l'ensemble des sous-

groupes hyperélémentaires maximaux de F,

Rappelons que deux SOus-groupes H et H' de F sont
dits conjugués s'i] existe un élément s de F tel que
a"lHa - H'. Wh(H) et Wh(H') ont alors méme image dans Wh(F)
car une conjugaison de F induit l'identité sur Wh(F) (cf.[20],
lemme 6.1), On en déduit, avec ce qui précéde que v(D) est
surjectif si 9 contient un SOous-groupe de K%ax(F) par classe
de conjugaison, Enfin, par bassage au quotient, toutes ces

propriétés de surjectivité sont conservées si on remplace Wh

par Wh' dans la définition de v(D).

Ceci étant, 1a démonstration que i, est surjectir
se fera en prouvant que les seuls sous-groupes‘hyperélémentaires
maximaux H de A tels que Wh'(H) ¥ 0 sont 1les conjugués de @

dans A,
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Le dépistage des Sous-groupes hyperélémentaires
Maximaux de A ge fera de 14 fagon suivante ! on
dresse une liste {Fl’Fe"""’Pr} des SOus-groupes C¢ycliques

de A, a ctonjugaison pres ; buis, pouyr chaque Pi, on cherche

Tout SOus-groupe Cyclique de A5 est conjugué & 1'yn

des suivantg ({23] p. 167) -

{1}, <(1,2,3,4,5) s < (L,bh,2) 5 | <(2,3)(4,5) >

e

bar x, En remontant dang A, on trouyve la liste Suivante de

Sous-groupes cycliques & conjugaison preés

{1}, <a-> , <a” >5 <b>, ¢«p2 >, <ab >, <(ab)2 >,

de <(1,2,3,4,5)> (noté N(<(1,2,3,4,5)>)) dans A5 est égal
& m(a), engendré par (1,2,3,#,5) et (2,5)(4,3) 5 1l'élément 4
de A appartient ayssj & G car

1

a = a'u(a'1 p~1 aaba” ba)2

-1
On a done ue G =7 “(n(G)) et que c'est je

normalisateyr de < a > et de <a2>. C'est bien un Sous-groupe

hyperélémentaire car

~

G/< a > Cyp et g/<a s> = 02.
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Nous allons maintenant voir que ce procédé pour
‘les autres Sous-groupes cycliques de la liste donne des
SOus-groupes hyperélémentaires H avec, soit Wh'(H) = 0, soit
H C g,

Pour cela, nous utiliserons & p1u51eurs reprises
le résultat suivant, conséquence du th, 2 de [ 3 ] et du fait

que Wh'(Cr) =O0Opour r = 2,3 4 oy 6,

Lemme 5.3 5

S1 1'ordre de tout élément d'un groupe fini.F
appartient i 1 'ensemble {2,3,4,6}, alors
Wh'(F) = 0

Sous-groupe {1}

Les sous-groupes hyperdlémentaires que 1l'on

obtient ici sont les P—Sous-groupes de Sylow de A .
Comme 120 = 23.3.5 P peut prendre les valeurs 2,3 ou 5,
Pour p = 2, ces Sous-groupes sont d'exposant 4 car les
2—sous-groupes de A5 sont d'exposant 2., Pour P =3, on
trouve <« b2> d 'exposant 3, D'aprés le lemme 5.3.5, le

Seul cas amenant un Wh' # 0 est donc p = 5, ol 1'on trouve

< a2 > qui est contenu dang G.

Sous-groupe < b > et <« b2> H

N (< (1,4,2) >) est engendré par (1,4,2) et (2,4)(3,5) ;
il est d'ordre 6, isomorphe au groupe symetrique S3. Tous

Ses €léments sont donc d'ordre o ou 3. 7 (N(<(1 4,2) >))
satisfait alors aux hypothéses du lemme 5.3.5 d'o

Wh' (71 (N(<(1,4,2) 5))) =
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Sous-groupe <ab>

Le normalisateur de m(<(ab)>) =<(2,3)(4,5)> est

N(<(2:3)(4:5) >) = { 1: (2:3)(4:5)1(2,5)(4,3):(2:4)(3:5)

dont tous les éléments sont d'ordre 2. 0On peut donc

& nouveau appliquer le lemme 5:3.5 & ﬂ-l(N < (2,3)(4,5) >)).

Sous-groupe <(ab)2 >

Le normalisateur de <(ab)2> est A, Les sous-

groupes hyperélémentaires correspondants sont <a> C G, <b>

d'exposant 6 et un Sous-groupe d'exposant 4,

La surjectivité de i, est ainsi démontrée,

c) i, est injectir

Nous allons &tablir que

rang Wh'(G) = rang Wh'(a) = 2

Comme i, est surjectif , on en déduira que

1y est aussi Surjectif et donc que i, est un isomorphisme,
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20] th, 6.2) 1le rang
) - a(F) ou :

D'aprés le théorsme de Bass ([

de Wh'(F) (F groupe fini) est égal & r(F

r(F) = nombre de classes de conjugaison de Sous-ensembles
{x,x }, X € F (classes de R-conjugaison)
7/
q(F) = nombre de classes de conjugaison de SOus-groupes
cycliques de F (classes de @-conjugaison).
Rang de Wh'(a)
D'apres [23] p. 167, 1es classes de R-conjugaison de A
sont :

{1}, {u,u'l},{ug,u‘g},{(1,4,2>,<1,e,4)},{<e,3)(4,5>}

ol u = (1:2)3:4,'5)

. Comme A est une. extension centrale
2
5 de noyau {1, (ab)<},

de A

les classes de R-conjugaison de A seront

1) {a,87), 22,28y, (23,7}, (o

.87}, {b,1%), (b2, pH }, {ab, (ab)>}{ (atf

d'ol r(a) =

Les classes de Q-conjugaisons de A ont déja é&tg

déterminées p, 70 et on a g(a) =7,

Ceci permet de déduire que rang Wh'(G) > 2,Les sous.

groupes cycliques de @ qui ne sont pas d'ordre 2 sont contenus

dans < t > isomorphe & C10+ On a donc d'apres [ 3] th, 2

rang Wh'(G) < rang Wh'(ClO) = 2

La démonstration
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