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La loi forte des grands nombres sous hypothese de
faible dépendance

1.1 La problématique

Dans le cours d’introduction a la théorie des probabilités, vous avez vu une version de la loi forte
des grands nombres, valide pour des suites de variables aléatoires intégrables indépendantes. Dans ce
chapitre, nous allons nous intéresser a une extension de ce résultat a des suites de variables aléatoires
non indépendantes, mais dont les covariances décroissent suffisamment rapidement. Il existe diverses
facons d’étendre la loi forte des grands nombres a des situations de dépendance. L’approche suivie dans
ce chapitre a le triple avantage d’étre directe, de ne reposer que sur des outils élémentaires (inégalité
de Bienaymé-Tchebychev et lemme de Borel-Cantelli) et de fournir une vitesse de convergence. L’idée
sous-tendant cette approche trouve ses racines dans des méthodes développées en théorie quantique
des champs constructive.

Soit (X% )x>1 une suite de variables aléatoires réelles centrées sur un espace de probabilité (Q2, F, P).

Théoréeme 1.1. On suppose qu’il existey > 0 et K > 0 tels que

K

EXnXn < ——m—
[ ) (14 |n —ml)Y

pour tout m,n = 1.

Alors,
N
IP’(HC, Ny telle que ‘N ZX”‘ < CNP-1 log N pour tout N > NO) =1,
n=1
pourtout B € (5,1) siy > lettout B € (1—3,1)siy € (0,1).

Remarque 1.2. Observez que la condition sur les covariances implique que les variances des variables
aléatoires (X )r>1 sont uniformément bornées. De telles conditions allant au-dela de I'intégrabilité sont
nécessaires si I’on veut obtenir des taux de convergence explicites. o

1.2 Preuve du Théoreme 1.1
Etant donné k € N et £ € N*, on définit le bloc By, ¢ par
Biy={neN|((- 1)2F < n < €2k}.

1



2 Chapitre 1. Loi forte des grands nombres sous hypothése de faible dépendance

By

F1GURE 1.1: La décomposition hiérarchique de I’ensemble N*.

Les blocs By, ¢, k > 0,¢ > 1, fournissent une décomposition hiérarchique de I'ensemble N*, cf. Fig. 1.1.
Fixons 3 € (3,1)siy > 1letB € (1 —3,1)sivy € (0,1). On distinguera deux types de blocs selon la
valeur prises par les variables aléatoires X,,, n > 1: By, ¢ est un mauvais bloc si

| DY Xa| = 2%,

nEBkl

et un bon bloc dans le cas contraire.
Pour v € R%, on définit la fonction croissante p, : [1,00) — (0, 00) par

Yy-1)  sig>1,
py(x) = S logx siy=1,
177/(1—5) siy<1.

Le lemme suivant borne la probabilité qu un bloc donné soit mauvais.
Lemme 1.3. Pourtouslesk > 0,0 > 1,
P(By, ¢ est un mauvais bloc) < K€_2ﬁ2(1_26)k(1 + 2p,y(2k)).

Démonstration. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

VhI[EZHGBhg)(n]
226k p23

[P(B,¢ est un mauvais bloc) = IP(‘ Z Xn‘ > 2/3’6[,3) <

nEBkl

11 suit des hypothéses que

Var[ Y Xl = > EXuXu <K DY (14[n—m|)7.

TLEBky[[ n7meBk,f n,mEBkﬂg
A présent,
o U+n-—m)r<2P 42 > > (I+|n—m|)7.
n,mEBk’g nEBk’g meBk,Z
m>n

Pour tout n € By, ¢, on a la borne

21 k1
S (tln-m) <Y (1) < / (1+2)"dz < p. (25),
meBy ¢ r=1 0

m>n
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FIGURE 1.2: La partition {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11} = B3 1 U By 5 U By 11 (les blocs retenus sont en rouge).
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ou la derniére inégalité s’obtient en traitant séparément les 3 casy < 1,y = 1 ety > 1. Par conséquent,

Var[ Y X,] < K2F(1+2p,(2)),

TLGBk’z
et la conclusion suit. O

Soit I := {(k, ) € NxN*| B}, ; est un mauvais bloc} I'ensemble des indices de tous les mauvais blocs.
Observez que 3 > % pour tout 7y, et que 2 — 23 — v < —%fy < 0lorsque v < 1. La borne fournie par le
lemme précédent est donc sommable a la fois en £ et en k, et le lemme de Borel-Cantelli implique que
I’ensemble F' est presque-siirement fini.

Sans perte de généralité, on suppose donc F fini et on pose Np = max U(k,é)eF By € {—oo}UN.
Le Théoréme 1.1 est alors une conséquence immédiate de 'observation (déterministe) suivante.

Lemme 1.4. SiN > 4Ng — 1, alors

!Z

Démonstration. Observons qu’il existe une unique décomposition N = 2F1 4 2k2 ... 4 2k ayec
k1 > kg > --- > k, > 0. Ceci induit une décomposition de {1, ..., N} comme union disjointe de blocs
(¢fFig.1.2): {1,...,N} = By, ¢y UByy 0, U-+-U By, 4., 00

(logN +1) N7

(=1, lo=2F"F 41 gg=oh=hs poke—ks 4 1 g ok g obeamhe g

Si tous les blocs de cette décomposition sont bons, il suit de la construction ci-dessus que

’ZX Z] Zzﬁwﬁ i(2k1+.-.+2ki)5<r1\fﬁ.

Zl’nekg 1=1 TLEB}C[ =1 =1

De plus, puisque k1 > kg > -+ > k, > 0,onar < ki + 1. Mais 2" < N, ce qui implique que
r < log N/log 2+ 1.1l nous suffit donc de montrer que, sous ’hypothése N > 4Ny — 1, tous les blocs
de la décomposition sont nécessairement bons.

Il n’y a évidemment rien a montrer si F' = @. On suppose donc F' # & fini. Dans ce cas, 1 < Np <
o0. Notons s = min{m € N|2™ > Nr}. Par définition de N, tous les mauvais blocs sont inclus
dans By ;. Par définition de s et de k1, on a 2571 <« Np < %(N +1) et 2P+ > N + 1.1l s’ensuit que
2571 < %2’““ = 2k1—1 et donc que s < ki. Ceci montre que, sous I’hypothése N > 4Np — 1, tous
les mauvais blocs sont des sous-ensembles stricts de By, ¢, et, par conséquent, qu’aucun des blocs de la
partition n’est mauvais. 0

Remarques bibliographiques : L’approche suivie dans ce chapitre a été introduite dans [1].






2.1

2.2

Le theoreme limite local

La problématique

Soit X, Xs, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z, d’espérance p et de variance
0 < 02 < co. Notons S, == Yo XietS, = L_ (S, — npu). Le Théoréme Central Limite affirme

o2n

que, lorsque n — oo,
~ 1 b
P(Sn € [a, b]) = (1 -+ 0(1))E / 67t2/2dt,

pour tout —oo < a < b < co. Observez que ce résultat ne permet pas, a priori, de prendre pour a et
b des fonctions de n et ainsi ne permet de décrire que les fluctuations typiques autour de la moyenne.
D’autre part, méme dans ce régime, il ne fournit aucune information sur la probabilité que S,, prenne
précisément une valeur x donnée. Nous allons voir comment remédier a ces deux limitations dans le
reste de ce chapitre.

Nous noterons ¢x (t) := E[e*] la fonction caractéristique associée & la variable aléatoire X . Pour
x € Cet§ € R%, nous écrirons Bj(z) := {z € C| |z — x| < §}, avec la convention que Bs := B;(0).
Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons des variables aléatoires possédant les propriétés
suivantes :
Hi. E[X] = u, Var[X] = 02 € (0, 00);
Ha. [ox (D] < 1,V € [, ]\ {0}
Hs. il existe §; > 0 tel que F(2) := E[e*¥] est analytique dans Bj,.

Ces hypothéses, en fait trés naturelles, sont discutées ci-dessous, dans la Section 2.3.

Enoncé du théoreme limite local

Les fonctions suivantes jouent un rdle essentiel dans ce chapitre :

Fu(2) = E[e*™] = (E[e*])" = F(2)",
H,(2) :=1logF,(z) = nlog F(z) = nH(z).
Les fonctions F' et F,, sont respectivement appelées fonctions génératrices des moments de X et

de S, ; les fonctions H et H,, sont les fonctions génératrices des cumulants de X et S,,, respecti-
vement .

1. En anglais, ces quantités sont respectivement appelées moment generating function et log-moment generating
function.



6 Chapitre 2. Le théoréme limite local

L’hypothése Hj ci-dessus implique que IF;, est analytique dans By, . Etant donné que F(0) = 1, il
suit qu’il existe d2 € (0, 1] tel que F ne s’annule pas sur By, ; H,, est alors analytique dans By, .

Nous pouvons a présent énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.1 (Théoreme limite local). Soit X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs
dans 7 satisfaisant aux hypothéses H1, Ha et Hs ci-dessus. Soit A: N — R telle que lim,,_, o, A(n)/n = 0.

Alors, uniformément pour toute suite d’entiers (z,,)n>1 tels que |z, — nu| < A(n), on a, lorsque
n — 0o,

P(S, =x,) = ; exp(—n[(ajn/n)) (I+0(1)), (2.1)
2ro?n

ou’I(t) = \t)t — H(\(t)), avec \(t) I'unique solution de I’équation H'(\) = t. I est généralement
appelée fonction de taux.

En particulier, si A(n) = o(n2/ 3), le comportement asymptotique est gaussien : uniformément dans
les suites (xy,)n>1 d’entiers satisfaisant |z, — nu| < A(n),

1 (2, — np)?
P(S, = = ——exp(———————) (1 +0(1)). 2.2
Le corollaire suivant se révele également utile.
Corollaire 2.2. Soit X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z satisfaisant aux

hypothéses H1, Ha et Hs. Alors, pour toute suite (ky,)n>1 de nombres positifs telle que lim,,_, o ky, = 00 et
lim,, o0 knn_l/ﬁ =0,0na

~ 1
(S, > kn) = (1 +o(1)) \/%k e 2%

lorsque n — oc.

Démonstration. Par I'inégalité de Chernoff?,

~ 20k,
P(S, > 2ky) = P(S, > nu + 2k, Vo?n) < exp{—n SUPy>( (ut + %t - H(t)) }

On choisit t = 2k, /v a?n; observez que t € By, lorsque n est suffisamment grand. La fonction H étant
analytique dans ce domaine, ona H(t) = H(0) + H'(0)t + 2 H"(0)t? + O(t?) = ut + 20> + O(£3).
Par conséquent,

2 3 _
20kn, gy = 2| o kn ) 2 o(1)

_ 2
vn n n3/2) o -

ut +

~ _Llpo
Ainsi, P(S,, > 2k,,) = o(7e 2k lorsque n — oo, et il suffit donc d’estimer

P(2ky, > Sp > k).

2. En d’autres termes, [ est la transformée de Legendre de H, I(t) = sup, g (At — H(X)).
3. Rappelons que cette derniere affirme que, pour tout € R et toute variable aléatoire réelle X,

P(X > z) < inf e “E[e'™] = exp{—sup(tz — H(t))}.
t>0 t>0
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Notons J = [np + kn,Vo2n,nu + 2k,Vo2n). Par hypothése, k,,\/n = o(n?/3). Le Théoréme 2.1
implique donc que*

P(2kn > Sp > kn) = > P(S, =)
xeZNJ

= (14 0(1) —(z—np)?/20%n

1
)\/27r02n Z ¢

zeZNJ

1 2kn
— (1+0o(1) \/ﬂ/ e P20t + O( e M)
1 gk’n
Ver Ji,

La conclusion suit en utilisant les estimées habituelles pour cette derniére intégrale°. O

= (1+0(1)) e At + oL e ).

Breve discussion des hypothéses

Hypothése H;. Celle-ci ne nécessite pas de discussion particuliére puisqu’elle est déja nécessaire afin
d’avoir un Théoréme Central Limite.

Hypothése Hy. Celle-ci sert a éviter des problémes de périodicité. Considérons, par exemple, une
suite de variables aléatoires i.i.d. (X;);>1 avec P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Dans ce cas, on a
manifestement P(So;+1 = 0) = 0, pour tout £ € N, et le Théoréme 2.1 n’est plus vrai sous la forme
énoncée ci-dessus. Le lemme suivant montre que Hy est précisément la condition requise pour éviter ce
type de problémes.

Lemme 2.3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Z. Alors il existea € Z et 2 < b € N tels que
X soit a valeurs dans a + bZ si et seulement si Hy est violée.

Démonstration. Supposons qu’il existe a € Z et 2 < b € N tels que P(X & a + bZ) = 0. Alors,

o0

¢x(t) = Y exp(it(a+ bk)) P(X = a + bk).

k=—o00

Il suit que |¢px (27/b)| = 1 et donc que Hy est violée.
Réciproquement, supposons Ha violée, c’est-a-dire qu’il existe 0 # |3| < 1 avec |px(8m)| = 1.
Dans ce cas, ¢x (1) = €'*™ pour un certain o € (—1, 1]. Par conséquent,

L=e gy (Br) =) P™TOTR(X = k) = " cos(Brk — am) P(X = k).

kEZ kEZ

Comme ), ., P(X = k) = 1, il suit que cos(Smk — am) = 1 lorsque P(X = k) # 0. Pour ces valeurs
de k, on doit donc avoir Sk — o € 2Z. Par conséquent, si kg et k1 sont deux points distincts tels que
P(X = ko) # 0,P(X = k1) # 0, alors k1 — ko est un multiple de 2/5 > 2. O

4. Pour la troisiéme identité, on utilise 'encadrement (la sommande étant décroissante en x € Z N J)

2 2 2 2 2 s—nu 2 0,2 _ 1.2
/e—(s—nu) 12%n 4s 4 (e *a?) < Z o~ (@—nw)? /200 </e—(s n0?/20%n 4o L O(ekal2),
J wezng J

5. On a, pour tout z > 0,
67w2/2 7%2/2

T

2 1.e
> y/2d >(1—- —
/me y=(1-—)—
co 1 -

2 2 2
En effet, une intégration par parties montre que f:o eV /2y = %eﬂ” /2 _ fr € v"/2dy. La conclusion suit, puisque

oo 2 o 2 2
ngx y%ey/2dy<w%fw yey/zdy:w%e /2.
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Observons également que ’hypothése Ha n’est pas réellement restrictive : si X est une variable aléatoire
telle que P(X & a + bZ) = 0, pour certains a, b € Z avec b > 2, mais que P(X & a + b'Z) > 0, pour
tout b’ > b, alors la variable aléatoire Y = (X — a)/b satisfait I'hypothése Hs et le théoreme s’applique.

Hypothese H3. Cette hypothése, appelée condition de Cramér, est classique en théorie des grandes
déviations, dans laquelle on étudie la probabilité que la moyenne empirique S, /n fasse une déviation
d’ordre 1 loin de son espérance. Comme, ici aussi, nous sommes intéressés a la probabilité que S,, /n dévie
loin de son espérance, il est nécessaire d’imposer une condition sur le comportement des queues de la loi
des X;. La condition de Cramér revient a exiger que la loi des X; décroisse au moins exponentiellement.
Sans cette hypotheése, le Théoréme 2.1 ne serait plus valide, sous la forme énoncée, dans tout le régime
considéré (voir par contre les remarques faites dans la section 2.5). Par exemple, si P(X > k) ~ |k|77,
pour un certain y > 2, alors la probabilité de 'événement {.S,, —E[S,,] > ¢n} ne décroit plus que comme
une puissance de n, puisqu’il suffit pour réaliser cet événement de faire prendre une grande valeur a
I'une des variables X;. Sous des hypothéses appropriées, on peut montrer que c’est effectivement le
mécanisme typique utilisé pour réaliser une telle déviation dans ce contexte.

Preuve du théoreme limite local

Dans cette sous-section, nous démontrons le Théoréme 2.1. La preuve se fait en deux étapes.

I. Réduction au cas p = =, /n.

L’idée, classique en théorie des grandes déviations, est de déformer la mesure P en une nouvelle
mesure P*, dépendant d’un parametre \ choisi de sorte que E*S,] = z,.

Plus précisément, soit P* la mesure de probabilité sous laquelle les variables aléatoires X}, sont
indépendantes et identiquement distribuées, avec PA(X; = u) = F(A)"'eMP(X; = u). On peut alors
écrire

PMNS, = ) = Z H]P))\(Xi = Yi)

Y15--5Yn =1
Zi Yi=Tn
= Y J[FO) TP = i) = Fa(A) T eNP(S, = ),
Y15--Yn =1
i Yi=Tn
c’est-a-dire
P(Sy = 25) = e M Fp(\) PX(S, = z). (2.3)

Nous allons & présent montrer qu’il existe une unique valeur \g = Ao(z,,) pour laquelle E*[X;] =
xp/n. On supposera que x,/n > pu, le cas x,/n < p se traitant de la méme maniére. Observons tout
d’abord que, lorsque |\| < &2, B} X;] = H'(\) et Var*[X1] = H”()). Posons 03 := d3/2 et définissons
¢ == minggg 5,) H"(t) > 0, puisque la variance de P* n’est pas dégénérée® pour tout ¢t € Bj,. Ainsi,

03

H'(03) =H'(0)+ | H'(t)dt > p+ b5 > % -
0

A
(n) + ¢o3 > In + %552,
n n

pour tout n suffisamment grand pour que A(n)/n < 3&0. Comme H'(0) = p < x,/n, il suit du
théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe Ay € (0, d3) tel que H'(\g) = @y, /n. De plus, il y a un
unique tel Ao, puisque H est convexe sur son ensemble de définition et strictement convexe sur [0, d3].

6. En effet, Var[X1] > 0 implique qu’il existe z,y € Z, x # y, tels que P(X1 = z) > 0 et P(X; = y) > 0. Mais cela
implique que P*(X; = z) > 0 et P*(X7 = y) > 0, et donc Var’[X1] > 0.
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De plus, de la méme facon,

Tn

Ao
= H'(\) = H'(0) +/ H"(t)dt = p+ ¢,
n 0

ce qui implique que (la valeur absolue est nécessaire pour couvrir le cas ot x,, /n < p)

| < aln) (2.4)

1
|)\0| <=
C cn

Finalement,
Tn

5= /() = H'(0) + H'(0)d + O03) = o + X0 + O(A(m)*/n?)

d’ou l'on tire .
_ Tn 2/, 2
Ao = - ( - u) + O(A(n)*/n%). (2.5)

En choisissant A = Ag, (2.3) devient
P(Sy, = ) = € 0 F, (A) PY(S, = 25,)
= exp(—(onn - Hn()‘o))) P (Sn = xn)
= exp(—nl(zn/n)) PA(S, = z,).

En particulier, si A(n) = o(n?/?), (2.4) montre que A\g = o(n~'/3). On peut donc utiliser ’analyticité
de H et (2.5) afin d’obtenir

nl(zy/n) = oxn — Hy(No)
—n AO% —n H'(0)Ag — nLH"(0)A2 + O(nAd)
=n )\0% —npo — ngo?AG + O(nAY)

Tn
= n)\o(? — - %02)\0) +0(nAd)

1
1
= 202n (xn - n,U/)Q + 0(1)7 (2.6)

ce qui montre que (2.1) implique (2.2) dans ce régime.

II. Comportement asymptotique de P (S, = z,,).

Notre but est a présent d’établir que

P (S, = ) = ———— (1 + (1)), (27)
2770)\071

ou

03, = Var®[Xi] = H"(Ao) = H"(0) + O(\o) = 0 +o(1).

Les affirmations (2.1) et (2.2) suivront alors immédiatement.
Observez que la fonction caractéristique de S, sous P*° peut s’écrire

30 (1) == BN () =y~ WP (S, = y)
YyEZ

. 1 i
— (1t+/\o)y IPJ S — = - 0 = nHAO (lt)
E e n € ’
YEL
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et on a introduit Hy,(z) := H(Xo + z) — H(Xo).
On a donc, en utilisant le théoréme d’inversion,
1 T
PN, = 2) = / e o (1) dt. (2.8)
2 J_, n
1

Soient € € (0, 5) et 6 > 0 suffisamment petit (les conditions sur ¢ sont données plus bas). On
partitionne le domaine d’intégration en trois régions :

[—71', 7T] =AU Ae,(g U As,
ou

Ac={te[-m7]|lt| < n_1/2+€},
Acs = {t e [-m, 7] ‘ n~ e L < 5},
As = {t € [-mn]||t| > 6}

Considérons tout d’abord la contribution des t € A,. Dans ce cas, \g + it € B;, lorsque n est assez
grand. On en déduit que, uniformément en t € A,

qbgg (t) = eHxo (1t) — exp (ixnt — %Uiont2 + O(n_1/2+36)),

ou I'on a utilisé les relations Hy,(0) = 0, H} (0) = x,/n et H} (0) = o3 . Par conséquent, la
contribution a (2.8) provenant de l'intégration sur A, est

1

Py exp(—%a?\ot2 + O(n_1/2+36)) dt
T Ac

(1))1/ exp(—lSQ) ;
277\/(7%071 |s|<nox, 2 \/2770/2\071

Il reste donc, afin d’établir (2.7), a démontrer que la contribution provenant de I'intégration sur A, s U A5
est négligeable (c’est-a-dire, o(n~1/2)).

Analysons pour commencer la contribution des ¢ € A, 5. On choisit § < d,de sorte que A\g+it € B,
pour tout ¢ € A, s des que n est assez grand. On en conclut que, pour ¢ suffisamment petit et n
suffisamment grand,

=(1+o ds = (1+0(1))

|02 ()] = exp(=5 (03, + 0(8)) *) < exp(—50°t°n) < exp(—30° n*),

puisque t?n > n?. Comme 02 > 0, la contribution de A, 5 est donc bien négligeable.
Considérons finalement les t € As. Comme P2 (X, = k) > 0 < P(X; = k) > 0, il suit de Hy et
du Lemme 2.3 ci-dessus que
[EX[e ] <1,

pour tout ¢ € [—m, 7] \ {0}. Par continuité de la fonction caractéristique, il existe donc o > 0 tel que

sup |[EV[eX1])| < 1 — @,
teEAs

et donc
630 (0] = [E[e57] = B[] < (1 - )",

ce qui montre que la contribution de A; est elle aussi négligeable. O



2.5

2.5. Généralisations, extensions 11

Généralisations, extensions

Dans cette section, nous présentons, sans preuves, diverses extensions du Théoréme 2.1.

Déviations d’ordre n. Dans I’énoncé du Théoreéme 2.1, on se restreint a des points situés a distance
o(n) de 'espérance de S,,. On peut toutefois facilement étendre le théoréme limite local aux fluctuations
d’ordre n pour peu que I’on renforce la condition de Cramér en exigeant que E[e!X1] < oo pour tous
les t € R (et pas seulement dans un voisinage de 0). Plus précisément, soient

B™=if{beZ|P(X;=b) >0}, Bt :=sup{beZ|P(X;=0b)>0}.

Alors, sous la condition discutée ci-dessus, I'asymptotique (2.1) s’étend a toutes les suites (x,,),>1 telles
que
— N2} . Tn +
B <liminf — < limsup — < B™.
n—oo 1 n—oo N

Une preuve peut étre trouvée dans [16].

TCL local sous les hypothéses H; et H;. Comme mentionné précédemment, la condition de Cramér
H3 est nécessaire pour la validité de (2.1) lorsque x,, se trouve loin de I'espérance de S,,. Si I'on est
uniquement intéressé au comportement proche de ’espérance, on peut se contenter des hypothéses H;
et Ha. On a, par exemple, sous ces deux hypothéses, le résultat suivant [24, 43] :

()2
lim sup|V2ra2nP(S, = z) — exp{w}’ = 0.

n—00 pc7 2a2n

De plus, la vitesse de convergence peut étre estimée sous I'hypothese que X; posséde des moments
d’ordres supérieurs. Par exemple, si X; posséde un moment d’ordre 3, alors le supremum est O(n‘l/ )

Remarquons encore qu’il est possible de démontrer des résultats similaires pour des variables a
queues lourdes pour lesquelles ’hypothese Hy n’est pas satisfaite; la limite n’est alors plus gaussienne.
Nous renvoyons a [24] pour plus de détails.

Comportement de la fonction de taux au-dela du régime gaussien. La dérivation de (2.2) repose
sur I’hypothése que |z, — nu| = o(n?/3). Une telle hypothése est nécessaire, car I'approximation
quadratique de la fonction de taux utilisée dans (2.6) n’est plus valable lorsque cette condition est violée.
La preuve donnée ci-dessus permet toutefois obtenir une succession de raffinements, pour des déviations
de plus en plus importantes, en conservant un nombre suffisant de termes dans le développement
asymptotique de la fonction de taux. On obtient ainsi le résultat suivant [16]. Soit 3 < k& € N; sous les
hypothéses du Théoréme 2.1, lorsque |z, — | = o(n*~1/¥), on a I'asymptotique

k .
1 (2, — np)? K; (xp — un)?
(5 = ) = expl O S K mnimy)
(S =) = G U a2t gy S
ou les coefficients K; peuvent étre déterminés explicitement [16]. On obtient ainsi K3 = —H 3)(0),

par exemple.

Variables a valeurs dans Z¢. Afin de simplifier au maximum les notations, I’énoncé du Théoréme 2.1
est restreint aux variables aléatoires a valeurs dans Z. Le résultat et sa preuve s’étendent sans probléeme
au cas de variables aléatoires 4 valeurs dans Z%, sous I'analogue approprié des hypothéses Hj 2 3. Soient
X1, X5, ... des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z%. On notera S,, = Z?:1 X, et X% la jéme
coordonnée de X,,. On suppose que
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> E(X;) = pu € RY, etla matrice d x d D avec éléments de matrice D;; :== Cov[X{, X{] est définie
positive.

> [E(e{™¥1)| < 1, pour tout 7 € [—7, 7%\ {0}.

> F(z) == E(e®*X1) est holomorphe dans un voisinage de 0 dans C%.

Soit A : N — R telle que lim,,_,oc A(n)/n = 0. Alors, uniformément pour toute suite (x,),>1 de
points de Z? tels que ||z, — nu|, < A(n), on a, lorsque n — oo,

1
———exp(—nl(z,/n)) (1 +0(1)),
ou I(t) == (A(t),t) — H(A(t)), avec H(z) = log F'(z) et A(t) est I'unique solution de 1’équation
VH(\) = t. En particulier, si A(n) = o(n?/), on a

=z :;ex —(Tn — 7N Yz, —n n
P(Sy, = ) e TdeD p(—{zn — np, D™ (wn — npa))/2n) (1 4 o(1)).

Variables a densité. On a jusqu’a présent considéré uniquement le cas de variables aléatoires dis-
crétes. Dans le cas de variables a densité, le probléme correspondant revient a obtenir une description
asymptotique de la densité de S, en un certain point. Des théorémes similaires peuvent étre obtenus,
par des méthodes du méme type, cf,, par exemple, les livres [43, 24].

Autres extensions. Mentionnons pour terminer que des résultats de ce type peuvent également étre
obtenus dans des situations plus générales : variables aléatoires non identiquement distribuées [43] ou
non-indépendantes (cf., par exemple, [12]).



3.1

3.2

La loi du logarithme itéré

La problématique

Soit X7, X», ... une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans Z, d’espérance p = E[X]] et
de variance 0% := Var[X3] € (0, 00). On sait du Théoréme Central Limite que

Sim —— S (X — )
=1

no?

converge en loi vers une variable aléatoire de loi A'(0,1). En particulier, S,, prend typiquement des
valeurs d’ordre 1. Toutefois, il est clair que 5, va occasionnellement prendre des valeurs trés grandes
et il est naturel d’essayer de déterminer ’ordre de grandeur des fluctuations extrémes de cette variable
aléatoire.

Enoncé de la loi du logarithme itéré

Théoréeme 3.1 (Loi du logarithme itéré). Sous les hypotheses du Théoréme 2.1, on a, presque-silrement,

: Sn,
lim sup

S —
n—oo V/2loglogn

Remarque 3.2. Le résultat reste vrai sous la seule condition Hy. Le résultat devient par contre nettement
plus difficile a démontrer. Supposer également la validité de Ho et Hs va nous permettre d’utiliser les résultats
du Chapitre 2 (plus précisément, le Corollaire 2.2). o

Remarque 3.3. Pour des raisons évidentes de symétrie, il suit de ce théoréme que

lim inf Sn

n—oo y/2loglogn B

Il est important de bien comprendre ce qu’affirme ce théoréme. Soit € > 0 arbitraire; le processus
stochastique Sy, := > | X satisfait alors presque sirement (cf. Fig. 3.1)

Sp < np+ (14 €)v/2no?loglogn, (3.1)

pour tout n suffisamment grand, mais également

Sp > np+ (1 —€)y/2no?loglogn, (3.2)

pour une infinité de valeurs de n.

—1. o

13
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FIGURE 3.1: Une réalisation du processus %Sn, lorsque X suit une loi de Bernoulli de paramétre 1/2, pour
n allant de 1 & 10000 000; I’échelle horizontale est logarithmique. La région en vert s’étend entre les courbe

p =+ /202 loglogn/\/n.

Preuve de la loi du logarithme itéré

Clairement, on peut supposer, sans perte de généralité, que E[ X ] = u = 0.
La preuve repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.4. Soit (X},)r>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que E(X1) = 0 et Var[X;] < oo;

on pose, pourn € N, S, := Y"1, X}, Il existe alors une constante c < oo telle que, pour tout = € R fixé,
P( max Sk >z Sp >z
(jmax Sy > z) < eP( )-

Preuve du Lemme 3.4. Soient 0, := inf{k > 0| Sy > x} et By := {S,, — S > 0}. Observons que les
événements {0, = k} N By, 1 < k < n, sont disjoints et que la réalisation de 'un d’entre eux entraine
automatiquement celle de I’événement {.S,, > x}. On peut donc écrire

P(Sn>l‘)>znjp({0m:k‘}ﬁ8k ZP Um—k‘ Bk)

k=0

- O%P(Sn—k >0 Flogps, > o)
ou l'on a utilisé I'indépendance de {0, = k} (qui ne dépend que de X1, ..., X}) et By (qui ne dépend
que de Xy11,...,Xy) pour la premiére égalité.
L’observation suivante est que la condition E[X;] = 0 garantit que P(S,, > 0) # 0 pour tout
> 0. De plus, par le Théoréme Central Limite, lim,,, o P(Sy, > 0) = 1/2. Par conséquent, il existe
d > 0 telle que P(S,,, > 0) > ¢’ > 0 pour tout m > 0. La conclusion suit, avec ¢ = 1/¢. O

Nous allons a présent établir (3.1). Soit e > 0,y € (1,1 + ¢), et notons n, := |7"]. On considére
I’événement C, stipulant que 'inégalité

Sp > (1+4¢€) \/202nr log log n,
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est vérifiée pour au moins une valeur de n telle que n, < n < n,;. Il est évident qu’il suffit de montrer
que, presque-siirement, seul un nombre fini des événements C,, r > 1, sont réalisés. Il suit du Lemme 3.4
que

P(C,) < cIP’(Sm+1 > (1+ E)\/QTLTO'Q log lognr).

On peut aisément estimer cette dernieére probabilité a 'aide du Corollaire 2.2 : pour r grand, n,1/n, <
v/(1=~7") < 1+¢ etdonc

}P’(Snﬂrl > (1+e€) \/21%02 log log nr) = ]P)(gnrﬂ > (1+e€) \/Z(nr/nrﬂ) log log nT)
e—(1+e)2(nr/nr+1)10glognr

NN

—(14€) log log n, 1—e,.—1—¢

< (3logy) ' er
Par conséquent, . P(C,) < oo et (3.1) suit du premier lemme de Borel-Cantelli.

(&

Il reste a établir (3.2). Soit a nouveau € > 0 et v € N (ce dernier sera choisi suffisamment grand par
la suite). On pose n, := +". La preuve va reposer sur le second lemme de Borel-Cantelli, et il faut donc
introduire une famille appropriée d’événements indépendants : pour r > 1, on introduit I’événement

Dy = {Sn, — Sn,_, > (1 - %6)\/20’277,r loglogn, } .

Nous allons tout d’abord vérifier que, presque-siirement, une infinité des événements D, sont réalisés,
puis nous montrerons que cela implique (3.2). Les événements D, étant indépendants, le second lemme
de Borel-Cantelli montre que la divergence de la série ) . IP(D,) suffit a établir la premiere affirmation.
Or,

P(D;) = P(Snﬁnr,l > ( — 1) \/20 n, loglogn,)
]P)(Snr Nyr—1 §€ \/2
IP’(SnT_nT L > \/2 1-3 )loglognr)

puisque (n, —ny—1)/ny = (v —1)/v > 1 — €/2, pour peu que l'on choisisse v > 2/e. Cette derniére
probabilité peut a nouveau étre estimée a ’aide du Corollaire 2.2 :

=

—loglogn;)

1/2 e—(1—6/2) log log nr-

_ > 4/2(1 €)logl >
Snr—nr—y \/ ) log log nr) 47 log log n,.
B 1/2

- VArloglog n,(logn,)t—¢/2

Comme (logn,)!=/2 = (rlog~)'~/2,1a série 3, P(D,) diverge comme annoncé.
Il ne reste plus qu’a montrer que la réalisation d’une infinité des événements D, implique (3.2). Pour
cela, il suffit d’observer que

S’Vlr — Snr - Sn'r—l 4 Snr—l \/n’f’—l log log Nyr—1
V2n.02loglogn,  v/2n.0%loglogn, /2n,_10%loglogn,_1 +/n,loglogn, '

Etant donné que

. v/n,._1loglogn,_
lim =

1
r—oo  4/n,loglogn, _\ﬁ7

Snr 1
lim inf
r=00 \/2n,_10%loglog n,_;

par (3.1) (dont la validité a été établie plus haut), on en déduit que
Sh, 14€
lim sup & >(1—41e)—
r—oo \/2n,0%loglogn, ( 2€) Nal
avec probabilité 1, pourvu que 7y soit choisi suffisamment grand. t

et que

> —(1+e),

=21 —c¢,
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Remarques historiques et extensions

Soit 0 < x < 1 un nombre réel, et notons
o0
T = 0,X1XaX3 ... = Zku_k
k=1

son développement binaire. Ce développement est unique pour tous les z, a 'exception de ceux de la
forme a27" ou a,n € N, ces derniers pouvant étre représentés soit par un développement se terminant
par une infinité de 0, soit par un développement se terminant par une infinité de 1. Afin de lever
I’ambiguité, nous utiliserons la convention de n’utiliser que la premiére représentation. Observez que
ce « probléeme » ne concerne qu'un sous-ensemble dénombrable de [0, 1) et ne jouera par conséquent
aucun role dans la discussion qui suit.

Considérons a présent une variable aléatoire X uniformément distribuée sur [0, 1). Une réalisation
de cette variable aléatoire peut étre obtenue en tirant au hasard, indépendemment et uniformément,
chacun des bits de son développement binaire ; notons X1, Xo, . .. les variables aléatoires de Bernoulli
correspondantes. En effet, fixons n € N* et 0 < k£ < 2" et considérons @ = 0,aja2...a, = k27" et
b:=(k+1)27". Alors X € [a,b) si et seulement si X, = aj, pour chaque k € {1,...,n}, ce qui a lieu
avec probabilité 27", ce qui est bien la mesure de Lebesgue de I'intervalle [a, b). L’affirmation suit, car
tout borélien de [0, 1) peut étre approximé a partir de tels intervalles.

Etant donné un nombre x € [0, 1), on note

n

Sn(x) = Z(l{xiZI} - 1{xi=0})

=1

Pexces de 1 dans les n premiers bits de son développement binaire. Au début du XX* siécle, de nombreux
mathématiciens se sont intéressés a comprendre comment cette quantité se comporte asymptotiquement
pour un nombre typique (c’est-a-dire presque partout relativement a la mesure de Lebesgue). Bien
entendu, la loi forte des grands nombres implique que, presque partout, .S,, = o(n). La question était
alors d’obtenir des informations plus fines sur le comportement de cette différence. Les progres ont été
obtenus par paliers : Lebesgue-presque partout,

> Hausdorff, 1913 : S,, = 0(n1/2+€), pour tout € > 0;

> Hardy et Littlewood, 1914 : S,, = O((n log n)1/2);

> Steinhaus, 1922 : limsup,, .. Sn/(2nlogn)/? < 1;

> Khintchine, 1923 : S,, = O((n log log n)l/Q);

> Khintchine, 1924 : lim sup,,_, .. S/(2nloglog n)1/2 =1.

Ce dernier résultat est bien entendu un cas particulier du Théoréme 3.1 (observez qu’ici 02 = 1).
Ce résultat a ensuite encore été amélioré. Pour énoncer ces améliorations, il est utile d’introduire la
terminologie suivante (due a Paul Lévy) : on dit qu'une fonction ¢ appartient a la classe supérieure
si, pour presque tout z, S, () > n'/2¢(n) pour seulement un nombre fini de valeurs de n; on dit que
¢ appartient a la classe inférieure L si, pour presque tout z, S, (x) > nl/ 2¢(n) pour une infinité de
valeurs de n.! Dans ce langage, le résultat de Khintchine peut se reformuler comme suit :

U si 1,
aVZloglogtE{ sa=

L sia< 1.

On a alors les améliorations successives suivantes :

1. Il suit de laloi 0/1 de Hewitt-Savage que toute fonction ¢ appartient 4 'une de ces deux classes.
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U sia>3,
> Lévy, 1933 : (2loglogt + alogloglogt)'/? € sha
L sia<1.

> Erdds, 1942 : si ¢ est une fonction positive croissante, alors

oelU & Z %d)(n)e*&(”)/z < 0.

Ce dernier résultat donne une réponse complete a la question initiale, dans le cas de variables de Ber-
noulli. Il a été étendu au cadre général traité dans ce chapitre par Feller [20] (en fait, ce dernier ne suppose
méme pas les variables aléatoires identiquement distribuées). Cette condition est assez implicite ; on
peut toutefois montrer qu’elle implique en particulier que, pour tout k > 4,

U sie> 0,

(21ogy t + 3loggt + 2logy t 4 - -+ 2logy_1 t + (2 4 €) logy, )2 €
L sie<O0,

ou on a posé logy, t := log(log;_; t) et log; t := log .

Remarques bibliographiques : L’approche présentée dans ce chapitre est fortement inspirée de [21,
Section VIIL5]. La Section 3.4 est tirée de 'introduction de [19]. Le Théoréme 3.1 est originellement di

a [33].
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Distance en variation totale et couplages

Dans tout ce chapitre, nous considérons un ensemble €2 dénombrable (fini ou infini). On note M (€2)
I’ensemble des mesures de probabilité sur (2, P(Q2)).

Distance en variation totale

La distance en variation totale fournit une notion de proximité uniforme entre deux mesures de
probabilité.

Définition 4.1. Soit u, v € M (). La distance en variation totale entre i et U est

I = vllvr = sup|u(A) — v(A)]. (4.1)
ACK)

Lemme 4.2. La distance en variation totale définit une métrique sur M1 ().

Démonstration. Laissée en exercice. O
Le lemme suivant donne quelques expressions équivalentes pour cette quantité.
Lemme 4.3. Pour tout u,v € M;(Q),
1 ‘ ‘
e = wlvr = sup (u(A) ~ v(A4)) = 3 SIu@) — (i)
ACQ icQ

De plus, le supremum dans (4.1) est atteint lorsque A = E = {i € Q| u(i) = v(i)}.
Démonstration. La premiére identité suit immédiatement de 'observation que

1(A) = v(A)] = max{u(A) - v(A), u(A°) — v(A9)}.
Passons aux autres affirmations. Soit £ := {i € Q| (i) > v(i)}. Alors, pour tout A C €,

u(A) = (A) = 3 (u) - @) < S0 () - v(0) < 3 (1) — v(@) = u(E) - v(B),
i€A i€ANE i€EE

avec égalité lorsque A = E, ce qui montre que ||y — v||vr = p(F) — v(E). Finalement, la seconde
identité suit de

u(B) ~ (E) = 3 (u(E) — v(B) + v(E%) — u(E%)) = 5 " Juli) — v =
1€Q)

19
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Il est clair de la définition que ||y — v||yr € [0,1] et que || — v||yr = O si et seulement si y = v. Le
lemme suivant implique, entre autre, que ||u — v||yr = 1 si et seulement si les supports de et v sont
disjoints.

Lemme 4.4. Pour tout u,v € M;(Q),

p=vllve =1 =3 5eq u(@) Av(i).

Démonstration. Puisque z Ay = 1 (z 4+ y — |z — y|) pour tout z,y € R, on a

> uli) Av(i) = 3> (ui) + (i) = [p(i) = v(@i)]) = 1= lln = vlvs. O

1€Q 1€9)
Couplage
Rappelons la notion de couplage, qui a probablement déja été présentée dans le cours d’introduction.

Définition 4.5. Soit u,v € M;(Q2). Un couplage des mesures p et v est une mesure de probabilité
p € Mi(2 x Q) dont les marginales coincident avec p et v :

VA C Q, p(Ax Q) =pu(4), p(QxA)=v(A).

Si X etY sont deux variables aléatoires (pas nécessairement définies sur un méme espace de probabilité)
toutes deux a valeurs dans 2, un couplage de X etY est une paire de variables aléatoires (définies sur
un méme espace de probabilité) (X', Y") dont la loi conjointe est un couplage des lois de X et de Y. Plus
généralement, on dit que (X',Y") est un couplage de 11 et v si la loi conjointe de (X', Y") est un couplage
de i etv.

Exemple 4.6. Soit 0 < p < ¢ < 1. On considére les variables aléatoires X ~ Bern(p) et Y ~ Bern(q).
On considére deux variables aléatoires indépendantes X’ ~ Bern(p) et Y’ ~ Bern(q). Alors, (X', Y”)
est un couplage de X et Y, appelé couplage indépendant. On a

(PX =0,Y" =) icqon) = <(1 ;(Zl?)ﬁlq; 9) (1 ;qp)q> .

Evidemment, considérer la mesure produit, comme dans ’exemple précédent, fournit toujours un cou-
plage (le couplage indépendant). I est cependant généralement plus intéressant de considérer des cou-
plages possédant des propriétés supplémentaires. Une forme fréquemment utilisée est celle de couplage
monotone.

Définition 4.7. Soit (X,Y") un couplage des lois ju et v, ot X etY sont a valeurs dans un ensemble muni
d’un ordre partiel >. Le couplage est dit monotone siP(X <Y) = 1.

Exemple 4.8. Considérons a nouveau X ~ Bern(p) et Y ~ Bern(gq) avec 0 < p < ¢ < 1. Soit

U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. On considére les variables aléatoires X" := 1<,y et
Y" = 1iy<qy- Alors, (X", Y") est un couplage monotone de X et Y :
, , l-—q q-p
" __ " __ _
(P(X =1,Y —J))i,je{o,l} - < 0 P > ) ©

Exemple 4.9. Soit 0 < p < ¢ < letn € N* Soit G, ~ G(n,p) et G; ~ G(n,q) des graphes
aléatoires d’Erdés—-Rényi (cf. Chapitre 8). G}, et G4 sont des sous-graphes aléatoires du graphe complet
K, = ([n], An),ou A, .= {{i,j} |1 < i < j < n}. Cessous-graphes sont naturellement partiellement
ordonnés par la relation d’inclusion. Nous allons étendre le couplage monotone de 'exemple précédent
aux graphes aléatoires G, et G,.
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Soit (Ue)eea,, une collection de variables aléatoires i.i.d., uniformes sur [0, 1]. Soit G, resp. G, le
sous-graphe de K, obtenu en conservant tous les sommets et chaque aréte e € A, telle que U, < p,
resp. U, < ¢. Alors (G, G7)) est un couplage de G, et G, tel que

P(G, C Gy) = 1.

L’existence d’un tel couplage fournit immédiatement des informations intéressantes, pas toujours
faciles a établir directement. Soit f une fonction définie sur les sous-graphes de K, et a valeur dans R.
On suppose f croissante : pour toute paire de sous-graphes G, G’ de K,,,G C G' = f(G) < f(G).
On peut, par exemple, considérer la fonction f(G) = 1{q est connexe} OU €ncore la fonction f(G) =
max{|C| | C composante connexe maximale de G'}. Soit G ~ G(n, p). Alors, pour une telle fonction f,
le couplage précédent implique que I'espérance de f(G) est croissante en p :

Vp<aq,  E[f(Gp)] =E[f(G))] < E[f(Gy)] =E[f(Gy)]. °

Tout couplage entre deux mesures de probabilité fournit une borne sur leur distance en variation
totale.

Lemme 4.10. Soit j1, v € M1(2). Pour tout couplage (X,Y) de j et v, on a
I = vllve SP(X #Y).
Démonstration. Pour tout A C Q,
WA —v(A)=P(X € A)—-P(Y € ) <P(X €AY ¢ A) <P(X#Y).
La conclusion suit donc du Lemme 4.3. O

Exemple 4.11. Soit A > v > 0. On souhaite borner la distance en variation totale entre les lois des
variables aléatoires X ~ Poisson()) et Y ~ Poisson(v). On va le faire en construisant un couplage de
XetY.

Soit Y/ ~ Poisson(v) et Z' ~ Poisson(\ — v) deux variables aléatoires indépendantes. On pose
X' =Y’ + Z'. 1l suit du cours d’introduction a la théorie des probabilités que X’ ~ Poisson(\). Par
conséquent, (X', Y”) est un couplage de X et Y et le Lemme 4.10 implique que

|L(X) = LV )llvr SPX' £Y) =B(Z' £0) =1 — =07, o
Le résultat suivant montre que la borne du Lemme 4.10 est optimale.

Lemme 4.12. Soit u,v € M (). Il existe un couplage (X,Y") de p et v tel que
= vlve = P(X £ 7).
Un tel couplage est appelé un couplage maximal de i et v.

Démonstration. Les cas ||y — v||vr € {0, 1} sont triviaux et sont laissés en exercice; on suppose donc
|l — v||vr € (0,1). Considérons a nouveau E = {i € Q| u(i) > v(i)}. Par le Lemme 4.4,

=3 u() Av(i) = 1= [l = vy

1€}

En particulier,

D (i) = (@) = (@) = p(@) = ln—vlve =1-p.
i€E i¢E

Ainsi,
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> p € (0,1);
> pp() = 1i

(u(+) — v(+)) définit une mesure de probabilités sur F;

=

> ppe() = 15 (v() — p(-)) définit une mesure de probabilités sur £°;
> Pmin() = %(u() A v(-)) définit une mesure de probabilités sur ).
On peut a présent définir le couplage de la facon suivante :
> Avec probabilité p, on tire au hasard la valeur de X = Y dans (2 selon la loi ppip.

> Sinon, on tire X au hasard dans E selon la loi pg et on tire, indépendamment, Y au hasard dans
E° selon la loi pge.

Vérifions que (X, Y') est un couplage de u et v.

vieQ,  P(X =i)=ppmin(i) + (1 = p)pe(i)lieny = (0(i) Av(i) + (p(i) = v(i)1icky-

En considérant séparément les cas i € F eti ¢ F, on en déduit aisément que P(X = i) = u(i) pour
tout ¢ € (), c’est-a-dire que X ~ u. Un calcul similaire montre que Y ~ v.
Finalement, ce couplage est maximal, puisque P(X #Y) =1—p = || — v||vr- O

Exemple 4.13. Retournons au cas de deux variables aléatoires indépendantes X ~ Bern(p) et Y ~
Bern(q), avec 0 < p < ¢ < 1. On cherche a construire un couplage maximal (X", Y"") des lois de X
et Y. En reprenant les notations de la preuve du Lemme 4.12, on a Q := {0, 1}, E = {0}, E¢ := {1},

pi=(1=q)+ppe0) =1 pp(1) = 1et (pmin(i)) = (1—a)/(1 —a+p),p/(1—gq+p)).On
en conclut que

(P(XW _ i,Y”/ _ j))z‘,je{(),l} _ (ﬁpm(i]n(O) (1 _?giff())l[)mc“)) _ (1 E q g ;p) ,

ce qui n’est rien d’autre que le couplage monotone de I’Exemple 4.8. o

Quelques applications

Distribution asymptotique des degrés dans le graphe aléatoire d’Erdés—Rényi

Soit n € N* et ¢ € R%. On considére le graphe aléatoire d’Erdés-Rényi G ~ G(n,py,) avec n
sommets et probabilité d’occupation

Pn =

Slo

—~

Pour chaque i € [n], notons D; le degré du sommet i (c’est-a-dire, le nombre de voisins de i dans G) et

Na= 1ipi=s)

=1

le nombre de sommets de degré d. Dans cette section, on s’intéresse a la fraction asymptotique de som-
mets de degré d, Ng/n. Observons que les variables aléatoires 1;p,_q) sont identiquement distribuées,
mais pas indépendantes. On ne peut donc pas simplement recourir a la loi des grands nombres.

Théoréme 4.14. Soitc € R etd € N. Alors,

Ny n—oo & —c
0T e

- 7 en probabilité.
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Démonstration. Les variables aléatoires D; étant toutes de loi Binom(n — 1,p,,), on a

E[&} - 721[]) P(D;=d) = Cd@ d(l— E)nflfd,

n n

pour tout d € {0,...,n — 1}. Evidemment, pour tout d € N fix¢,

N ) n—k . c\n—l-d
A T an” JE%OH o Jm(1-2)" <o

ce qui implique que
d
[Nd} _C e
n d!
Il nous suffit donc de montrer que la variable aléatoire N;/n est concentrée proche de son espérance.
Pour ce faire, estimons sa variance :

vl 2] = e[S 10ea) ] [ 100-a] )

= ﬁ{nP(Dl =d) +n(n —1)P(Dy = d, Dy = d) — n*P(Dy = d)?}

1
<~ +P(Dy=d, Dy =d) —P(Dy = d)?.

lim E

n—oo

(4.2)

Notons que P(D; = d)? = P(D; = d, D, = d), ou D, ~ Binom(n — 1,p,,) est indépendante de D;.
La différence entre les lois conjointes de (D1, D) et (D1, D}) estla présence de I'aréte {1, 2} dont I’état
affecte a la fois D; et Ds. Ceci suggere d’utiliser le couplage suivant. Soit Y7, Y2, X et X, des variables
aléatoires indépendantes telles que Y7 ~ Binom(n — 2, p,,), Y2 ~ Binom(n — 2, p,,), X1 ~ Bern(p,,)

et Xo ~ Bern(py). Alors, (D1, D2) = lof (Y1 + X1,Ys + Xq) et (D1, D)) = lof (Y14 X1,Y2+ X5).0Ona
donc

P(Dy =d,Dy =d) —P(D; = d)?
=P(1 + X1, Y2 + Xi) = (d,d)) = P(V1 + X1, Y2 + X2) = (d, d))
P((Y1 + X1,Ye + X1) = (d,d), (Y1 + X1, Y2 + X2) # (d,d))
=P(X;=0,Y1=Yo=d, Xo=1)+P(X;=1,Y1 =Y =d —1,X5 =0)
P(

2
Xo=1)+P(X; =1) = =<

On obtient ainsi Var[N;/n] < (1 + 2¢)/n et donc, par I'inégalité de Tchebychev,

Ve > 0, (‘——E[ ”26>§ 1:2_7126. (4.3)

La conclusion suit de (4.2) et (4.3). O

Le couplage d'Ornstein

Dans cette section, nous présentons un couplage dit a Ornstein, avec application aux marches aléa-
toires sur Z<. Ce couplage peut s’appliquer également dans des contextes substantiellement plus géné-
raux.
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Marche aléatoire sur Z

Soit (X )ren+ une collection de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans Z et soit a € Z. On note
Sn = a+ Y _; Xj la marche aléatoire sur Z correspondante, partant du point a. On supposera que
la loi des incréments X}, est fortement apériodique :

Ji, € Z, P(X;=1s)>0etpged{j € Z|P(X1 —i.=3j)>0}=1, (4.4)
ou l'on a noté, pour tout A C Z, pged A := max{n € N*|Vm € A, m/n € Z}.

Remarque 4.15. Cette condition exclut, par exemple, la marche aléatoire simple sur 7, puisque l'on a
pged{j € Z|P(X; —1=j) >0} = {0, -2} = 2. o

Nous allons montrer le résultat de perte de mémoire suivant.

Théoréme 4.16. Soit a € Z. Soit (Xi)ren+ et (X} )ken+ des variables aléatoires ii.d. a valeurs dans 7.
On suppose que (X},) et (X)) satisfaisant chacune (4.4). Soit Sy, =Y ) Xp et S}, =a+ > ;1 X].
Alors,

lim [|Z£(Sy) — Z(Sp)llve = 0.

n—oo

Démonstration. Nous allons construire un couplage adéquat de S, et S}, en couplant les trajectoires des
deux marches aléatoires. Soit ¢,, comme dans (4.4) et soit ¢ suffisamment grand pour que

pged{j € Z |P(X1 —ix = j, | X1 —is| <¢) > 0} = 1. (4.5)

Définissons

X — Xl,c Si‘kaXl,clgc’
X, si|X, - X >c¢

et considérons la marche aléatoire S;, :=a + ;. _, X, Faisons quelques observations. Tout d’abord,
loi
comme (X, X}) = ol (X}, X,), ona

P(X) =) =P(X; = 5,1 X, — Xi < o) + P(Xy =5, | X, — X4 > 0)
=P(X}, = j, | X}, — Xp| <o) + P(X}, = j, | X, — Xp| > ¢) = P(X, = j),

ce qui implique que (S})ken o (S} ken (rappelons que les deux marches partent de a par définition).

Considérons a présent la marche aléatoire (R, ),en sur Z définie par
Vn e N, R, =S, — S/
Manifestement, R,, = —a + >_;_; (X, — X}/) et ses incréments sont bornés,
P(IX, — XJ| > ¢) = P(X; — X]| > ¢, | X, — X]| < &) + P(X, — X1| > ,| X, — X]| > ¢) =0,
et symétriques,

Vi # 0, P(X, - X =j) =P(X, — X] =j,|X; — X]|
:P(Xl X1—37|X1 X1|

De plus,

B(X, — X = j) >
=
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Il suit, par conséquent, de (4.4) et de (4.5) que la loi des incréments de (R,,),cn est apériodique :
pged{j € Z|P(X, — X{ =j) >0} =1.

Le lemme suivant, dont la preuve est donnée plus bas, implique donc que la marche (R;,),cn est irré-
ductible et récurrente.

Lemme 4.17. Toute marche aléatoire sur 7 dont les incréments sont bornés, symétriques et apériodiques
est nécessairement irréductible et récurrente.
(Rp)nen étant irréductible et récurrente, T' := inf{k € N|S, = S} = inf{k € N|R; = 0} est

presque sirement fini. Finalement, définissons la marche aléatoire (S}”)zen par

Sy sik<T,

Vn € N, Sy =
Sy sik>T.

Observons que (.5,,, S/') est un couplage de S,, et S),. De plus, {S,, # S;/'} C {T > n}. 1l suit donc du
Lemme 4.10 que

1Z(S,) = Z(Sp)llve < P(S, # 5,) <P(T > n).
T étant presque sirement fini, on a bien

Tim [L£(S,) — 252 = 0. s

Preuve du Lemme 4.17. Sans perte de généralité, soit R,, := py X, une marche aléatoire sur Z dont

les incréments iid. (X};)zen+ satisfont P(|X;| < ¢) = 1 pour une constante ¢ < oo, P(X; = i) =
P(X; = —i) pour tout i € Z et pged{j € Z|P(X; = j) > 0} = 1.

Soit A := {j € Z|3n € N, P(R,, = j) > 0}. Clairement, A est stable sous addition et satisfait

—A = A(les incréments étant symétriques) et pged A = 1. Le lemme suivant, dont la preuve est donnée

plus bas, implique donc que A = Z, ce qui montre que (R, )nen est irréductible.

Lemme 4.18. Soit A C Z un ensemble stable sous addition et satisfaisant —A = A et pged A = 1. Alors,
A=27.

Il nous reste donc a établir la récurrence de (R, ),en. Soit r € N* et soit n suffisamment grand pour
que p .= P(|R,| < 2r) < 1. Alors, pour tout k € N*,
P(|Rn| < 7,|Rou| <7y |Rin| <) <"
En prenant la limite & — oo, on en déduit que P(sup,,|R,| < ) = 0 et donc, r étant arbitraire,

P(sup|R,| = o0) = 1.

Les incréments étant symétriques, il suit que

P(sup R, = 00) = P(inf R,, = —o0) > 1/2.

Les événements {sup, R, = oo} et {inf, R, = —co} appartenant a la tribu asymptotique, la loi 0-1
de Kolmogorov implique finalement que

P(sup R,, = 00) = P(inf R,, = —o0) = 1,

ce qui montre que (R,)nen change de signe infiniment souvent, presque sirement. Les incréments
étant bornés, il suit que 'ensemble {—c, ..., c} doit étre visité infiniment souvent. Par conséquent, la

récurrence de (R, )nen suit de son irréductibilité. O

Preuve du Lemme 4.18. Soit d := min{n > 1|n € A}. A étant stable sous addition et symétrique,
il suit que dZ C A. Pour chaque i € A, il existe k € Z tel que 0 < i — kd < d. Par définition de
d, ceci n’est possible que si i — kd = 0, ce qui montre que A C dZ, et donc A = dZ. Finalement,
d=pgcd A=1. O
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Marche aléatoire sur Z¢

Notre but dans cette section est d’étendre le résultat de perte de mémoire du Théoréme 4.16 aux
marches aléatoires sur Z%. Clairement, on ne peut pas procéder de la méme facon, car I’équivalent du
Lemme 4.17 n’est pas vrai lorsque d > 3, la marche aléatoire étant alors transiente. Afin de simplifier
lexposition au maximum, nous ne discuterons que d’un cas particulier, mais il est possible de combiner
les idées de cette section avec le couplage d’Ornstein afin de parvenir a un méme niveau de généralité
que dans le cas d = 1.

Soit (X% )ren+ une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans 74 telles que

. 1 1
P(X1=7) = 51=0p + 7 =1}
Etant donné a € Z4, on note S% := a+ 31, X}, la marche aléatoire paresseuse sur Z% partant de a.

Théoréme 4.19. Soita,b € 7.2, Alors,

lim [|.£(S7) — Z(Sp)llvr = 0.

n—o0

Démonstration. On définit, itérativement, deux processus stochastiques (S}, )nen et (S)pen sur un
méme espace de probabilité de la facon suivante :

> On pose S, == a et S := b.

> Une fois Sy, et S}/ définis, on construit S;  ; et S}/, de la facon suivante :

» On choisit une composante / € {1, ..., d} au hasard uniformément.
» On pose S;_(s) = S;(s) et S} (s) = S}/(s) pour tout s € {1,...,d} \ {I}.
» SiS; (1) = S}(I),alors
e avec probabilité 1/2, on pose S; | (I) = Sy (I) et S;, (1) == S}/ (I);
e avecprobabilité 1/2,ontire W € {—1, 1} au hasard uniformément et on pose S; | (1) =
S+ W, S (1) = S/(I)+W.
» SiSi(I) # S)(I),alors on tire W € {—1, 1} au hasard uniformément et
e avec probabilité 1/2, on pose S;_ ,(I) == Si.(I) + W et S} (I) :== S;/(I);
e avec probabilité 1/2, on pose S; | (I) := S} (I) et S}, (1) = S;/(I) + W.

1l est clair que (S),)nen o (SH)nen et (S!)nen o (S%),.en- En outre, pour chaque composante s €

{1,...,d}, la marche aléatoire définie par R? := S/ (s) — S//(s) est une marche aléatoire sur Z dont
les incréments sont symétriques, bornés (égaux a —1, 0 ou 1) et apériodiques, jusqu’a la premiére visite
en 0, aprés quoi la marche ne quitte plus 0. Il suit donc du Lemme 4.17 que 7° := inf{n € N| R} = 0}
est fini presque siirement, pour chaque s € {1,...,d}. On en conclut que T := maxj<s<q7° est fini
presque slirement.

Finalement, (.57, S!) fournit un couplage de S¢ et S°, et S, # S! implique que T > n. Il suit donc
du Lemme 4.10 que

12 (S7) =2 (Sp) v < B(Sy, # Sp) <B(T > n)

tend vers 0 lorsque n — 0. O

Avant de conclure cette section, mentionnons une conséquence directe du Théoréme 4.19. Le La-
placien discret sur Z? est 'opérateur défini par

(D)) = 55 3 (FG) — F)),

j~i



4.3. Quelques applications 27

ot la somme porte sur tous les sommets de Z? voisins du sommet i (c’est-a-dire tels que ||j — ||, = 1).
Une fonction harmonique sur Z¢ est une fonction f : Z¢ — R telle que Af = 0, c’est-a-dire telle
que la valeur en chaque sommet i € Z? est égal 4 la moyenne des valeurs prises sur les voisins de i :

viezd  f6)=5; 3 f0)

jei
Corollaire 4.20. Toutes les fonctions harmoniques bornées sur Z% sont constantes.

Démonstration. Soit (S2),cn la marche aléatoire paresseuse sur Z¢ partant de a € Z< et f une fonction
harmonique telle que sup,|f(j)| < M. Alors, pour tout n € N*,

= f)P(Ss = i)

i€z
_Zf Z (Sp=1i]Sh_1=7)P(Sy_1=1)
i€Z4 jezd
-y f(i)(;IP )+ {W}IP j))
iGZd JEL4
N ,
,E ]gz:d]P’ ])ﬁ Zzwj:f(@)
= SEUFS) + 5 O P(SEy = 1)7() = EIF(Si)]

]EZd

En itérant, on obtient E[f(S2)] = E[f(S$)] = f(a). Alors, pour tout a,b € Z4,

|f(a) — f)] = [EBIF(SO] = ELF(SD]] = | D £() =7) —P(S; = 4))|
JEZA
<MY |P(SE=j) - P(S] = j)|
jezd

=2M |2 (S) — Z(Sp)llve-

Il suit alors du Théoréme 4.19, en laissant n — oo, que f(a) = f(b). O

Remarques bibliographiques : Ce chapitre est basé sur les notes de cours [45] et sur le livre [51].
Une autre référence classique sur les couplages est [39].
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Approximation de Poisson :
la méthode de Chen-Stein

Le résultat élémentaire suivant, parfois appelé la loi des petits nombres, est souvent établi dans
les cours d’introduction a la théorie des probabilités :

Pour chaque n € N*, soit Ifn), . ,L(Ln) des variables aléatoires i.i.d. suivant chacune une loi

de Bernoulli de paramétre p,,. Supposons que limy,_,oo np, = A > 0. Alors, S, = ZZ:1 ]lgn)

converge en loi vers une variable aléatoire S ~ Poisson(\) lorsque n — oc.

Le but de ce chapitre est d’introduire une approche permettant d’étendre ce type de résultats au cas de
variables aléatoires ni forcément indépendantes, ni forcément identiquement distribuées. De plus, cette
approche fournira un controéle de la distance entre les lois de S, et de S.

Théoreme de Chen

On considére le cadre suivant. Soit n € N* et soit I, ..., I,, des variables aléatoires de Bernoulli de
paramétre p1, ..., p, respectivement. Posons S, .= Iy +---+ I,, et A := p1 + - - - + py,; on supposera
A > 0. En lieu et place de I'indépendance des Ij, nous supposerons que la propriété suivante est
satisfaite :

Hypothése H : il existe des variables aléatoires Uy, ..., Uy, V1, ..., V, définies sur le méme

espace de probabilité et telles que

loi

1. U, = S,;

loi

2. 1—|—Vk:Sn|{Ik:1}.
Théoreme 5.1. Soit p) la loi de Poisson de parameétre \. Sous I’hypothese H,

l—e? &
|£(50) = Pallvr < —— > PkE[|Ui = Vil]-

k=1

Exemple 5.2. Appliquons le théoréme au cas particulier ou les I; sont indépendantes. Dans ce cas,
Ihypothése H est clairement satisfaite pour le choix Uy = S, et V}, = Zieﬂnﬂ\{k} I, = S, — I.
Comme E[|U;, — Vi|| = E[|Ii|] = pr. il suit du Théoréme 5.1 que

l—e & . -
12(50) = allvr < —— 3" g < min{1, 4} 3 4.
k=1 k=1

29
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Cette version est connue sous le nom de théoréme de Le Cam. En particulier, dans le cas ou les (Ij)
sont ii.d., de loi Bern(p), on obtient
. 2
£ (Sn) = pallve < min{np”, p},
ou l'on a utilisé le fait que A = np. o
Nous démontrerons le Théoréme 5.1 dans la Section 5.2. Avant cela, énongons quelques corollaires utiles

pour les applications. (D’autres versions sont également discutées dans les séries d’exercices.)

Corollaire 5.3. Supposons que, pour chaque k € [n], il existe des variables aléatoires (Zi(k))ie[[n]]\{k}
loi
telles que (2" )icpapn iy = (I)sepnp iy | {2 = 1}. Alors,

_)\n

12(S0) — pallvr < T Zpk(pk+ > E[L-2Z)).

ic[n]\{k}

Démonstration. L’hypothése H est satisfaite pour le choix Uy :== S, et V}, :== Zie[[n]]\{k} Zi(k). Ainsi,

E(lUe —Val] <E[I]+ Y ElL-2Z"=m+ Y E[lL-2"|. O

i€[n]\{k} i€[n]\{k}
Corollaire 5.4. Supposons que, pour chaque i € [n], il existe ¥; C [n] \ {i} tel que I; soit indépendant
de (1) j¢ (iyuy; - Alors,

n

e
12(50) — palve < === (2 + 3 (e + Bl 1))

k=1 JE€Y%

Démonstration. Notons ¥}, = {k} U 4. On vérifie facilement que 1'on peut choisir Uy, := S, et

Vi, = Z Ij + Z Ij(k),

ieTe i<t
ou les variables aléatoires (1 ](-k)) je, sont tirées selon la loi conditionnelle
P(7j € %, 1" = b |¥i € [n], I; = a;) = P(Yj € %, I; = bj | I = 1,¥i & P, I = ay).
La conclusion suit alors de
k
E[|Ux — Vi|] = [\Iﬁ S -1t ] <SE[IL] + Y E[IL)] +E[LF)])
JE€ €Y%
E[L; I}
:Pk+2(pJ+E[Ij|Ik:1D:Pk+z<pj+ [] ]> O
J€Yk JEY Pk

Preuve du Théoreme de Chen

L'équation de Chen
On cherche a borner

I(5:) = pallvr = sup (B(S, € 4) ~B(N € 4)) = sup E[14(5) ~B(N € 4)]

ou N ~ Poisson(\). L'idée au cceur de I'approche de Chen, inspirée d’une idée originellement introduite
par Stein dans un contexte gaussien, est d’utiliser la caractérisation suivante de la loi de Poisson.
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Lemme 5.5. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N et A > 0. Alors, Z ~ Poisson(\) si et
seulement si

ENf(Z+1) - Zf(2)] =

pour toute fonction bornée f : N — R.

Au vu du lemme précédent’, on peut espérer que si la loi de S,, est proche d’une loi de Poisson, alors
E[Af(Sn 4+ 1) — S, f(Sn)] = 0 pour toute fonction f : N — R bornée. On peut dés lors se demander
s’il n’existerait pas une fonction f4 : N — R bornée et satisfaisant 'équation de Chen :

Vi € N, 14(i) —P(N € A) = Afa(i + 1) —ifa().
En effet, 'existence d’une telle fonction permettrait d’écrire
E[14(Sn) —P(N € A)] =E[Afa(Sn +1) — Snfa(Sn)].
Lemme 5.6. Soit A C N et A > 0. La fonction f4 : N — R définie par f4(0) = 0 et

P(N € A N <i) —P(N € A)P(N < i)

Vi € N, fali) = NP(N =i 1)

est ['unique solution de I’équation de Chen satisfaisant f4(0) = 0.2

On observe a présent que

E[AfA(Sn + 1) — Snfa(S ZE prfa(Sn+1) = I fa(Sn)]
—Zpk [f4(Sn+ D] = E[fa(Sn) | I, = 1])

— ZpkE[fA(Uk +1) = fa(Vi +1)].

k=1
La conclusion désirée suit donc du lemme suivant.

Lemme 5.7. Soit A C N et A > 0. Alors,

o . . 1—e? .
Vi, j € N¥, |fa(g) = fa(D)l < ——15 = il.
O
Preuves des lemmes
Preuve du Lemme 5.5. Si Z ~ Poisson(\), alors
N )\k-l-l N o0 )\k
ENf(Z +1 - flk+1)—e ——f(k)=0
M(Z+1) - Z 1) = S )

Réciproquement, en appliquant I'identité avec f(i) = 1,4} avec k € N, on obtient

0=EN\L{z4124) — Z1{zepy] = \P(Z = k — 1) — kP(Z = k).

1. Ce lemme n’est en fait pas utilisé dans la démonstration. Il n’est énoncé que dans le but de motiver la suite de la preuve.
2. On peut également vérifier que fa est bornée; nous ne le faisons pas, car cela ne jouera aucun réle par la suite.
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Par conséquent, pour tout k£ € N,

A Ak
PZ=k)=ZPZ=k—-1)=---==P(Z=0).
k k!
La conclusion suit, puisque 1 = Y, (yP(Z = k) = e’P(Z = 0) et donc P(Z = 0) = e~ . O

Preuve du Lemme 5.6. On pose f4(0) := 0, puis on procede via la relation de récurrence fournie par
I’équation de Chen :

FAG+1) = £ fali) + 11a0) — LE(N € 4)
— i(i;zl)fA(i -1)+ §1A(z’) - %1,4(@' -1) - %IP’(N €A - %P(N € A)

= )\z+1z P(N € A) )\z+1z

(NEA,N<1+1)— P(N € A)P (N<z+1)

= : O
AP(N =)
Preuve du Lemme 5.7. Par 'inégalité triangulaire, il suffit de montrer que
- . . 1—e?
VieN,  [fa(i+1) = fa(d)l < — (5.1)

Observons d’une part que le Lemme 5.6 implique que faup = fa + fp lorsque AN B = &. En
particulier,

Fali+1) = fa(i) =D (fip i+ 1) = f (D).
jEA

D’autre part, pour tout ¢ € N* et tout j € N,

. =1y N
, i—1)! . . , ) NTP(N <) sij>i,
fin (i) = ( X ) AMP(N =j,N <i)—P(N =j)P(N <1)) = ’ J'l) o o
T NTP(N Zd) sij <

Comme P(N < i) < )\IP’(N <i+1)etP(N >1i) > %IP)(N > i+ 1), il suit que fy;, est décroissante
sur {1,...,j},ainsi que sur {j +1,j+2,... }. En particulier, f;;(i+1) — f{;;(7) < 0 pour tout i # j,
ce qui implique que
. : . . 1 . A )
fali+1) = fa(i) < friy(i +1) = fra (i) = X(P(N Zi+1)+ 7PV < i)
1 1 1—e?

< X(1—]}D(N<z')+IP>(0<J\7<z')) = X(1—IP>(N:0)) =—
Comme f4 + fac = fn = 0, on obtient, en appliquant 'inégalité précédente a f4¢,
fa(i+1) = fa(i) = —(fac(i + 1) = fac(d)) > = _;_A
La borne (5.1) est démontrée. O

Quelques exemples d'application

Dans cette section, nous présentons quelques exemples élémentaires d’application des résultats de
ce chapitre. D’autres exemples seront considérés durant les séances d’exercices.
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Probleme des anniversaires

On considére un groupe de m personnes. On suppose que leurs dates d’anniversaire (jour et mois)
sont i.i.d., de loi uniforme sur {1,...,365}.Soitk < metn = (7;‘) Quelle est la probabilité de trouver k
personnes partageant toutes la méme date d’anniversaire ? Le calcul explicite , pour m et k arbitraires, est
difficile. Nous nous contenterons donc d’estimations, basée sur ’approximation de Poisson. La qualité de
cette approximation dépendra évidemment des valeurs choisies, mais ’approche de ce chapitre permet
au moins d’estimer I’erreur commise.

On considére I'ensemble de toutes les k-tuples K := {a C [m] | |a| = k}; clairement, || = n.
Pour un k-tuple donné o € IC, notons I, U'indicatrice de I’événement « les £ membres du groupe « ont
la méme date d’anniversaire ». Evidemment, ces variables aléatoires sont identiquement distribuées,
I, ~ Bern(py) avec po, = p := 36571, mais ne sont pas indépendantes. Le nombre de k-tuples dont
tous les membres partagent la méme date d’anniversaire est alors donné par S := >~ . Ia-

On souhaite appliquer le Corollaire 5.4. Pour ce faire, il faut introduire des voisinages de dépendance
appropriés. Il est évident qu’avec le choix 7, := {8 € K\ {a}|anj # @}, onabien que (I5)g¢7,ufa)
est indépendant de I,,. On a alors, pour tout 5 € 7,

E[I,I5] = 36510811,

Le Corollaire 5.4 donne alors

1— -

e
12(8) = pallve < ———(p? + 3 (o + 365712711 ), (5.2)
P BT
ou A := np eton a fixé un o € K arbitraire. Considérons pour commencer le probléme classique :

quelle est la probabilité qu’au moins deux personnes dans un groupe de 23 partagent la méme date
d’anniversaire ? Ce cas correspond a m = 23 et k = 2, et on est intéressé a la probabilité que S > 0.
Evidemment, si N ~ Poisson(A),P(N > 1) =1 —-P(N =0) =1—¢e* =1 — ¢ 253/365 = (5 La
borne (5.2) donne dans ce cas |P(S > 0) — P(N > 0)| < 0,059 et donc P(S > 0) € [0,44,0,56], ce qui
est bien str compatible avec la probabilité exacte qui est approximativement égale a 0,492.

Estimons a présent la probabilité de trouver trois personnes partageant la méme date d’anniversaire
parmi un groupe de 50 personnes. On prend donc m = 50 et k = 3. Dans ce cas, ||-Z(S) — pallvr <
0,0597 et on obtient que la probabilité de trouver 3 personnes partageant une méme date d’anniversaire
appartient a I'intervalle [0,077,0,197] (ici, le résultat exact est d’environ 0,1264).

Séries de « pile » dans une succession de lancers

On lance une piéce de monnaie équilibrée un grand nombre de fois et on s’intéresse a la longueur
de la plus longue série (suite de lancers consécutifs) de « pile ». Formalisons le probléme. On considére
une suite de variables aléatoires (X} )i>1 ii.d., suivant chacune une loi de Bernoulli de paramétre 1/2;
on interprétera X; = 1 comme signifiant qu’un « pile » a été obtenu au lancer numéro i. Une série de
« pile » de longueur au moins ¢ débute au lancer numéro k > 2 si et seulement si

k+0—-1

Ik = (1 — Xk:—l) H Xl =1.
1=k

De méme, une série de longueur au moins ¢ débute au premier lancer si

14
L=][xi=1
=1
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Evidemment, I, ~ Bern(py,) avec p; == 27 et p, == 27! pour k > 2. Notons R,, la longueur de la

plus longue série débutant au plus tard au temps n. On a évidemment
n
R,<! < Sn::ZIi:O.

Lorsque n > ¢ > 1, il semble naturel d’approximer .S,, par une variable de Poisson de paramétre
A= E[S,] = 2_6(%(71 — 1) + 1). On s’attend donc a ce que

P(R, <{) =P(S, =0) ~e* = 2t (3-1+1)
Ainsi, si on prend £ = logQ(%(n — 1)+ 1) 4 ¢ on obtient
P(Rn < E) ~ €_>\ = 6_276_

Considérons a titre d’exemple, 7 := 2047. On a alors log, (5 (n — 1) + 1) = logy(1024) = 10. Estimons
la probabilité d’observer une série de longueur 14 ou plus. Fixons ¢ := 14 et calculons

P(Rogur > 14) ~ 1 — e 2" 220,06059.

On souhaite appliquer le Corollaire 5.4 afin d’évaluer la précision de cette approximation. On introduit,
pour chaque i € [n], le voisinage ¥; == {j € [n] \ {i}|[i — j| < £}. Avec ce choix, (I});¢y i) est
bien indépendant de I;. De plus,

Vi € [[’n]],Vj €V, E[I»LI]] =0.

En effet, comme I}, = 1 uniquement lorsque la série débute en k, il est impossible d’avoir I; = I; =1
lorsque |j — i| < 4. Le Corollaire 5.4 donne donc

1 —A
||$(Sn) - PAHVT <

i(ﬂi+ﬁkzpj)—l_€ Z >

k=1 JEM k=1 je,U{k}

En utilisant

S o Y e e

k=t+2  jetU{k}

(I'inégalité vient de la contrainte j € [n]) et la borne grossieére

l+1

Yoo Y < E+DE+12H

k=1 ]EVkU{k‘}

on obtient

12 (Sn) — pallvr < 0,000054.

En particulier,

P(Raosr > 14) € [0,06053, 0,06065).
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Le probleme des rencontres

Le probléme suivant a été proposé en 1708 par Pierre Rémond de Montmort [14] (et est trés souvent
discuté en cours d’introduction aux probabilités, car il fournit une application naturelle du principe
d’inclusion-exclusion)? :

« Pierre a un certain nombre de cartes différentes qui ne font point répétées, & qui font
mélées a difcrétion; il parie contre Paul que s’il les tire de [uite, & qu’il les nomme [elon
Uordre des cartes, en commengant, ou par la plus haute, ou par la plus baffe, il lui arrivera
au moins une fois de tirer celle qu’il nommera. [...] On demande quel eft le fort ou I'efpérance
de Pierre, pour quelque nombre de cartes que ce puiffe étre, depuis deux jufqu’a treize. »

L’énoncé précédent n’étant pas forcément limpide, reformulons-le précisément. On suppose que l'on a
un paquet de n cartes numérotées de 1 a n. Le paquet est supposé bien mélangé, dans le sens que I'ordre
des cartes est tiré uniformément parmi les n! ordres possibles. Le jeu consiste a retourner les cartes une
a une et Pierre gagne s’il existe au moins une valeur de k € [n] telle que la ke carte retournée soit la
carte numéro k.

Reformulé en d’autre termes, Pierre perd si, en tirant au hasard uniformément une permutation
de 'ensemble [n], celle-ci ne posséde aucun point fixe (une telle permutation est appelée un dérange-
ment). Nous utiliserons ce langage dorénavant. Soit o, une permutation aléatoire uniforme de [n]. On
considére les variables aléatoires

Vi € [[n]], I = 1{0n(i)=i}'

Ces variables aléatoires sont manifestement identiquement distribuées, I; ~ Bern(p;) avec p; = p =
1/n, mais ne sont pas indépendantes (observez que si 0y, (i) # 1, alors il existe au moins un autre j avec
on(j) # 7)- Notons Sy, := > | I; le nombre total de points fixes de o,,. Notre but est de montrer que
la loi de S, converge en variation totale, lorsque n — oo, vers la loi de Poisson de parameétre 1 :

Jim - 2(S) = pillv = 0.

On souhaite appliquer le Théoréme 5.1. Pour ce faire, étant donné k € [n] et la permutation o, consi-
dérons la permutation 5* := Tk,on (k) © On OU T; j est la transposition échangeant ¢ et j. Manifestement

¥ est distribuée comme une permutation aléatoire uniforme conditionnée & avoir un point fixe en k.
loi

On pose Uy, = Sp et Vi = > u} Lok ()=} Alors, 1+ Vi = Sy [{I; = 1}. Le Théoréme 5.1
donne donc

BN
[-2(Sn) = prllve < (1= )= > B[|Ux = Vi,
k=1

puisque pi, = p = 1/n pour tout k € [n] et A = np = 1. On observe ensuite que

1 sion(k) =k,
|Up — Vi| =<1 sik appartient a un 2-cycle de o,

0 sinon.

Par conséquent,
- , . 1 1 2
|0k — Vil] = Plon(k) = k) + (3 € [n]\ (K}, ou(k) = j onli) =h) =+ = -
On obtient donc finalement
2(1—eh)
[-£(Sn) = pillye < ——, (5.3)

n

3. L’intérét de Montmort pour ce probléme était motivé par le probléme plus complexe de déterminer I’avantage du
banquier dans le jeu de hasard connu sous le nom de « Treize ».
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ce qui tend bien vers 0. En particulier, la probabilité que Pierre perde, soit P(.S,, = 0), satisfait

21 —e? 21 —e!
et -2 ) ps, m0)get 4 2LC)
n n
Notons que la borne (5.3) est loin d’étre optimale : on peut montrer que ||.£(S,,) — p1|lvr < Z;.En
particulier, la convergence est en réalité super-exponentielle! L’avantage de approche employée ici
est toutefois son adaptabilité & de nombreuses variantes plus complexes.

Sommets isolés dans le graphe aléatoire d’Erdds-Rényi

Les exemples précédents illustrent le fait que sila méthode de ce chapitre permet parfois des estimées
quantitatives relativement précises, celles-ci sont souvent loin d’étre optimales. Son intérét se trouve
plutdt dans la possibilité de démontrer des résultats asymptotiques (ce que 'on aurait également pu
faire dans les exemples précédents). Nous allons a présent en voir deux exemples.

Soit n € N*. On considére le graphe aléatoire d’Erdés-Rényi G ~ G(n, p,,) (cf. Chapitre 8) avec
n sommets et probabilité d’occupation p,,. Notons Ny le nombre de sommets isolés de G (c’est-a-dire,
de sommets de degré 0). Lorsque lim,,—, o, np, = 00, il suit des résultats des Sections 8.3 ou 4.3.1 que
lim;,—y00 P(No > €n) = 0 pour tout € > 0. Nous allons a présent établir deux résultats beaucoup plus
précis.

Le graphe aléatoire G est encodé a I'aide d’une famille de variables aléatoires iid. (Xij)1<i<j<n
suivant chacune une loi de Bernoulli de paramétre p,, : deux sommets distincts 7, j € [n] sont connectés
par une aréte dans G si et seulement si X;; = 1 (oul'on a posé X;; := X}; lorsque i > j).

En termes de ces variables aléatoires, le sommet ¢ € [n] est isolé si et seulement si

L= [ 0-Xxy=1
jelnI\{i}

Evidemment, les variables aléatoires I; ont méme loi, I; ~ Bern(p;) avec p; = p := (1 — p, )", mais

elles ne sont pas indépendantes. Le nombre de sommets isolés du graphe G est alors simplement donné
par Sy, == > " I;.
Nous allons utiliser le Corollaire 5.3. Pour ce faire, introduisons, pour chaque k € [n], les variables
aléatoires
vie\{k}, z"= J[ a-xy.
JenI\{i.k}

Manifestement, (Zi(k))ie[[n]]\{k} ol (1i)iefn)\(x} | {Ix = 1}. Une application du Corollaire 5.3 fournit
donc

1—e <
12(5) = palve < = — > pe(pe+ > E[l1-2]]),
k=1 ic[n]\{k}

ou A := Y1 | p; = np. Il nous faut a présent estimer E[|I; — ZZ-(k)H. Observons que

1, — 2P| = ( 1 a-xp- [ - Xij)) —Xa [ (-Xy.
jeln\{i) jeln\ ik} jeln\ ik}

En particulier, E[|7; — ZZ»(k)H = pn(1 —pn)" 2 = ppn/(1 — py). On obtient ainsi

oA

Pn Pn
—n ( +(n—-1 )g <1+n )
S nele ( )pl_pn p T

HX(SYL) - p)\HVT <

Considérons a présent deux formes spécifiques pour la probabilité d’occupation py,.
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_logn +c

Cas1l: py: ,avec ¢ € R et n suffisamment grand.

Dans ce cas,
C

p= " ro(UEy a a=eeqo(lEn)y,

On sait de I'inégalité triangulaire que
12 (Sn) = Pe-cllve < [I£(Sn) = pallve + [IPx = Pe—elvr-

Comme

logn
|£(Sa) = pallvr = O(=2)

et, par I'Exemple 4.11,

(log n)2)7

Ipx — Pe—cllve <1 —e P = o( ;

on en conclut que, dans la limite n — oo, la loi du nombre S,, de sommets isolés de G' converge vers la

loi de Poisson de parametre e :

VC S R, llm H.,%(Sn) - pe*CHVT - 0
n—oo

clogn
Cas2: p, = & ,avec0 < e < 1.
n

Dans ce cas,

p= n0+o(a:‘fﬁ32), et A=nl"c4 o(doic”)Z).

On obtient donc

1Z(Sn) = Ppi-cllve < 1£(Sn) = pallve + lIPA = Pri-ellvr
2 2
_ O(logn) +O((logn) ) _ O((logn) ) (5.4)

ne ne ne
Posons A, := n 7. Soit Y ~ Poisson(\,) et Y := (Y — \,)/v/An. La fonction caractéristique de ¥
satisfait, lorsque n — oo,

vt c R, pr/(t) — e_itmtpy(t/\/A_n) —_ e—itmeAn(eit/m_l) _ 6_%t2+o(t3/m),

n—oo

ce qui implique que .Z(Y) N(0,1). Par (5.4)

VeeR,  P((S, -l ) ViT <) — BT <x) + o DY,

nC

On en conclut que .Z((S,, — n'~¢)/vVn1=¢) 222 A(0,1).

Remarques bibliographiques : Ce chapitre est basé sur le livre [10] et P’article [5].
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Concentration de la mesure :
I'inegalité de Talagrand

Soit (X )k>1 des variables aléatoires identiquement distribuées, non corrélées et de variance finie.
Soit s, == %(X 1+ -+ X,,) la moyenne empirique des n premiéres variables aléatoires. L’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev montre alors que, pour toute suite (a,,),>1 satisfaisant lim,,_, na% = +o0,

n X
lim B, — ELX] > a,) < tim Y00 iy VOIU)

n—oo n—00 ay n—o0 ’I?,CL%

=0.

En particulier, I'essentiel de la masse associée a la loi de (X7 + - -+ + X,,)/n est concentrée dans un
intervalle de longueur n~/2%¢ (¢ > 0 arbitraire) autour de E[X1] lorsque n devient grand.

Le but de ce chapitre est d’introduire certaines approches utiles a I'étude de ce type de phénomeénes
de concentration. Il s’agit d’'un domaine trés vaste, que nous ne ferons qu’effleurer. Plus précisément,
nous allons démontrer I'inégalité de Talagrand, qui constitue une contribution majeure a cette théorie.
Nous travaillerons toujours sous des hypothéses d’indépendance. Par contre, nous ne nous restreindrons
pas a des fonctions linéaires comme la moyenne empirique. Un principe général dans cette théorie est
qu’une fonction f de variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes ne dépendant que faiblement
de la valeur prise par chacune de ces variables, devrait étre approximativement constante avec une
probabilité proche de 1. Observez que c’est le cas de la moyenne empirique : la contribution de chacune
des n variables étant typiquement d’ordre 1/n lorsque ces variables sont d’espérance finie.

Distance de Hamming pondérée

Soit n € N* et soit (2, F;, i), @ € [n], des espaces probabilisés. Nous nous intéresserons a la
mesure produit g = 1 X -+ X iy, sur = Q1 X -+ X Q.

Définition 6.1. Soit S’} = {a € R} [[|a[|, = 1}. La distance de Hamming pondérée par o € S}
sur () est définie par

n
Va,y € Q, da(a:,y) = Zail{mﬁéyi}.
i=1
Etant donné x € Q et' A C Q, on notera

Da(x) == sup do(z, A) = sup inf do(z,y).
a€s?y a€esty ye

1. Dans tout ce chapitre, les sous-ensembles de €2 considérés seront toujours implicitement supposés mesurables.

39
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F1GURE 6.1: Illustration du cas ou n = 3,2 = (0,1,0), A = {(1,0,0),(1,1,1)}. Gauche : représentation
de cette situation (en blanc, les sommets de A). Droite : représentation de U4 = {(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}
(sommets blancs), V4 (en gris) et du vecteur v, (en rouge) réalisant le minimum dans le Lemme 6.3. On obtient

ainsi D (z) = 1/3/2, ce qui correspond aux poids o = (1/2/3,+/1/6,4/1/6).

Exemple 6.2. Considérons le cas ou 2 := {0,1}" muni de la loi uniforme. Soit A C 2 non vide et
z € Q\ A Onaalors Da(z) > mingeal{i € [n]|z; # yi}‘n_lm, puisque cette borne revient a
choisir a; = n~ /2 pour chaque i € [n].

D’un autre c6té, s’il existe un ensemble de coordonnées I C [n] tel que, pour se retrouver dans A, il

est nécessaire que toutes les composantes z;, i € I, changent de valeur, alors D () > |I|'/2, la borne

correspondant au choix o = |I|~/2 pouri € T et a; = 0 pouri € [n] \ I. o
Considérons ’ensemble
Ua(z) = {s=(s1,...,sn) € {0,1}" ‘ Jy € Atelquew; #y; = s;=1}. (6.1)

En d’autres termes, s € Uy(x) s’il est possible de passer de x a un élément de A en ne changeant que
des composantes z; avec s; = 1.2
Avec cette notation, >

Da(z) = sup inf ;1 = sup min Q;8; = sup min «-S.
(@) = Z et T oSy s€UA(0) T aesy seUale)

Soit V4(x) 'enveloppe convexe de U4 (z) (considéré comme un sous-ensemble de R") (cf. Fig. 6.1).
Nous pouvons a présent donner une caractérisation alternative de D4 ().

Lemme 6.3. Pour tout A C Q et toutx € Q \ A,

Da(x) = min_[v].

Démonstration. Soit v« € Va(x) tel que [[v][, = minycy, () [|v]|. Par convexité de V4 (), 'hyperplan
normal & v, et passant par v, sépare l'origine et V4 (). En partlcuher,pour toutv € VA( ), 005 = ||usl|2.
On choisit o, = vy /||vi]|2. Alors, pour tout s € Ua(x) C Va(x),onaa, -s = ||v*||28 Uy = ||vs||2. Par
conséquent,

Da(z) = sup min «-s> min ax-$s = ||vill = min |[|v]f,.
aEsn seUy(x) s€U4(x) vEV4 ()

2. On pourrait trouver plus naturel de définir U4 (x) de sorte a ce que z; # y; <= s; = 1. Il se trouve cependant que
la flexibilité additionnelle donnée par (6.1) va se révéler tres utile dans la preuve de I'inégalité de Talagrand.

3. Pour la seconde identité, observons que, pour tout y € A, D7 oilyg, 2y} = Milsey , (z) Oorey CiSi, puisque
(Lfz;#y:1)ie1 € Ua(x). On a donc infyea D°7 | 0ilip, 24,3 = Milgey, (o) Do iy @iSi. Pour autre direction, fixons
s € Ua(x) et observons que pour tout z € Atelque z; # 2z == s; = Lonay ;.  ousi = 2 o ailyg 2.3 >
infyea D0 @ilye,2y,3- Onadonc mingey , (2) Doiy @isi = infyca i) @ilig, 2y}
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Pour l'autre borne, considérons o € S'} arbitraire. Alors, o - v, < ||v4||,. Par définition de V4 (z),
Ve =Y i Aisjavec s1,...,8, € Ua(x), A1,..., A, = 0et A\; +---+ A, = 1. Onadonc

n
[valla > - ve = ZAZ'(O‘ - 51),
i=1

ce qui implique qu’il existe i € [n] tel que a - s; < ||vi]|,. Par conséquent, quel que soit a € S, on a
Mingepr, (o) @ - 8 < ||vi]|> et donc

Da(z) = sup min «a-s < |jvgl, = min ||v]s,. O
aegi SEUA(.I) vEVy ()

Inégalité de Talagrand

Pour t € R et A C (, définissons le t-épaississement de A par A; = {x € Q|Da(x) < t}. Le
résultat central de ce chapitre est I'inégalité suivante qui montre que le ¢-épaississement d’'un ensemble
A de mesure d’ordre 1 (disons, pu(A) = %) a une mesure qui tend vers 1 extrémement rapidement
lorsque ¢ augmente.

Théoreme 6.4 (Inégalité de Talagrand). Pour tout A C ) mesurable et toutt > 0,

p(A) (1 — p(Ar) < e /4

Exemple 6.5. Dans cet exemple, considérons 2 := {0, 1}" muni de la loi uniforme.

> Soit A C Q tel que u(A) > p > 0. L’inégalité de Talagrand implique donc

1 2 2
u(Ay) =1 WA )e z1—2e

Pour comprendre ce qu'implique cette inégalité, il peut étre utile de considérer les poids a; ==
1/4/n pour tout i € [n]. On a alors

x €A = do(r,A) < Dy(x) <t = Jy € Atel que Zl{x#yi} < tyv/n.
i=1

L . 1 e . 424 o
Ainsi, si on tire au hasard un élément de €2, alors, avec probabilité au moins 1 — %e /4 il existe

un point de A ne différant de celui-ci qu’en au plus ¢1/n coordonnées.

> Soit A C Q avec u(A) > 1075, Alors,
(A =1 —100e /4,
En particulier, cela signifie qu’avec une probabilité d’au moins 0,999986, un point tiré au hasard
uniformément dans (2 différera en au plus 10,/n coordonnées d’un point de I’ensemble A.
> Considérons a présent A .= {z € {0,1}" | ||z||, < n/2}. Par symétrie, ;1(A) > 1/2. 1l suit donc
des considérations ci-dessus que, si X est un élément aléatoire de 2 tiré uniformément,

1
n(A)

puisque, si [|z[, > § +ty/nety € A alors Y10 1yp 2y = [z —ylli = ||zl = llyll, > tv/n.
Notons que la borne ci-dessus reproduit qualitativement (les constantes sont moins bonnes) celle
du Lemme 8.4. o

n _ _
p(IX 1l > 5 + tv/n) < p(4f) < e =207,
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Qn—i—l

, O
NZEE

<

s B

ITA  Aly]

FIGURE 6.2: L’ensemble A (les 3 domaines en bleu) et les projections ITA (en rouge) et A[y] (en vert) sur §'.

Preuve de I'inégalité de Talagrand

Le Théoreme 6.4 est une conséquence du résultat suivant.
Lemme 6.6. Pour tout A C ) mesurable et non vide, on a

O
n(A)

Avant de démontrer ce lemme, voyons comment en déduire I'inégalité de Talagrand.

/Qexp(}lDA(:c)Q) pu(dx) <

Preuve du Théoréme 6.4. Soit X un élément aléatoire de 2 de loi . Il suit alors de I'inégalité de Markov
et du Lemme 6.6 que, pour tout ¢ > 0,

1— N(At) — M(DA(X) > t) — ,U,(BDA(X)Q/4 > 6t2/4) < ]EM[GDA(X)Q/ﬂe—tQ/z,L < (114)69/4‘ n
L
Preuve du Lemme 6.6. La preuve se fait par récurrence sur la dimension n. Le cas n = 1 est facile. En
effet, dans ce cas, Da(z) = infyea 1{z £y} = l{z¢a}, ce qui implique
1
/ exp(§Da(x)?) pu(de) = (1 =/ Mu(A) + et < ——=,
Q n(A)

puisqu'on a (1 — a)x + a < 1/x pour tout z € (0, 1], lorsque a € [1,2].

Supposons donc que I'affirmation du lemme soit vérifiée pour Q' := X7, Q; (et la mesure y/ ==
X, ;) et considérons Q == Q' x €, ;1. Nous noterons les éléments de 2 sous la forme (z,y) avec
x € Q ety € Qp,41. Introduisons les sous-ensembles (cf. Fig. 6.2)

Yy € Quyr,  Alyl={z € Q[(2,y) € A}
HA = {z € |y € Qni1, (z,y) € A}.

Observons que si (z,y) € 2\ A, il existe deux facons de modifier (x, y) pour atteindre A : on peut
laisser y varier, ce qui réduit le probléme a modifier « pour atteindre I1A, ou on peut conserver y, ce
qui réduit le probleme a modifier x pour atteindre A[y]. Ceci conduit a4 deux observations cruciales.

La premiére est que si s € Una(x), alors (s, 1) € Ua((z,y)). En effet, si s € Unpa(x), alors il existe
Z € I1A tel que s; = 1 pour tout i € [n] tel que x; # Z;. Or, & appartenant a ITA, on sait qu’il existe
g € Q41 tel que (Z,7) € A. L’affirmation suit, puisque (s,1); = 1 pour tout i € [n + 1] tel que
(*%7 g)l # ($, y)i'4

4. Clest ici que le fait d’avoir utilisé une implication plutét quune équivalence dans la définition (6.1) se révéle utile, car
on ne sait pas siy = 4.
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La seconde observation est que si t € Uy, (), alors (¢,0) € Ua((x,y)). En effet, si t € Uy, (),
alors il existe T € Aly| tel que t; = 1 pour tout i € [n] tel que z; # Z;. Or, & appartenant & Afy], on sait
que (Z,y) € A. L’affirmation suit, puisque (¢,0); = 1 pour tout ¢ € [n + 1] tel que (Z,y); # (z,y);.

Il suit immédiatement des deux observations précédentes que si s € Via(z) et t € Vyp)(z), alors
(s,1) € Va((z,y)) et (t,0) € Va((z,y)). Par conséquent,

VAE0,1],  ((1- s+ A, 1—A) € Val(e,p)).
11 suit donc du Lemme 6.3 que

Da((z,y))* = vergir(lm)llv\lg <A =N)s + A1 = N[E = [[(1 = N)s + Xt + (1= X)?

< (= NslZ +AlleF + (1 =N,
ot1 ’'on a utilisé la convexité de la fonction u + ||u||2. On obtient donc, en optimisant sur s et ¢,

Da((z,y))* < (1 =) min H [2+A _min ||t||§ + (1))
seVia VA[U](

=(1- )\)DHA(LL') + )\DA[y](x) + (1= N2

En particulier, en fixant y € ,,11 et en intégrant sur x € V/,

/Q, exp(3Da((z,y))?) ¢/ (dz)
< e(l_/\)2/4/l(exp(};DHA(xy))l"\ (eXp(DA[y] (w)Q))/\ o)

<euﬁyﬂ<éfmﬂﬂhA@FﬁW¢@j4<A;%P@MM@V)M@@y,

ou la derniére ligne suit d’une application de I'inégalité de Holder. Nous pouvons a présent utiliser
I’hypothése de récurrence afin d’obtenir

1 2\ (1-X)2/4 1 _ 1 (1-X)2/4, —
exp(zDa((z,y w(dr) <e — = e ro o,

s (ePate ) ) WA (AR~ (LA

ou l'on a posé r := p/(Aly])/u/(IIA). Observons que r € [0, 1], puisque Afy] C ITA. Un petit calcul
montre que la fonction A — e(=N?/4p=X et minimisée en A = 1 + 2 logrsir > e /2 et A = 0 sinon.

En choisissant ainsi A, on obtient

o(1=02/4, =X _ e loar=(oen)® i € [e71/2,1],
el/4 sir € [0,e"1/2),
Il s’ensuit que
vr e [0,1], eI/ =X <9y

4 <2 ~1/2.1], il suffit

En effet, lorsque r € [0, e~'/2), affirmation suit de e!/ e /2 Lorsque r €
— logr (logr)?

d’observer que la droite » +— 2 — r est tangente au graphe de la fonction g(7) :
r = 1 et que g est concave sur tout cet intervalle.
On a donc finalement

/ 1 #(Aly))
//eXP(}LDA((fE’?/))z)N (dz) < 1/(TTA) (2_ 1/ (ITA) >

La conclusion suit en intégrant sur y (et en utilisant Fubini)

, 1 Jan oo W (AlY]) pnta (dy)
lmeQMawﬁummMﬂwwswmm(m- i )

P
1
:wmm< ><

puisque (2 — u) < 1 pour tout u € R. O

[e
& en
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Quelques corollaires et applications

Dans cette section sont présentés quelques corollaires intéressants de 'inégalité de Talagrand. Ceux-
ci facilitent son utilisation dans de nombreuses situations. Nous en profiterons également pour donner
quelques exemples simples de telles applications.

Concentration des fonctions lipschitziennes

Définition 6.7. Soit 2 = X[, Q; et ¢ > 0. Une fonction F : Q) — R est c-lipschitzienne au sens de
Talagrand si, pour tout x € €, il existe « = o(x) € ST} tel que

Yy € Q, F(z) < F(y) + cdo(z, ).

Remarque 6.8. Insistons sur le fait que la valeur de o (et donc la “distance” d,, utilisée) n’est pas fixée a
priori, mais peut dépendre du point x choisi. Cette flexibilité est une des grandes forces de cette approche et
se réveéle essentielle dans de nombreuses applications. o

On a alors le résultat suivant de concentration autour des médianes” .

Théoréme 6.9. Soit @ = X, Q; et p = X p;. Soit F' : Q — R c-Lipschitzienne au sens de
Talagrand. Soit mp une médiane pour F'. Alors,

VtERY,  u(|F —mp|>1t) < e /4
Démonstration. Soitr € R, A := {F < r} C Qetx € Q. Par hypotheése, il existe « = a(z) € S’} tel
que F(x) < F(y) + cdo(z,y) pour tout y € Q. En particulier, siy € A, ona F(z) < r+ cda(x,y), ce
qui implique que D4 () > infyca do(x,y) = (F(x) — r)/c. Ainsi, pour tout t € R,
Ay ={z€Q|Da(z) <t} C{z € Q| F(z) <r+ct}.
Il suit donc de I'inégalité de Talagrand que, pour tout ¢ > 0,
P(F < r)u(F > 1+ et) < p(A)(1 - p(Ay)) < e /4

En particulier, pour tout ¢ > 0,

w(F <r)p(F > r+ct) = liﬁr)l p(F <r)p(F>r+ct—e) < lifgl e~ (=4 = o=/,

Fixons v € R . En appliquant cette inégalité avec ¢ := u/c, et en choisissant successivement r := mp
et r '= mp — u, on obtient

_u2/4¢2 02 /402
eu/éLc <26u/4c,

2 /402 2 /402
eu/4c <26u/4c’

et la conclusion suit. O

Exemple 6.10. Soit X1, ..., X,, des variables indépendantes, X; ~ bernoulli(p;) pour chaque i. Dans le
cadre de ce chapitre, cela revient a considérer €2 := {0,1}" et u = Xj_; u; avec p;({1}) = p; pour

5. Rappelons que mp est une médiane pour F'si u(F > mp) > 1/2 et u(F < mp) > 1/2.
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chaque i. Soit F(x1,...,x,) = 21+ - - + xp,. Evidemment, pour tout y € Q, F(0) < F(y). Supposons
donc x # 0. Alors, pour tout y € €2,

n n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
ou l'on a choisi a(z) = z/||z||, € ST (et utilisé ||z||, < y/n). Il suit donc du Théoreme 6.9 que

VEERY,  u(|F —mp| >t) < de /A, o

Exemple 6.11. On considéere n urnes et m boules. Chaque boule est placée au hasard, uniformément et
indépendamment, dans une urne. Soit F' le nombre d’urnes non vides et mr une médiane pour F'. Cela
correspond a prendre Q = {1,...,n}"™, pn = X, p; avec u;({k}) = 1/n pour chaque k € [n] et
chaque ¢ € [m]. Ainsi, pour x € ), z; dénote I'urne dans laquelle est placée la i¢ boule.

Soitz,y € O, I :={i € [m]|z; = y;} etsoit B := {x;|i € I} I'ensemble des urnes occupées par
les boules dont le numéro appartient & I. Par définition de I, |B| = [{y; | € I}| < F(y). On a donc

m

F(z) = Bl + x|z ¢ BY < F(y) + ) ai(@) 1,2,
i=1

ou 'on a posé a;(z) := 1 si la i¢ boule est la boule de plus petit numéro dans son urne (relativement
a la répartition associée a x), et a;(z) := 0 sinon. L’inégalité suit de 'observation que, pour chaque
u € {x;|z; ¢ B}, sij :=min{i € [m] |z; = u}, alors z; # y; et aj(z) = 1.

En choisissant a(z) == a(z)/||a(z)]|, (et en utilisant ||a(x)||, < v/n A m), on obtient ainsi, pour
chaque z € (2,

m

Yy € Q, F(z) < F(y) + vVnA mz i (%)L g2y}
i=1
11 suit donc du Théoreme 6.9 que
VEERY,  u(|F —mp| >t) < de*/40Am) o

Le Théoréme 6.9, énonc¢ant un résultat de concentration autour d’'une médiane de F, est typique des
applications de I'inégalité de Talagrand. Le fait qu'une médiane apparaisse, plutdt que I’espérance, peut
sembler ennuyeux, les médianes étant généralement beaucoup plus difficiles a déterminer. Cependant,
lorsqu’un résultat de concentration est disponible, on peut généralement remplacer la médiane par
Pespérance, le prix a payer étant que les constantes se détériorent quelque peu.

Lemme 6.12. 1. Soit X une variable aléatoire réelle telle que
VteRL,  P(X —mx|>t) <ae ¥/

mx —E[X]| < Yavb et

ot my est une médiane de X eta,b € R.. Alors,
VieR:,  u(X —E[X]|>t) <@/ te /4
2. Soit X une variable aléatoire réelle telle que

vVt € RY, P(|X —mx| >1t) < ae~t/b(mx+t)

E[X] — mx| < ay/imbmx + 2abe™mx/2,

oumx est une médiane de X eta,b € R’ . Alors,
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Démonstration. Tout d’abord,
imx — E[X]| = |[E[mx — X]| <E[jmx — X|]
= / P(jmx — X| > t)dt < a/ el = Yo/
Ry Ry 2

Notons ¢y = ga\/l;. Sit > 2t,
p( X —E[X]| > ) < p(1X —mx| >t —to) < p(|X —mx| > 1/2) < ae™/*.
Sit < 2tg, on peut utiliser la borne triviale
(’X E[X” ) <1< (2t0)2/4be—t2/4b _ emz2/4e—t2/4b‘

On obtient donc 2 2
VieRy,  p(IX —E[X]|2t) < (av e e

] s . - . 2
et 'on vérifie aisément que a < €™ /4 pour tout a € R.
La seconde affirmation se démontre de la méme fagon en observant que

—2/b(mx+) gy < /mX —2/2bmx g /OO —t)2b 1 o /2b
e < e + e dt < wbmx + 2be . O
L Vi

0 mx

Il suit ainsi, par exemple, du Théoréme 6.9 que |mpr — E[F]| < 4cy/7 et

VieRY,  u(|F —E[F]| > t) < e e /16,

Exemple 6.13. Retournons a ’Exemple 6.11. L’espérance du nombre d’urnes non vides est donnée par

EF]=(1-(1-2)")n.

n

L’estimée de concentration obtenue dans ’Exemple 6.11 implique donc
vVt € RY, w(|F —E[F]| > t) < '™ o~ t2/16(nAm)

En particulier, dans la limite ou n — oo et m/n — p > 0,0on a lim,, o E[F]/n = (1 —e™") etla
borne ci-dessus nous permet d’affirmer que F' € [E[F] — t,,, E[F] + t,] avec grande probabilité dés que

tn > /1. o

Suprema de fonctions linéaires

Soit Y1, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [0, 1] et considérons la variable
aléatoire
- m€a2< z; 57, 2
1=

ou = C R™ est un ensemble fini. Notons p := maxgcz||€]|.
Considérons €2 := [0, 1]”, muni de la mesure produit x des lois des variables Y;. On souhaiterait
appliquer le Théoréme 6.9 4 la fonction F' : {2 — R définie par

= Iggfzfzxz
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Etant donné & = (1, ...,2,) € €, soit £ = £(z) € 2 réalisant le maximum. Alors, pour tout i € €,
F(z) = Zfﬂi < Z&yi + Z|§1||€L‘z -yl < Fy) + pz ”57’ {2y}
i=1 i=1 i=1 2

Ainsi, la fonction F est p-Lipschitzienne au sens de Talagrand, pour les poids a(z) = |€(2)|/||€(x)]|..
Une application du Théoréme 6.9 conduit donc au résultat de concentration suivant.

Corollaire 6.14. Soit my une médiane de Z. Alors,
VteR:,  w(|Z-—myg|>t) <de P/

Exemple 6.15 (Percolation de premier passage). Soit G = (5, A) un graphe fini et (Y;)cca des
variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans [0, 1], appelées temps de passage. On interpréte Y, comme
le temps nécessaire pour traverser I’aréte e. Etant donnés x,y € S, une quantité centrale dans I’étude
de la percolation de premier passage est le temps minimum nécessaire pour aller de = a y. Soit II une
collection finie de chemins auto-évitants de G reliant = a y. Le temps nécessaire pour parcourir le chemin
7€ lestYy =) Y. Letemps minimum pour aller de  a y en parcourant I'un des chemins de II
est alors donné par la variable aléatoire

Z =minY,; = m1n Z lieer)Ye.

mell eGA
Soit mz une médiane de Z. Alors, une application du Corollaire 6.14 & la variable aléatoire Z’ :== —Z =
maXqell Yo A(—1ieer))Ye conduit a
42
VteRY,  u(|Z —myg| =t) < et/

ou ¢ = max |7l

Sur le graphe Z? (avec une aréte entre i, € Z2 si ||i — j||, = 1), lorsque les (Y;) sont i.i.d. et
telles que p(Y, = 0) < 1/2, il existe C et C’ indépendantes de n telles qu’avec probabilité au moins
1 — Ce /€, le temps minimal pour aller de (0,0) & (n, 0) ne change pas si on se restreint 4 la famille
IT des chemins de longueur au plus C’'n [32]. Combiné avec le résultat de concentration ci-dessus, cela
montre qu’il existe € > 0, indépendant de 7, telle que, pour tout n suffisamment grand,

vie[0,n],  p(Z—myz|2t) < Ce™C 4 4e /1M L omtn, o

Fonctions certifiables

Une classe de fonctions pour lesquelles I'inégalité de Talagrand est particuliérement efficace est celle
des fonctions h : 0 — R ayant la propriété que lorsque h(x) > s, on peut trouver un « petit » nombre
de coordonnées certifiant que h(x) > s.

Définition 6.16. Soit Q2 = X, Q; et f : R — R. Une fonction h : Q — R est f-certifiable si, pour
tout x € Q) tel que h(x) > s, il existe I C [n] avec|I| < f(s) tel que

Viel,yi=x2; = h(y) >s.
On dira que h est r-certifiable (r € R) si h est f-certifiable avec f(s) = rs.

Exemple 6.17. Soit n € N et N := (3). On peut encoder le graphe d’Erdés-Rényi G(n, p) comme
I'ensemble €2 := {0, 1}"¥ muni de la mesure produit y = v*", ou v({1}) = 1 — v({0}) = p. En effet,
numérotons les arétes de K, le graphe complet a n sommets, de facon arbitraire. On peut associer a
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chaque = € 2 un sous-graphe G = G(z) de K, en déclarant que I’aréte numéro k appartient a G si et
seulement si 25, = 1. On vérifie aisément que G ~ G(n, p).

On s’intéresse a la fonction G — h(G) comptant le nombre maximum de triangles distincts® dans
G. Alors, h est 3-certifiable. En effet, si h(G) > s, alors on peut trouver s triangles dans G, comprenant
au plus 3s arétes, et toute autre réalisation G’ possédant également ces arétes satisfait h(G') > s. ¢

Théoréme 6.18. Soit @ = X' Q;, up = Xy et f : N — N Soit h : Q — R une fonction
f-certifiable telle que |h(z) — h(y)| < c lorsque x et y différent en au plus une coordonnée. Alors,

Vr € RVt € RY, p(h <r—cty/f(r) p(h >7) < e/, (6.2)

En particulier, si my, est une médiane de h, on a, pour toutt € R* ,

p(h < mp —u) < 2SI (k> my, 4 u) < 26T ), (6.3)

Démonstration. Soitt € R, r € Ret A= {y € Q| h(y) < r—ct\/f(r)}.Soitz € Qtelque h(z) >r
et soit I C [n] tel que |I| < f(r) certifiant que h(x) > r. On définit o = a(x) € S’} par

{m—l/? siiel,
Qy =

0 sinon.

Soit € > 0 arbitraire. Montrons que d,(x, A) > t — € et donc, en particulier, que = ¢ A;_. Supposons,
par 'absurde que d,(z, A) < t — €. Alors, il existe y € A tel que

t > da(z,y) = 117D Lz
el

etdonc ) i iz 2y < t|1)"/? < ty/f(r). Définissons z € Q par z; == x; pour tout i € I et z; = y;
pour tout i € [n] \ I. Comme z et x coincident sur I, on a h(z) > r. De plus, y et z différant en au plus
t\/ f(r) coordonnées, on a |h(y) — h(z)| < cty/f(r). Il s’ensuit que h(y) = h(z) — |h(y) — h(2)| >
r — cty/ f(r), ce qui contredit le fait que y € A.

Onadonc p(h > r) <1 — pu(Ai—c) et le Théoréme 6.4 implique que

L’inégalité (6.2) suit en laissant € | 0, puis en exploitant la continuité du membre de droite, comme dans
la preuve du Théoréme 6.9.
Les deux conséquences énoncées en (6.3) sont obtenues en appliquant (6.2) avec r == my, et t =

u/cy/ f(mp) pour la premiére, et avec r := my, + u et t := u/c\/ f(myp, + u) pour la seconde. O

Exemple 6.19. Soit G un graphe d-régulier’, sans boucle, avec n sommets. Soit H le sous-graphe aléatoire
de GG obtenu en conservant chaque aréte de GG indépendamment avec probabilité p. On peut encoder H
par un élément de Q = {0, 1}"%2, en numérotant les arétes de G et en associant a I'aréte k la valeur 1
si l'aréte est présente dans H. Etant donné z € (), on dénotera H (z) le sous-graphe correspondant.
Notons h(x) le nombre de sommets non isolés de H (z) (c’est-a-dire, de degré au moins 1). Clai-
rement, E[h] = n(1 — (1 — p)?). Modifier une coordonnée de = € €2 correspond a retirer ou ajouter
une aréte & H(x) et ne peut donc changer le nombre de sommets isolés que d’au plus 2; on a donc
|h(z) — h(y)| < 2 lorsque z et y différent en au plus une coordonnée. De plus, h est 1-certifiable,
puisque Pexistence d’au moins s sommets non isolés peut étre certifiée en révélant la présence d’une

6. Un triangle de G est un triplet de sommets distincts ¢, j, k € [n] tels que {4, j}, {¢, k}, {J, k} soient des arétes de G.
7. Un graphe est d-régulier si tous ses sommets sont de degré d.
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aréte incidente a chacun de s sommets non isolés distincts. On peut donc appliquer le Théoréme 6.18,
ce qui donne, pour toute médiane my, de h,

M(h <mp — u) < 26*u2/16mh7 u(h > my, + u) < 267u2/16(mh+u).

En particulier, en combinant ces bornes et le point 2 du Lemme 6.12, on conclut que lorsque u,, > /n,
onah € [n(l—(1—-p)?%) —up,n(l—(1—p)?) + u,|] avec grande probabilité. ©

Exemple 6.20 (Plus longue sous-suite croissante). Soit ¢ une permutation aléatoire uniforme de
I'ensemble [n]. Un probléme trés étudié est celui de déterminer la longueur L = L(o) de la plus grande

sous-suite (0(i1),...,0(ir)), 1 < i1 < iz < -+ < i, < n,delasuite (6(1),...,0(n)) telle que
U(il) < U(ig) < <K U(iL).

Commencons par reformuler ce probléeme dans le langage de ce chapitre. Soit Q2 := [0, 1]" et p :=
v*™ le produit des mesures uniformes sur [0, 1]. On note = (x1,...,x,) les éléments de 2. On

considére la fonction h : {2 — R définie par
h(m) :zmax{k:GNEll Lo <tg < <IN, Ty < Ty < -0+ <l‘ik}.

En d’autres termes, h(x) est la longueur de la plus grande sous-suite croissante de . ;4 n’ayant aucun
atome, on vérifie facilement que h posséde la méme loi que L(o). Commencons par montrer que h est
d’ordre /n avec grande probabilité.

Soit 0 == [\/n], N = |n/t], Ij == {(k—1){+1,...,kl} et Jy == [(k—1)n"Y/2, kn~Y/2), k € N*.
Notons Y (%) == 1{gjcr, tel que z;eJ,}- Les variables aléatoires Y1, ..., Yy sont i.i.d., chacune de loi de
Bernoulli de parametre

p=pYi=1)=1-1-n"2f>1-e " >1 ¢

On utilise I’algorithme suivant pour construire une sous-suite croissante a partir de = : pour chaque
k € [N], on inclut ¢ dans la sous-suite si i est le premier nombre de U'intervalle I, tel que z; € Jj. Ceci
produit une sous-suite de longueur Y := Y] + - - - + Y. Par conséquent, il suit du Lemme 8.6 que

u(h < 1pN) < p(Y < SE[Y]) < e PN/8 L em(meDVa=2)/8,

ce qui tend rapidement vers 0 lorsque n — oo et établit la borne inférieure.

I I I
oleJolo|SlcYelc | olc e [eXe)

0 A Ja J3 1

FIGURE 6.3: Extraction d’une sous-suite croissante. Dans chaque bloc Ij, on inclut le premier point i € I, tel que
x; € Ji, (s’il en existe au moins un). Pour des raisons de lisibilité, seul les images des points de I; sont indiquées.
Le premier élément de la sous-suite croissante est donc ici égal a 2. Dans cet exemple,n = 14,/ =4 et N = 3.

Passons a la borne supérieure. La probabilité qu’une sous-suite donnée i1 < 79 < --- < i soit
croissante est égale a 1/k!. Notons Mg, le nombre de telles sous-suites de longueur au moins R € [n].

Ona®
nke%

= 3 (D)< () () - 32 2

k=R

8. On utilise les inégalités établies dans la note en bas de page 66.
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Avec le choix R := [4ey/n], on obtient

" pke2k " 16
—2k —k —4ey/n
E[MRg] < E 5 S g 4 < E 1677 < 1516 .
k=R k=R k=R

Par conséquent, par 'inégalité de Markov,
16
p(h > dev/n) < p(Mp > 1) < E[Mg] < 216717,

ce qui tend également rapidement vers 0 lorsque n — oo et établit la borne supérieure.

Soit mj, une médiane de h. Il suit des estimées précédentes que my, est d’ordre y/n. Nous allons a
présent établir la concentration de h autour de my.

La premiére observation est que changer une unique composante de x ne peut faire croitre ou
décroitre la longueur de la plus longue sous-suite croissante que d’au plus 1. La seconde observation
est que h est 1-certifiable. En effet, si h(x) > s, alors les s composantes formant une des sous-suites
croissantes de longueur s certifient cette inégalité.

Il suit donc du Théoréme 6.18 que

p(h < mp =) < 27 (b > ) < 26740,

En particulier, ces bornes montrent que si u,, > n'/4 alors h € [my, — un, my + uy) avec grande
probabilité.

On dispose aujourd’hui d’informations considérablement plus détaillées sur ce probleme. En par-
ticulier, E[L(c)] = 24/n et le remarquable résultat suivant détermine le comportement asymptotique
des fluctuations autour de 'espérance [6] :

im P(HOTH <) = o),

n—00 nl/6

ou F; est la fonction de répartition de la loi de Tracy-Widom,

o0
Fy(s) = exp(—/ (z — 5)g*(z) da:)
S
ou ¢ est 'unique solution de I’équation différentielle de Painlevé de type II,

y'(s) = sy(s) +2y(s)°,

avec des conditions au bord appropriées. En particulier, ce résultat montre que I’approche que 'on a
utilisée ci-dessus ne fournit pas 'ordre de grandeur correct des fluctuations. Le lecteur intéressé par ces
questions trouvera une discussion approfondie dans le livre [46]. o

Remarques bibliographiques : Ce chapitre est basé sur les livres [4] et [36], ainsi que sur la source
originale, Iarticle [50].
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Réduction de la dimensionalité :
le lemme de Johnson-Lindenstrauss

A I'ére du big data, on est fréquemment confronté a des jeux de données consistant en un trés
grand nombre de points dans un espace de tres grande dimension. Malheureusement, les algorithmes
usuels permettant I'extraction d’information a partir de ces données souffrent alors du « fléau de la
dimension » (curse of dimensionality en anglais) : ils deviennent extrémement inefficaces sur un plan
pratique, lorsque la dimension croit. Il est alors désirable de réduire la dimension des données tout
en préservant les propriétés essentielles. C’est ce que I'on appelle le probléme de la réduction de la
dimensionalité. Il en existe de nombreuses approches. Le but de ce chapitre est de présenter un résultat
classique de ce type : le lemme de Johnson-Lindenstrauss. Pour une importante classe d’algorithmes (par
exemple, algorithme de recherche des plus proches voisins et ses nombreuses variantes), la propriété
a préserver est la distance entre chaque paire de points. Le lemme de Johnson-Lindenstrauss affirme
qu’un ensemble de m points dans un espace de dimension arbitraire peut étre plongé dans un espace de
dimension O(logm)/e? tout en ne modifiant la distance entre chaque paire de points qu’au plus d’'un
facteur compris entre 1 — e et 1 + ¢, avec € € (0, 1) arbitraire. Ce lemme (et ses variantes) trouve des
applications dans de nombreux domaines. Un exemple est donné dans la section 7.3.

Cadre et énoncé du Lemme de Johnson-Lindenstrauss

Théoréme 7.1 (Lemme de Johnson-Lindenstrauss). Soit N,m € N* ete € (0,1). Pour tout n >
2(e?— %63)_1 log m et tout ensemble V- C R composé dem points, il existe une application f : RN — R”
telle que

v,y eV, (I=dlx—yl. <[[f(x) = f¥)ll < T+ )llx =yl (7.1)

Remarque 7.2. La preuve fait recours a la méthode probabiliste : nous allons construire une application
linéaire aléatoire dont nous montrerons qu’elle satisfait la condition désirée avec probabilité positive, ce qui
implique Uexistence d’une fonction f comme dans I’énoncé. En particulier, cet argument n’est pas constructif.
Ce n’est toutefois pas un probléme en pratique, car la probabilité d’obtenir une application satisfaisant (7.1)
est supérieure ou égale a 1/m ; il suffit donc de faire de I'ordre de m tirages pour obtenir I'application
désirée. En fait, quitte a empirer trés légérement la borne surn, on peut obtenir une probabilité de succés
prochede 1 :sin > (2+ a)(e? — £e3) " logm, pour un o > 0, alors la méme preuve (il suffit de choisir
§ = m~2~%) montre que la probabilité de succés est d’au moins 1 — m ™=, o

Remarque 7.3. On peut montrer [35] qu’il n’est pas possible de faire mieux qu’une borne de la forme
n > O(e~2)logm). o

51
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Preuve du Lemme de Johnson-Lindenstrauss

Soit A = (A;;) une matrice n X N dont les éléments sont des variables aléatoires i.i.d. de loi A'(0, 1).
Alors, pour tout z = (z1,...,2y) € RY,

n

E[||4z2] [Z(ZAM)} 53 Bl Aulesan = il

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
puisque E[A;;A;x] = &5 par hypothése. Il suit que 'application linéaire L := n~'/2A préserve, en
moyenne, le carré de la norme euclidienne : E[|| Lz||2] = ||z||2. L est donc un bon candidat pour I’appli-

cation recherchée, pour peu que I'on parvienne a montrer que la distribution de || Lz||? est concentrée
au voisinage de son espérance.

Lemme 7.4. Soit §,¢ € (0,1). Pour toutn > [log §|/(e* — 1€3), ona
vz € RY tel que||z||, = 1, P(|||Lz]ls — 1| > €) < 20.

Avant de démontrer ce lemme, vérifions qu’il permet de conclure la preuve du Théoréme 7.1.

Onprend § := 1/m?. Soitx,y € V distincts. Comme n > 2(e2—1e3) "1 logm = |log 8| /(> — £€),
on peut appliquer le Lemme 7.4 a4 z := (x — y)/||x — y||., ce qui donne

p(lx= Lol
=yl

§é(1—e,1—|—6)) < 20.

Par conséquent, par I'inégalité de Boole,

P(ﬂ{x,y} cy, Ix= Lyl ¢ (1—6,1—|—6)> < ¥ P(HLX_LYHQ ¢ (1—e,1+e)>

x=vl: w2y \ Tyl

< (m)25:11.
2 m

On en conclut que la probabilité que L posséde la propriété (7.1) est strictement positive, ce qui démontre
Pexistence d’une telle application.

Preuve du Lemme 7.4. Tout d’abord, pour tout ¢ € [n],

N
(Az); =) Az ~ N(0,1),

Jj=1

puisque les variables aléatoires A;;z; ~ N (0, zj2) sont indépendantes et 22 + - - - + 2%, = ||z||? = 1. En

particulier, la variable aléatoire
n

W= | Az)2 = 3 (Az)?

=1

est la somme des carrés de n variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1)*. Pour Z ~ N(0, 1), on
a

1
(1 Qt dm _

12t9‘3d

Vie (—o00 L), E[? / B
(=00,3) [¢] Vor 1— 2t

vl

1. En d’autres termes, W suit une loi du x? a n degrés de liberté.
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Par conséquent,
Vt € (—00, 3), E[etw] = E[etZQ]n = (1—2t)""2

Bornons tout d’abord la probabilité que || Lz||, > 1 + €. Une application de I'inégalité de Chernoff
conduit a la borne

P(||Lz), > 14 €) = P(||Az|? > (1 4+ €)?n) = P(W > (1 + €)*n) < inf e tIH R[],
On en conclut que

P(|| Lz, > 1 < inf —n(t(1+€)* + Llog(1 —2))].
(/[ Lz]] +€) te(l(]rfl/z)eXP[ n(t(1+€)* + 5 log( )]

L’infimum est atteint en ¢t = (1 — (1 + €)2), ce qui conduit &
P(|| Lz, > 1 +¢) < exp[—n(e+ 3¢ —log(1 +€))] < exp[—(e? — 2e%)n],

la derniére inégalité suivant de la borne log(1 +¢€) < € — %62 + %63 valide pour tout € > 0.

Bornons a présent la probabilité que ||Lz||, < 1 — €. On procéde de maniére similaire :

<1—¢) =P(— S (1—e)2n) < t(l1—e)?n —tW] _ t(l1—e)?n —n/2.
P(|Lz|, < 1—€) =P(-W = —(1 — €)*n) <infe Ele "] inf e (14 2t)

L’infimum étant atteint en ¢t = ((1 — €)~2 — 1), on obtient
P(|Lz|. <1 —¢€) < exp[-n(—e+ %62 —log(1 —¢))] < exp[762n],

puisque log(1 — €) < —e — 3¢ pour tout € € [0, 1).

On obtient donc finalement
P(||Lz|l, & (1 —€,1+¢€)) < exp[—(e* — %ed)n] + exp[—€°n] < 2exp[—(¢* — %eg)n] < 26,

pour tout n > [log 8|/(e? — 3€3). O

Application a I'acquisition comprimée

Sparsité et propriété d'isométrie restreinte

De nombreux types de signaux (par exemple, le son, les images ou la vidéo) peuvent étre encodés
sous la forme d’un vecteur x € RY avec N (trés) grand. Plutét que de mesurer directement le signal x,
on mesurey = Mx € R"™ avec n < N, ou M est une matrice n X N (par exemple en ne conservant
qu’une partie des coefficients de Fourier). Le probléme est de reconstruire le signal x a partir de la
mesure y (et de la connaissance de la matrice de mesure M). Comme on a supposé n < N, ce probléme
semble mal posé : aprés tout, le probléme est sévérement sous-déterminé! Néanmoins, dans de trés
nombreuses situations pratiques, on a des raisons de s’attendre a ce que le signal x soit sparse (épars en
francais, mais presque tout le monde utilise le terme en anglais). Par exemple, la norme de compression
d’images JPEG 2000 repose sur le fait qu'une image peut étre encodée dans une base d’ondelettes, de
sorte a ce que la qualité visuelle soit peu impactée méme lorsque I’on ne conserve qu’un petit nombre de
coefficients. La question devient alors : dans I’hypotheése ol le signal x est sparse, sous quelles conditions
sur n est-il possible de reconstruire x a partir de y ? Nous allons voir dans cette section qu’une réponse
a cette question peut étre obtenue a I’aide du lemme de Johnson-Lindenstrauss.

Commencons par préciser la notion de vecteur sparse.
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FIGURE 7.1: Minimiser la norme ¢! sur un sous-espace affine tend a produire une solution sparse (droite), contrai-
rement au cas de la norme ¢? (gauche).

Définition 7.5. Soit k € N*. Un vecteur x € R est k-sparse s’il posséde au plus k composantes non
nulles. On notera ;Y I'ensemble de tous les vecteurs k-sparse.

Des considérations élémentaires d’algébre linéaire montrent qu'une condition nécessaire et suffi-
sante pour que 'application x — M x soit injective (de sorte a ce que le probléme soit bien posé) est
qu’aucune famille de 2k colonnes de M ne soit linéairement indépendante. En effet, observons que pour
toute paire x, x’ € .#N,onax—x' € 5”2],\6] . Par conséquent, il existe deux vecteurs distincts x, x’ € ykN
tels que M (x — x’) = O si et seulement si les colonnes de M correspondant aux composantes non
nulles de x — x’ sont linéairement dépendantes. Observons que cette condition est satisfaite (presque
stirement) par la matrice L introduite dans la preuve du Lemme de Johnson-Lindenstrauss. Le probleme
est qu'étant donné y € R, il n’est pas aisé de trouver le vecteur x € .%;" tel que Lx = y. Nous allons
a présent décrire une approche plus efficace. Celle-ci repose sur la notion suivante.

Définition 7.6. Soit k € N* ete € (0, 1). Une application linéaire M : RN — R™ posséde la propriété
d’isométrie restreinte d’ordre k et de constante € si

vxeZ, (L= olxl. < [Mx]l: < (1 + 6)fx]..
Dans ce cas, on dira que M vérifie RIPy, ..

L’intérét de cette notion est démontré par le résultat suivant, qui réduit le probleme de reconstruction
d’un signal sparse a un probléme d’optimisation pouvant étre implémenté de facon numériquement
efficace.

Lemme 7.7. Soit M : RN — R™ une application linéaire vérifiant RIP1ok,1/3. Alors, pour chaque
x € N, le probléme d’optimisation

minimiser ||z, sous la contrainte que Mz = Mx
posséde une unique solution (évidemment donnée par x).

Remarque 7.8. Il est important d’observer que minimiser la norme ¢ sur un sous-espace affine tend d
générer une solution sparse, contrairement d ce qui se produit avec la norme 2. Ceci est illustré (dans le cas
de R?) dans la Fig. 7.1. o

Evidemment, le probléme a présent est d’obtenir des transformations linéaires vérifiant cette condi-
tion. Il se trouve que la méme approche que pour le lemme de Johnson-Lindenstrauss fonctionne ici.
Soit A une matrice n X N dont les éléments sont des variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0, 1) et soit

L:=n"1/24,

Lemme 7.9. Pour toutn > 500k log N, L vérifie RIP o, 1 /3 avec probabilité au moins 1 — 1/N.
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FIGURE 7.2: La décomposition de N* employée dans la preuve du Lemme 7.7 (ici, avec k = 4).

En combinant les Lemmes 7.7 et 7.9, on obtient le résultat principal de cette section.

Théoréme 7.10. Soitn > 500k log N. Avec probabilité au moins 1 — 1/N, on peut reconstruire n’importe
quel vecteur x € /N a partir de la connaissance de Lx en résolvant le probléme d’optimisation

minimiser ||z||, sous la contrainte que Lz = Lx.

Preuve des Lemmes 7.7 et 7.9

Preuve du Lemme 7.7. Fixons X = (z1,...,ZN) € YkN. Sans perte de généralité, nous supposerons que
x; = 0 pour tout i > k. Soit z € RY tel que Mz = Mx et ||z|, < |x||;. Notons r = (71,...,7y) ==
z — X. Sans perte de généralité, on supposera que |r;| > |r;+1| pour tout i > k. Nous allons montrer
que l’on a alors nécessairement r = 0, c’est-a-dire z = X, ce qui conclura la preuve.

Soit a; = k et, pour i > 2, a; = a;—1 + 9k. On partitionne N* = \/Z>0 I;, avec Iy = [k] et,
pouri > 1,I; = {a; + 1,...,a,+1}. On notera également Iy; = V Ij et Ipy == Ip U I;. Si
y = (y1,...,yn) € RV et.J C N*,onnoteray s le vecteur de RY avec composantes (y s); := Liie 1y

j>i
On a supposé x7_, = 0. Par conséquent, on a d’une part

1zl = N2z I+ + [lzr=1lly = N2z [l + [z, [l

et, d’autre part,
Iz[l: < lIxl[s = X1l < l|Z1oll + 15 ]1-

En combinant ces deux observations, on conclut que

ezl < el (7.2)

Observons a présent que Mr = Mz — Mx = 0, ce que l'on peut réécrire Mry,, = —> .-, Mry,. 1l
suit donc de 'hypothese que M satisfait RIPgy 1 /3 que

%HrImH? < ||MI']01H2 < ZHMI‘L'H2 < %Z”I'EH% (7.3)

i>2 i>2

puisque rj,, est 10k-sparse et chaque ry,, i > 2, est 9k-sparse.
On a supposé que |ry| > |rys1| pour tout £ > k. En particulier, pour tout ¢ > 1 et tout j € I;,
75| < min{|rg| |k € I;} < [|rr,]./(9%). On a donc

e N A
1z ) Hrli+1||2 ~N 9k - 9]{ N

Ceci implique que

HI'I,-Hl ||r1>1||1 ”I'I()Hl
rr s < = = < ,
2 el < 3 Wk 3k 3vVk

12 i1
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1o|l. < VE||r1, 2. On obtient donc finalement

ou I'on a utilisé (7.2). Par Cauchy-Schwarz,

D lenlls < glivnlle < gl
122

Combiné avec (7.3), on en déduit que ||ry,, ||, = 0 et donc que ry,, = 0. Les entrées |ry|, £ > k, étant
décroissantes, il suit que r = 0, comme souhaité. O

Preuve du Lemme 7.9. Notons k' := 10k et A(z) = ’||Lz||2 —1J.
Soit .# = .#(k',N) := {I C [N]||I| = k'}. Etant donné I € .#, notons

S ={xe A

xre =0, [|x||, = 1},

oul’on anoté I¢:= [N]\ I.
Le lemme sera démontrée une fois que 'on aura établi que

ze | y1}<1/3> Sl L (7.4)

N
ley

P(Sup{[\(z)

Il semble naturel d’utiliser le Lemme 7.4. Notons cependant que, contrairement au lemme de Johnson-
Lindenstrauss qui ne s’applique qu’a des collections finies de points, ’événement intervenant dans (7.4)
porte sur une infinité non dénombrable de vecteurs z, ce qui rend impossible un simple argument basé
sur I'inégalité de Boole. Afin de contourner cette difficulté, nous allons tout d’abord « discrétiser » les
ensembles .¥7.

On pose p == (63N log N)~%/2.Soit Dy == {x1,...,xx} C .7 tel que

K
Uly e Z|lly —xill: <p} =
i=1

et K soit minimal. En particulier, K < (3/p)* . En effet, on peut générer une telle famille x, . .., X
en choisissant successivement les points x; € .77 de sorte a ce que ||x; — X;|[, > ppourtout1 < j < i;
la sélection s’achéve lorsqu’il n’est plus possible de trouver de tels points. Notons IT; : RN — R la
projection sur les coordonnées appartenant a [ et X; := II;x; € R . Par construction, les boules

{y eR¥ | |%; — yll < p/2}

sont disjointes; leur volume total est donc égal 42 K¢y (p/2)* . De plus, toutes ces boules sont incluses
dans la boule de R¥ de rayon 3/2 et centrée en 0. Le volume de cette derniére étant égal & ¢ (3/2)%
on doit bien avoir K < (3/p)"".

Nous allons a présent appliquer le Lemme 7.4 aux points de | J;¢ 7 (k' \N) D;.Onfixe e .= 1/6 et

§ = (4N|U;er D1l) ~!. Notre hypothese sur 7 et la borne grossiére

‘Ing‘ < (:f)(?’/p)k, < <3;];f)k' < <E>k'

P

impliquent que [log d|/(e? — 2€3) < 38(k' + 2)log N < 500k log N < n. 1l suit donc du Lemme 7.4

que
1

z € UD1}<1/6)>1—— (7.5)

P(sup{A(z) SN
les

2. Le volume de la boule de rayon R dans R est c4R? avec ¢4 .= 7%/?R?/ I'(£ + 1). Notons toutefois que la valeur de
la constante cq ne joue aucun rdle dans I'argument.
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Observons a présent que (7.4) suivrait de (7.5), si nous étions en mesure de montrer que

1
P(Vy,z € RY, |A(z) < VONlogN [z —yll.) > 1 - 5. (7.6)

En effet, la construction des ensembles D garantit que pour tout y € .7, il existe x € Dy tel que
|Ix — y|l2 < p. Les événements dans (7.5) et (7.6) se produisent avec probabilité au moins 1 — 1/N et
lorsque c’est le cas,

Aly) S A() +[A(y) = A(x)| < § +V/6Nlog N p = 3.

1 nous suffit donc d’établir (7.6). Soit y, z € RY. Tout d’abord, deux applications de I'inégalité du
triangle permettent d’écrire

A(z) — Ay)| < |l|Lzll. — | Ly -] < [ L(z = ¥)]l=-
Notons || A, = max; ;j|A;;|. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
n N N
1L(z )2 = Z(Z Liz—y);) <2 (X 1) (X -9)2) < NIAL 2 -y
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1

Il nous reste a controler les valeurs typiques de || A||... Par une inégalité classique sur les queues de
gaussiennes” et I'inégalité de Boole,

2 1
P(|A]. > v/6log N) = P(3i,7 t.q. |Aij| = /6logN) < Nny/ ——— N3 < .

Ainsi, avec probabilité au moins 1 — i, on a [|A||.. < v/6log NV, ce qui garantit que [A(z) — A(y)| <
V6N Iog N ||z — y||.. O

Remarques bibliographiques : Ce chapitre est basé sur [45].

3.81Z ~ N(0,1) eta > 0,alors P(|Z] > a) = 2= [T e™® dp < I e 2 Ay = T e






8.1

8.2

Transition de phase dans le graphe d’'Erdos—Rényi

Le but de ce chapitre est de présenter une preuve particulierement simple de I'existence d’'une
transition de phase dans le modéle de graphe aléatoire d’Erd6s—Rényi. La preuve fournit des estimées
du bon ordre de grandeur, mais ne cherche pas a obtenir les constantes correctes (ce qui requiert des
arguments plus sophistiqués).

Le modele d’Erdos-Rényi

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons au modéle de graphe aléatoire G(n, p),n € N*,p € [0, 1].
Il s’agit d’une loi de probabilité sur 'ensemble des graphes ayant pour sommets 'ensemble [n]. Une
réalisation G ~ G(n, p) du graphe aléatoire est alors obtenue de la facon suivante : indépendamment
pour chacune des paires {i, 7} C [n] de sommets distincts, {3, j} est une aréte de G avec probabilité p.

Ce modéle est généralement appelé le graphe aléatoire d’Erdés—Rényi, bien que cette version ait
en réalité été introduite par Gilbert [23], la version introduite par Erd6s et Rényi [18] étant légérement
différente (ils considérent la loi uniforme sur tous les graphes avec sommets [n] possédant m arétes).

Les propriétés géométriques d’une réalisation typique (connexité, tailles des composantes connexes,
etc.) présentent des comportements trés variés selon la valeur de la probabilité p de rétention d’aréte.
Dans ce chapitre, nous nous intéresserons principalement au comportement de la taille de la plus grande
composante connexe. Cette derniére change de facon abrupte au voisinage de p = 1/n.

La transition de phase

Considérons a présent une réalisation G ~ G(n, p), ot 'on suppose que p = ¢/n pour un ¢ € R
fixé. Le résultat principal de ce chapitre est le Théoreme 8.1, dans lequel on montre que le comportement
de G change abruptementenc = 1:

> Lorsque ¢ < 1, la plus grande composante connexe de G contient au plus O(log n) sommets avec
grande probabilité .

> Lorsque ¢ > 1, la plus grande composante connexe de G contient O(n) sommets avec grande
probabilité. En fait, le théoréme ci-dessous montre méme davantage : avec grande probabilité, la
plus grande composante connexe de G contient un chemin? de longueur O(n) lorsque ¢ > 1.

1. Lorsqu’une propriété P du graphe aléatoire G ~ G(n,p) se produit avec probabilité 1 — 0,0 (1), on dit que G
possede la propriété P avec grande probabilité. Cette terminologie s’étend a tout autre modéle aléatoire dépendant d’un
parametre n € N.

2. Dans ce chapitre, un chemin de longueur £ dans un graphe (S, A) est une collection de sommets tous distincts
i1,...,% € Stels que {iy,ix41} € Apourtoutk € {1,...,¢—1}.

59
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FIGURE 8.1: Deux réalisations du graphe aléatoire d’Erd6s-Rényi avec n = 500. Gauche : phase sous-critique
(p = 0.5/n). Droite : phase sur-critique (p = 1.3/n).

Ceci est formulé de facon précise dans le théoréme suivant, dont la démonstration est donnée dans la
Section 8.5.

Théoréme 8.1. Soit € > 0 suffisamment petit. Soit G ~ G(n, p).

1. Soitp = % Alors, avec grande probabilité, aucune composante connexe de G ne contient plus de
7e=2logn sommets.

2. Soitp = % Alors, avec grande probabilité, G contient un chemin de longueur au moins %ezn.

Existence d'un chemin contenant presque tous les sommets

Comme seconde application des méthodes présentées dans ce chapitre, considérons a présent le
graphe aléatoire G ~ G(n,p) dans le régime ou p = ¢/n avec ¢ tendant vers l'infini. Nous avons
vu qu’un chemin de longueur macroscopique (c’est-a-dire, de longueur O(n)) apparait avec grande
probabilité dés que ¢ > 1. Nous allons voir a présent qu’en choisissant ¢ suffisamment grand, il existe
avec grande probabilité un chemin contenant une fraction des sommets aussi proche de 1 que I'on
souhaite.

Théoréme 8.2. Pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe C = C(e€) tel que I'affirmation suivante soit
vraie. Sip = C'/n et G ~ G(n,p), alors G contient un chemin de longueur au moins (1 — €)n avec grande
probabilité.

La preuve de ce résultat est donnée en Section 8.6.

Préliminaires

Cette section contient quelques outils techniques qui se révéleront utiles pour la preuve des Théo-
rémes 8.1 et 8.2 : tout d’abord, une discussion de I’algorithme de « parcours en profondeur » d’un graphe,
qui joue un role central dans les preuves de ces théorémes, puis des estimées sur des sommes de variables
de Bernoulli indépendantes.
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Exploration d'un graphe par I'algorithme de parcours en profondeur

Dans cette section, nous décrivons un algorithme d’exploration de graphe qui joue un réle central
dans la preuve des Théorémes 8.1 et 8.2 : I'algorithme du « parcours en profondeur », plus connu sous
son nom anglais de Depth-First Search, dont nous utiliserons I’acronyme DFS pour désigner I’algorithme
dans le reste de ce chapitre.

DFS est un algorithme d’exploration des sommets d’un graphe fini G = (.5, A). On supposera les
sommets de S ordonnés, disons S := [n]. Lors de son application, on fait évoluer une partition de .S en
3 ensembles disjoints :

> l'ensemble T' des sommets traités;
> ’ensemble I des sommets inexplorés;

> la collection ordonnée P des sommets a traiter, qui est utilisée comme une pile (stack en anglais)
fonctionnant en mode LIFO (pour last in, first out, soit « dernier entré, premier sorti »). On utilisera

la notation P = |ay,. .., ay) pour désigner une pile composée des éléments ay, . .., a; ordonnés
selon leur ordre d’arrivée sur la pile, aj, représentant ainsi I’élément se trouvant au sommet de la
pile.

L’algorithme DFS prend la forme suivante :

Algorithme 1 : parcours en profondeur
Entrées : un graphe G = (S, A), ou S = [n]
Initialisation: T =@, P =@, = S
tant que P U | # o faire

si P = & alors

// Si la pile est vide, on retire le premier sommet appartenant & /

// et on le dépose sur la pile.
soit ¢ le premier sommet de | // selon 1’ordre des sommets
on retire ¢ de 'ensemble /
on place ¢ sur la pile P
fin
soit v le sommet se trouvant sur la pile P
// On cherche le premier sommet u de [ tel que {v,u} € A.
répéter
‘ soit u le sommet suivant de // selon 1’ordre des sommets
jusqu’a u est voisin de v ou u est le dernier sommet de I
// Si on a trouvé un tel sommet wu,
si {v,u} € A alors
on retire u de I'ensemble I
on place u sur la pile P

sinon
on retire v de la pile P
on ajoute v a 'ensemble T’

fin
fin

Exemple 8.3. Afin d’étre certain d’avoir bien compris comment cet algorithme fonctionne, considérons
par exemple le graphe représenté sur la Figure 8.2. Voici I’évolution de I’algorithme lors de ’exploration
de ce dernier (on indique le “temps” a gauche, ce dernier est incrémenté a chaque fois que la présence
d’une nouvelle aréte est testée) :

0 : Initialisation: T = &, P = &, 1 = {1,2,3,4,5,6}.
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1,2:
: L’aréte {1, 4} appartenant au graphe, on déplace 4 surlapile: 7' = @, P = |1,4), I = {2,3,5,6}.
4,5 :
: L’aréte {4, 5} appartenant au graphe, on déplace 5surlapile: 7' = @, P = |1,4,5),] = {2,3,6}.
7,8,9 :

10 :

11:

12 :
13:
14 :

FIGURE 8.2: Le graphe discuté dans 'exemple 8.3.

On déplace 1 surlapile: T'= @, P = |1),I ={2,3,4,5,6}.

On teste, sans succes, les paires suivantes : {1, 2}, {1, 3}.
On teste, sans succes, les paires suivantes : {4,2}, {4, 3}.

On teste, sans succes, les paires suivantes : {5, 2}, {5, 3}, {5,6}.

On n’a trouvé aucune aréte, on déplace donc 5dans 7' : 7' = {5}, P = |1,4),I = {2,3,6}.

On sait déja que les arétes {4, 2}, {4, 3} ne sont pas dans le graphe. On teste donc, sans succes, la
paire {4,6}.

On n’a trouvé aucune aréte, on déplace donc4 dans 7' : 7' = {4,5}, P = |1),I = {2,3,6}.

On sait déja que les arétes {1, 2}, {1, 3} ne sont pas dans le graphe. On teste donc, sans succés, la
paire {1,6}.

On n’a trouvé aucune aréte, on déplace donc 1 dans 7' : 7' = {1,4,5}, P = &, I = {2,3,6}.

La pile est vide. On déplace donc 2 sur lapile : T' = {1,4,5}, P = |2}, = {3,6}.

On teste, sans succes, la paire {2, 3}.

L’aréte {2, 6} appartenant au graphe, on déplace 6 surlapile: 7' = {1,4,5}, P = |2,6),I = {3}.
On teste, sans succes, la paire {6, 3}.

On n’a trouvé aucune aréte, on déplace donc 6 dans T': T' = {1,4,5,6}, P = |2),I = {3}.

On sait déja que 'aréte {2, 3} n’est pas dans le graphe.

On n’a trouvé aucune aréte, on déplace donc 2dans 7' : 7' = {1,2,4,5,6}, P = @, I = {3}.

La pile est vide. On déplace donc 3 sur la pile : 7' = {1,2,4,5,6}, P = |3),] = @.

Il n’y a plus de paires a tester. On déplace donc 3dans T': T' = {1,2,3,4,5,6}, P = 2,1 = @.

On a exploré tous les sommets. L’algorithme s’arréte. o

Faisons quelques observations sur ’exemple précédent qui restent manifestement vraies en général.

>

>

A chaque instant, on sait déja qu’aucun des sommets placés dans 7" ne posséde de voisin dans .

La pile est vide précisément au moment ou I'on a terminé d’explorer une composante connexe du
graphe. On appellera époque la partie de I’algorithme se trouvant entre deux instants successifs
ou la pile est vide. Chaque époque correspond donc a I’exploration d’une composante connexe

du graphe.

Il suit de 'observation précédente que I'ensemble des sommets placés sur la pile appartiennent
toujours a la méme composante connexe (bien sir, certains des sommets de cette composante ont
déja pu étre déplacés dans T'). Mais plus que cela est vrai : par construction ils forment toujours
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un chemin. En effet, lorsqu’un nouveau sommet est placé sur la pile, ceci se produit parce que ce
sommet est un voisin du sommet se trouvant précédemment au sommet de la pile, incrémentant
d’une unité la longueur du chemin déja présent dans la pile.

Notons que I'algorithme DFS décrit ci-dessus explore tous les sommets du graphe, mais pas nécessai-
rement toutes ses arétes. Par la suite, on souhaitera déterminer également ces dernieres. On complétera
donc 'exploration du graphe par une étape finale dans laquelle on teste, dans I'ordre, toutes les paires de
sommets dont on n’a pas encore déterminé s’ils sont reliés par une aréte. L’algorithme va ainsi demander
I’état de chacune des N = (g) arétes du graphe complet a n sommets K.

Soit (X k)fcvzl des variables aléatoires i.i.d. suivant chacune une loi de Bernoulli de parametre p.
Appliquer I'algorithme DFS a une réalisation du graphe aléatoire d’Erd6és—Rényi, est équivalent a lui
fournir la valeur prise par la variable X}, lors de sa kiéme demande. Ainsi, toute la structure du graphe
aléatoire est contenue dans la réalisation des variables aléatoires (X )X_,. Nous allons voir, & présent,
qu’une telle réalisation posséde, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n — c0, certaines propriétés
garantissant que les affirmations des Théorémes 8.1 et 8.2 sont vraies.

Quelques estimées sur les sommes de variables de Bernoulli indépendantes

Cette section est consacrée a quelques résultats élémentaires sur les variables aléatoires (X}) fcvzl.
Les lemmes 8.7 et 8.8 forment la partie probabiliste de la preuve du Théoréme 8.1, le reste de la preuve
étant alors purement déterministe. Commencons par une borne standard sur la queue supérieure d’une
variable binomiale.

Lemme 8.4. Soitn € N*,p € [0,1], X ~ Bin(n,p). Alors,

8%pn )

V6 >0, P(X>(1+0)E[X]) < exp(—m

Démonstration. L’'inégalité de Markov implique que, pour tout ¢ > 0,

P(X > (1+0)E[X]) = P(X = (1 + 8)np) = P(e!X > U0y L o~ t1Hmp golX],
Evidemment, X 2 X+ - -+ X,,, 00 X1, . .., X, sontiid. et X ~ Bern(p). Par conséquent, E[e!X] =
E[etX1]" = (pet 4+ 1 — p)™ < (¢ ~DP_ On optimise a présent sur ¢ en choisissant ¢ = log(1 + ). On
obtient E[e!X] < e%" et donc

P(X > (1+0)E[X]) < exp(—((1+6)log(1 + ) — 0)pn) < eXp(‘%)’

T
T valide pour tout z > 0. O

2

ou l'on a utilisé I'inégalité log(1 + z) >

Remarque 8.5. Observons qu’il sera essentiel dans ce qui suit d’avoir un exposant dépendant linéairement
de p dans la borne précédente. En particulier, I'inégalité de Hoeffding donnerait dans le cas présent la borne

P(X > (14 0)E[X]) < eXp(—252p2n),
ce qui ne serait pas suffisant. o

On peut également obtenir une borne similaire sur la queue inférieure (ce résultat n’est pas nécessaire
dans ce chapitre, mais sera utilisé dans le Chapitre 6).

Lemme 8.6. Soitn € N*,p € [0,1], X ~ Bin(n,p). Alors,

Vo e (0,1), P(X<(1-0EX]) < exp(— 525”).
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Démonstration. Pour toutt > 0,
P(X < (1 =0)pn) = P(e™X > ¢7t1-0ny L ot1=0pn =X
Or, Ele ] = (e 'p+ 1 — p)” < e~ (1=¢")P"_Par conséquent,
P(X < (1 —8)pn) < e~ ((me )—t1=0)pn,
Optimiser sur ¢ conduit a prendre ¢ = —log(1 — 4), ce qui donne

IP)(X < (1 o 5)pn) < e—(6+(1—6)10g(1—5))pn < 6—(1—\/1—6)6pn < e—ézpn/Q’
puisque log(1 —§) > —d§/v/1—detl—+/1—0 > /2 pour tout § € (0,1). O

Lemme 8.7. Soite € (0, 1) etk := [(7/€?)logn]. Soit (Xj)}_, des variables aléatoires i.i.d. suivant
chacune une loi de Bernoulli de paramétre p = (1 — €) /n. Alors, avec grande probabilité,

b
Ba,b e [N] telsqueb—a+1=knetZXi>k. (8.1)

i=a

Démonstration. Pour tout a,b € [N] tels que b —a + 1 = kn, Zi’:a X; ~ Bin(kn,p). Soit donc
X ~ Bin(kn, p). Notons que E[X] = kpn = (1 — €)k < k/(1 + €). Il suit donc du Lemme 8.4 que

P(X > k) <P(X > (1+ ¢)E[X]) < exp(—2e(1 — €)k),
ou l'on a utilisé le fait que € < 1. La conclusion suit facilement de 1'inégalité de Boole :
b
P(Ha,be [Nl b—a+1=kn, > X;> k:) < (N —kn+1)P(X > k)
i=a
< %nQ exp(—%ez(l —e)k) < %n2 exp(—%(l —€)logn) = o(1),

puisque € < 1/7. O

Lemme 8.8. Soite > 0 et Ny = |en?/2|. Soit (X;)I_, des variables aléatoires i.i.d. suivant chacune
une loi de Bernoulli de paramétre p = (1 + €)/n. Alors, avec grande probabilité,

’Z P @ < n?/3, (8.2)
i=1

Démonstration. Soit X = YN X; ~ Bin(Ny,p). Alors, E[X] = Nop = Te(1+e)n+0O(1/n).
L’inégalité de Tchebychev implique donc

ANop(1 —p) _ 2e(1+€)n
A3 ST A

P(’X—e(l—;e)n‘ >n2/3) <P(IX —E[X]] > 1n?/?) < —o(1). O

Preuve du Théoreme 8.1

Soit (X;)¥ , la collection de variables aléatoires déterminant le graphe G ~ G(n,p) lorsqu’on
explore ce dernier a I’aide de 'algorithme d’exploration DFS. Commencons par faire trois observations
élémentaires :
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A chaque étape de I’algorithme, toutes les paires {i, j} de sommets avec i € T et j € I ont été

O1) A chaque étape de I'algorithme, toutes les p ,jtd t Tetjec Iontét
testées (négativement : les sommets ne sont pas reliés par une aréte). En particulier, au temps ¢
(c’est-a-dire aprés ¢ paires testées), on a nécessairement t > |T'| - |1].

(O2) Les éléments de P appartenant toujours a une méme composante connexe et le placement de
n’importe quel sommet d’une composante connexe donnée, sauf le premier, résultant du test d’une
paire de sommets ayant obtenu une réponse positive (la variable X; correspondante prenant la
valeur 1), on doit nécessairement avoir |P| < 1 + Z';f:l X; au temps ¢.

(O3) De plus, tant que I # @, chaque test de présence d’une aréte recevant une réponse positive
conduit a retirer un sommet de [ et a le placer sur la pile P. Ce sommet rejoindra ultérieurement
T, mais ne peut en aucun cas retourner dans /. Il suit que si I’on a toujours I # & aprés ¢ paires
testées, alors on doit nécessairement avoir |7U P| > Zle X;.

Nous sommes a présent en mesure de démontrer les deux affirmations du théoréme. Nous supposerons
dans la preuve que € est choisi suffisamment petit et n suffisamment grand.

Régime sous-critique

Par le Lemme 8.7, nous pouvons supposer que les variables aléatoires (Xi)i]\il satisfont (8.1). Nous
allons voir que la premiére affirmation du théoreme suit alors de fagon déterministe.

Supposons, par I’absurde, que G contienne une composante connexe C' constituée de plus de k :=
[(7/€%)logn] sommets. Concentrons-nous sur I’époque durant laquelle C' est explorée et considérons
en particulier 'instant ou le (k + 1)iéme sommet de C' est découvert, juste avant qu’il soit déplacé sur
la pile P.

Notons T := T N C 'ensemble des sommets de C' ayant déja rejoint 'ensemble 7" des sommets
traités. Alors, |Tc U P| = k, ce qui signifie que 1’algorithme a recu exactement k réponses positives
durant cette époque jusqu’a cet instant (chacune révélant un nouveau sommet de C'; seul le premier
sommet de C a été ajouté a P au début de I'époque, sans nécessiter de test).

Observons qu’au cours de cette époque et jusqu’a cet instant, les paires testées contiennent toutes
au moins un sommet de 7 U P. Or, le nombre de telles paires est au plus égal a (];) + k(n —k) < kn.

Il suit des observations précédentes qu’on a trouvé un intervalle J C [N] de longueur au plus kn
et tel que ) ;. ; X; > k. Mais cela contredit notre hypothése que la condition (8.1) est satisfaite.

Régime sur-critique

Par le Lemme 8.8, nous pouvons supposer que les variables aléatoires (Xi)ijil satisfont (8.2). La
seconde affirmation du théoréme en est, a nouveau, une conséquence déterministe.

Nous allons vérifier qu’apres les premiers No := |en?/2] tests de paires de sommets, la pile P
contient au moins %62
précédemment).

Observons tout d’abord que |T'| < n/3 au temps Ny. En effet, supposons par I’absurde que ce ne
soit pas le cas. On peut alors considérer le temps ¢ auquel |T| = [n/3] (qui est bien défini, puisque
T croit d'un sommet a la fois). A cet instant, comme nous avons supposé la propriété (8.2) satisfaite,
il suit de 'observation (02) que |P| < 14+ 31, X; < 1+ 32 X; < n/3 — 1, d’od 'on déduit
que |I| = n — |T'| — |P| > n/3. De plus, par I'observation (O1), on a testé au temps ¢ au moins
IT| - |I| = n?/9 > Ny paires de sommets, ce qui est impossible puisque ¢ < Np.

Retournons 4 la situation au temps No. Supposons par 'absurde que | P| < 1€2n. Puisque [T < n/3,
ceci implique que I # @. En particulier, 'algorithme est encore en train d’explorer les sommets de
G (il n’est pas encore entré dans la phase finale lors de laquelle on ne cherche plus qu’a déterminer
I’ensemble des arétes). En utilisant a nouveau notre hypothése (8.2), on sait que le nombre de réponses
positives au temps Ny est supérieur ou égal a %6(1 + €)n — n?/3. Par I'observation (O3), on a donc

n sommets (ces sommets formant nécessairement un chemin, comme on I’'a vu

ITUP| > 3e(14€)n— n?/3 au temps Ny. Comme on a supposé que |P| < €%, on conclut que [T'| >
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ten+2ePn— n?/3. En utilisant & nouveau I'observation (O1),ona Ny > |T|-|I| > IT|(n—|T|—Len).

On obtient ainsi

€n2

2
SN \T|(n—yT|—ﬂ).
2 5
Le second facteur du membre de droite est positif, puisque |T'| < n/3. Le membre de droite restreint

aux valeurs " € [%en + 306271 —n?/3 ln] atteint son minimum en |T'| = 26n + 06 n—n?3. 0Ona

donc

2 2,2 2

en  3e?n en  €n en’  €n en
N>(7 =T 2/3>< == 2/3>:7 3)p2 2y 20
0 5 T 0 " n= 5 tn 5t 20 + O(e’)n” 4+ o(n*) > 5

ce qui est incompatible avec le fait que Ny = [en?/2]. On en conclut que |P| > 1e?n, ce qui termine
la preuve. O

Preuve du Théoreme 8.2

Commencons par établir le résultat élémentaire (et déterministe) suivant.

Lemme 8.9. Soitn > k > 0 deux entiers. Soit G = (S, A) un graphe avec |S| = n sommets et tel que
pour toute paire de sous-ensembles disjoints S1, So C S de taille k, on peut trouver une aréte {i,j} € A
avecti € Sy et j € So. Alors, G contient un chemin de longueur n — 2k + 2.

Démonstration. On applique I'algorithme d’exploration DFS au graphe G. Considérons I’étape d’exé-
cution de cet algorithme a laquelle |T'| = |I|. Observons que cela se produit nécessairement, puisque
chaque déplacement d’un sommet se fait soit de I vers P, soit de P vers T' (dans les deux cas, |I| — |T'|
décroit d’'une unité). Nous savons également que G ne contient jamais d’aréte reliant un sommet de 7°

a un sommet de I. Il suit donc de ’hypothése du lemme que |T'| = |I| < k — 1 & cet instant. Comme
|T'| 4+ |P| + |I| = n, on en conclut que |P| > n — 2k + 2. La conclusion suit, puisque les sommets de
P forment toujours un chemin. O

Afin de démontrer le Théoréme 8.2, il nous suffit donc de prouver que G ~ G(n,p) contient,
avec grande probabilité, une aréte entre toute paire de sous-ensembles disjoints S7, S2 C S de taille
k := [en/2]. Soit donc S1,S2 C S tels que S} NSy = & et |S1| = |S2| = k. La probabilité que G

. 2 ~ . , N k2
ne contienne aucune des |S1| - |S2| = k* arétes reliant ces deux ensembles est égale a (1 — p)*". Par
conséquent, une application de I'inégalité de Boole nous donne que la probabilité de trouver une telle
paire de sous-ensembles est bornée supérieurement par

(Z) (n ; k) 1-p* < (Z)z(l —p)¥ < (%)2%*1”“2 < ((e;)?ec’“/”)k,

ot l'on a utilisé les inégalités élémentaires 1 —p < e~ P et? (Z) < (%)k En choisissant C' := 5|log €| /e,
ona (en/k)2e~CF/m < 4e2e/? < 1 dés que € < (2¢)~%. On en conclut que la probabilité tend vers 0
exponentiellement rapidement avec n. O

Remarques bibliographiques : Ce chapitre est basé sur larticle [34].

kk‘,
kk KT

n-

k
3. 1l suffit d’observer que e—k = k’» > oreo é, c > = % Par conséquent, (Z) <4 < (%)k
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La loi du demi-cercle

La problématique

L’étude du spectre de grandes matrices aléatoires a débuté dans les années 1930 avec les travaux
de statisticiens tels que John Wishart. Ce sujet a ensuite pris une ampleur beaucoup plus importante
dans les années 1950, lorsqu’Eugene Wigner, a 'occasion d’une conférence qu’il donnait au sujet du
spectre nucléaire des grands atomes (tel I'uranium), suggéra de substituer a 'opérateur hamiltonien
associé au noyau une matrice dont les éléments sont aléatoires, simplifiant ainsi considérablement
lanalyse, avec l'intuition que les propriétés « grossiéres » du spectre ne devraient pas dépendre trop
fortement des « détails » microscopiques. Cette idée s’est révélée trés féconde, plusieurs expériences
confirmant rapidement les prédictions faites avec son modéle. Depuis, cette approche a conduit au
développement rapide d’'un nouveau domaine, tres actif, de recherche en physique théorique. Peut-étre
de facon plus surprenante, la théorie des matrices aléatoires s’est révélée extrémement importante dans
un grand nombre d’autres problémes, allant des mathématiques pures (connexions avec la fonction
zéta de Riemann) jusqu’a I’étude du risque financier, en passant par les systemes intégrables, le chaos
quantique, la gravitation quantique, diverses applications en statistiques, en traitement du signal, aux
algeébres d’opérateurs, etc.

Les ensembles gaussiens

Wigner a introduit trois ensembles dans sa théorie des spectres nucléaires :

> 'ensemble gaussien orthogonal, GOE, utilisé pour décrire les systémes invariants sous ren-
versement du temps;

> 'ensemble gaussien unitaire, GUE, utilisé pour décrire les systémes non-invariants sous ren-
versement du temps;

> 'ensemble gaussien symplectique, GSE, utilisé pour décrire les systémes avec spin.

L’ensemble GOE est donné par I'ensemble des matrices symétriques A = (A; ;) 1< j<n réellesnxn,
muni de la mesure de probabilité de densité proportionnelle a

n
_1y A2
NN (o) Y a2) [[aas [T aa
1<4,5<n i=1 1<i<j<n

L’adjectif « orthogonal » fait référence a I'invariance de cette loi sous I’action de la conjugaison A —
OAOQ°? par une matrice orthogonale O.

67
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Les ensembles GUE et GSE sont définis similairement, en remplacant les matrices symétriques par
des matrices hermitiennes n X n, resp. 2n X 2n, et en introduisant une loi invariante sous la conjugaison
par des matrices unitaires, resp. symplectiques.

Un des résultats les plus célébres dans cette théorie est le théoreme dii a Wigner déterminant la loi
du spectre de telles matrices dans la limite n — oo. C’est a une version de ce résultat que le reste de ce
chapitre est consacré.

Enoncé de la loi du demi-cercle

On considére une famille de variables aléatoires (réelles) indépendantes (Xi,j)1<i<j<oo, d’espérance
nulle et de variance 1, et on pose X ; = X; ; pour ¢ < j. Nous supposerons, pour simplifier, que les
variables aléatoires X; j avec ¢ < j sont identiquement distribuées, et que les variables aléatoires X; ;
sont également identiquement distribuées (mais éventuellement selon une autre loi). Pour n € N*,
on considere la matrice aléatoire A,, := (X; j)1<i j<n. Une telle matrice est appelée une matrice de
Wigner réelle.

La matrice A, étant symétrique, ses n valeurs propres sont réelles. Nous les noterons

AL < A < KA

Le but de ce chapitre est de donner une description de la distribution asymptotique de ces valeurs propres.
Comme pour tous les théorémes limites, il est nécessaire de déterminer tout d’abord la normalisation
appropriée afin d’obtenir une limite non triviale. Une fagon de le faire ici est d’observer que

nz;)\i = ETrAn = HZZXMX]',@' = Z Xi -
=

i=1 j=1 i,j=1

La loi forte des grands nombres implique que cette quantité est d’ordre O(n) et par conséquent que les
valeurs propres sont typiquement d’ordre O(,/n). Ceci suggére qu’il sera nécessaire de renormaliser les
valeurs propres (ou, de maniére équivalente, la matrice A,,) par 1/y/n sil’on désire obtenir une limite
intéressante.

La mesure spectrale empirique associée a la matrice ﬁAn est la mesure de probabilité aléatoire

. \ 1
L,, sur R attribuant une masse 1/n a chaque valeur propre de ﬁAn,

Ln = % Z(S)\l/\/ﬁ,
i=1

ou 4, représente la mesure de Dirac! avec masse en z € R. En d’autres termes, la moyenne d’une
fonction f sous L,, est simplement la moyenne empirique

[ F@atds) = 13" f0u/ V).
=1

Le résultat principal de ce chapitre décrit le comportement de cette mesure de probabilité lorsque n
devient grand (cf. Fig. 9.1 pour une illustration).

1. Clest-a-dire, 6z (A) = 1{zc a}, pour tout borélien A.
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FIGURE 9.1: Un histogramme de la répartition des valeurs propres d’une matrice symétrique aléatoire 4000 x 4000,
composée de variables aléatoires ii.d. normales standards. En rouge : la loi du demi-cercle.

Théoreme 9.1 (Théoreme du demi-cercle de Wigner). Supposons la condition suivante satisfaite : pour
toutk > 1,
By, := E[|X1,1/*] v E[|X12/"] < c0.

Soit i la loi du demi-cercle,
1
p(dz) = %\/4 — 22 1|g<2y dav.

Alors, presque siirement, la mesure spectrale empirique L,, converge faiblement vers u, c’est-a-dire

n—00

lim [ f(z)Ly(dz) = /f(:z:),u(d:v), presque siirement,

pour toute fonction f continue et bornée.

Preuve de la loi du demi-cercle

Dans cette section, nous présentons une preuve du Théoréme du demi-cercle de Wigner, le Théo-
réme 9.1. La preuve est décomposée en trois parties.

Moments de la loi du demi-cercle

Lemme 9.2. Pourk € N, soitmy, == [ z*u(dx). Alors, pour tout k € N,
mok+1 =0, et mop = Cy,

ou les Cy, k > 0, sont les nombres de Catalan,

1 (2
Cr _k—H(k)

Démonstration. Le fait que les moments impairs soient nuls suit immédiatement de la symétrie de .
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En effectuant le changement de variables = = 2sin 6, on obtient

1 2
Moy = — / 226\/4 — 22 dx
™ Jo

92k+2 /2
= / sin?* @ cos? 0 d6 (9.1)
T 0
92k+2 /2
= 7(2k ey / sin?*t20d6 (9.2)
Q 0
22k+2 /2 ok 22k+2 /2 ok )
— i - i 9.
T2k 1) /0 sin“® 0 df T2k 1) /0 sin“" # cos” 0 df (9.3)
_ M 1 (9.4)
T okl 2T g '

ot (9.2) résulte d’une intégration par partie, (9.3) de I'identité sin? @ = 1 — cos? 0, et (9.4) des représen-
tations (9.1) et (9.2) de mag. On en déduit que

C2(2k - 1)

mar = k‘i—i—lm%_?

Comme mg = 1, la conclusion suit en observant que les nombres de Catalan satisfont a la méme relation
de récurrence :

Co=2""en 1 Cp=1. 0

Convergence presque siire des moments de L,

Nous allons a présent montrer la convergence presque siire des moments associés a la mesure
spectrale empirique vers les moments my.

Lemme 9.3. Sous les hypothéses du Théoréme 9.1, on a, pour tout k € N,

li_)m E[/ sckLn(da:)} = my, (9.5)
et, pour une constante c(k) < oo,
Var [ / kan(dx)} < ﬂ? (9.6)
n

En particulier, pour tout k € N, on a, presque siirement,

lim [ zFL,(dz) = my.
n—00

Démonstration. On commence par décomposer ’espérance de sorte a faire apparaitre les moments des
variables aléatoires Xj; ;.

B[ [ 20| = TE[-(u/vA)'] = SE[T{(=An)
i=1
= n_g_l zn: E[Xi1,i2Xi2,i3 . 'Xik,il]' (9.7)

01yt =1
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11

F1GURE 9.2: lllustration pour : n = 12, k = 10,1 = (4,11,8,9,9,11,12,11,2, 1). Gauche : le chemin 7 (i) (qui
part de 4). Droite : le graphe G(i) correspondant.

Onnotei = (i1,...,ix) et p; == E[X;, iy Xiyis - - - Xiy i1 |- A chaque i, on fait correspondre un che-
min (orienté) fermé 7 (i) partant de i1, puis visitant successivement les sommets iy, . . . , ix, 1. Observez
que le chemin peut passer plusieurs fois par le méme sommet, qu’il peut effectuer plusieurs fois la méme
transition, et qu’il est également possible de faire du « sur place », c’est-a-dire d’avoir des transitions
du type (i, 1).

On associe ensuite au chemin 7(i) le graphe connexe non orienté, G(i) = (V (i), E(i)), avec som-
mets V(i) = {41,..., i} et une aréte entre les sommets i et j de V(i) si et seulement si le chemin 7 (i)
contient (au moins une fois) la transition (7, j) ou la transition (7, %) (cf. Fig. 9.2).

Observons tout d’abord que I'indépendance des X; ; implique que

n= ] Eixeo)
ecE(i)

oul.(i) € {1,...,k} estle nombre de passage de 7(i) a travers l'aréte e € F(i) (dans n’importe quelle
direction) et ot I'on a écrit X, = X j si e = (i, ). Par conséquent,

k _
lpil < (1V sup By)" = pp < 0. (9.8)
1<m<k
De plus, si p; # 0 ete = (i,j) € E(i), alors £.(i) > 2. En effet, si 'aréte e n’était traversée qu’une
seule fois, on aurait i
pi=EXJE ] X' W=,
e'€E(i)
e'#e

puisque E[X; ;] = 0, pour tout 1 < ¢ < j < n. On en conclut immédiatement que |E(i)| < [k/2],
lorsque p; # 0. Le lemme suivant, dont la démonstration est donnée plus bas, permet d’en déduire
également une borne sur V (i).

Lemme 9.4. Soit G = (V, E) un graphe fini connexe. Alors,
si G est un arbre.

V| < |E|+1, et I’égalité a lieu si et seulement

I suit du lemme que |V (i)| < [k/2]|+1,lorsque p; # 0. On aura également besoin de la borne (grossiére)

suivante : comme on peut tirer £ éléments de {1,...,n} d’au plus n’ facons et, une fois tirés, y faire

passer un chemin de longueur k d’au plus /¥ maniéres différentes, on a #{i | |V (i)] = ¢} < ntek.
Supposons a présent k impair. Il suit de (9.7), (9.8) et de la borne |V (i)| < |k/2] + 1 que

‘E[/kan(dx)” :ngl‘zi:/)i <n3 k) Y alen,
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ANATINAN

FIGURE 9.3: Gauche : le plongement de I’arbre G(i) dans le plan, induit par le chemin 7 (i) ; la racine est donnée
par le point de départ du chemin (z;). Droite : excursion d’'une marche aléatoire simple obtenue en appliquant la
bijection a ’arbre de gauche.

k k
Manifestement, Zéﬁ“ ntek < (|5 4+ 1))k EiJIH n® <2(|5 4+ 1))k nlsl+1 pour n > 2, et il existe

donc une constante M (k), indépendante de n, telle que
E [/ kan(dx)] < M(k)nls)-3,

d’ott 'on conclut que lim, o E[ [ #*L,,(dz)] = 0.

Il reste a considérer les valeurs paires de k. Le méme argument montre que la contribution a
E[[ 2*L,,(dx)] des i tels que |V (i)| < g + 1 disparait dans la limite n — oo. Par conséquent, on peut
se restreindre aux i tels que |V (i)| = % + 1. Dans ce cas, comme g +1=|V(H)| < |EG)|+1< % +1,
il suit que |E(i)| = k/2. Le Lemme 9.4 implique donc que G (i) est un arbre, et donc que 7(i) parcourt
précisément chaque aréte de G(i) deux fois (une fois dans chaque direction). On en déduit que, pour de
tels 1,

pi= ] EX}]I=1
(4.7)eE()

Ceci implique que, pour k pair,

k
nlggoE[/ka"(dx)] = nlgngon il Vi) = £ +1}.

Il ne reste donc plus qu’a déterminer le nombre de i avec |V (i)| = g + 1. Comme on I’a vu ci-dessus,
on peut associer a chaque i de ce type un arbre composé de k/2 arétes et un chemin fermé 7 (i) partant
de 71 et parcourant tous les sommets de I’arbre en passant précisément deux fois par chaque aréte (une
fois dans chaque direction). L’information fournie par le chemin permet d’enraciner I’arbre (le point
de départ du chemin tenant lieu de racine) et de le plonger dans le plan (I'orientation de ’arbre plongé
étant donnée par le chemin), cf. Fig. 9.3. Etant donné un tel arbre planaire enraciné, on peut reconstruire
les i correspondants simplement en étiquetant ses sommets a ’aide de % + 1 éléments distincts de

{1,...,n}.

Lemme 9.5. Le nombre d’arbres planaires enracinés constitués de N arétes est égal a C .

La preuve est donnée plus bas. A I’aide de ce lemme, on obtient donc finalement (le facteur ( E 11) (% +1)!
2

prenant en compte le choix des % + 1 étiquettes associées aux différent sommets de ’arbre parmi les n
a disposition)

lim E[/kan(dx)] — lim n 3! Cr/2 < " >(§ + 1) = Cy o,

n—00 n—00 g +1



9.3. Preuve de la loi du demi-cercle 73

puisque, pour tout k € 2N* fixé, lim,,_,~ n_g_l(gil) (g + 1) = limy, 00 Hfﬁ) % =1
Ceci conclut la preuve de (9.5).

Tournons-nous a présent vers 1’estimation de la variance (9.6). On observe tout d’abord que

2 2
Var [/ o L (dr)] = ;E[{Tr((\/lﬁAn)k)} |- ;{E{Tr((\/lﬁAn)k)H
n
=nF2 > (pig— piny)s

i1y =1

J1yeenfik=1
ou I'on a introduit p; 5 = E[X;, 5, Xiy s - - Xip i1 X1 jo - - - Xjjp,j1 |- Similairement a ce que I'on a fait
pour l'espérance, on associe a i et j les chemins fermés 7(i) et 7(j), et les graphes G(i) et G(j). On
considére également le graphe G(i,j) = (V(i,j), E(i,j)) avec sommets V(i) U V(j) et une aréte entre
i,j € V(i,j)si(i,5) € E(i)ou (4,)) € E(j).

Comme précédemment, si p;; — pip; 7# 0, il faut nécessairement que toute aréte de E(i, j) soit
traversée soit au moins deux fois par 7 (i), soit au moins deux fois par 7(j), soit au moins une fois par
chacun. On en conclut que |E(i, j)| < k, et donc, par le Lemme 9.4 que |V (i,j)| < k + 1.

Comme |pij — pipj| < 2o (cf (9.8)) et que #{i,j| [V (i,j)| < k+ 1} < 2(k + 1)*nF*! on
en déduit immédiatement que Var[[ z¥L,,(dz)] = O(n™!). Ceci n’est cependant pas suffisant pour
établir la convergence presque siire (mais serait suffisant pour établir la convergence en probabilité),
et il nous faut améliorer un peu cette estimée. Nous allons donc montrer que les paires i, j telles que
|V (i,j)| = k+ 1 ne contribuent pas a la variance. On obtiendra alors la conclusion désirée, a savoir que
la variance est d’ordre O(n~2).

Lorsque |V (i,j)| = k + 1, le graphe (i, j) est un arbre, par le Lemme 9.4, et chacune de ses arétes
est parcourue précisément deux fois, et trois cas se présentent pour chaque aréte : soit les deux traversées
correspondantes se trouvent dans 7 (i), soit elles ont lieu dans 7(j), soit une traversée a lieu dans chacun
de ces deux chemins. En outre, pour obtenir une contribution strictement positive a la variance, il faut
que cette derniére alternative ait lieu pour au moins une des arétes, puisque, dans le cas contraire,
pij = pip;- Mais ceci est impossible, car 7(i) est un chemin fermé sur G(i, j) et doit donc visiter chaque
aréte précisément deux fois, G(i, j) ne contenant pas de boucles (c’est un arbre!).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la convergence presque siire. La variance étant
bornée par c(k)/n?, une application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev implique que

P() / 2L, (dz) —E{ / kan(dx)M > e) < 62(]“)

e2n2’

et il suit donc du premier lemme de Borel-Cantelli que, presque siirement,

lim ‘ / 2* L, (dz) —IE[ / kan(dg;)“ —0. O

n—o0

Preuve du Lemme 9.4. Supposons tout d’abord que G soit un arbre. On supprime de £/ un sommet de
degré 1 et 'unique aréte qui lui est incidente, obtenant a nouveau un arbre. On peut itérer cette opération
jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu’un unique sommet (et aucune aréte). On a donc bien |V| = |E| + 1.
Considérons a présent un graphe GG qui n’est pas un arbre. Il doit donc exister au moins une aréte
e € I dont la suppression laisse G connexe; on enléve e. On répete cette opération jusqu’a ce que le
graphe obtenu soit un arbre (on dit que le graphe obtenu est un arbre couvrant de G). Comme l'on a
dt enlever au moins une aréte a G, il suit que dans ce cas |V| < |E| + 1. O

Preuve du Lemme 9.5. Afin de compter les arbres planaires enracinés composés de N arétes, on utilise le
fait qu’ils sont en bijection avec les excursions positives de longueur 2N d’une marche aléatoire simple
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sur Z, c’est-a-dire les trajectoires Sy, . .., Son satisfaisant Sp = Soy =0, S, = O pour 0 < r < 2N, et
|Sy —Sy—1| = 1, pour tout 1 < r < 2N. Cette bijection est obtenue en prenant pour S, la distance dans
larbre (c’est-a-dire le nombre d’arétes du chemin reliant les deux sommets) entre ¢; et ¢,, cf. Fig. 9.3.
I nous suffit donc de compter ces trajectoires. Ceci peut étre fait a ’aide du principe de réflexion.
Considérons une trajectoire joignant (0,0) a (2N, 0) et intersectant la ligne y = —1. Notons 7 =
min{l </ < 2N —1|S; = —1}. On associe a cette trajectoire une nouvelle trajectoire en réfléchissant
a travers la droite y = —1 la partie de la trajectoire initiale comprise entre les temps 0 et 7. On obtient
ainsi une trajectoire joignant (0, —2) et (21N, 0). Cette transformation étant évidemment inversible, elle
définit une bijection entre ces deux types de trajectoires. Le nombre recherché et donc donné par

ON IN 1 /2N
<N>_<N+1)_N+1<N>_CN' =

On fixe B > 2 etd > 0. Par le théoréme d’approximation de Weierstrass, on peut trouver un
polynéme Pj tel que

Convergence faible de L,

sup |f(z) — Ps(x)| <.
|z|<B

Par conséquent,

)/f( W (dz) — /f p(da) 26+‘/P5 (dx)—/Pg(ac)u(dx)‘

e|[ e - P 09

ou l'on a utilisé le fait que 1 est supportée sur [—2, 2].
Les moments de L,, convergeant presque sirement vers ceux de y, on a

lim ‘ Ps(z)Ly(dz) — /Pg(m)u(dm)’ =0, presque sirement. (9.10)

n—oo

Notons p le degré du polynéme Pj. f étant bornée, il existe une constante K = K (d, B) < oo telle que

’/ — Ps(x ))Ln(dx)) <K |2|PL,(dz) < KB~ P24 /xQ(pw) L (dz),
|z|>B

|x|>B
ot l'on a introduit un parameétre ¢ € N* et utilisé 'inégalité |x[P*2¢B~P=2¢ > 1 pour |z| > B. En
utilisant une nouvelle fois la convergence des moments de L,,, on en déduit que

lim sup ‘/| ., — Ps(x ))Ln(dx)‘ < KB P~ /$2(p+q),u(dx) < KB 20,
z|>

n—oo

presque sirement. Les nombres de Catalan satisfont I'inégalité C, < 2%, pour tout k > 0. En effet, on
a vu dans la preuve de Lemme 9.5 que ces derniers comptent le nombre d’excursions de longueur 2k
d’une marche simple et, par conséquent, sont bornés par le nombre total de trajectoires de longueur 2k

d’une marche simple, soit 22k Comme B > 2, on obtient donc, en laissant q — 00,
lim ‘/ — Ps(x ))Ln(dx)‘ =0, presque sirement. (9.11)
n—oo
|z|>B
Finalement, en laissant § — 0, on obtient de (9.9), (9. 10) et (9.11) que
lim ‘ / f(x)L,(dx) / f(x 0, presque siirement.
n—oo

Remarques bibliographiques : Ce chapitre est fortement inspiré de [25, Ch. 1]. Le Théoréme 9.1,
sous une forme un peu moins générale, est originellement da a [53].
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10.1

Transformée de Doob et marche aléatoire sur Z

Transformée de Doob d'une chaine de Markov

Soit (X, )n>0 une chaine de Markov sur un espace d’états .S dénombrable ou fini, avec matrice de
transition P = (p(%, j))i,jes. On notera IP; la loi de la chaine démarrée en i € S au temps 0. Soit A C S
non vide et soit & : S — R une fonction strictement positive sur A et P-harmonique sur A :

Vie A, h(i)>0 et h(i)=> p(i,j)h(j).

JjES
On définit alors »
Vie A, VjeS q(i,j) = Mp(z 7).
) ) M h(’[/) )
II suit de la P-harmonicité de h que, pour tout i € A,
S i) = h(1> S h(i)p(i ) = h(li)hu) =)
JES JES

Les q(i, j) peuvent donc étre interprétés comme les probabilités de transition d’une chaine de Markov.

Définition 10.1. Soitig € A. La chaine de Markov (Y, )n>0 avec probabilités de transition q(i, j), partant
de Yy = ig et stoppée lorsqu’elle quitte A est appelée la h-transformée de Doob' de la chaine (X,,). On
notera Q;, la loi de la chaine (Y,,) partant de i.

Observons que la probabilité d’une trajectoire finie ig, i1, . . . , in—1, in, avec g, ..., in—1 € Aetiy, € 5,
est donnée par

n
Qiy (Yo = io, ..., Yo =in) = [ [ alin-1.ir)

hizz; kl;[lp(ik_l, Zk) = h(iO;PiO (XO =190y, Xp = ’Ln) (10.1)

La construction ci-dessus peut sembler artificielle. Pourtant, comme nous allons le voir a présent
sur quelques exemples, le processus (Y},) posséde souvent une interprétation trés naturelle.

1. En anglais : Doob h-transform.

75
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Quelques exemples

Processus conditionné a quitter A par un certain état
Soit A C S non vide. Considérons la fonction i : S — R+ définie par
Vie S, h(i) = Pi(ts\a < 00, Xrg , = a),

oua €S\ Aet7p =min{n > 0|X,, € B}. On supposera que, pour tout ¢ € A, la chaine (X,,) peut
quitter A via a avec probabilité strictement positive; ceci garantit que h(i) > 0 pour tout i € A. La
fonction h est également P-harmonique sur A : pour tout i € A,

h(Z) = ]P)i(TS\A < 00, XTS\A = a)
=Y Pi(Xy =) Pi(rs\a < 00, Xry, = a| X1 = j)

jES
_ZPZ .7 TS\A<OO XTs\A :a):ZP(ZJJ)h(j)
JES JES

la troisiéme identité suivant de la propriété de Markov. Nous sommes donc dans le cadre de la section
précédente et pouvons considérer la h-transformée de Doob (Y7,).

Théoréme 10.2. Soit iy € A et (Y,,) la h-transformée de Doob partant de iy. Alors, (Y,,) a la méme loi
que la chaine (X,,) démarrée en iy, stoppée a la premiére visite en a et conditionnée a quitter A par I’état
a en un temps fini.

Démonstration. C’est une conséquence de (10.1) : pour toute trajectoire finie ¢, ¢1,...,%,—1, in, avec
10y .. -,0n_1 € Aeti, = a,
h(a) -
@y (¥, ¥) = lior- i) = 5 T[ Pl i)
k=1

_ P o ((Xo, ..., X5) = (i0, .- ,in))
IPjlo(TS\A < 0, XTS\A =a)

:Pio((XOa---aXn) = (Zo,,Zn) ‘ TS\ A <00, X,

S\A

:a).D

Insistons sur le caractére remarquable d’avoir une description markovienne d’un processus (X,,) condi-
tionné sur un événement faisant intervenir le comportement futur de (X,,). La méme chose se produit
dans les exemples suivants.

Processus conditionné a ne pas quitter A (cas transient)

Soit A C S non vide. On suppose cette fois que, pour tout iy € A, il y a une probabilité strictement
positive que la chaine ne quitte jamais A. On considere alors la fonction i : S — R définie par

Vie S, h(i) = Pi(Tg\a = 00).

Par notre hypothése ci-dessus, h(7) > 0 pour tout i € A. De plus, h(i) = 0 pour tout i ¢ A. On vérifie
aisément que la propriété de Markov implique a nouveau que h est P-harmonique sur A. Nous sommes
donc dans le cadre de la Section 10.1 et pouvons considérer la h-transformée de Doob (Y7,).

Théoreéme 10.3. Soit iy € A et (Y},) la h-transformée de Doob partant de iy. Alors, (Y,,) a la méme loi
que la chaine (X,,) démarrée en i et conditionnée a ne jamais quitter A.



10.2.3

10.2. Quelques exemples 77

Démonstration. C’est a nouveau une conséquence immédiate de (10.1) : pour toute trajectoire finie 7,
i1,...,i de probabilité strictement positive sous Q;, (observez que cela implique en particulier que
i € Apourtout0 < k < n),

Qo (Yo, .-, Ya) = (i, .- in zz 1:[ (i1, ix)
Pi, (Xo, ..., Xn) = (io, - - -, in))Pi, (Tg\ 4 = 00)

puisque, par la propriété de Markov,
Pin(TS\A = OO) = Pio(TS\A = 0 ‘ (Xo, PN ,Xn) == (’io, NN ,Zn)) L]

Processus conditionné a appartenir a B au temps NV

Dans ce dernier exemple, nous allons voir que cette approche peut étre étendue a des situations dans
lesquelles I'horizon temporel est spécifié. Cela nécessite d’adapter quelque peu 'approche précédente.
Soit B C S non vide et N € N*. On consideére la fonction i : {0,..., N} x S — R, donnée par

h(n,q) = Pi(Xn_n € B).

Observons que cette fonction satisfait, pour tout n € {0,..., N — 1} et touti € S,
h(n,i) =Pi(Xn_n € B) =Y pli,j)B;(Xn-n-1 € B) =Y _pli,j)h(n+1,5).
jES jES
Définissons h L))
.o hn+1,7) .

qn(i,7) = Thin) p(i,J)

lorsque h(n,i) # 0 et g, (4, 7) := 0 sinon. On a alors, pour tout i € S tel que h(n,i) > 0,
1
h(n+1 h(n,i) = 1.
jez;gqn i, ) (n - Z (n+ 1. 9)p0.5) = g —yhin.d)

On peut donc considérer la chaine de Markov inhomogéne (Y;,)nen avec probabilités de transition

Qig(Yay1 = 7| Yo = i) = qn(i, 5)
démarrée en i et stoppée au temps V.

Théoréme 10.4. Soit N € N*, B C S non vide et iy € S tel que P; (X € B) > 0. Soit (Yy,) la chaine
de Markov définie ci-dessus, partant de ig. Alors, (Y;,) a la méme loi que la chaine (X,,) démarrée en i\ et
conditionnée a visiter B au temps N.

Démonstration. Soit ig,i1,...,ixy € S aveciy € B et h(n,i,) > Opourtout 0 < n < N —1
(observons que la probabilité de toute trajectoire de (Y,,) ne satisfaisant pas cette derniére condltlon est
nécessairement nulle). Alors, on a bien

N-1

. h(in+ 1,1, o
Qiy (Yo =ig,..., YN =in) = H Wp(lmzn+l)

n=

0

N—-1
h(N,iy) o
~ 1(0,io) ,HOP(Z”’Z"“)
PZ‘N(X()EB) . .
R0 E P p (X Xy =
P; (Xy € B) o(Xo =1 N =in)

PiO(X():io,...,XN:’L'N|XNEB). OJ
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Marche aléatoire sur Z conditionnée a rester positive

Dans les exemples précédents, le conditionnement était toujours par rapport a un événement de
probabilité strictement positive. Nous allons a présent nous intéresser au cas d’un conditionnement par
un événement de probabilité nulle. Un exemple typique serait celui d’'une chaine de Markov récurrente
que l'on conditionne a éviter (éternellement) un sous-ensemble non vide de S. Il s’agit d’'un probléme
nettement plus subtil et, plutét que de discuter de situations générales, nous ne considérerons qu’une
classe de marches aléatoires sur Z.

Soit ;¢ une mesure de probabilité sur {—1, 0,1} telle que £4(0) < 1. Soit (Sy,)r>0 la marche aléatoire
sur Z dont les accroissements sont i.i.d. et de loi x. On note IP; la loi de (.S;,) partant de i au temps 0.

Deux fonctions (super)harmoniques

On consideére les fonctions suivantes : pour tout ¢ € N,
h¥(i) == Po(1—; < 00), AT (i) == hH0) + - 4+ A (i).
Notons « := Py(7-1 < 00).

Lemme 10.5. Pour touti € N, h*(i) = o' et h'(i) = EZ:O o¥. De plus,

e si p(=1) > p(1),
p(=1)/p(1)  sip(=1) < p(l

~—

Démonstration. Clairement, h*(0) = 1. I suit de la propriété de Markov forte que, pour tout i > 1,

hi’(l) = PO(Ter' < OO) = P()(Tfi < 00 | Ti11 < OO) P0(711'+1 < OO)
= Po(7-1 < 00) Po(T—i41 < 00) = ah*(i —1).

On en déduit que h*(i) = o, pour touti € N* et, par conséquent, h (i) = 1+a+- - -+a’. Déterminons
a. En conditionnant sur le premier pas de la marche et en utilisant la propriété de Markov, on obtient

a=Py(r_1 <o0) = pu(—1)P_1(7—1 < 00) + p(0)Pp(7—1 < 00) + p(1)P1(7—1 < 0)
= p(=1) + p(0)a + p(1)a®.

Manifestement, o = 1 est la seule solution dans [0, 1] lorsque pu(—1) > pu(1).

Supposons donc que p(—1) < u(1). Dans ce cas, 'équation pour « posséde deux solutions dans
[0, 1] : celle donnée dans I’énoncé et & = 1. Nous allons exclure cette derniére. Par la loi forte des grands
nombres, lim,_,~ Sy, /n = (1) — u(—1) =t ¢ > 0 presque sirement. En particulier,

]\}i_rglooIPO(Vn >N, S, > %cn) = PO(EIN eN, Vn>N,S,/n> 0/2) =1.

Il existe donc N € N* tel que Po(Vn > N, S, > 0) > 1/2. Etant donné que I'on a également
Po(Vn € [N —1], S, = 0) > 0,onabien o < 1. O

1l suit immédiatement de la loi forte des grands nombres que le cas p1(1) > p(—1) correspond au cas
ou lim,,_,~ S;, = +00 presque stirement ; on dit que la marche (.S,,) dérive vers +oco. Symétriquement,
le cas (1) < p(—1) correspond au cas ou lim,,_, o, S, = —00 presque siirement; on dit que la marche
(Sn) dérive vers —oo. Finalement, le cas (—1) = p(1) correspond au cas récurrent, dans lequel la
marche oscille : lim inf,,_, .S, = —oo et limsup,,_,, Sn = +00 presque siirement.

Pour le prochain résultat, on étend h' de facon naturelle en posant hT(—1) := 0.
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Lemme 10.6. h* est yi-harmonique sur N* et h' est ji-superharmonique sur N :

VieNt,  Ri) = > p()hti+),
j€{-1,0,1}

VieN,  hT@) > > u@)R'+ ).
j€{-1,0,1}

De plus, h' est ji-harmonique sur N si et seulement si pu(—1) < p(1).

Démonstration. La pi-harmonicité de h* suit immédiatement du Lemme 10.5, mais peut étre déduite de
facon plus transparente de la propriété de Markov : pour tout ¢ € N*,

W i) =Po(r-i <oo)= Y p(k)Po(r—i < 00| St = k)

ke{-1,0,1}
= Y uk)Polrik <oo)= Y p(k)hHi+k).
ke{-1,0,1} ke{-1,0,1}

Passons a h'. Pour tout i € N*,

W@ =1+ B =14>" > wk)h (i+k)
j=1

Jj=1ke{-1,0,1}

i+k
=1+ Y k) Y hM)
ke{-1,0,1} j=1+k
—p(=D—ap()+ > pk)hT @+ k).
ke{-1,0,1}

Etant donné que .(—1) > au(1),ilsuit que h' est y-superharmonique sur N* et qu’elle est yi-harmonique
sur N* précisément lorsque p(—1) = au(1), ce qui se produit si et seulement si p1(—1) < pu(1). L'ex-
tension de la ji-(super)harmonicité de b a N est immédiate :

p(=D)AT(=1) + () (0) + p(1)AT(L) = u(0) + (1 +a)u(1) < 1 = A1 (0),

puisque a (1) < p(—1), ce qui établit la y-superharmonicité. A nouveau, le cas d’égalité correspond a
au(1) = p(~1). 0

Le Lemme 10.6 nous fournit deux fonctions harmoniques sur N ou N* (sous des conditions adéquates).
Nous pouvons donc essayer d’implémenter ’approche de la Section 10.1.

La /*-transformée de Doob lorsque ;(—1) > 0
ht étant p-harmonique sur N*, on souhaite considérer la ht-transformée de Doob de (Sp), partant

de 79 € N*. Observons que, pour tout i € N, h*(i) > 0 lorsque p(—1) > 0 et
hH(i) = Po(1_; < 00) = P;(1p\n- < 00, S

TZ\N*

~0).

Par conséquent, on se trouve précisément dans le cadre de la Section 10.2.1, avec X, := S, ig € N*,
A := N* et a := 0. Une application du Théoréme 10.2 montre ainsi que la h*-transformée de Doob de
(Sp) coincide avec la marche aléatoire (.S,,) partant de i9 € N* et conditionnée a visiter 0.

Evidemment, il n’y a pas de difficultés particuliéres ici, le conditionnement étant par rapport a un
événement de probabilité positive.
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La h"-transformée de Doob lorsque 14(1) > pu(—1)

Sous I’hypothése que p(1) > p(—1), c’est-a-dire lorsque la marche aléatoire (.S,,) ne dérive pas
vers —oo, la fonction AT est y-harmonique et strictement positive sur N. On peut donc considérer la
h!-transformée de Doob de (S,,) démarrée en ig € N. Notons (S},) la h'-transformée de Doob et IP)lT la

loi de cette chaine de Markov partant de © € N. Le premier résultat est que (SE) est transiente.

Lemme 10.7. On suppose que 1(1) > (—1). Alors, la chaine de Markov (S))) est transiente.

Démonstration. Pour tout i € N,

(i — 1 _h(i-1
IP’Z-T(Ti_l < o0) = ZPZT(Ti—l =n)= ZIF’ Ti—1 =n) = }(LT(i))Pi(Ti_l < 00),
n=0 n>0

la seconde identité suivant de (10.1).
Lorsque p(—1) = 0,on a P;j(7;_1 < 00) = 0 et donc IP’T(Tz 1 <00)=0.
Lorsque z1(—1) > 0,ona h'(i) = h'(i — 1) 4+ (i) > h'(i — 1) et donc IEDT(TZ 1<o0)<1l. 0O

Cas transient : ;(1) > p(—1)

Le théoréme suivant montre que, lorsque p(1) > p(—1), on se trouve dans le cadre de la Sec-
tion 10.2.2 : la fonction AT ne différe de la fonction harmonique de la Section 10.2.2 que par une
constante multiplicative strictement positive. Notons que I’hypothése (1) > u(—1) garantit que
Po(17., =00) =1—a > 0.

Théoréme 10.8. Lorsque (1) > pu(—1), ona

P; =
VieN,  hl() = ﬁ.
<0

Démonstration. Pour tout ¢ > 0,
P;i(17_, = 00) = P;(min{S, |n > 0} > 0)

%

:Z]P’(mln{S ln>0}=1i—k)

Il
Eod
MS_ I
o

Pi(Ti—k < 00, Tj—j—1 = 00)

ol

=

0

P (75— < 00) Pj_p(Ti—p—1 = 00),
0

b
I

par la propriété de Markov forte. On a évidemment P;(7;_j, < o00) = Po(7_j < o00) = h¥(k) et
Pk (Ti—p—1 = 00) = Py(17_, = 00). Par conséquent,

Pi(TZ<o = 00) = IPo( They = Z hi = Py( Theo = 00) hT(i). ]

Une application du Théoréme 10.3 montre que la loi de (S,Tb) démarrée en i9 € N, coincide, lorsque
(1) > u(—1), avec celle de (S,,) démarrée en i et conditionnée a ne jamais visiter Z .
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Cas récurrent : (1) = p(—1)

Le Lemme 10.6 montre que la fonction h' demeure y-harmonique et strictement positive sur N
lorsque (1) = p(—1). Dans ce cas, la marche aléatoire (S,,) est récurrente et la probabilité de ne
jamais visiter Z( est donc nulle. Conditionner (.S,,) par cet événement est donc mal défini. Ce que 'on
peut faire, par contre, c’est considérer le processus (.5, ) conditionné par I’événement

An ={S, > 0pourtout 0 < n < N},

ce dernier ayant probabilité strictement positive. Commencons par montrer un lemme technique, qui
est un pendant du Théoréme 10.8 (la preuve est d’ailleurs presque identique).

Lemme 10.9. Lorsque (1) = u(—1), on a

: N e Pi(AN)
(i) <
Vi e N, h'(i) < l}\rfligoléf Po(An)’

Démonstration. Pour tout ¢ > 0,

Pi(An) = Pi(min{S, |0 <n < N} >0)

.

=) Pi(min{S,|0<n< N}=1i—k)

k=0
i

= Pi(ri—xk < NetVn e {r_g,....,N}, Sp, =i —k)
k=0
i

2 D Pi(rick S N)Pip(Vn €{0,... N}, Sp > i — k)
k=0

=Py(¥n € {0,...,N}, S, > O)ZIP)O(T_k <N

Par conséquent,

P;(Ay :
it int IPO( Z NlinooZPo Tk <N)= kZoPO(T"“ < 00) = h1(3). O

Le résultat suivant montre que la limite en loi des processus conditionnés lorsque N — oo est bien
donnée par le processus (Sj)).

Théoréme 10.10. On suppose que p(—1) = p(1). Alors, pour toutig = 0,141, ... ,in = 0,

lim Po(So = io, ..., = in|An) = PN(S) =0, ..., ST = in).

n
N—oo

Démonstration. Pour tout g = 0,41,...,%, € Nettout N > n, il suit de la propriété de Markov et
de (10.1) que

P(](S() =140,...,5, = ’Ln) ]P)in (AN—n)
Po(An)

- Pi,(An) h1(0)

- PO(AN) hT(in)

Po(Sp = io, - .., Sn = in | Ay) =

PI(ST =g, ..., 80 =ip).
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Le Lemme 10.5 implique donc que

lim inf Po(So = d0, - - - S = in | Ax) = PL(S] = i0, ..., S} = ip). (10.2)
N—o0

Supposons, par I’absurde, qu’il existe jg, ..., j, € Netc > 0 tel que

lim sup Po(So = Jo, - - - Sn = jn | An) = PL(SE = o, ..., S} = jn) + ¢ (10.3)

N—oo

Par (10.2), il existe Ng € N tel que VN > Ny,
Vi, .oyin €N, Po(So =0, Sn=in|Ax) = PL(S) = i0,..., 8 =in) — 37" e

Par (10.3), il existe N > N tel que

Po(So = oy - - Sn = jn | AN) >Pg<sg:jo,..,sg=jn>+§.
On obtient donc
1= Z Po(So = 0,51 =i1,...,5, =in|AN)
i1,..in €N
2;_g+i1,.§€N]P)g(Sg:O,SI:z’l,...,SZ:in):1+g,

la derniére identité suivant du fait que hT(—1) = 0, puisqu’il suit que toute trajectoire visitant —1 a
probabilité nulle sous IP’g. La contradiction conclut la preuve. O]

Remarques bibliographiques: Ce chapitre s’inspire largement du chapitre 5 des notes de cours [13].
Pour le lecteur intéressé, ces derniéres traitent de marches aléatoires générales sur Z, pas uniquement
de celles dont les incréments prennent valeur dans {—1,0,1}.
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11.1.1

Chaines de Markov réversibles et réseaux
électriques

Soit S un ensemble fini et (X, ), >0 une chaine de Markov irréductible sur S, de matrice de transition
P = (pij)ijes- Comme cela a été vu dans le cours d’introduction a la théorie des probabilités, il y a
dans ce cas une unique distribution stationnaire 7 = (7;);c s et celle-ci satisfait 7r; > 0 pour touti € S.
Dans le reste de ce chapitre, on supposera la chaine (X, ), >0 réversible (par rapport a 7), c’est-a-dire
telle que

TiPij = T;Dji, Vi, j € S.

On notera ¢ ~ j si les états 4,7 € S sont voisins, c’est-a-dire tels que p;; > 0 (et donc également
pji > 0).

Etant donnée une telle chaine, on peut construire un graphe pondéré connexe (.5, A, ¢), avec sommets
S, ensemble d’arétes (non orientées)

A= {(i,j)

et une fonction de valuation ¢ : A — (0, c0) associant a toute aréte e = (7, j) € A le poids

i,j €S, i~j},

Ce = Cij = MiPij = TjPji-

Inversement, si 'on se donne un graphe pondéré connexe, avec au plus une aréte (non orientée)
entre deux sommets donnés (mais avec la possibilité d’avoir une aréte connectant un sommet avec
lui-méme), (S, A, ¢), avec S fini, on peut construire une chaine de Markov réversible (X,,),>0 sur S en
posant, pour (i,j) € A,

_ Cij
Dij = K
c[i]
ol c[i] :== 3, ; ¢ij. La chaine ainsi définie satisfait
clilpij = eij = clilpji,

et est donc bien réversible et de distribution stationnaire m; = c[il/ ;¢ c[j], Vi € S.

Réseaux de conductances

Flots

Définition 11.1. Un flot ¢ sur un graphe (S, A) est une fonction ¢ : S x S = R, (i,7) — ¢}, telle que
bij = —bji si(i,]) € A, et ¢ij = 0 sinon. Le flot sortant dei € S est ¢li] = > ., ¢ij.

83
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On a dong, en particulier,

DI =D = > (i + ) =0.

€S 1E€S jrvi (3,7)€EA

Définition 11.2. Soient B, C' C S non-vides et disjoints. Un flot unite de B vers C' est un flot ¢ tel que
2iepdlil =1et¢[j] =0,V ¢ BUC.

Réseaux électriques

Définition 11.3. Soitig € S et C C S\ {ip}. Un réseau électrique est un graphe pondéré connexe
(S, A, ¢), muni d’une fonction V : S — R, le potentiel, et d’un flot I, le courant, satisfaisant les relations
suivantes :

Loi d’Ohm : L = ci; (V@) = V(3)), Y(i,j) € A, (11.1)
Loi de Kirchhoff : Ifi] =) IL; =0, Vi ¢ {ig} UC, (11.2)
gt

ainsi que la normalisation suivante® :

V(ig)=1, V|, =0. (11.3)

Dans ce contexte, les poids c;; sont appellés conductances, et leurs inverses r;; = 1/c;; résistances.

Le résultat suivant montre que le potentiel V' (et donc également le courant /) est completement carac-
térisé par la loi d’Ohm, la loi de Kirchhoff, et la normalisation (11.3).

Lemme 11.4. SoientV et I satisfaisant (11.1), (11.2) et (11.3). Alors, V' est ['unique solution du probléeme
de Dirichlet suivant :

V(i) = ijipijv(j) Vi & {io} UC,

V(ig) = 1, (11.4)

V‘CEO,

ot p;j = c;;/cli], pour tout (i, j) € A. On dit que V' est harmonique hors de i et C.

Démonstration. Montrons tout d’abord que V' est bien solution du probléme de Dirchlet (11.4). Les
conditions au bord sont automatiquement vérifiées puisque V satisfait (11.3). D’autre part, pour tout

ig{io}UC,

0=>"1; = >_ (VD) = V(i)ey = clil{ V(i) = Y Vipi }-

j~i j~i g~i

la premiére égalité suivant de (11.2) et la seconde de (11.1). Comme c[i] > 0 pour tout i € .S, affirmation
est démontrée.

Montrons que le probléme de Dirichlet posseéde une unique solution. Soit donc f et g deux solutions.
La fonction h := f — g est alors solution du probléme de Dirichlet

h(i) =325 pijh() Vi¢ {io} UC,
h(i) =0 Vi e {io)} UC.

1. Pour f: § — RetC C S, on note f|c la restriction de f a C.
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Soit k € S\ ({io} U C) tel que |h(k)| soit maximal. Sans perte de généralité, on peut supposer que
h(k) > 0. On a alors

>~ prj(h(j) = h(k)) = 0.

i~k

Or, pr; > 0 pour tout j ~ k, et h(j) —h(k) < 0 par choix de k. Il suit que h(j) = h(k) pour tout j ~ k.
En itérant cet argument, on en déduit que h est constante sur .S, et la condition au bord impose que
h =0etdonc que f =g.

L’existence d’une solution peut étre établie a partir de I'unicité et de considérations élémentaires
d’algébre linéaire. Alternativement, elle suit du Théoréme 11.6 donné plus loin. O

Liens avec les chaines de Markov réversibles

Nous allons voir a présent que le potentiel V' et le courant I d’un réseau électrique peuvent étre
réinterprétés de facon probabiliste, en termes de la chaine de Markov (X}, ),,>1. Une telle identification
permet d’utiliser I'intuition que I'on a de tels réseaux afin d’obtenir des résultats sur les chaines de
Markov (et vice-versa).

Pour B C S, on note
Tp :=inf{n > 0| X, € B}, T4 =inf{n > 1| X, € B}.

Lorsque B est réduit a un point, B = {i}, on écrit simplement 7; = T'; et T = T{Jg}.

Lemme 11.5. Soientig € S et C C S\ {ip}. Alors

Tc
#i5 = Eig | (Lixo1mi,Xam} — LKoo, Xnmid)]

n=1

est un flot unité de iy vers C, que I'on notera ¢ ¢ .

Démonstration. 1l est clair que ¢~ est un flot. De plus, (X,,) étant récurrente positive, B, (T¢) < oc.

Par conséquent,

Tc
oli] = Eq [Z Z(l{xn,lzi,xnzj} - l{Xn,lzj,Xn:i})}

n=1 joi
To
= Ei [Zl(l{xnlzi} ~1px,-9)]
= Eig [1{x0=i} — 1{xp,=i}]
0, siid {i)}UC,
= {1 sii =i,

_Pio (XTC = Z) sit e C.
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Théoréme 11.6. Soientig € S etC C S\ {io}. Le potentiel V et le courant I possédent les représentations
probabilistes suivantes :

V(i) = Pi(Ti, < To), (11.5)
1 =il
V(i) = —~=—E; Lix,—itls (11.6)
Tz%—}CC[l] 0 [ — { }}
1 =c
I = 550 e, (11.7)

e . -1
ourd Y = (c[zo]IP’iO(ﬂJg >1Tc)) .

Définition 11.7. La fonction Gc(ip, 1) = E;, (25281 14 Xn:i}> est appelée fonction de Green. La
probabilité p... = P;, (T;g > T¢) est appelée probabilité de fuite. La quantité ri?’ﬂ_)c est appelée

résistance effective

Démonstration. Pour établir (11.5), il suffit de vérifier que P;(7;, < T¢) est (I'unique) solution du
probléme de Dirichlet (11.4). Manifestement, les conditions au bord sont vérifiées. Quant a I’harmonicité,
elle suit immédiatement de la propriété de Markov : pour tout ¢ ¢ {ip} U C,

Pi(Tiy < Tc) =Y Bi(Ty, < To | X1 = §)piy = > Pi(Tiy < To) pij-
jr~ g~

Pour dériver les représentations (11.6) et (11.7), on observe tout d’abord que

' Tc Tc
¢§3HC - Eio [Z 1{Xn71:i7X":j}:| o ]Eio |:Z I{anlzjan:i}:|
n=1

n=1

oo [ee]
=Y Pip(Xn-1 =0, X0 =j,Te 2n) = Y Pig(Xn-1 = j, Xn =i, Tc > n)
n=1

n=1

o

[o¢]
Piy(Xn-1=14,Tc = n)pi; — ¥ Pig(Xn-1 = 4,70 = n) pji
n=1

n=1
Tc To
= K4 {Z 1{X,,,_1:i}} pij — Eq [Z 1{Xn_1=j}} Dji
n=1 n=1
= (=Golio, i) — —=Golio, ) ey
- C[’L] c\10, C[]] c\?0,] 17

ou la troisieme égalité suit de la propriété de Markov (et du fait que {7~ > n} ne dépend que des
n — 1 premiers pas de la chaine) et la derniére de ¢;; = p;jc[i] = pjic[j]. On en déduit que le couple
(ﬁgc(io, ), ¢io—>0) vérifie la loi ’Ohm (11.1). D’autre part, il suit du Lemme 11.5 que ¢~ satisfait
la loi de Kirchhoff (11.2). De plus, comme, pour tout ¢ € C,

To—1
Gelio, i) = E; [ l{Xn:i}} =0,

n=0

on déduit que

clio)] Gcliosi) _ 1 Gelio, i)
gc(io, i()) C[Z] r
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satisfait la normalisation (11.3). Par conséquent, il suit du lemme 11.4 que

} gC(i07 Z)

N zo—>C
Vi) = F o] et d) .

Pour conclure, il suffit donc de montrer que r = 79 On observe tout d’abord qu’il suit du Lemme 11.5
que ¢ % [ig] = 1, et par conséquent, I[ig] = 1/r. On peut donc écrire

% = Ifio] = Z (V(io) - V(j))cioj par (11.1)
j~vio
= clig] {1 - Z pinV(j)} puisque V(ip) = 1
J~0
clio] {1 — Z Dioi P (T < TC)} par (11.5)
— {1 ; ZOT < TC)}
= clio] Py (T;; > Tc). O

La terminologie « résistance effective » vient du raisonnement suivant : on a imposé une différence de
potentiel égale a 1 entre ¢y et C'. Or, on a vu que

rio7CIlio) = 1=V (ip) — V(C).

On peut alors interpréter la relation ci-dessus comme une version effective de la loi d’Ohm, le reste du
réseau électrique jouant le role d’une grosse résistance placée entre les « points » i et C'. La valeur de

—
cette « résistance effective » est alors bien donnée par rio =

Définition 11.8. On appelle conductance effective entre iy et C la grandeur ¢'57¢ == 1/r'97¢
Observez que la probabilité de fuite p.,. prend une forme particulierement simple en termes de la
conductance effective :

’io—)C
Cett

clio]
Bien stir, pour que les représentations probabilistes de cette section soient réellement utiles, on a besoin
de techniques permettant de déterminer, ou au moins d’estimer, la résistance effective d’un réseau. La
section suivante est consacrée a ce probléme.

Pese = (11.8)

Calcul de la résistance effective

Afin de déterminer la résistance effective d’un réseau électrique, on procéde par réduction du réseau
a l’aide des 4 regles de transformation suivantes.

Remarque 11.9. Dans cette section, les transformations appliquées vont en général nous faire momentané-
ment sortir du cadre précédent, le graphe sous-jacent pouvant posséder plusieurs arétes entre deux sommets
donnés. Toutefois, d la fin de la procédure le graphe obtenu sera toujours du type considéré plus haut. ¢

1. Résistances en série. Supposons que le graphe posséde un sommet i & {ig} U C de degré 2, avec
voisins j et k, comme dans le dessin suivant :
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Remplacons les arétes (i, j) et (4, k), de résistance 71 et ry respectivement, par une unique aréte (7, k)
de résistance r1 + r9, comme suit :

7 k

Alors, les valeurs prises par le potentiel V sur S\ {i} et le courant I sur A\ {(i,5), (i,k)} sont
inchangées. Le courant [}, traversant la nouvelle aréte (7, k) de j vers k est égal a I;.

Pour vérifier cela, il suffit de s’assurer que (11.1) et (11.2) sont encore vérifiées pour le nouveau
graphe, avec les mémes valeurs du potentiel et du courant, ce qui est élémentaire (et laissé en exercice).

Exemple 11.10. Ceci conduit a une solution particuliérement simple du probléme de la ruine du joueur.
Soient p € (0,1) et ¢ = 1 — p; on considére une marche aléatoire simple sur {0, ...,n}, absorbée en 0
et n, avec probabilités de transition p; ;41 = p, pii—1 = ¢, pour 1 <4 < n — 1. Que vaut la probabilité
Pi(To < Ty,) que la marche partant de k € {1,...,n — 1} atteigne 0 avant d’atteindre n?

Considérons le réseau électrique dont les conductances sont données par c; ;11 = (p/q)’, pour
0 < i < n—1.Sil'onapplique un potentiel 1 en 0 et 0 en n, alors la probabilité recherchée, Py (Ty < T,),
est donnée par la valeur du potentiel en k&, par (11.5). Le résultat ci-dessus nous permet de remplacer les
k résistances en série séparant k et 0 par une unique résistance égale a Zf:_ol (q/p)’. De méme, on peut
remplacer les n — k résistances en série placées entre k et n par une résistance unique ZZ’:_kl (q/p).

La probabilité recherchée devient alors simplement la probabilité de faire un pas de k a 0, plutdt que
de £ a n. Or la probabilité de cet événement est donnée par

W_{w—k)/n sip=q=1/2
St Ma/p) | ((0/9)" % —1) / ((p/9)" —1) sinon. o

2. Résistances en paralléle. Supposons que le graphe posséde deux arétes e; et ey, de conductances
c1 et co, joignant deux sommets 7, j, comme dans le dessin suivant :

Remplacons les arétes e; et ey par une unique aréte (i, j) de conductance ¢; + co, comme suit :

1

Alors, les valeurs prises par le potentiel V' sur S et le courant [ sur A \ {ej, e2} sont inchangées. Le
courant [;; traversant la nouvelle aréte (7, j) de 7 vers j est égal a la somme des courants traversant e;
et eo de i vers j. La vérification, élémentaire, est a nouveau laissée en exercice.

Exemple 11.11. Nous allons appliquer les deux régles précédentes afin de déterminer la probabilité de
fuite de la marche aléatoire simple sur un graphe. On considére la marche aléatoire simple sur le graphe
représenté ci-dessous (en haut, a gauche), c’est-a-dire la marche aléatoire se déplagant a chaque pas du
sommet occupé a cet instant vers 'un de ses voisins choisi uniformément. Pour une marche partant de
a, on désire déterminer la probabilité qu’elle visite z avant de retourner en a. Cette derniére probabilité
est donnée par (cf. (11.8))

" Ca—)z
Po(T,F > T,) = =&
a( a Z) C[a] )

ou chaque aréte du réseau correspondant a une conductance égale a 1. Comme ¢% "% = I[a]/(V (a) —
V(2)), la conductance effective entre a et z demeure inchangée lors de I'application des deux transfor-
mations précédentes. On peut donc les utiliser successivement afin de simplifier le réseau (les nombres
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indiqués représentent les conductances associées aux différentes arétes, toutes étant égales a 1 dans le
réseau initial) :

7/12 (=) ©),

1/3
On obtient donc que la conductance effective vaut 7/12, et donc P, (T, > T.,) = % = %. o

3. Transformation étoile-triangle. Soit¢ € S\ ({ip} UC). Les valeurs prises par le potentiel V' sur
S\ {¢} et le courant [ sur les arétes non modifiées sont inchangées sous les transformations suivantes :

>
pour peu que les conductances satisfassent
C1C2 C1C3 C2C3
Clg = ————, C13= ——F— €23 = :
c1+c2+c3 €1+ c2+c3 c1+c2+c3

La vérification est 4 nouveau laissée en exercice.

Exemple 11.12. On veut déterminer la probabilité que la marche aléatoire simple sur le graphe représenté
ci-dessous (en haut, a gauche) et partant de ¢ visite a avant de visiter z. Celle-ci est égale au potentiel
V(i) obtenu en imposant V' (a) = 1 et V(z) = 0. On peut donc la déterminer en réduisant le réseau par
applications successives des transformations ci-dessus (comme précédemment, les nombres représentent
les conductances; les conductances initiales sont toutes égales a 1) :
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-
20/33 0. 1/2

La probabilité recherchée est donc

20/33 8
PiTo<T.)= s = —. ©
ilTa <T2) 20/33 +15/22 17
Les trois transformations ci-dessus permettent de réduire n’importe quel réseau planaire (théoréme
d’Epifanov). Une autre transformation est cependant souvent utile en pratique.

4. Ajout/Retrait d’arétes. Si deux sommets i et j ont méme potentiel, V(i) = V(j), alors on peut
modifier ¢;; sans affecter ni les potentiels, ni les courants (puisque V(i) = V(j) = I;; = 0). Ceci
permet en particulier, I'ajout ou le retrait d’aréte entre deux tels sommets (c;; passant respectivement
de 0 a une valeur strictement positive, ou d’une valeur strictement positive a 0). Ceci permet également
I'identification de deux tels sommets, c’est-a-dire le remplacement de i et j par un sommet unique, avec
les mémes arétes incidentes, mais sans la boucle correspondant a I’aréte (7, j) (moralement, ceci revient
a mettre ¢;; = o0} il est toutefois plus simple de vérifier directement que I'identification de 7 et j ne
modifie pas le potentiel).

Exemple 11.13. On considere le graphe suivant :

Quelle est la probabilité que la marche aléatoire simple sur ce graphe, partant de a, visite z avant de
retourner en a ? Le réseau équivalent a, a nouveau, toutes ses conductances égales a 1. Par symétrie, le
potentiel aux deux extrémités de 'aréte e sont nécessairement égales. Il suit que 'on peut modifier la
conductance associée sans modifier la conductance effective entre a et z. Une premiére possibilité est
de mettre c. = 0, ce qui revient a éliminer I’aréte correspondante. On obtient alors :

1/3
2/3
@ D — ~
1/3

Une approche alternative revient a identifier les extrémités de I’aréte e. On obtient dans ce cas :

1/2
e P - - -
1/2
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On en déduit dans chaque cas que P, (7, < T,) = ? =1 o
Exemple 11.14. Un exemple plus intéressant est le suivant : on considére la marche aléatoire sur ’arbre
binaire, et on désire déterminer la probabilité de ne jamais revisiter le sommet de départ 0. Nous n’avons,
dans ce chapitre, considéré que des graphes finis. Ceci ne pose pas de probléme dans le cas présent. En
effet, si 'on dénote par £,, 'ensemble des sommets a distance n de 0 (la distance étant donnée par le
nombre d’arétes séparant les deux sommets), la probabilité que 0 ne soit plus jamais revisité est donnée
par

Po(T = +o0) = lim Po(Ty > Tr,.),

et 'on peut donc se restreindre a ’arbre constitué de n générations. Par symétrie, la valeur prise par le
potentiel en un sommet donné ne dépend que de la distance entre ce sommet et le sommet de départ.
On peut donc identifier tous les sommets de £, (et ce pour tout 1 < m < n). On obtient ainsi le réseau
équivalent, le nombre d’arétes entre L,,, et L,,41 étant égal 4 3 - 2" (ici pour n = 3) :

3.2 o 3.22 @_}@ 3/(2°+271+277) @

O
On obtient donc
0—L
. Cog " . 3 1
Po(Ty" =o00) = lim < — = lim —————— = .
n—00 c[O} n—o0 3 ZZz:O 2—m 2
On conclut en particulier que la marche aléatoire simple sur I’arbre binaire est transiente. o

L’exemple précédent suggere 'existence d’un lien entre la résistance effective et les propriétés de
récurrence et transience. Nous y reviendrons dans la Section 11.5. Avant cela, nous allons introduire
une autre quantité naturelle du point de vue des réseaux électriques dont 'importance est considérable
dans Iétude des chaines de Markov réversibles.

Energie et principe variationnel

Définition 11.15. La forme de Dirichlet est la forme quadratique associant d une fonction g sur S le

nombre
1

E(9.9) =5 Y cii(9i) —9@)’ = Y (o) - 9()”.

1,j€S (i,5)eA

L’énergie associée a un flot ¢ est définie par

S(¢) = Z Te¢g'

e€A

En particulier, si g est le potentiel imposé aux noeuds du réseau électrique ou si ¢ est le courant traversant
le réseau, la forme de Dirichlet et I'énergie correspondent toutes deux a I’énergie dissipée par le réseau.

A T'aide de ces notions, il est possible d’exprimer la résistance effective =% comme solution de
deux problémes variationnels. Ce qui est remarquable, c’est que I'un caractérise la résistance effective
comme un supremum, et ’autre comme un infimum ; ceci permet donc d’obtenir des bornes supérieures
et inférieures sur la résistance effective en évaluant £(g, g) ou £(¢) en une fonction g ou un flot ¢ bien

choisis.
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Théoreme 11.16. Soitig € S et C C S\ {io}. Alors,

cig~9 = min{€(g,9) | 9(io) = 1,9|, = 0}, (11.9)
rio=C — min{&(¢) | ¢ flot unité de i vers C'}. (11.10)
De plus, ces minima sont uniquement atteints, respectivement, lorsque g = V, le potentiel engendré par

application d’un potentiel 1 en ig et 0 sur C, et lorsque ¢ = ¢?0~C = 97T avec I le courant corres-
pondant.

Démonstration. On démontre d’abord (11.9). Soit g,,;, un extremum de (g, g) parmi les fonctions sur
S satisfaisant g(ip) = 1 et 9], = 0. Alors, on doit avoir

0— 6;9(2,)5(9, o), =2 ;pq (Gonin (1) — Guuin ().,

pour tout ¢ ¢ C' U {ip}. En particulier, g,,;, est harmonique hors de C'U {ip}. Il suit donc du Lemme 11.4
et du Théoréme 11.6 que g,,;, satisfait

Gunin (1) = V(i) = Pi(T3, < To).

Manifestement, g,,;, est un minimum puisque £(g, g) est une forme quadratique semi-définie positive.
On observe a présent que

1 . .
g(gmirngmin) — 5 Z C’Lj (gmin(]) - gmin(l))Q

1,j€S
= Z C[i]grrlin(i)2 - Z gmm Zpl]gmm
€S €S j~i
= Z gmln (gmln sz]gmm )
€S jrvi
= cio] (1 - Z pz‘ojgmm(j)>7
J~io

puisque g,.;, est harmonique sur S\ {ip} U C et satisfait ¢,,;,(ip) = 1 et 9o = 0. On a donc

g(gminagmin) = C[io] (1 - ZPZOJPJ(EO < TC))
J~io
= clio] (1 — i (T}, < Tc))
— cliolPi (T} > Te)

Passons a présent a la preuve de (11.10). Soit V' le potentiel résultant de I’application d’un potentiel 1
en ig et 0 sur C et I le courant correspondant Dans ce cas, on a vu que ¢~ = TZO%CI De plus,
tout flot unité ¢ de ig vers C peut s’écrire ¢ = ¢ ¢ + ), avec 1) un flot tel que 1[i] = 0 pour tout
i €S\ C.Onaalors

E(6) = £ +u) = E(6"7) + EW) +2)_redl e
ecA
On observe a présent que £(1)) > 0siyp # 0, et que

7 2 ) . )2 ) ) 2
E(¢"Y) = (rig7¢)? Zreﬂ (P72 Y (V) = V(@)™ = (rig79) el = riy7C,
(i,7)€A
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la troisiéme égalité résultant de la premiére partie de la preuve. Finalement, comme

SV == Vi =— Y Vi),
i,jES i,jES i,jES
i~j ~] L)

on obtient

2> rep 7 e = 1970 N " (Vi) = V()i = 20970 D V(i

e€A i,jE€S i,j€S
i~j i~j
=2r07CN V(i) Yy =297 V(i) =0,
i€sS jri i€S

puisque ¢[i] =0sii & C et V(i) = 0sii € C. Par conséquent, on a bien
5(¢) > 6(¢Z0—>C> — ri(é—)C’
pour tous les flots unité ¢ # ¢?0~C. O

Le théoréme précédent posséde un corollaire particuliérement utile, lorsque le calcul explicite de la
résistance effective est impossible.

Corollaire 11.17 (Principe de monotonicité de Rayleigh). La résistance effective 7’225_)0 est une fonction
croissante des résistances du réseau. En particulier,

. q , q 10—
> identifier des sommets ne peut que réduire r’% <,

o A 10—

> supprimer des arétes ne peut qu’augmenter r.% =

Démonstration. L’affirmation principale suit directement de la monotonicité de la fonction de Dirichlet
par rapport aux 7;;. Les deux affirmations secondaires correspondent a des cas particuliers : mettre une
résistance a 0 revient a identifier les extrémités de I’arétes correspondante, et la mettre a +oc0 revient a
enlever cette aréte. O

Récurrence et transience

On considére dans cette section un graphe pondéré connexe (5, A, ¢) avec S dénombrable. Pour
simplifier, on supposera que {j € S|j ~ i} est fini pour tout i € S. On note (X,,),>0 la chaine de
Markov irréductible sur S avec probabilités de transition p;; = ¢;;/c[i] si (i,j) € A et p;; = 0 sinon.
On fixe un sommet arbitraire iy € S et, pour chaque n € N, on introduit £,, := {i € S |d(ip,7) = n},
ou la distance d(4, j) entre i, j € S est la longueur du plus court chemin composé d’arétes de A joignant
7 et 7. On a alors la caractérisation suivante de la récurrence de la chaine.

Théoréme 11.18. La chaine de Markov (X,,)n>0 est récurrente si et seulement si lim,, Tﬁ?f_w" = 00.
Démonstration. Par des résultats standards sur les chaines de Markov, la chaine est récurrente si et

seulement si IP;, (T;Or = 00) = 0. On vérifie aisément que P;,(In > 1, TZH = 00) = 0. Par conséquent,

1 .
> ._|— = = i y .—i_ = — 1 ZO En
P;o (T}, = 00) nhm P, (T3 > T¢,) o] nhm cloTEm O

Exemple 11.19. Nous allons montrer que les marches aléatoires simples sur Z et sur Z? sont récurrentes.

Pour cela, il suffit de montrer que lim,_,oo 705" £n = 50. On utilise le principe de monotonicité de

Rayleigh (Corollaire 11.17) afin d’obtenir une borne inférieure convenable.
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Tout d’abord, on observe qu’il suffit de démontrer le résultat pour Z2, puisque Z peut étre obtenu a
partir de ce dernier graphe en retirant des arétes (c’est-a-dire, en mettant les résistances correspondantes
a 400).

Pour Z2, on procéde comme suit : pour chaque 1 < m < n, on identifie tous les sommets de £,,
Cette opération diminue la résistance effective du réseau entre 0 et £,,. On obtient ainsi une chaine de
n + 1 sommets, le sommet m étant relié au sommet m + 1 par 4(2m + 1) arétes de conductance 1 ou,
ce qui est équivalent, une aréte de conductance 4(2m + 1). On obtient donc

—_

lim 7“0_>£" - o
n—00 n Z 2m + 1

S

3

Exemple 11.20. Nous allons a présent montrer la transience de la marche simple sur Z¢, d > 3. A
nouveau, il suffit de considérer le cas de Z3.

Pour ce faire, nous allons construire un flot unité ¢,, de 0 vers £,, dont I’énergie £(¢,,) est bornée
uniformément en n. La conclusion suivra alors des Théorémes 11.16 et 11.18.

Commencons par quelques considérations générales. N'importe quel chemin ey, . . ., e,,, composé
d’arétes (orientées) distinctes de Z3, reliant 0 a £,, fournit un flot unité ¢ : il suffit de poser

m

G =D (Liemer) = Lie=—er))-

k=1

Supposons a présent que QQ soit une mesure de probabilité sur un ensemble de tels chemins. Alors, on
peut a nouveau aisément définir un flot unité ¢, en posant

o0

de =D (Qe = ex) — Qe = —ex)).

k=1

(Observez qu’on a juste pris ’espérance de 'expression précédente.)

Dans le cas de Z?2, une classe naturelle de tels chemins, et la mesure Q associée, est obtenue comme
suit : on tire au hasard, selon la loi uniforme, un vecteur unité dans R3. On considére la demi-droite D
partant de O et de direction donnée par ce vecteur. On associe a celle-ci le chemin Pp connectant 0 a £,,,
ne visitant qu’une fois chaque aréte et tel que max;cp,, d(7, D) soit minimal (il y a presque stirement
un unique tel chemin). Notons ¢™ le flot obtenu a partir de la distribution des chemins Pp.

Nous allons montrer que le flot ¢™ ainsi défini possede une énergie uniformément bornée en n, ce qui
impliquera la transience. Etant donné une aréte e = (i, j), on notera d(0, €) := max{d(0,1),d(0, 5)}.
On observe tout d’abord qu’il existe une constante A telle que si e est une aréte telle que d(0, e) = m,
alors Q(e € Pp) < A/m?. D’autre part, il existe une constante B telle que le nombre d’arétes e
satisfaisant d(0, €) = m soit borné par Bm?. Par conséquent, puisqu’on peut prendre r. = 1 pour tout
€,

n
A? m2 2 -2
S OIS D DRI VLS ph e DT
m=1e:d(0,e)=m m=1 m2=1
uniformément en n. o

Remarque 11.21. Un des avantages de cette approche pour démontrer la récurrence ou la transience d’une
chaine de Markov est qu’elle ne repose que sur des propriétés grossiéres des graphes sous-jacents, et n’exige
pas d’avoir des informations détaillées sur la structure du graphe (par exemple, la régularité de Z¢). o

Remarques bibliographiques : Une référence, trés facile d’accés, pour ce chapitre est [17]. D’autres
références, plus avancées, sont [40, 3, 47].
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12.1

12.1.1

Convergence des chaines de Markov réversibles

Dans ce chapitre, nous allons étudier la vitesse de convergence vers ’équilibre des chaines de Markov
réversibles sur un espace d’états fini a ’'aide de méthodes spectrales.

Cadre mathématique dans ce chapitre. Dans ce chapitre, nous considérerons le cadre suivant :
(Xn)n>0 est une chaine de Markov irréductible et réversible sur un espace d’états S fini. Nous noterons
P = (pij)i jes sa matrice de transition et 7 = (7(%));es son unique loi stationnaire. Nous utiliserons
également la notation p;;(n) = (P");; = P(X,, = j | Xo = 1).

Structure algébrique

Une caractérisation de la réversibilité

Soit £2(r) I'espace vectoriel R® muni du produit scalaire

(f, @) =Y F(D)g(D)m(d).

€S
La norme associée sera notée || f||r := \/(f, f)x. Finalement, nous écrirons

(N =Y fi)m(i) = (f, 1)z (12.1)

1€S

pour I'espérance de f sous 7 (nous avons noté 1 la fonction 1(4) := 1 pour tout i € 5).

Naturellement, la matrice de transition P peut étre interprétée comme un opérateur dans £2(7)
agissant sur f € ¢2(r) par (Pf)(i) == > jes Pif(9)-

Le théoréme suivant fournit une caractérisation des chaines de Markov réversibles.

Théoréeme 12.1. Une chaine de Markov (X,,)n>0 sur S est réversible par rapport a sa loi stationnaire 7
si et seulement si sa matrice de transition P est un opérateur autoadjoint dans (?(7) :

Vf, ge(m),  (Pf, g)r={f, Pg)r.

95



12.1.2

96 Chapitre 12. Convergence des chaines de Markov réversibles

Démonstration. > Supposons tout d’abord que, 7(#)p;; = 7(j)p;; pour tout i, j € S. Alors, pour tout
f7 g E EZ (77),

(PF.9)x = "> put()]g(i)n()

i€S jeSs

= Z ijif(j)g(i)ﬂ(j)
1€S jES

:Zf [Zp]zg } = (f, Pg)x-
jes €S

> Supposons a présent que P soit autoadjoint dans £2(7). Alors, pour tout i, j € S,

7 (i)psi = 0D preti(s)] 85(r)m(r) = (P, 65)x = (81, P8s)r = 70},

resS ses

ou I'on a noté d,,, u € S, la fonction définie par 9, (v) = d,,, pour tout v € S. O

Valeurs propres et vecteurs propres de P

P étant autoadjointe, elle posséde |.S| valeurs propres réelles, que I’on ordonne en ordre décroissant :
AL 2 A2z 2 Ng)

On vérifie facilement que Ay = 1 et A|g > —1. Eneffet, (P1)(i) = >_;cqpij1(j) = > jcgpij = Let
donc 1 est une valeur propre de P. Le fait que ce soit la plus grande en valeur absolue suit de 'observation
quesi Pv = Aveti € Sesttelque |[v(i)| = max;es|v(j)],alors [A[|v(2)[| = [Av(i)| = [3;cq Pijv(f)| <
|v(7)]. Deux quantités vont jouer un réle crucial dans la suite.

Définition 12.2. Le trou spectral est défini par v := 1 — A\a. Le trou spectral absolu est défini par
Y = min{y, 1 — |\ g|}.

Théoreme 12.3. Soit P une matrice stochastique irréductible, apériodique et réversible. Alors,y = ~, > 0.

Démonstration. L’inégalité v > ~, est triviale. Montrons que v, > 0.

Soit w un vecteur propre de P non colinéaire a 1 et de valeur propre A\. Comme cela a été vu dans
le cours d’introduction a la théorie des probabilités, I'irréductibilité et ’apériodicité de P garantissent
Iexistence de n € N tel que p;;(2n) > 0 pour tout ¢, j € S. Il y a deux cas possibles :

Cas 1:|w(i)| = c pour tout i € S. On peut alors supposer, sans perte de généralité, que w(1) = ¢. On
a donc

0> th 2n)( —¢) = \"w(l) —c= (A" — 1)c,

ce qui montre que A\*® < 1 et donc |\| < 1.
Cas 2 :il existe i, j € S tel que maxycg|w(k)| = |w(i)| > |w(j)|. On a alors

INw(@)] = [(P*Mw)(i)] = ‘Zpik(%)w(k)‘ <Y pan)lw(k)] < [w(@)| Y pin(2n) = [wi)l,

kesS kesS kesS

d’oui 'on conclut a nouveau que |A\?"?| < 1, et donc que |\| < 1. O
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P étant autoadjointe, on sait du cours d’algebre linéaire que I'on peut trouver une base orthonormale
(par rapport au produit scalaire (-, -)) composée de vecteurs propres (vi)p—1,..|s|> avec vy = 1 et,
pour chaque & € {1,..., = AUk (Notons que v; est bien normalisé puisque ||vi]| =

S .

S i) =1)

On peut alors décomposer toute fonction f € £2() dans cette base :

S|

F=> (f vk)mvr
k=1

Observons que, comme on 'a vu dans (12.1), (f, v1)x = (f)=. En particulier,

S|
F= a1 = _{f, vi)rvr, (12.2)
k=2
et donc
5] S| 18]
Varg[f] = Y (f(5) - Z(Z £, e on(i ) (i)
i=1 i=1 k=2
S| 1S| 1]
= 3D v lfs vedr v (E)ve(i) (i)
i=1 k=2 (=2
IS 1S
=3 v (fs ve)r (Vks v0)m
k=2 (=2
|S|
= (o) (12.3)
k=2
Notons également que
S| S| S|
Pf=> (Pf,op)xvr =Y _(f, Po)rvi = > _(f, 0k)x AUk,
k=1 k=1 k=1
et plus généralement, pour tout n € N*,
|S]
P"f = (f, vk)x ARk (12.4)
k=1
En particulier, pour tout ¢, j € .5,
5] ]
pis(n) = (P"6,)(0) = 3 (65 ke Apui() = S (i) en()A Lok 0. (125)
k=1 k=1

Vitesse de convergence

Le résultat suivant fournit une borne spectrale sur la vitesse de convergence vers I’équilibre.

Théoréme 12.4. Soit P irréductible et réversible sur S. Alors,

g 1 B i n
IP(Xn =-|Xo =) —7llvr < 5 W(l = 7)™
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Démonstration. On a

AP, = | Xo = 1) — e = (Ylpsm) — 7)) = (2 /2B lpis(m) — 7))

jeSs jeSs

(}jwwn(Ejﬁéﬂmxn»—wunﬂ

j€S j€S

- Z ng 21723(”)77(]) + W(])Q)

JES

= Pij (” _ (12.6)

Py m(j)

N

oi l'on a utilisé 'inégalité de Cauchy—-Schwarz pour obtenir la seconde ligne. Observons a présent que
la réversibilité de P permet de réécrire

Di n Di 1
() _ g2l j pr npji(n) = ——=pa(2n).  (12.7)

‘7 JES Z ]GS W(Z)

JES

Par (12.5) et la définition de +,,

E B
pii(2n) =Y w(D)op(D)AF 0k (i) = m(i)v1 (1) 2AF" + m( ka A
k=1
|S|
m(3) + (i) (1 — 7,) 2" ka(i)z. (12.8)

En appliquant (12.2) a la fonction f = J;, on obtient

S|

|S|
> un(i)® = L Z 8i, Vk)r0k(i) = L.((Si(i) — (0i)n) = ——=2. (12.9)
k=2 m() k=2 (i)

La conclusion suit en combinant (12.6), (12.7), (12.8) et (12.9). O

Pour étre utile quantitativement, le Théoreme 12.4 requiére d’étre capable de calculer (ce qui est en
général difficile, voire impossible) ou au moins de borner +,. Il existe diverses maniéres de procéder,
dont nous décrirons certaines plus tard. Introduisons avant cela un peu de terminologie classique.

Temps de relaxation et temps de mélange

Il existe plusieurs facons de quantifier le temps nécessaire pour qu’une chaine de Markov s’approche
de I’équilibre. Nous en introduisons deux dans cette section et démontrons un résultat permettant de
les comparer sous des hypotheéses appropriées.

Notons d(n) := max;cs||P(X,, = - | Xo = i) —||yr. La premiére notion, celle de temps de mélange,
est trés naturelle.

Définition 12.5. Soit € > 0. Le e-temps de mélange est défini par
tmix(€) = min{n € N|d(n) < €}.

On définit le temps de mélange par
tmix = tmix(1/4>-



12.3. Temps de relaxation et temps de mélange 99

(Evidemment, la valeur 1/4 dans cette définition n’a rien de spécial et est purement conventionnelle.)
La seconde notion est celle de temps de relaxation.

Définition 12.6. Le temps de relaxation est défini par

el = ==
k
Afin de mieux appréhender ce que mesure cette seconde notion, rappelons qu’il suit du théoreme de
convergence que lim, o, P"f(i) = (f) pour tout i € S. En particulier, lim,,_,o, Var;(P"f) = 0.
La notion de temps de relaxation permet de rendre cette derniére convergence quantitative : par (12.3)
et (12.4), pour toute fonction f € £2() et tout n € N*,

S| IS IS] S|

Vare[P"f] =Y (P f,ve)2 =Y (O (f vdeAfve, vr)2 =D (f, vp)2A"

k=2 k=2 ¢=1 k=2
< (1= 7" Vare[f] < €720 Varg[f] = e/t

ce qui montre que Var,[P" f]| converge vers 0 exponentiellement rapidement a une échelle de temps
de l'ordre du temps de relaxation.
Les deux théorémes suivants fournissent une comparaison entre les deux notions précédentes.

Théoréme 12.7. Soit P irréductible et réversible sur S. Soit Ty = min;eg 7(i). Alors, pour tout € > 0,

1 1 — Tmin
Urestel|3)) §log(m) trel-

Démonstration. Cela suit presque immédiatement du Théoréme 12.4. Ce dernier implique que

. 1 1—7m(2 1 —
o) = maxl PG, =+ Xo =) = wlle < a2 (o < [T 1y
Comme (1 —7,)" < e ™" = e~ "/tel 1a conclusion suit, puisque
Ve >0 > 1 (1_”mi“)t — d(n) < O
€ n> -log| — n) < e.
’ 2 g 47Tmin€2 rel

Théoreme 12.8. Soit P irréductible, apériodique et réversible sur S. Alors, pour tout € > 0,
tmix(€) = [log(2€)|(tre1 — 1).

Démonstration. 1l suit de I'orthogonalité des vecteurs propres que

Vk € {2a cee ‘S’L ZW(]>UI€(]> = <17 Uk)ﬂ = <U17 Uk>7r = 0.
JjES

On a dong, pour tout ¢ € S et tout n € N*,

(i) = [P ok (0)] = [ 32 (s mun() = 75 on())| < N2 ()
jES

En particulier, en choisissant ¢ € S tel que vy (i) = ||vg||, on obtient



12.4

100 Chapitre 12. Convergence des chaines de Markov réversibles

La meilleure borne est obtenue lorsque |A;| = 1 — 7, ce qui donne

(1—7)" > le—n%«/(l—w)7

d(n) > 5

N |

puisque 1 — z > e~%/(1=%) pour tout « € [0, 1). On en conclut que

1—

*

bunie(€) > [log(26)| —= = [log(26)](trel — 1). =

Caractérisation variationnelle du trou spectral

Définition 12.9. La forme de Dirichlet associée a la chaine de Markov (X,,)n>0 est définie par

gﬂ’(f) = <(I_ P)fa f>71'

L'opérateur I — P est le laplacien associé a la chaine de Markov.

Observons que

&) = Y1 (16) = S0t (D) 7i) = X w@pisd (NS G) = 1)

€S jeS i,JES
= > 7@ f G (f(0) = FG) = D m(DpisfG)(F(G) = FG)), (12.10)
1,jES 1,JES

ou l'on a utilisé la réversibilité pour la troisiéme identité et interchangé i et j pour la derniéere. En
particulier, en sommant la troisiéme et la derniére expressions, on obtient

E(f) =3 > m(i)pi(f(i) — £(5))*. (12.11)
i,JES
Un calcul similaire donne
Varg[f] = § > w(@)w(j)(f(i) — f(4)) (12.12)
1,JES

En particulier, Var,[f] = 0 si et seulement si f est un multiple de 1.

Théoréme 12.10. On suppose P irréductible et réversible. Alors,

v inf{\f;i@] ’ Vars[f] # 0}.

Une inégalité de la forme Var,[f] < cE;(f), pour un ¢ > 0, est appelée une inégalité de Poincaré.

Démonstration. Observons tout d’abord que (12.10) et (12.12) impliquent que, pour tout ¢ € R,

Ef—cl) _ &)
Varg[f —cl]  Varg[f]

On peut donc supposer sans perte de généralité que (f) = 0. Il suit alors de (12.2) que

S|

F=> 0 on)m v

k=2
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Par conséquent,

IS 18] S|
gﬂ'(f) = <(I - P)f7 f>7r = Zz<fa vk’>7r<f7 Uf>7r(1 - )\k‘)<vk7 Uf>7l' = Z<f7 vk>3r<1 - )\k)
k=2 (=2 k=2
S|
> (1= 20) Y (s 02 = (1= M) (s fhm = (1 — Aa) Varg [f].
k=2
La conclusion suit puisque I'inégalité ci-dessus est saturée lorsque f = vs. O

Bornes sur les trous spectraux -y et -,

Conséquences directes de la caractérisation variationnelle
Commencons par un corollaire immédiat du Théoréme 12.10.

Corollaire 12.11. On suppose P irréductible et réversible. S’il existe A > 0 tel que
VfeP(m),  Varq[f] < A& (f), (12.13)

alorsy > 1/A.

Remarque 12.12. Evidemment, le résultat précédent ne nous renseigne pas sur la valeur du trou spectral
absolu, qui est celui pertinent pour I’application, par exemple, du Théoréme 12.4. L observation suivante est
donc intéressante. Si I'on remplace la matrice de transition P par la matrice de transition %(I + P), c’est-a-
dire que 'on considére la version paresseuse de la chaine, en ajoutant a chaque pas une probabilité 1/2 de
rester sur place, alors on peut vérifier (cela sera fait lors des séances d’exercices) que les valeurs propres de
cette nouvelle matrice de transition sont toutes positives; en particulier, v, = v pour la variante paresseuse
de la chaine de Markov. Notons également que cette modification ne modifie pas l'ordre de grandeur du
temps de mélange (en gros, la chaine évolue deux fois plus lentement, puisqu’elle reste sur place la moitié
du temps). o

Plus généralement, des résultats de comparaison entre chaines de Markov sont souvent utiles. En voici
un autre.

Lemme 12.13. Soit P et P deux matrices stochastiques irréductibles et réversibles, sur le méme espace
d’états fini S. Soit 7 et T les lois stationnaires associées. Supposons qu’il existe A, B € R, tels que, pour
tout f : S — R et touti € S,

r(i)) < ARG) et Ed(f) > BE(S).

Alors, v > %ﬁ, ot 7y et 7 sont les trous spectraux associés a P et P respectivement.

Démonstration. Observons que
min | f - e1]/2 = || = (/)x1]2 = Varg f].
On a donc
Var[f] < 11 = (112 = S0 = (N27(6) < A () = (N2)*R(0) = AVars]lJ)
Par conséquent, © “

E(f) B &)

Var,[f] © A Varz[f]

La conclusion suit du Théoréme 12.10. O
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Chemins pondérés

Décrivons a présent une autre approche possible pour obtenir des bornes sur y et 7, basée sur la
géométrie du graphe de transition associé a P.

Nous utiliserons les conventions suivantes : si e = (7, j) est une aréte orientée, notons e~ := i et
e == j, et définissons Q(e) = 7(i)pi; = 7(j)pji.

A chaque paire de sommets distincts i, j € S, associons (de fagon arbitraire) un unique chemin
Yij = (4,81, ..., 0m, J) tel que Pis  Diis - - Pinn; > 0 et ne visitant aucune aréte plus d’une fois. Soit I'
I’ensemble de tous ces chemins. Pour chaque v;; € I, on pose

|7U‘Q = Z Q

66713

Définition 12.14. Le coefficient de Poincaré de P est défini par

k= (L) =max 3 hglom(i)r()

Yijoe
Théoréeme 12.15. Soit P irréductible et réversible. Alors, v > 1/k.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que la condition (12.13) est vérifiée avec A = k. Tout d’abord,

Varslf] = 3 3 w(@e() () — FG)? = 5 3 w0 30 (et fe )]

i,jES i,j€S €€%ij

Observons que I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

[T U 1] = [ g veEuE) - f(e’))]Q

€€vij eE’y”
<> Q Z Q(e — fle7))?
e’ €y 667
= hijle D Qe)(f(e?) = fle)™
ecij

Par conséquent,

Varr[f] < 5 Y w(@)m(i)igle Y Qe)(f(eh) = f(e7))?

i,jES e€ij
=33 QE)fe") = f(e ) hijlom(i)m(j)

Yijoe

<k Y Qe)(f(eh) = fe)? = wEx(f),

ou l'on a utilisé (12.11) pour la derniére identité. O

Tournons-nous a présent vers la dérivation d’une borne inférieure sur \|g|. A chaque i € S, on
associe un unique chemin fermé o; = (4,41, ...,4y, 1) traversant chaque aréte au plus une fois et tel
que Pji, - - Pi,,i > 0 et m est impair. Afin de pouvoir satisfaire cette derniére condition, on supposera
P apériodique . Soit X la collection de tous ces chemins.

De fagon similaire a ce que 'on a fait précédemment, on définit

loilg = Z Q et o=« —maxz i)|oilg-

eco; gioe

1. Sitous les chemins menant de ¢ a ¢ sont de longueur paire, alors ¢ est de période au moins 2.
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Théoreme 12.16. Soit P irréductible, apériodique et réversible. Alors, )\|S\ > -1+ %

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout f € £2(7),

1712 < 5 (112 + (S, f)a). (12.14)

En effet, appliqué a la fonction f = v|g|, cette inégalité devient 1 < (1 + Ag|).
Observons tout d’abord que, pour tout o; = (4,41, ...,im,1) € X,

F@) =3((F@) + f(il)) = (f(i) + £(i2)) + ((i2) + f(i5) = -+ + (f(im) + £()))
=32 (D"I(F ) + fe)),

eco;

oul'on anoté n(e) = k si e = (i, ix + 1) (avec la convention que iy := ¢) et utilisé ’hypothése que
|o;| est impair. Ainsi,

A2 =" 4@ [ D (-0 fe) + f<e+>>}2

S eco;
SBRLOIY W D7) + 1))
€S eco;
< ol Y Qle + fet)?,
€S eco;

ou l'on a procédé comme dans la preuve du Théoréme 12.15. On obtient donc
11117 = ZQ D)+ )Y m(i)oilg < ZQ D)+ fE)?
g;oe

(12.14) suit immédiatement, puisque
5 Q) + £ ICCYCED SECYETED
Y pr + 20010 3o puf ) = W+ (S e
¢ J

ot la premiére identité suit du fait que 'expression est symétrique en e, e*. O

Exemple 12.17. Soit G = (5, F) un graphe fini simple connexe. Considérons la marche aléatoire simple
sur G, c’est-a-dire la chaine de Markov sur S dont les probabilités de transition sont données par
pij = 1g jrep/d(i), oud(i) = [{j € S|{i,j} € E}| estle degré du sommet i. On vérifie aisément
que cette chaine de Markov est réversible pour la mesure de probabilité (i) := d(i)/2|E|. En particulier,
Q{i,4}) = m(i)p;; = 1/2|E| pour tout aréte {i,j} € E.

On souhaite appliquer le Théoréme 12.15. Observons que, pour tout v;; € I,

vijlo = Z Q Bl |71
e€ij

ou 'on a dénoté || la longueur du chemin ~. Par conséquent,

, d(i) d(j) d;
_ » _ 2 E ; < K max
K = max E 1Vijlom(i)m(j) = max Z [E] |y J|2|E| 2‘E| 2|E|’

Yij e Yij e




104 Chapitre 12. Convergence des chaines de Markov réversibles

ou K := max, ) 73| et dmax = max; d(4). On conclut donc du Théoréme 12.15 que

Yij e

2\E|
T2 K

max

A présent, bornons inférieurement A|s) al'aide du Théoreme 12.16. On suppose donc que le graphe
G est tel que la marche aléatoire est apériodique. On a

. d(2) /
= max 29: m(i)|oilq = max 29: mﬂE’ |oi| < K'dmax,
gio€ ;o€

ou K’ :== max, Y _ __|o;|. Par conséquent,

oioe
2
)\lsl 2 -1 + m.
En combinant ces deux bornes, on conclut que
< i { 2|E| 2 } o
« > min , .
7 K2, K dma

Remarques bibliographiques : La source principale pour ce chapitre est le livre [11], auquel on
pourra se référer pour des informations supplémentaires. Il existe de nombreux autres excellents livres
sur ce sujet, par exemple [37].
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Le phénomene de cutoff

Soit (X;,)n>0 une chaine de Markov irréductible et apériodique sur un espace des états S fini, de
loi initiale 1 et de matrice de transition P. Comme cela a été démontré dans le cours d’introduction a
la théorie des probabilités, une telle chaine posséde toujours une unique distribution stationnaire 7 et
laloi py, = poP", décrivant la chaine au temps n, converge vers la distribution stationnaire 7 lorsque
n—0oo:

1 = llvr = max | (A) = 7 (A)] = 3 Y _ (i) = 7(i)] === 0.
€S

Considérons a présent une famille {(X),,~0, N > 1} de chaines de Markov irréductibles, chacune
sur un espace des états fini. On note )Y (-) := P(XY = -) et 7"V la distribution stationnaire associée a
la chaine (X2),>0. On dit que cette famille posséde un cutoff s’il existe ¢ 1 oo tel que

1, sic<1
li N N — ’ )
A ety =7 v {Q sic> 1.

Pour une telle famille, lorsque NV est grand, la distance en variation totale entre la loi de la chaine au
temps n et la distribution stationnaire passe trés rapidement (a I’échelle de ¢/) d’une valeur proche de
1 a une valeur proche de 0; cf. Figure 13.1.

Hﬂg - 7TNHVT
1 4

tN

F1GURE 13.1: Illustration du phénomene de cutoff.

Dans ce chapitre, nous allons étudier un exemple particulier sur lequel un tel phénoméne peut étre
exhibé de fagon relativement simple et explicite.

105
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FIGURE 13.2: Gauche : le mélange américain (source : wikipedia). Droite : évolution de la distance en variation
totale entre la loi de la distribution des 52 cartes aprés n répétitions du battage et la loi uniforme.

Une méthode de battage de cartes

Le résultat le plus célébre dans ce contexte concerne le battage d’un jeu de cartes a 'aide de la
méthode classique du mélange ameéricain (plus connue sous ses dénominations en anglais, riffle shuffle
ou dovetail shuffle) : on sépare le paquet en deux tas d’approximativement la méme taille, tenus chacun
dans une main dans une position légérement pliées, puis on fait s’entrelacer aléatoirement les cartes des
deux tas en les relachant progressivement. Pour un modéle approprié de cette technique de mélange
de cartes, Bayer et Diaconis [8] ont montré qu’il fallait répéter la procédure 7 ou 8 fois pour qu’un jeu
de 52 cartes soit bien mélangé : apres 6, le paquet présente encore des anomalies statistiques notables,
mais en faire plus de 8 n’améliore plus sensiblement le résultat (voir la Fig. 13.2).

Dans ce chapitre, nous allons considérer une méthode de mélange d’un jeu de N cartes dont I’analyse
est substantiellement plus simple (quoique peu efficace) : le battage top-to-random. Ce dernier revient a
itérer la procédure suivante :

> On prend la carte se trouvant au-dessus.

> On linsére dans le paquet au hasard, uniformément (éventuellement a nouveau au sommet de la

pile).

Ceci conduit a une chaine de Markov (X,,),>0 sur le groupe Sy des permutations d’un ensemble a NV
éléments. Comme on le vérifiera plus bas, cette chaine est irréductible et de loi stationnaire uniforme.
En particulier, ce battage conduit bien, asymptotiquement, & un paquet bien mélangé. Une question
naturelle est de déterminer le nombre d’itérations nécessaires afin d’obtenir un jeu raisonnablement
bien mélangé.

Avant de retourner a notre exemple, considérons le cas général d’une marche aléatoire sur un groupe

fini.

Marche aléatoire sur un groupe fini

Soit G un groupe fini et Q une mesure de probabilité sur G; on notera e I'’élément neutre de G et g ~*
I'inverse de g € G. Soit (g)r>1 une suite d’éléments de G, tirés indépendamment selon Q. La marche
aléatoire sur G est le processus stochastique (X,,),>0, & valeurs dans G, défini par X := e et, pour
n 2 1, X, = g, Xn—1. En d’autres termes, les premiers pas de la marche sont Xg = e, X7 = g1, Xo =
8281, X3 = 838281, etc.
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Clairement, la loi de X est donnée par Q. Déterminons la loi de X,,. Pour n = 2, on peut écrire

P(Xo=g)=) P(Xo=g Xi=h)=) Pl@h=gg =h =) Plg=gh',g =h)

heG heG heG
=Y " Q(eh HQ(h) = Q *Qle) = Q"*(g).
heG

Par induction, on a donc, pour n > 3,

P(Xn=g)=> P(Xn=g|Xn1=h)P(X,1=h)=0Q"(g),
hee Q(gh1) Q=D (h)

ol on a utilisé la notation Q*" := Q * Q*(»~1),

Retour a I'exemple

Dans 'exemple qui nous intéresse, G = Sy, le groupe des permutations de 'ensemble {1,2,..., N}.
Onnote [1,2, ..., N]ordre initial du paquet (la carte 1 correspondant a celle se trouvant sur le paquet).
Apreés n itérations, I’état du paquet est donné par une permutation g € Sy, Uordre des cartes étant
[g(1),g(2),...,g(N)]. Alitération suivante, la carte se trouvant sur le paquet, g(1), est insérée a la
k™ position, k étant choisi uniformément dans I’ensemble {1,..., N}. On a donc :

Xn Xn+1
1 g(1) 8(2)
g(2) g(3) .
3 g(3) g(4) PerITlutatlon
. cyclique
de (1,....,k)
k-1 glk-1) g(k)
k g(k) g(1) J

Identité

On notera ¢, € Sy la permutation correspondant a permuter cycliquement les k£ premiers éléments
en laissant les N — k éléments suivants inchangés. On déduit donc de la discussion précédente que la
mesure de probabilité (Q correspondant a un pas de la chaine est donnée par

Q) = {1/N sig € {c1,...,cn}y

0 sinon.

Comme on I’a vu précédemment, la loi de la chaine au temps n est alors donnée par Q*”.
Notons U la loi uniforme sur Sy : U(g) := 1/|Sn| = 1/N! pour tout g € Sy.

Lemme 13.1. La chaine de Markov (X,,)n>0 est irréductible et de loi stationnaire U.

Démonstration. L’irréductibilité est évidente; pour passer de [1,2,3,4,5] a [4,2,5, 1, 3], par exemple,
on peut procéder ainsi :

1 2 3 4 5 4
2 3 4 5;| 4 2
3 4 5 2 2 5
4 5 2 1 1 1
5 1 1 3 3 3
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Clairement, la méme procédure permet d’atteindre n’importe quel ordre.
La stationnarité se vérifie également aisément : pour tout g € Sy,

ZWW@ﬁ=Zw@Mm=§fww

hGSN QESN 1/|SN‘
la premiére identité étant obtenue en introduisant § = gh™1!. O

Remarque 13.2. Le lecteur devrait vérifier que le résultat précédent (et la preuve) reste vrai pour un groupe
fini G arbitraire, pour peu que {g| Q(g) > 0} engendre G. o

Nous pouvons a présent énoncer le résultat principal de ce chapitre, qui établit 'existence d’un
phénomene de cutoff pour le battage de cartes top-to-random.

Théoréme 13.3. Soitd(n) = ||Q*" — Ul|y. Alors,
1. d(Nlog N + ¢N) < e~ pour tout ¢ > 0 et tout N > 2.
2. d(Nlog N — e¢nN) — 1 pour toute suite (cn ) n>1 telle que cy — o0.

Afin de démontrer ce résultat, nous aurons besoin de la notion de temps d’arrét fortement uniforme,
que nous introduisons pour une marche aléatoire sur un groupe fini quelconque.

Temps d'arrét fortement uniformes

Définition 13.4. Soit G un groupe fini et G = {g = (g )r>1 | g € G pour tout k > 1}. Une fonction
T : G® — N* U {400} est une régle d’arrét si

A

T(g) =0 = T(g) = { pour tout § € G satisfaisant gj, = gy, pour tout k < £.

Soit Q une mesure de probabilité sur G et (X}, ), >0 la marche aléatoire associée. Soit T une régle d’arrét;
on lui associe le temps d’arrét 7' := T'( X1, Xo, .. .).

Définition 13.5. Le temps d’arrét T est fortement uniforme si, pour tout k > 1,

P(T = k, Xi, = g) ne dépend pas de g.
Observez que, si T est fortement uniforme, on a
1
P(T =k X,=g) = ] Y P(T =k, X =h) =U(g)P(T = k).
heG

SilP(T = k) > 0, on peut réécrire cette derniére identité sous la forme
P(X; = g|T = k) = U(g), (13.1)

ce qui montre que,lorsque I' < 00, la chaine est distribuée uniformément au temps 7. Plus généralement,
siP(T <k)>0,ona

k
P(Xp=g|T<k)=> > P(Xp=g|T=0X,=h)P(X,=h|T=0P(T =(|T<k)
¢=1 heG

k
=> ) P(Xp=g|X;=h)P(X;=h[T =0 P(T=1(|T<k)
/=1 heG

U(h)
= U(g), (13.2)

pour tout g € G. La deuxiéme égalité suit de la propriété de Markov et de (13.1), la troisiéme de la
stationnarité de la distribution uniforme U sur G: ), ¢ U(h) P(X}, = g| X, = h) = U(g).
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Retour a I'exemple

Soit T}, le premier temps auquel k cartes ont été placées sous la carte initialement sous le paquet, et
posons T :=Txn_1+1:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a b C;I C a;| b a(:l a d;| C
b c a a b a d d c d
C a b b d d (¢ C a a
d d d d c c b b

T T T3 T

Lemme 13.6. 1T’ est fortement uniforme.

Démonstration. L’affirmation suit immédiatement des trois observations élémentaires suivantes :

> Au temps T}, les k cartes placées sous la carte initialement sous le paquet sont réparties unifor-
mément.

> Au temps Tv_1, la carte initialement sous le paquet se retrouve au-dessus.

> Autemps T_1 + 1, la distribution des IV cartes est uniforme. ]

Convergence des marches aléatoires sur les groupes finis

Lemme 13.7. Soit Q une mesure de probabilité sur un groupe fini G et I' un temps d’arrét fortement
uniforme pour la marche aléatoire associée a Q. Alors,

|Q** — Ul|lyr < P(T > k) pour tout k > 0.
Démonstration. Soit A C G. On a, en utilisant (13.2),

Q*A)=P(Xr € A) =P(X, e A|T < E)P(T <k)+P(X, € A|T > k)P(T > k)
=UA)P(T<k)+P(Xx e AT >k)P(T > k)
=U(A) + {P(Xy € A|T > k) — U(A) }P(T > k).

Par conséquent,

|Q*(A) —U(A)| = |P(Xy € A|T > k) = U(A)| - P(T > k) <P(T > k). 0

Retour a I'exemple : preuve du Théoréme 13.3

Preuve de d(IN log N + ¢N) < e ¢, pour tout ¢ > 0 et tout N >
Soit M = Nlog N + ¢N. 1l suit du Lemme 13.7 que d(My) < P(T > Mpy). Le temps d’arrét T’
peut s’écrire comme une somme de variables aléatoires indépendantes :
T=1T + (T2 — Tl) + (Tg — Tz) + 4 (TN,1 — TN,Q) + (T — TNfl) . (13.3)
=1

Déterminons la loi de Ty 41 —T). En T}, k cartes ont été placées sous la carte initialement sous le paquet.
Pour atteindre le temps T} 1, il faut effectuer un mouvement placant la carte se trouvant au-dessus
du paquet parmi les k£ + 1 cartes se trouvant au bas du paquet, ce qui peut se faire de k£ + 1 facons
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différentes. Ainsi, a chaque itération, la probabilité d’y parvenir est de (kK + 1)/N. On a donc, pour tout
r>1,

k4 1yv—1 k41
+> Nty (13.4)

P(Ty1 — Ty =7) = (1 -~
(Tht1 k=) N N
Ceci implique que 7" a la méme loi que le nombre V' de tirages nécessaires afin de tirer toutes les boules
lors d’une série de tirages uniforme avec remise a partir d’'une urne contenant N boules numérotées
(autrement dit, le probleme du collectionneur de coupons). En effet, on peut également décomposer V'
sous la forme
V=V-Wa)+Vna—-Wao)+-+(Va=-V1)+ V1,
=1
ou Vj est le nombre de tirages nécessaire pour obtenir k£ boules distinctes. Une fois que 'on a tiré k
boules distinctes, il reste N — k boules n’ayant pas encore été tirées. La probabilité de tirer I'une d’entre
elles est donc de (IV — k)/N a chaque tentative. On a donc, pour tout r > 1,
N —k\—-1 N—k
P(Vir = Vi =r) = (1= =) - ==,
(Vi1 — Ve =) ~ N

1l suit que Tj1 — T}, = Vn—k — VN—k—1 et donc que T’ 2y,

Il nous suffit donc de vérifier que P(V > My) < e” . Pourb € {1,..., N}, soit Ay,  'événement
«la boule b n’a jamais été tirée lors des My premiers tirages ». On peut alors écrire

N N 1 \ My
P(V > My) = ]P>(bU1 Artyp) < ;P(AMW) = NP(Asry1) = N(1- <)

< Nexp(—My/N)=¢e"¢.

Preuve de limy_, oo d(IN log N — ¢nyN) = 1, pour toute suite (cn)n>1 telle que cny — oo.

Fixons une suite (cy)n>1 telle que ¢y — oo et notons Ry := Nlog N — ¢y N.
Soit D; I'événement « les j cartes initialement sous le paquet sont dans le méme ordre relatif qu’au
départ ». On a évidemment U(D;) = 1/;! pour tout 1 < j < N. Nous allons montrer que

lim Q*®~¥(D;) =1 pour tout j fixé. (13.5)
N—o0

Avec ce résultat, on a immédiatement la conclusion désirée : pour tout j > 1,

o . +R 1
liminf d(Ay) > lim (@ (D) = U(D) =1~ .
En laissant j — 00, on conclut que limy_,o d(Ry) = 1 comme désiré.

Il reste a démontrer (13.5). Notons TJ’ le temps nécessaire pour que la carte initialement & la jé™e
position depuis le bas du paquet se retrouve tout en haut du paquet et soit réintroduite au hasard dans
le paquet. Observez que si Tj’ > Ry, alors les j cartes initialement placées sous le paquet sont encore
nécessairement dans le méme ordre relatif au temps Ry. On a donc

Q"™ (Dy) = P(T} > Ry).
Or, un instant de réflexion montre que T]' et ' — T;_1 ont la méme loi, ce qui implique que
Q™™ (D;) = P(T — Tj_1 > Ry).
11 suffit donc d’établir que limy oo P(T"— Tj_1 < Ry) = 0. On a vu en (13.4) que Tj1 — T}, suit une
loi géométrique de paramétre (k + 1)/ ; par conséquent,
N

E[Tjp1 — T = ——,  Var[Tjps — Ty] = (—)2<1

f@)
k41 k+1 '

N
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On déduit alors immédiatement de (13.3) et de 'indépendance de ces incréments que, lorsque N — oo
avec j fixé,

N

E[T —Tj 4] = Zg = Nlog N + O(N),
N—-1 .
Var[l —Tjoq] = > (§>2<1 - %) — O(N?),
i=j

La conclusion suit donc de I'inégalité de Tchebychev : pour j fixé et N suffisamment grand,

Var[T — T}_]

P(T = Tj1 < By) SP(T = T SE[T = Tja] = 5enN) < — 7 = 0(cy"):
(§CNN)2

ce qui tend bien vers 0 lorsque N tend vers I'infini.

Remarques bibliographiques: Ce chapitre est basé sur 'article [2]. Le lecteur intéressé peut trouver
des informations supplémentaires sur le sujet de ce chapitre dans le livre [38].
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14.1

14.1.1

Méthode de Monte Carlo et simulation parfaite

Dans ce chapitre, nous allons décrire un algorithme permettant d’obtenir un échantillon distribué
exactement selon la loi stationnaire d’une chaine de Markov. Couplé avec un algorithme de Monte
Carlo, ceci fournit une approche pour obtenir sans approximation des échantillons distribués selon une
mesure de probabilité quelconque sur un ensemble fini.

Méthode de Monte Carlo

Soit S un ensemble fini et 7 une mesure de probabilité sur S associant a chaque ¢ € S une probabilité
7(i) > 0. Un probléme d’importance centrale dans de nombreux domaines est d’effectuer numérique-
ment des tirages d’éléments de S selon 7. Une approche classique a ce probléme consiste a construire
une chaine de Markov irréductible et apériodique (X,,)n>0 sur S dont 7 est I'unique loi stationnaire.
En effet, en notant P la loi de la chaine, le théoréme de convergence garantit que

Vje s, lim P(X,, = i| Xo = j) = 7(3).

Ainsi, pour n suffisamment grand, X, sera approximativement distribué selon 7. Evidemment, quantifier
ce que l'on entend par « suffisamment grand », ainsi qu’estimer 'erreur commise n’est pas chose triviale;
le but de ce chapitre sera de décrire une méthode permettant d’éliminer ces problémes.

Construction d'une chaine de Markov appropriée

Considérons tout d’abord le probléme de construire une chaine de Markov irréductible et apériodique
(Xn)n>0 sur S ayant m comme loi stationnaire. Il y a évidemment une infinité de telles chaines. Il suffit
par exemple de choisir les probabilités de transition p;; de telle sorte que

Vi, € S, W(i)pij = W(j)pji- (14.1)

En effet, il suit du cours d’introduction a la théorie des probabilités que 7 est alors automatiquement
I'unique loi stationnaire de la chaine (et que celle-ci est réversible par rapport a 7).

Soit @ = (gij)i,jes une matrice stochastique irréductible arbitraire sur .S, que I'on utilisera comme
référence lors de la construction. On cherche une solution a (14.1) de la forme

Vi, j € S distincts, Dij = QijQij,

avec a;j € [0, 1] pour tout ¢, j € S distincts. Ceci peut étre interprété comme suit : si I'état de la chaine
au temps n est ¢ € S, on tire au hasard son état au temps n + 1 de la facon suivante :

113
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> On tire au hasard un candidat j € S avec probabilité ¢;;.

> On tire au hasard uniformément un nombre u € [0, 1].

> Sij #ietu < a5, on déclare que I'état de la chaine au temps n + 1 est j.
> Sij =1 ouu > ajj, on déclare que I'état de la chaine au temps n + 1 est <.

Les nombres (a;;);,jes sont appelés probabilités d’acceptation. Il reste a déterminer ces derniers afin
de satisfaire (14.1). Une famille classique de solutions est donnée par des probabilités d’acceptation de
la forme

Qs = 54
ou (si5)i,jes est une matrice symétrique et
o 7(4)gij
ij = - .
™(7) ;i

I faut évidemment choisir la matrice (s;;) de sorte a ce que a;; € [0, 1] pour tout ¢, j € S distincts.
Avec un tel choix, on a bien

. (1) Gijsiim(7)qji ,
m()pij = —- == = m()pji,
Y w(0)gig + m(5) g 7
puisque 'expression intermédiaire est symétrique en i et j.

Quelques exemples

Exemple 14.1 (Algorithme de Metropolis—Hastings). Observons qu’afin de garantir que a;; € [0, 1],
on doit nécessairement avoir s;; < 1 + min{t;;, ¢;; }. L’algorithme de Metropolis consiste a saturer
cette inégalité, ce qui conduit a

7"— y ..
Vi, j € S distincts, a;j = min{l, <‘7,)qﬂ }
(1) qij
La premiére version de cet algorithme a été publiée par Metropolis et Ulam en 1949 [42, 41]. La version
générale est due a Hastings [27]. o

Exemple 14.2 (Algorithme de Barker). L’algorithme proposé par Barker en 1965 [7] consiste a prendre
si; = 1 pour tout %, j € S distincts. On obtient alors
Vi, j € S distincts, a;j = - W(J)qﬁ - . o
m(7)aji + 7(2)gi;

Exemple 14.3 (Echantillonneur de Gibbs). On décrit & présent un choix de probabilité de transition
de nature différente, trés souvent utilisé dans la simulation de champs markoviens. Afin de rester
aussi concrets que possible, nous nous contenterons de discuter un cas particulier célébre : le modele
d’Ising.

Soit G = (V, A) un graphe fini simple et S := {0 = (0;);ey € {—1,1}V} I'ensemble des configu-
rations du modéle (cf. Figure 14.1). Le hamiltonien du modéle est la fonction H : S — R définie par

Pour chaque 5 € R, on considére la mesure de probabilité sur S définie par

, ZG,ﬁ — Z 6—5H(a)’
ogeS

g p(0) = ———
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® & @ S, S
—O—6—O0—®
O—O0—0O0—6—®
—00—OC0—6——0
O—EO—o0—6—0

FIGURE 14.1: Une configuration du modéle d’Ising sur le graphe G = (V, A) avec V = {1,...,5}% et {i,j} € A
si et seulement si ||z — j|j; = 1.

appelée la mesure de Gibbs associée au modeéle d’Ising. Le parameétre 5 > 0 est appelé la température
inverse et joue un role essentiel dans I’étude de ce modele. La constante de normalisation Z¢ g est
appelée la fonction de partition.

Etant donné o € S eti € V, on notera o
tout j # i et Jii = =+1.

L’échantillonneur de Gibbs est une implémentation de la méthode de Monte Carlo afin d’échan-
tillonner des configurations de ce modele (ou d’autres champs markoviens). Il propose de passer d’une
configuration o & une autre configuration ¢’ de la fagon suivante : on tire, indépendamment, un nombre
u € [0, 1] selon la loi uniforme et un sommet i € V' également de fagon uniforme. On pose alors

. . rel 5(0’i+) ( -1
ot siu < T = (14ex [—2 a}) ,
o ={ 7G,5(0"t) + G p(0) p|=282 i

o'~ sinon,

+ qim : i it
;0" € Sles configurations définies par 0~ := o pour

(14.2)

i~

ou la notation j ~ i signifie que j est un voisin de i, c’est-a-dire que {4, j} € A. En d’autres termes, on
choisit un sommet ¢ € V' au hasard, et on met a jour o; en tirant sa valeur au hasard selon la loi 7 g
conditionnellement au reste de la configuration, (o) ;e fi}-

Notons p,, les probabilités de transition correspondantes. Clairement, p,,s 7 O si et seulement si
o et ¢’ différent en au plus un sommet. De plus, il est immédiat que la chaine de Markov ainsi définie
est irréductible et apériodique. Vérifions qu’elle est bien réversible par rapport a 7 g : pour toute
configuration o € S et touti € V,

V| 7ap(0t) +mgp(0t7)
1 mgp(o™)mg (o)
V] meplott) + ma p(0t

; o1 er
T (UH—) Doitoi- = TG (UH-) ,B( )

) = 7TG75(0'i_)po.ifai+. o

Simulation parfaite

Nous avons vu qu’il est aisé de construire des chaines de Markov dont la loi stationnaire est donnée
par une loi que 'on désire simuler. Nous sommes a présent confrontés a un probléme d’ordre pratique :
on ne peut évidemment pas laisser cet algorithme tourner infiniment longtemps, ce qui nous force a
Iinterrompre apres un nombre fini M d’itérations. Comment doit-on choisir M si 'on veut étre assuré
d’étre proche de la distribution stationnaire ? Une approche possible est d’étudier la vitesse de conver-
gence de la chaine (par exemple, avec les méthodes décrites dans le Chapitre 12). Malheureusement,
cela ne fournit en général que des bornes trop peu quantitatives pour étre réellement utiles en pratique,
méme si elles peuvent donner des indications.
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Nous allons a présent présenter une approche, due a Propp et Wilson [44] et appelée « couplage
depuis le passé » (coupling from the past en anglais), qui permet de générer des configurations distribuées
exactement selon la loi stationnaire d’une chaine de Markov, tout en ne nécessitant qu'un nombre fini
d’itérations. Afin de faciliter sa description, nous allons faire une bréve parenthése pour expliquer
comment on peut exprimer une chaine de Markov en termes de fonctions aléatoires itérées.

Fonctions aléatoires itérées

Soit S un ensemble fini et (X,,) ez une chaine de Markov sur S avec probabilités de transition
(pij)ijes- Une facon équivalente de représenter cette chaine de Markov consiste a considérer une
famille (f)xecz de fonctions aléatoires i.i.d. fi : S — S dont la loi Q est définie par

indépendamment pour chaque ¢ € S. On a alors, pour tout m,n € Z tels que m < n,
P(Xp = j| Xm = i) = Q(Fy (i) = j),

ot I'on a introduit la notation F” (i) :== f,,_10fn_20-- -0 fm110fm(i). Eneffet,ona Q(FmF1 (i) = j) =
Q(fm(i) = j) = pij = P(Xm41 = j| Xm = 7). Procédons donc par récurrence en supposant que
P(X; = j| Xy = i) = Q(FY (i) = j) pour tout £ € [m + 1,n — 1] et montrons qu’elle reste vraie
pour { =n:

Q(Fp (i) = §) = Q(fn1 0 Fjy (i) = j)
= Qfa-1(k) =4, Fy7H (i) = k)

kesS

=3 QUfucr (k) = HQELE) = k)
keS

=S P(Xp = | Xt = O)P(Xn 1 = k| Xon = i) = P(Xp = ] | Xpn = ),
kesS

ou la troisiéme identité suit de I'indépendance des (f;),cz, la quatriéme de 'hypothése de récurrence
et la derniére de la propriété de Markov.

Exemple 14.4. Considérons la chaine de Markov (X,,),ez sur {0, 1} avec probabilités de transition
Ppo1 =P, Poo ‘= 1 — p, p1o = q et p11 := 1 — q. ll existe 4 fonctions g; : {0,1} — {0,1},:=1,...,4:
91(0) = 0,91(1) = 1; g2(0) = g2(1) = 0; g3(0) = 1, g3(1) = 0; 94(0) = ga(1) = 1. La chaine

(Xn)nez est alors équivalente a I'itération de fonctions aléatoires i.i.d. (fi)rez de loi Q telle que

Qfk=91)=1-p)(1-q), Q(fk =92)=1-p)g, QUfx =g1) =pe, Qfx =9g1) =p(1—0q).

La Figure 14.2 illustre cette construction. o

Algorithme de couplage depuis le passé

Soit (pij)ijes les probabilités de transition d’une chaine de Markov X = (X})iez irréductible,
apériodique et de loi stationnaire 7. Afin d’analyser la dépendance en I’état initial de la chaine, on
démarre, au temps m, |.S| copies de celle-ci, chacune partant d’un état différent. L’évolution se fait de
facon indépendante tant que les trajectoires ne coincident pas. Si deux (ou plus) trajectoires coincident
a un temps n > m, alors on les fait évoluer ensemble pour tous les temps ultérieurs, comme représenté
sur la Figure 14.3. On réalise ainsi un couplage de ces |S| chaines. Une facon équivalente de présenter ce
couplage est de I'encoder en termes d’une famille ( f)xcz de fonctions aléatoires iid. f : S — S de loi
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g2 g3 94 94 g3 94 g1

FIGURE 14.2: Une partie d’une réalisation de la trajectoire de la chaine de Markov (X,,),cz de 'Exemple 14.4,
exprimée en termes des fonctions aléatoires ( fx)rez. Dans cette réalisation, F}, (0) = 1 (en rouge).

m m 4+ 2 m+5 n

FIGURE 14.3: Trois copies d’une chaine de Markov sur S = {0, 1, 2}, partant de trois états différents au temps
m. Les trajectoires sont indiquées par les fleches en gras. Les trajectoires issues de 1 et 2 se rejoignent au temps
m + 2, puis leur trajectoire commune fusionne avec celle issue de 0 au temps m + 5.

Q comme expliqué dans la section précédente. En particulier, la distribution au temps n € Z de la chaine
partant de I’état ¢ au temps m < n est identique a celle de F' (i) == fp—10 fn—20 -0 fimt1 0 fm (7).
Les | S| trajectoires auront donc fusionné si et seulement si la fonction F” est constante.

Le résultat suivant garantit que toutes les trajectoires auront fusionné apres un temps presque-
stirement fini.

Lemme 14.5. Q-presque-siirement, I’ = const pour tout n suffisamment grand.

Démonstration. Par irréductibilité et apériodicité, il existe K < oo tel que la probabilité d’aller de ¢ a
j en K pas est strictement positive pour toute paire ¢,j € S. Par conséquent, Q(FOK = const) est

également strictement positive. Les indicatrices des événements {F 7(1?:1)[( = Const}, n > 0, étant i.i.d.,

on peut, Q-presque siirement, trouver N € N tel que F' ](V]\I[{H)K soit constante.
Soit s > 7 > 0; observant que F;’ = const implique I}’ = const pour tout n > s, on en déduit que

F§' sera constante pour tout n > (N + 1) K. O

Manifestement, une fois que les | S| trajectoires ont fusionné, toute information sur I’état de départ
est perdue. On pourrait donc penser que I'on obtient a cet instant un échantillon distribué selon la
loi stationnaire. Mais c’est faux, comme on peut le voir facilement sur 'exemple de la Figure 14.4. Le
probléme est que l'observation n’est pas faite en un temps déterministe, ce qui conduit a un biais. Cette
idée n’est cependant pas a rejeter complétement, une modification trés simple permettant de la faire
fonctionner.

L’idée est de ne pas chercher a coupler « dans le futur » comme on vient de le faire, mais « depuis le
passé » : on va démarrer les | S| chaines & un temps suffisamment reculé dans le passé, puis observer le
résultat au temps 0. Plus précisément, on sait que F°,, = f_10f 90--- f_, 110 f_, est constante pour

. loi . .
tout n suffisamment grand, puisque F°, = FJ'. Observez que I'on n’exige pas que le premier temps
auquel toutes les copies ont fusionné soit égal a 0, mais seulement que cela ait eu lieu avant 0; cette
nuance est cruciale.
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1/2 1/2

1/2 1
FIGURE 14.4: Un exemple montrant qu’a I'instant ol les trajectoires ont toutes fusionné, la chaine n’est pas
nécessairement distribuée selon la loi stationnaire : I’état 2 ne pouvant étre atteint qu’en venant de I’état 1, il est

impossible que les chaines soient dans I’état 2 lorsque la fusion de toutes les trajectoires se produit, alors que 2 a
évidemment une probabilité strictement positive sous la loi stationnaire.

Théoréme 14.6. Soit M une variable aléatoire Q-presque siirement finie telle que F° ,, soit constante.
Alors, I'unique image de F° , est distribuée selon la loi .

Démonstration. Fixons ¢,j € S. Pour tout n € N,

Q(F°, (i) = j) = Q(F°, (i) = j, M < n) + Q(F°,(i) = j, M > n)
<n) +Q(FY, (i) = j, M > n)
M

(i) = §,M > n) + Q(F°, (i) = j, M > n).
Donc,

|QF2,(4) = §) — 7 ()| < |QEFL, (1) = §) — 7(j)] + |QUEF? 3, (i) = 5) — Q(F,, (i) = j)]

< |P(Xn = 7| Xo = 1) = 7(j)| + QM > n),

o1 on a utilisé le fait que Q(F°,, (i) = j) = P(X,, = j | Xo = 1) par construction. La conclusion suit
en prenant la limite n — oo, puisque limnﬁoo|P(Xn = j|Xo = i) — 7(j)| = 0, la chaine (Xj)k=0
étant irréductible et apériodique, et lim,,_,oc Q(M > n) = 0 par hypotheése. O]

Remarque 14.7. Il est instructif d'observer ce qui ne marcherait pas si l'on avait procédé « vers le futur » :
dans ce cas, il n’est plus vrai que FJ'(i) = FM (i) pour tout n > M. Un coup d’eeil a la Figure 14.5 (bas)

devrait rendre cela évident. o
O O Q, [0 o] O ) O o O ) o] (o] o] o] o] (0] [0 o] o] o]
Q Q o o o Q -’ -‘. -‘- o o o o o o o o o
(e} o o O (e} O vl Q O (e} (e} (e} (e} (e} o o o o] o] o]
Q. o o o (e} o ’ ¢ o O o] Q O o] o] O o o o] o] o]
Q. Q, O O, (e} o O (e} 0] Q (o] O (e} (e} Q (e} o O (o] o] (e} O.
O O o] (] [e] Q O [e] Q e} (o] (e} [e] O [e] [e] [e] O Q [e] (e} (e}
O. O. o] [0 0] g &l o ) o] o o] o] O o [0 [0 o] g o]
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-n -m
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FIGURE 14.5: Haut : couplage depuis le passé; F¥, étant constante, c’est également le cas de F°,, et leur unique
image est identique. Bas : évolution vers le futur; F{J* étant constante, Fj' I'est aussi, mais il n’est plus vrai en
général que leur unique image est identique.
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En résumé, ’'algorithme suivant renvoie un élément de .S distribué selon 7 apres un temps presque-
stirement fini (voir aussi la Figure 14.6) :

Algorithme 2 : couplage depuis le passé

Initialisation : n = 0, Fé) = identité
répéter
On remplace n par n + 1
On tire f selon Q
Onpose F°, =F° . of
jusqu’a F°_ est constante
retourner I'unique valeur dans I'image de F°,,

+ 0 0 0 O0O0
+—00O0O0O0
+0 0 00O
+0 0 00O
+0 0 00O
+0 0 00O
+0 0O 00O
+—000O0O0
+—00O0O0O0
+—00O0O0O0

-+ Q0 O

O +o0 o0

o]
o

/

+ 0 00 O0O0
+—00O0O0O0
+0 0 00O

-+ Q O

[e]
0
)
e]
[e]
f
0

S 400

FIGURE 14.6: Une réalisation de I’algorithme de couplage depuis le passé. La fonction F°  ne devient constante
qu’a partir de n = 6. Observez que le temps auquel les 5 trajectoires fusionnent n’est pas égal a 0, mais a —2.

Quelques commentaire a propos de cet algorithme

Temps d’échantillonnage. Il n’est pas nécessaire (et pas désirable du tout!) d’appliquer 'algorithme
ci-dessus pour chaque n € N. Il suffit bien sir de choisir une suite décroissante de temps —nj < 0 telle
que limy_, oo (—ng) = —o0, et de vérifier successivement, pour k = 1,2, ..., si Fﬂnk est constante. On

peut montrer que le choix —n; = —2* est proche du choix optimal.

La dynamique sous-jacente. Bien entendu, un pas de temps dans I’algorithme ci-dessus ne corres-
pond pas nécessairement a I’application d’un pas de la chaine de Markov sous-jacente. Par exemple, dans
le cas de I’échantillonneur de Gibbs, un pas de la chaine de Markov ne modifie la configuration qu’en
au plus un sommet, ce qui ne favorise guere la fusion des trajectoires. Il est évidemment beaucoup plus
judicieux d’effectuer un nombre suffisant de pas de la chaine de Markov pour chaque pas de I’algorithme
ci-dessus.

11 est également important de bien choisir cette dynamique sous-jacente. Plus elle converge rapide-
ment, plus 'algorithme de couplage depuis le passé s’arrétera rapidement. Par exemple, appliquée au
modeéle d’Ising, I’échantillonneur de Gibbs converge rapidement pour de petites valeurs du parametre
B, mais la vitesse de convergence devient catastrophique lorsque /3 est grand. Heureusement, il existe
des chaines de Markov simulant ce modéle beaucoup plus efficacement (par exemple, ’algorithme de
Swendsen-Wang [49]).

Couplage indépendant. Le couplage utilisé ci-dessus est tel que fo(7) est choisie comme étant égale
a j avec probabilité p;; indépendamment pour chaque ¢ € S. Le choix d’un tel couplage indépendant
entre les différentes trajectoires jusqu’a leur rencontre n’est bien entendu pas le seul possible. En fait,
on peut en général faire beaucoup mieux, en choisissant un couplage qui favorise une fusion plus rapide
du processus. On en verra un exemple ci-dessous.
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Couplage monotone. L’approche esquissée ci-dessus présente une faiblesse évidente : la nécessité
de considérer des chaines partant de chaque état de S peut sembler rendre cette approche inutilisable
dans les situations les plus intéressantes pratiquement. Apres tout, pour le modele d’Ising sur le graphe
avec sommets V = {1,...,1000}?, le nombre de configurations est déja de 21000000 ~ 1301030,
Ceci rend évidemment totalement impossible la simulation de |S| chaines de Markov simultanément!
Heureusement, dans de nombreuses situations importantes il est possible d’utiliser des propriétés d’ordre
afin d’éliminer cette difficulté. Décrivons le principe dans le cas de I’échantillonneur de Gibbs appliqué
au modele d’Ising.

L’ensemble S des configurations du modele d’Ising sur un graphe fini G = (V, A) posséde un ordre
partiel naturel : ¢ < & si et seulement si o; < &; pour tout ¢ € V. On dit qu'une fonction f : S — R
est croissante si

Vo,6 € S, o< 6 = f(o) < f(5).

On introduit le couplage suivant : on tire un nombre u uniformément dans [0, 1] et un site 7 uni-
formément dans V, indépendamment, et on définit fy(o) comme dans (14.2), c’est-a-dire que 'on pose

fo(o) = o' avec probabilité
(1 + exp [—Qﬁ Z O—j} )—1

jei
et fo(o) = o'~ sinon.

Remarquez que ce couplage n’est pas du tout indépendant, puisque 'on utilise les mémes ¢ et u pour
toute configuration initiale 0. En observant que la fonction

o (1 + exp[—2ﬁZajD_l

i~
est croissante, on constate que ce couplage posséde la propriété remarquable suivante :
VG,&GS, oo = fO(U) <f0(&)

Un tel couplage est dit monotone.

L’intérét d’un tel couplage est qu’il suffit de considérer I’évolution de deux trajectoires seulement :
celles partant des configurations constantes 0. = 1 et o = —1. En effet, comme toute trajectoire
partant d’une autre configuration va toujours étre prise en sandwich entre ces deux trajectoires-ci, ce
seront toujours les derniéres a fusionner.

Observons que la preuve du Théoréme 14.6 reste valide pour cette variante. En effet, la seule chose a
vérifier est que le Lemme 14.5 est encore vrai, mais ceci est encore plus simple a vérifier dans ce contexte :
il suffit de réaliser que la fusion de toutes les trajectoires a forcément lieu au plus tard la premiére fois
que la copie de la chaine partant de o atteint la configuration o_, ce qui se produit presque-siirement
en temps fini, par irréductibilité de la chaine de Markov.

Remarques bibliographiques : 1l y a de trés nombreuses sources d’information sur ce sujet, dont
les livres [10, 26].
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15.1.1

Le théoreme ergodique

Le but de ce chapitre est de démontrer une version du théoréme ergodique dont nous aurons occa-
sionnellement besoin.

Cadre mathématique et motivation

Transformation préservant une mesure, stationnarité

Le cadre naturel pour énoncer le théoreme ergodique est le suivant. On considére un espace pro-
babilisé (S, S, Q), sur lequel agit une transformation mesurable 6 : S — S préservant la mesure Q,
c’est-a-dire telle que

6(Q)(A) =Q(67(4) =Q(4), VAES.

On se donne ensuite une variable aléatoire Y : S — R, et on s’intéresse a 'existence de la limite

n—1
lim ~ > Y (8*%9), (15.1)
k=0

n—oo N

lorsque & est un élément aléatoire de .S de loi Q.

Du point de vue probabiliste, le probleme ci-dessus apparait de facon naturelle dans le contexte
suivant, qui correspond a une extension de la problématique de la loi des grands nombres au-dela du
cadre des variables aléatoires indépendantes.

On considére une suite de variables aléatoires X = (X} )x>0 sur un espace de probabilité (Q2, F, P).
La suite X est dite stationnaire si

(X Xps1s - oy Xngm) = (X0, X1, .., Xm),  Vn,m =0.

En particulier, les variables aléatoires X; sont identiquement distribuées.

Exemple 15.1. Une suite de variables aléatoires i.i.d. est toujours stationnaire. Plus généralement, c’est
également le cas de toute chaine de Markov dont la loi initiale est stationnaire. o

La suite X peut étre vue comme une application mesurable de (€2, ) dans l'espace (S,S), ou
S = RN est’ensemble des suites de nombres réels x = (4)x=0, et S est la tribu produit correspondante.
La mesure [P induit, via X, une mesure de probabilité Q sur (S, S) par

QA) =P(X € A), VAES.
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Sur S, on considére I'endomorphisme mesurable
Ox = 0(xg, x1,x2,...) = (v1,22,...).
11 suit alors de la stationnarité de X que
Q071 (A)) =P(0(Xo, X1, Xo,...) € A) = P((X1, Xo,...) € A) = P((Xo, X1,...) € A) = Q(A),

ce qui montre que P'opérateur de translation 6 préserve Q.
On s’intéresse a 'existence de la limite des moyennes empiriques

o1
lim —
n—oo n

-1
> Xe

n
k=0
Observez qu’on peut écrire

Xk = WO(HkX)v

oumg : S — R est défini par mo(x) = mo(x0, z1,...) = o, et donc que la limite ci-dessus prend la
forme

n—1
1
lim — " mo(6X),
k=0

n—oo N

ou X peut étre considéré comme un élément aléatoire de S de loi Q. On est donc ramené précisément
a une expression du type (15.1).

Evénements invariants, ergodicité

Sur (S, S), on introduit la tribu Z C S des événements invariants sous translation,
I={AecS|67'(A) =A}.
La tribu invariante Zx C JF associée a la suite stationnaire X est définie par
Ix = XNI) = {X"1(A)| A e T}.

La suite X est dite ergodique si Zx est P-triviale, c’est-a-dire si P(A) € {0, 1}, pour tout A € Zx.
Clairement, ceci est équivalent a dire que la tribu Z est (Q-triviale. Observez que dans ce cas, une variable
aléatoire Z : S — R est Z-mesurable si et seulement si Z est constante.

Exemple 15.2. 11 suit immédiatement de la définition que Zx C 7, ou 7 est la tribu asymptotique. En
particulier, si X est une suite (nécessairement stationnaire) de variables aléatoires i.i.d., la loi 0/1 de
Kolmogorov implique la P-trivialité de Zx et donc I'ergodicité de X. o

Parenthése sur I'espérance conditionnelle.

Soit X une variable aléatoire intégrable sur un espace de probabilité (€2, 7, P), et G une sous-tribu
de F. On appelle espérance conditionnelle de X sachant G, notée E[X | G], toute variable aléatoire
Y : Q — Rtelle que

> Y est G-mesurable;

> E[YIA} :]E[XIA],pourtoutAE g.
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On peut montrer qu’une telle variable aléatoire Y existe et qu’elle est unique, dans le sens que deux
telles variables aléatoires Y7 et Y2 (on dit que ce sont deux versions de I’espérance conditionnelle)
satisfont nécessairement Y7 = Y3, P-presque partout.

De plus, I'espérance conditionnelle satisfait les propriétés usuelles de 'espérance (cf. exercices). En
particulier, 'inégalité de Jensen s’applique : si ¢ : R — R est convexe, alors

E(y(X)[G) > ¢ (E(X|G)).
Observez finalement que si G est P-triviale, alors E(X | G) = E(X) P-presque srement.

Remarque 15.3. Dans le cas particulier ou G = o(Z) est la tribu engendrée par une variable aléatoire Z :
Q — R, on écrit simplement E[ X | Z] pour I’espérance conditionnelle E[X | 0(Z)]. On vérifiera en exercice
que cette définition se réduit a celle donnée dans le cours d’introduction a la théorie des probabilités. ¢

Le théoreme ergodique de Birkhoff
Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le théoréme ergodique de Birkhoff.

Théoréme 15.4 (Théoréme ergodique de Birkhoff). Soit 6 un endomorphisme mesurable préservant la
mesure Q sur I’espace de probabilité (S, S, Q). SoitY : S — R une variable aléatoire telle que Y € LP(Q)
pourunp > 1, et posons X, =Y o 0k, Alors,

1 n—1
= X > E[Xo|I], n— oo,
n

k=0

Q-presque siirement et dans LP(Q). En particulier, si la suite X}, est ergodique, alors

n—1
) Xp = E[Xo], n— oo,
k=0

1

n
Q-presque siirement et dans LP(Q).

Remarque 15.5. Au vu des Exemples 15.1 et 15.2, ce théoréme implique la loi forte des grands nombres
pour une suite de variables aléatoires i.i.d.. o

Preuve du théoreme ergodique ponctuel

La premiére observation est que la suite X = (X} )0 est stationnaire. La preuve du théoréme se
fait en trois parties : tout d’abord, on démontre un résultat technique (le lemme ergodique maximal),
puis on en déduit la convergence presque sire, et finalement la convergence dans LP, a 'aide d’'un
argument d’intégrabilité uniforme.

Lemme ergodique maximal

Lemme 15.6 (Lemme ergodique maximal). Sous les hypothéses du théoréme, soit S, = Xo+-- -+ Xp—1.
Alors

E(Xo1{sup,s,, si>0) = 0-
Preuve du Lemme 15.6. On introduit, pourn > 1,5} = X1 4+ --- + X, et

M,, == max(0, S1,...,S), M} = max(0,57,...,5).

n
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Lorsque I'événement M,, > 0 est réalisé, on peut écrire

M,, = max(0,Sy,...,S,) = max(Sy,...,S,) = M _; + Xo < M: + Xop. (15.2)

n

On peut donc écrire

La premiere inégalité suit de (15.2); la seconde du fait que M,; > 0; la derniére identité de la station-
narité de X. La conclusion suit du théoréme de convergence dominée puisque limy, 00 1{17, 501 =

1{supk>l Si>0}-

Convergence presque siire

Posons Z;, = Xj — E[X} |Z]. 1l suit de la stationnarité de X que E[X}|Z] = E[X(|Z]. Par

conséquent,
n—1

> Z =15, —E[Xo|Z).
k=0

1

n

On peut donc, quitte a passer aux variables Zj, se ramener au cas ou E[ X | Z] = 0, Q-presque siirement.
Soit € > 0. On introduit

A= {limsupiS, > e} et X = (Xp — €)14.
n—oo

Observons d’une part que la suite ()?0, X1,.. .) est stationnaire, puisque A € Z. D’autre part, en posant
Sp = Xo+ -+ X,,—1, on observe que

{sup S, > 0} = {sup%gn >0} ={supiS, >efnNA=A
Une application du Lemme 15.6 donne donc
0<E[Xoly, 550 =El(Xo—e)la] = E[E[Xo|Z]14] — eQ(A) = —eQ(A),
puisque E[X( | Z] = 0, Q-presque siirement. Comme € > 0, I'inégalité ci-dessus implique donc néces-
sairement que Q(A) = 0, c’est-a-dire que

. 1 N
hnri> sup - S, <€, Q-presque stirement,
n oo

et donc, € pouvant étre pris arbitrairement petit,

lim sup %Sn <0, Q-presque strement.
n—oo

En appliquant le méme raisonnement a la suite stationnaire —X = (—Xo, —X1,...), on obtient que

liminf 1S, = —limsup 1(—S,) > 0, Q-presque stirement.
n—00 n—o0

Par conséquent, on a

lim sup %Sn <0 < liminf %Sn, Q-presque siirement,
n—00 n—00

L, =0, Q-presque stirement.

et donc lim;, o0 3
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Convergence dans L”
On fixe r > 0, et on décompose X}, = X; + X, o
Xp = Xplyx, <) et Xy = Xplyxy>r}-
On note S/, et S/’ les sommes partielles correspondantes. Evidemment,
1350 — ElXo | T)llp < IS, — EXo [ Z]llp + 1550 — E[XG | Z]llp

11 suffit donc de montrer que le membre de droite tend vers 0 lorsqu’on prend la limite n — oo, suivie
par la limite r — oo.

11 suit de la premiére partie de la preuve que %S{] — E[X{) | Z], Q-presque sirement. Comme, par
construction, \%SH < 7, il suit du théoréme de convergence dominée que la convergence a également
lieu dans L?.

D’autre part, I'inégalité de Jensen implique que
1 1
I | 2l = {E[EXE 1 2P} < {EEIXGP 2] = 1%

On a donc

—_

-
1550 = EIXG [T, < 5 D _IIXK ] + IEIXG | Tl < 211XG 1,
k=0

ce qui tend vers 0 lorsque r — oo.

Remarques bibliographiques: Ce chapitre est fortement inspiré de [31, chapitre 9]. Le Théoréme 9.1
est originellement di a Birkhoff [9] ; la preuve courte donnée ici est due a Garsia.
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16.1

La marche aléatoire en milieu aléatoire

Description du processus

Comme cela a été vu dans le cours d’introduction a la théorie des probabilités, les marches aléa-
toires permettent, parmi de nombreuses autres applications, de décrire le déplacement de « particules »
diffusant de fagon aléatoire. Dans de nombreuses situations, on se retrouve confronté a des problémes
ou le milieu dans lequel la particule se meut est inhomogene et désordonné. Il n’est en général pas
raisonnable d’essayer de décrire explicitement le milieu : cette information n’est souvent simplement
pas accessible expérimentalement, et deux environnements préparés selon le méme processus, bien
qu’indistinguables au niveau macroscopique, vont étre trés différents au niveau microscopique. Une
modélisation mathématique possible est alors de représenter le milieu lui-méme comme étant issu d’une
expérience aléatoire : on commence par tirer un milieu au hasard, selon une loi reproduisant au mieux
les propriétés statistiques du milieu que ’on désire modéliser, puis on considere une marche aléatoire
se mouvant dans cette réalisation du milieu.

La marche aléatoire en milieu aléatoire fait donc intervenir deux formes d’aléas.

Le milieu. Dans le cas le plus simple, que I'on considére dans ce chapitre, le milieu aléatoire est
donné par un élément w = (w;)icz € Q = [0, 1]* (muni de sa tribu borélienne F), choisi selon une
mesure de probabilité produit P sous laquelle les composantes w; sont indépendantes et identiquement
distribuées . Nous supposerons également que P satisfait la condition d’ellipticité suivante : il existe
€ > 0 tel que

Plwy € [e,1 —¢]) = 1. (16.1)

La marche aléatoire. Etant donnée une réalisation w du milieu, la marche aléatoire en milieu
aléatoire est décrite par la chaine de Markov (S,),,>0 sur Z, avec probabilités de transition données

par
p(i, i+ 1) = wy, p(i,i—1)=1—w;,

1*&)1‘ wys

—o0—F——bH—0—

1—1 7 1+1

pour tout 4 € Z. On notera P¥ la loi induite sur (ZY, G), ou G est la tribu engendrée par les cylindres,
telle que P¥(Sp = z) = 1.

1. La preuve donnée dans ce chapitre s’étend au cas d’un milieu stationnaire et ergodique [54].

127
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Nous aurons également besoin de la mesure jointe P, := P ® P% sur (Q x ZN, F x Q), définie par?

P,(F x G) == / PY(G)P(dw), FeF, Ged.
F

Observez qu’une propriété de (.S,) est vraie P -presque siirement si et seulement si elle est vraie P%-

presque siirement pour [P-presque tout milieu w. Dans la suite de ce chapitre, nous serons donc intéressés

a obtenir des propriétés P-presque certaines du processus (.S,).

Remarque 16.1. Il est important d’observer que la loi de (S,,) sous P, n’est pas markovienne! En effet,
on a, par exemple,

Po(Sl = 1) = ]E[WO},
alors que

Po(Sl = 1, SQ = 0, 53 = 1) E[u}o(l — wl)wo] E[wg]
0(85 = 1151 =15 =0) Po(Si= 1,5 = 0) Elwo(l—wi)]  Elwo]

Clairement, ces deux quantités ne sont égales que si E[w3] = E[wo]?, c’est-a-dire si wy est déterministe.
Intuitivement, la non-markovianité est due au fait que 'observation de la trajectoire de la marche nous
renseigne sur le milieu (qui est inconnu sous Pg, sauf dans le cas déterministe). o

Récurrence et transience

Afin de formuler les résultats de fagon aussi simple que possible, il est utile d’introduire la notation
pPi = (1 — wz-)/wi.

Théoréme 16.2. On suppose que E[log po| est bien définie (éventuellement égale d +-00). Alors, la classi-
fication suivante est vraie Po-presque siirement :

1. siE[log po] < 0, alors lim,, 0 Sy = +00;
2. siE[log po] > 0, alors lim,,_,o S;, = —00;

3. siE[log po] = 0, alors liminf,,_,~ S,, = —oc0 et lim sup,,_,,, Sn, = +0oc.

Démonstration. Fixons tout d’abord une réalisation w du milieu. Conditionnellement a cette derniére,
Sy, est une chaine de Markov. Soient m_, m; € N*. Notons 7; = inf{n > 0]5,, = i}°. Nous allons
a présent déterminer la probabilité Py (7_,,_ < T}, ) que la chaine partant de 0 atteigne —m_ avant
m.. Cet événement est bien défini, puisque la marche restreinte a I'intervalle {—m_, ..., m,} atteint
{—m_, m4 } avec probabilité 1 (c’est une chaine de Markov irréductible sur un espace d’états fini).
Afin d’évaluer cette probabilité, on peut utiliser les méthodes introduites dans le chapitre 11. On
vérifie aisément que les probabilités de transition de la marche (.S,,) correspondent au choix suivant de
conductances :
[lhejia ok sij <O,
Cji+1 = 1 Sij = 0,
T_ipnt sij>0.
On a un probléeme de résistances en série. Notons A7, = la résistance entre 0 et m, et By, la résistance
entre 0 et —m_. On obtient

my—1 j -1 0 1
o= S e mo= Y 115
j=1 k=1 j=—m_ k=j+1

2. On peut montrer que 'application w — P% (G), G € G, est mesurable.
3. Avec la convention usuelle que inf @ = oo.
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La probabilité recherchée est donc donnée par
AL

w —
P (T < Tm,) = Tt B

(16.2)

Les propriétés de récurrence et transience de la marche s’expriment facilement en termes du comporte-
ment asymptotique des fonctions Ay, et By, . On introduit a cet effet les événements

A={ lim A% <oo}, B:={ lim By <oo}.

m4—00 m_—00

On déduit immédiatement les conclusions suivantes de (16.2).
> Siw € R = A°N B, alors

Vmg €N, dim PY(T < Tp.) =0,
Ym_ € N*, ml:goo Py (T < T, ) =1.

En particulier, pour tout & > 0, P§ (Tk = oo) = lim,,;, 00 P§ (T,m_ < Tk) = 0 et, similaire-
ment, Pg (T,k = oo) = 0. On en conclut aisément que, P§-presque stirement, chaque k € Z est
visité infiniment souvent, et donc que

P§ (liminf S,, = —oo, limsup S,, = +00) = 1.

n—oo n—00
> Siw e Ty = AN B alors

lim  lim P§(T_p_ < Tn,) =0.

m_—00 M4 —+00

Il suit que, pour tout § > 0, on peut trouver un nombre m* (9) suffisamment grand pour que
PE(T_ e (5) = 00) = limp,, 00 P§ (T_mui((;) > T, ) >1—46.0nadonc

PE(@m_ : Ty =00) =2 Py(T_ e ) =o0) = 1 —0.

0 > 0 étant arbitraire, on en conclut que la trajectoire est P§-presque stirement bornée inférieu-
rement : lim inf,,_, o S, > —o0. Supposons que lim inf,,_, o, S, = m < co. Dans ce cas, m doit
étre visité infiniment souvent. Or, la condition d’ellipticité (16.1) et la propriété de Markov forte
impliquent qu’alors m — 1 devrait également étre visité infiniment souvent, ce qui est impossible
puisque cela contredirait la définition de m. On en conclut que lim inf,,_,, S, = 400, et donc
lim;, 00 Sy = +00, P§-presque stirement.

> Siw e T = A°N B, alors

lim  lim P§(T_pm_ <Tm,) =1,

m4—00 m_—+00

d’ou 'on déduit, en raisonnant comme précédemment, que
PG5 (S, — —o0) = 1.
Afin de conclure la démonstration, il ne nous reste donc plus qu’a établir les relations

Ellog po] <0 = P(T3) =1,
Ellog po] >0 = P(7-) =1,
Ellog po] =0 = P(R) = 1.
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Observons tout d’abord que Hi:l Pyl = pjp;” J _, Prsavec €2 < pjy1/p1 < €2, par la condition

d’ellipticité (16.1). Cela implique que A appartient a la tribu asymptotique (en fait, a celle des événements
invariants sous translation) et est donc de probabilité 0 ou 1. Un argument similaire montre que cela
est également le cas pour 5.

Supposons que P(A) = 1. Dans ce cas, la série ) -, Hf;:l pi. est P-presque-siirement convergente
-1

et, par conséquent, lim,,_,~ p1 - - - pp, = 0. Il suit que lim,, o0 (p1 - -+ pn) " = 00, P-presque siirement.
OL, Pnt1 -+ PO = p1 -+ pn, et donc la série > i<t ngjﬂ(l/pk) diverge, P-presque stirement. On
en déduit que P(B) = 0.

Le méme argument montrant que P(B) =1 = P(A) = 0, il nous suffit donc d’établir que
Ellogpo] < 0 <= P(A) =1, Ellog po] > 0 <= P(B) = 1.

Ces deux affirmations étant symétriques, il suffit de démontrer la premiére.

Supposons donc, pour commencer, que E[log po] < 0. La loi forte des grands nombres implique *
alors que, P-presque srement, % Y peqlog pr — E[log po] < 0, et donc, en particulier, qu’il existe
no = no(w), P-presque stirement fini, et ¢ > 0 tel que >_;_; log pj, < —cn, pour tout n > ng(w). Par
conséquent,

no(w) j
STneS [ne ¥ cvem
j=1 k=1 j=1 k=1 j>no(w)

d’ou l'on tire P(A) = 1.

Supposons a présent que E[log pg] > 0. Par symétrie, on déduit du cas précédent que P(B) = 1 et,
donc, que P(A) = 0.

Il reste a considérer le cas E[log pg] = 0. Observons tout d’abord que P(A) = 0, dans ce cas, si
P(pp = 1) = 1. On peut donc supposer que la loi de log py posséde une variance strictement positive (et
finie, par la condition d’ellipticité), ce qui permet d’appliquer le théoréme central limite. Evidemment,

J
P(A°) = Ui .
) = i B(3 o> M)
7=>1 k=1
Or, les py, étant tous positifs, on a, pour toutn > 1,
ZHpk>M Hpk>M Zlogpk>logM)
=1 k=1 k=1

et cette derniére probabilité tend vers 1/2, lorsque n — 00, par le théoréme central limite. On en déduit
donc que P(A°) > 1, et par conséquent, A étant un événement asymptotique, que P(A4) = 0. O

Loi des grands nombres
Maintenant que nous sommes en possession de critéres caractérisant les régimes de transience et

récurrence, une question naturelle est de déterminer la vitesse a laquelle le processus part vers I'infini.
En d’autres termes, on désire étudier la convergence Py-presque-siire de %Sn.

4. Observez que la loi forte des grands nombres reste valide lorsque 1’espérance est infinie. Soit (X )x>1 une collection

de variables aléatoires i.id. telles que E[(X1)+] = o0 et E[(X1)_] < oo. Soit X} := min{Xy, M} et SM = XM +

-+ + XM Laloi forte des grands nombres donne liminf Sy, /n > lim S5’ /n = E[X{] presque-strement. Par le théoréme

de convergence monotone, limas— oo E[(X17)4] = E[(X1)+] = 400 et donc E[X{] = E[(X{M)4] — E[(XM)_] — +o0
lorsque M — oo.
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FIGURE 16.1: Trois trajectoires de la marche aléatoire en milieu aléatoire pour une réalisation de ’environnement

échantillonné a partir de trois distributions différentes. Gauche : P(wg = 2) = P(wg = %) = % ce qui correspond

1
a un cas récurrent. Milieu : P(wg = %) = g, P(wo = %) = %, ce qui correspond a un cas transient avec vitesse
nulle. Droite : P(wg = %) = %, P(wg = i) = % ce qui correspond a un cas transient avec vitesse positive. Notez

la grande différence dans les distances parcourues (graduation verticale).

Théoréme 16.3. 1. SiE[po] < 1, alors, Py-presque stirement,

1—
lim 1§, = L= Eleo]
n—oo 1+ E[po]
2. SiE[1/po] < 1, alors, Py-presque stirement,
. 1 —E[1/po]
lim 1§, = —— — /72
noroo n7" T T 11 E[/po)

3. SiE[po] ANE[1/po] = 1, alors, Po-presque siirement,

lim 15, =0.
n—oo

Remarque 16.4. Il suit de 'inégalité de Jensen que E[log po] < log E[po] lorsque P n’est pas dégénérée.
Par conséquent, le régime pour lequel la vitesse est nulle ne coincide pas avec le régime ou la marche est
récurrente! Un exemple pour lequel la marche est transiente (vers +00), mais posséde une vitesse nulle est
le suivant : P(wo = 2) = 2 et P(wo = 1) = 2 (dans ce cas, on trouve E[po] A E[1/po] = %/\ 2>1,
mais E[log po] = —i log 3 < 0). Des trajectoires typiques pour chacun des régimes (marche récurrente,
transiente avec vitesse nulle et transiente avec vitesse non-nulle) sont représentées sur la Figure 16.1. ¢

Preuve du Théoreme 16.3

Sans perte de généralité, nous supposerons que lim sup,, _,, S, = 400, Po-presque siirement.

Nous allons déterminer la limite de %Sn en faisant usage du théoréme ergodique. On ne peut pas
travailler directement avec les incréments S, 1 — Sy, car ceux-ci ne sont méme pas stationnaires (sauf
si P est dégénérée) : on vérifie, par exemple, facilement qu’imposer Po(S; — Sop =1,5, — 51 =1) =
Po(Sy — S1 = 1,85 — Sz = 1) revient a exiger que E[w3] = E[wy]?. On doit donc construire une autre
famille de variables aléatoires plus appropriées.

Rappelons que T}, = inf{n > 0|S,, = k} est le temps de premiére visite en k € Z. On introduit,
pour k > 1,

Tk =Tk — T,

avec la convention que 75, = 00 si T}, = 0. Les propriétés suivantes, démontrées plus bas, sont cruciales
pour I'analyse qui va suivre : elles vont nous permettre d’avoir recours au théoréme ergodique.
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Lemme 16.5. Silimsup,,_,., Sn, = +00, Po-presque stirement, alors la suite (7, )>1 est stationnaire et
ergodique sous Py.

Lemme 16.6. Notons Eg lespérance sous la mesure Pg. Alors,

oy = | (L EDD/( ~Ef]), siElp] <1,
o +o0, siE[po] > 1.

Lorsque Eg[71] < o0, il suit de ces deux lemmes et du théoréme ergodique que
lim %Tn = nlim % Z 7 = Eo[m1], Py-presque stirement.

En fait ce résultat reste vrai si Eg[71] = co. En effet, on peut appliquer le théoréme ergodique a la suite
(i AM), M € N, ce qui donne

n—o0 n—o0 n—o0

n
liminf £ Tn—hmlnf 2712 lim %Z(Ti/\M):E()[Tl/\M],
i=1

et le membre de droite tend vers I'infini lorsque M — oo par convergence monotone.
On doit a présent considérer deux cas.

Cas 1: Eg[ry| < co. Notons M,, := max{Si |0 < k < n},n > 1.Par définition, T, < n < T, +1.

On en déduit que
Tr, 1 Tag,+1 Mp +1

My ~ M, M,+1 M,
A présent, M,, — oo, par hypothese, et T}, /n — Eq[7], lorsque n — o0o. Par conséquent, on obtient

. M, 1 p R ¢
im — = -presque siirement.
n—,oo N EO [Tl] ’ 0 p q
On a donc également
. M, . TM Mn a
lim — = lim —— =1 Py-presque stirement.
n—oo n n—oo M, ’ o-presque st

D’autre part, les incréments de la marche étant de +1, on a 'encadrement M,, > S,, > M,,— (n—Thy, ),
c’est-a-dire

%2&2%_(1_1}4’”)’
n n n n
ce qui montre que
lim Sn ! Py-presque stirement
— = -presque sirement.
n—oo N EO[Tl]’ 0 p q

Cas 2: Eg[r] = +0o. En procédant comme ci-dessus, on obtient

0 < limsup & < limsup —= = limsup <
n—oo N n—oo N n—00 M, T Nn—00 T’Mn
Po-presque stirement. Si la marche est transiente, lim inf,,_, S,,/n > 0, Po-p.s., d’ou 'on déduit que
lim,, o0 %Sn = 0, Po-p.s.. Si la marche est récurrente, lim inf,,_, o, S, = —o0, Pg-p.s., et on peut donc
conclure comme ci-dessus (en répétant 'argument avec le processus (—5,,)) que lim mfn_mo nS =0,
Py-p.s., ce qui conduit & nouveau au résultat désiré.

Il ne reste plus qu’a démontrer les Lemmes 16.5 et 16.6.
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Preuve du Lemme 16.5. Soient Ay, ..., A, C N. On a, par simple changement d’origine,
-1
Pi(T1 € A1, .., mn € Ay) =P “(my € Ay, Top € Ay),

ou @ est 'opérateur de translation défini par (6(w)); = wg1. D’un autre coté, il suit de 'hypothése
que Po(71 < 00) = 1, et donc

o
PO “(r € AL, Tus1 € A) = 3 Ph (my € A1, g1 € A | Ty = k)P (1) = k)
k=1
= P?ilw(Tg c Al, ceyTnal € An>,

la derniére identité suivant de la propriété de Markov forte.
On obtient ainsi

0—1
PG(mi € Ai,...,mn € Ap) =Py “(m2 € A1, ..., Tny1 € 4y).
Etant donné que P o §~' = PP (les wy, sont i.i.d.. sous P), la stationnarité suit facilement :

Po(r1 € A1,...,7n € An) =E[P§ (11 € Ay,..., 7 € Ay)]
= E[Pg_lw(TQ € Aq,... » Tnt+1 € An)]
=Po(m € Ay,...,Thg1 € Ap).

Afin de démontrer ergodicité, il va se révéler utile de considérer un nouvel espace de probabilité
(QxE,FxH,Q),on = = [0,1]"", H est la tribu borélienne sur =, et Q la mesure-produit définie par
Q =P x U, avec U := U*N" et U la mesure uniforme sur [0, 1].

Etant donné (w, £) € Q x Z, on définit un processus S, en posant So =0 et

Snt1 = Sn = Yepiswg 3 T Lnri<wg )+

Notons 5‘(’; la loi de §n conditionnellement a une réalisation w € ) du milieu. On a alors 5‘6’ = P§. En
effet,

P(Spy1 =i4+1]8, =0,8,1=2p1,...,51 =21) = U(Enp1 < w;)
:wi:Pg(Sn_;_l:i—l-l’Sn:i).

On identifiera donc dans le reste de cet argument les processus S, (partant de 0) et S,,5.

Soit A € o(7y, k > 1), c’est-a-dire de la forme A = {(w, &) | (7x)x>1 € B} avec B C NN, On définit
0A = {(w,€)| (7k)k>2 € B}. Nous allons montrer que si A est invariant, c’est-a-dire A = §A, alors
Q(A) € {0,1}, ce qui établira I'ergodicité de la suite (7%).

Il suit du théoreme de Fubini que

Q) = [ 149 d0w.&) = [ ( [ 146w, aV©)) dPe)

On fixe w € . Clairement, ¥ A, qui ne dépend que des 7; avec ¢ > k + 1, est indépendante des k
premiers pas de la marche (puisque T}, > k). Comme A = 0% A, il s’ensuit que la fonction 1 4(w, -) est
mesurable par rapport a la tribu o(&;,7 > k), et donc, k étant arbitraire, cette fonction est mesurable
par rapport a la tribu asymptotique (-, 0(&;,i > k). Cette derniére tribu étant triviale (les & sont

indépendants), on en déduit que 14 (w, -) est U-presque siirement constante : il existe A € F telle que

14(w,§) =14(w), U-presque stirement.

5. Observez que si cette construction peut sembler un peu abstraite au premier abord, elle correspond probablement a
I'approche que vous utiliseriez afin de simuler S,, sur un ordinateur!
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On a donc
Q) = [ 1;)dP(w) = PLA)

De plus,
1A(9W) =14(0w, ) = 1éA(w, ) =14g(w, ) = lﬁ(w),

ce qui montre que A appartient a la sous-tribu Z C F des événements invariants sous les translations.
Par définition, la tribu F est engendrée par les cylindres. On peut donc trouver une suite d’événements
(Ch)n>1 et une suite d’entiers (N, ),>1 telles que N, 1 00, Cp, € 0wy, [k| < Np) et P(AACy) < 277
pour tout n > 1. Pour chaque n > 1, notons C/, := 62Nn .. On a alors,

P(AaCl) =P N (072N A Cy)) =P(O* N (AnCy)) =P(ArC,) <277,

ot 'on a utilisé le fait que A € Z pour la deuxiéme égalité et I'invariance sous translation de IP pour la
troisiéme. Observez que, par construction, B = (1, |J C!. € T,ouT dénote la tribu asymptotique
T = Nps1 (W, |k[ = n). On a donc

m>=n

P(AaB) < P(ﬂ Upisn (A & c;n)) < lim S P(Aacy,) =0.
n m>=n

La tribu 7 étant triviale (par indépendance des w;), P(B) € {0, 1}, ce qui implique que P(A4) € {0,1}
et donc que Q(A) € {0,1}. O

Preuve du Lemme 16.6. La preuve repose sur la décomposition suivante :

1= 1ig21) + Ygi——1y(L+ 70+ 7)) = 1+ 15,13 (10 + 71),
ou l'on a introduit

7o =inf{n >0[Sr 4, =0}, 7 =inf{k>0]|S, =1},

le temps de premier retour en 0 apres avoir visité —1, et le temps écoulé entre le premier retour en 0
et la premiére visite ultérieure en 1. Fixons a présent un milieu w € €). On a alors, en observant que

P§(S1 = —1) = (1 —wo),
EG (1) =1+ (1 —wo){E§(76] S1 = —1) + E§(r [ S1 = —1)}.
A présent, il suit de la propriété de Markov forte que, pour tout k € N,

PG (6 = k| S1 = —1) = PG “(n1 = k),
PY(r =k|S1 =—1,7) < o00) =P§(r = k).

Supposons tout d’abord que Eg[r1] < oco. On a alors, P-presque strement, E§(71) < oo, et donc
Py () < o0|S1 =-1) = ngl‘“(ﬁ < 00) = 1, P-presque stirement. On obtient donc

Ey (1) = 1+ (1 —wo){ES “(m) +E§ ()},

et, apres réarrangement,

1 1
Eo(m1) = o + poEd < (m).

L’observation suivante est que nglw(ﬁ) est mesurable par rapport a o(wi, k < 0) et est donc indé-
pendante (sous IP) de pg. On a donc, en prenant I'espérance par rapport a P,

Eolr] = E[wlo} + Elpo]Eo[r],
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ce qui donne bien, aprés réarrangement,

EO[TI] _ E[l/WO] _ 1 +E[p0]

~ 1—E[p] 1—E[po] (16

En particulier, 'implication Eq[7] < oo = E[pp] < 1 suit de (16.3). La preuve sera donc achevée si
I'on parvient & montrer que E[pg] <1 = Eg[r1] < .
Supposons donc que E[pg] < 1. Pour M > 0, on obtient, en procédant comme ci-dessus,

EG (M 1{r<ary) = P5 (11 < M) + (1 — wo)BG (76 + ) Lm<nry | S1=—1)

Lorsque S = —1,ona 1 = 1+ 7) + 77 ; par conséquent,

w w 1w
ES (701 {m <ary | S1 = —1) S E§(01gmcnry | S1 = =1) = E§ “(mil{r,cary),
et
E((l)J(Til{n<M} [S1=-1)< EEJ(T{]‘{T6<M,T{<M} |S1=—1)
< EL()J(T{I{T{<M} | Sl = —1,7‘6 < OO) = ES(T11{7.1<M}).
On obtient donc

ES (m11manry) <1+ (1 —wo){E] “(nlmaany) + B (Mlmaan)},
que l’on peut réécrire
Ef (ilir<my) < wlo +p0ES (M1 im<ary).
On peut a présent en déduire comme précédemment que

1+ E[po]
< — .
EO[T11{7-1<M}] S T—Ep) < 00

11 suffit alors de laisser M 1 oo pour conclure, par convergence monotone, que

1+E
Eo[Tl]g;[p()]<OO. J

1 — E[po]

Remarques bibliographiques : Ce chapitre est inspiré de la présentation dans [54, Section 2]. Les
Théorémes 16.2 et 16.3 sont originellement diis & Solomon [48]
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17.1

Adsorption d'un polymere

Le modele

On notera P 1a loi de la marche aléatoire simple symétrique (S )x=0 sur Z? partant de 0." Soit A € R
et Ly = Zf\; 1 1{s,=0} le nombre de retours en 0 jusqu’au temps N. Nous allons nous intéresser a la

mesure de probabilité suivante :
AL N
e
Py = P.
7ZA
N

La constante de normalisation

Z = Elexp(ALy)]

est appelée fonction de partition.

Dans ce chapitre, on interprétera la trajectoire finie (k, Sk )o<k<ny comme décrivant un polymere,
chaque sommet visité par la marche correspondant a un monomeére. Lorsque A > 0, la mesure de
probabilité P}, favorise les trajectoires (k, Sy,)o<r<n Visitant souvent 0; elle les défavorise si A < 0.
Ceci fournit 'un des modeles les plus simples décrivant I'interaction entre un polymere et un potentiel
spatialement localisé, ici placé le long de la ligne {(n, z) € N x Z? |z = 0}. Les monoméres se trouvant

sur la ligne sont dits adsorbés.

FIGURE 17.1: Les N premiers pas d’une trajectoire sous P}, lorsque d = 1. Les monoméres affectés par le
potentiel sont marqués (intérieur blanc).

Remarque 17.1. Observez que le monomeére en (0, 0), bien qu’adsorbé, n’entre pas dans le calcul de ’effet
du potentiel. Cela est fait pour des raisons de commodité. Notez cependant que ceci n’a aucun effet sur la
mesure P, puisque remplacer Zfil ls,—0} paeriO 1(s,—0) affecterait de la méme fagon le numérateur
et le dénominateur (la fonction de partition) dans la définition de cette mesure. o

Le probléme qui nous intéresse dans ce chapitre est de déterminer l'effet du potentiel sur le com-
portement a grande échelle du polymere. En particulier, nous serons intéressés par l'effet du potentiel
sur la fraction moyenne px(A) := EX[£x/N] de monoméres adsorbés.

1. Les méthodes décrites dans ce chapitre s’étendent sans difficulté & toute marche aléatoire sur Z% a laquelle le théoréme
limite local s’applique.

137
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Notons p(k) = P(Sr = 0). Il suit (par exemple) du théoréme limite local (voir Section 2.5) qu’il
existe deux constantes ¢(d), ¢/(d) > 0 telles que

c(d c(d
kEl/g p(2k) < kc(l/Z) , pour tout k£ > 1. (17.1)
Lorsque A = 0, on a donc
1 [v/2]
pn(0) =E{[Ln/N] =+ > p(2h),
k=1

ce qui tend vers 0 lorsque N — oo, pour toute dimension d.
Afin d’étudier le comportement de py () lorsque A # 0, il va étre utile d’introduire un nouveau
concept issu de la physique statistique : I’énergie libre.

Lénergie libre

Introduisons fx(A) = + log Zy,. Observez que log Z}, = log E[e*“] est essentiellement? la
fonction génératrice des cumulants de Ly (sous IP’j\V). En particulier,

d
pn(\) =EN[Ln/N] = /v (17.2)
En outre, puisque
d d2 1.

pN est une fonction croissante de A et f est convexe.

Un role crucial sera joué par la limite des fonctions fn lorsque N — oc.

Théoréme 17.2. L’énergie libre f()\) := limN_m, fn () existe, pour tout X € R, et est croissante et
convexe. De plus, f(\) = 0 pour tout X < 0, et A > f(A) = (X — log(2d)) pour tout X > 0.

Démonstration. D’une part, observons que fy est croissante par (17.2) et que fx(0) = 0 pour tout N.
On a donc fn(A) < 0 pour tout A < 0, ce qui implique que

limsup fy(A) <0, pour tout A < 0
N—o0

D’autre part, il suit de 'inégalité de Jensen que

Zj\v = E[eAﬁN] > e EILN]

Or, E[Lyn] = LN/QJ p(2k) = o(NN), par (17.1). Par conséquent,
1}\1[11 inf fy(A) >0, pour tout A € R.
—00

En particulier, cela démontre que limy_,o fx(A) = 0 pour tout A < 0. Nous supposerons donc, dans
le reste de la preuve, que A > 0.

Remarquons tout d’abord que Z3 41 = Z3y, puisque Son 41 est toujours différent de 0. 11 suffit
donc de montrer la convergence de la suite (ﬁ log Zyn ) N>1-

2. Lafonction génératrice des cumulants de £ sous P} est donnée par la fonction ¢ — log IE N[eN] = log(ZNT/ZN).
log EX [e tﬁNH log Z.

En particulier, le cumulant d’ordre k de £x sous P est donné par

dtk t=0 d/\k
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Observons a présent que eMHs2i=0) = (e* — 1)1g,,—0} + 1. On peut donc écrire

N = H{ Digg,mop + 11 = Y (=D ovieay

Ac{1,..,N}

N
=1+ Z Z (et — 1)"4‘1{521-:0 vieay-  (17.4)

L=1Ac{1,..,L}
ASL

Par conséquent,

zN_1+Z Y (e =D)AP(Sy =0Vie A). (17.5)
L=1 Ac{1,.. ,L}
ASL

!

|

| |

0 L 2N
FIGURE 17.2: La décomposition de la fonction de partition Z3,, en termes de 'ensemble A. Les points de ce

dernier sont marqués.

De méme, en utilisant a nouveau (17.4),

Zyy =E(eM2N 15, o)) = €'E(eN211g, o))

N-1
=MpeM) + > > (- )MIP(sy = 0vi € A)p2N —2L)}
L=1 AC{l,...,L}
SL

> et e(d) N™Y2 2y _o > c(d) N~ 23y,

ot la premiére inégalité suit de la borne p(2N — 2L) > ¢(d)N~%2 pour tout 0 < N (cf. (17.1)) et
de (17.5), alors que la seconde suit de Zy, = E(e 2N~ 26)\1{52N 0}) < e*E(e Ao - 2) = My o

FIGURE 17.3: La décomposition de la fonction de partition ZQ‘N en termes de I'ensemble A. Les points de ce
dernier sont marqués.

FEvidemment, on a également la borne Z;‘N > ZS‘N On conclut donc que

1 .
Jim = log(Za /Zay) = 0. (17.6)

Or, pour tout M, N € N*, la propriété de Markov a pour conséquence que

7\ _ AL AL
ZQ(N+M) = ]E[e 2(N+M)1{S2(N+M):O}] > E[e Q(N-HM)1{52N10}1{82(N+]\/1):0}]

= E[e*2V 15, —o)) E[eM2M (g, —0y] = Z3n 23y
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Par conséquent, la suite (— log Z%N) N>1 est sous-additive et le Lemme 17.5 s’applique :

1 X
lim — log Z2 —log Zy.
N, oy 108 2o = Sup 57 log Zo

Combiné avec (17.6), ceci établit I'existence de 1’énergie libre f.

La croissance et la convexité de f découlent des propriétés correspondantes de fy établies en (17.2)

et (17.3). Le fait que f(A) = 0 lorsque A < 0 a été établi en début de preuve. Finalement, lorsque A > 0,
on a d’une part

Ziyy = E[eren] < Y

Y

et donc f(\) < %)\, et d’autre part,
Zoy > MVP(Sor = 0k € {1,...,N}) = MV (2d) 7V,

etdonc f(\) = 21X — 3 log(2d). O

La transition de phase

Nous allons a présent nous intéresser au comportement de I’énergie libre lorsque A varie. On a déja
vuque f(\) = 0 pour tout A < 0. Ceci implique que f ne sera pas analytique au point A¢(d) := inf{\ >
0] f(A) > 0}. Le Théoréme 17.2 implique que A\.(d) < log(2d). Le théoréme suivant détermine A.(d)
explicitement et montre que A. est le seul point auquel I’énergie libre n’est pas analytique.

Théoréme 17.3. On a
Ae(d) = |log P(7 < 00)],

out = inf{n > 1|S,, = 0}. En particulier,
Ae(1) =Ac(2) =0 et Ac(d) > 0 pourtoutd > 3
De plus, A est la seule valeur de \ a laquelle f n’est pas réelle-analytique.

Démonstration. Au vu du Théoréme 17.2, on peut supposer que A > 0. De plus, comme on I’a vu dans
la preuve de ce théoréme, il suffit de travailler avec

Zyy = E[emml{sm:o}]-

En procédant comme dans la preuve de ce théoréme, on obtient

Zyy = Y (- D)AIP(Sy =0Vie A)
AcC{1,..,N}
ASN

n=10,++4lp=N i=1
0;>1Vi

N-1
= e p(2N) + Z (e* —1)p(20) -
(=1

||P12

14+

(‘\
\vﬁgM
H :]:

N
:Z p(20) Z)n o0, (17.7)
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ot 'on a pris pour convention Z) := e*/(e* — 1).
Introduisons les fonctions génératrices

Ay(s) = Z Zons?™N et By(s) = Z(e)‘ —1)p(20)s*
N=0 1

et notons 74, et rg, leurs rayons de convergence. Observez que (17.1) implique que 7, = 1, alors que
la preuve du Théoréme 17.2 montre que ZS‘N = f(M2N+o(N) et donc que TA, = e € (0,1]. En
particulier, 75, < rg,.

La relation (17.7) peut alors se reformuler en termes des fonctions génératrices :

Ax(s)(1 = By(s)) = —

- 17.8
T (17.8

pour tout s € {z € C| |z <7y, }.

Notons s, = sup{s > 0 | Bx(s) < 1}.0On a évidemment 0 < s, < 7g,. De plus, comme [B(s)| <
B (|s]), on a nécessairement By (s) # 1 pour tout s € {z € C||z| < s, }. Observons également que
Bx(s«) = 1lorsque s, < rp,.

Le membre de droite de (17.8) ne s’annulant jamais, on a nécessairement s, > r,,. On peut donc
réécrire (17.8) sous la forme

e 1

Aals) = A —1 1—By(s)

(17.9)

pour tout s € {z eC ‘ |z| < 7a, } Le membre de gauche de (17.9) définit une fonction analytique
dans le disque de rayon 74, divergeant hors de ce disque. Le membre de droite définit une fonction
analytique a I'intérieur du disque de rayon s,. On en conclut que s, = 7y, .

Nous allons a présent déterminer les valeurs de A pour lesquelles f()) > 0. Observez que ceci est
équivalent a ry, < 1. La discussion précédente montre que r5, < 1 si et seulement si il existe s, €
(0,1) tel que By(s«) = 1. La fonction s — By (s) étant strictement croissante sur [0, 1) et satisfaisant
B (0) = 0, l'existence d’un tel s, est équivalente® a By(1) > 1. Or, By(1) = (e — 1) Y72, p(2¢) =
(A —1E(Loo), 0l Log = D00 14g,,—0} est le nombre total de retours en 0. On vérifie aisément (voir
le cours d’introduction a la théorie des probabilités) que E(L) = 7/(1 — r) avec r = P(7 < 00). On
a donc finalement les équivalences suivantes :

fAA) >0 & mn, <1 & By(1)>1 & A>|logr|,

ce qui montre que A\ = |log P(7 < o0)].

Supposons a présent que A > X.. Dans ce cas, ra, < 1etBy(ry,) = 1. En d’autres termes, la
fonction

W)= (e* =1) ) p(20)r*

1
satisfait
W(A,ra,) =1 pourtout A > A.. (17.10)

Observez que W est analytique sur C x {r eC ‘ Ir| < 1}. De plus, OW /Or étant strictement positif en
(A, 7a, ), la version analytique du théoreme des fonctions implicites implique I'existence d’une fonction
analytique \' +— r(\'), définie sur un voisinage V' de A, telle que

W, r(N)) =1 pourtout N €V,

c’est-a-dire By/(r(\’)) = 1. Cela montre que 74, = 7(\) dépend analytiquement de X lorsque A > A..
La méme chose est donc vraie de f(\) = —logra,. O

3. Notons que, par le théoréme de convergence monotone, B (1) = limg41 B (s) (dans R U {+o0}).
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Conséquences pour la fraction de monomeres adsorbés

On peut a présent extraire les conséquences sur la densité asymptotique de monomeres adsorbés.

Corollaire 17.4. La limite p()\) := limy_ o pn () existe pour tout X # Ac. De plus,

p(A)=0 YA<A et p(A)>0 VA> A

Démonstration. Par le Théoreme 17.3, I’énergie libre est différentiable en tout point A # A.. Il suit donc
de (17.2) et du Lemme 17.6 que

d

Jim pn () = lim - fv(A) = 7f(A)-

Pour A < A, laffirmation est triviale puisque f = 0 sur cet intervalle. Pour A > A, on peut utiliser la
stricte positivité et la convexité de f, puisque celles-ci impliquent que % FA) = fN)/(A=X) >0. O

On peut en fait, avec un peu plus de travail, déterminer le comportement de f et p au voisinage de
Ac a Paide de la relation (17.10). Nous nous contenterons d’illustrer ceci lorsque d = 1. Dans ce cas,
il suit du théoréme limite local (ou de la formule de Stirling) que |p(2¢) — (7¢)~/?| < ¢/¢ pour tout
£ > 1. On a donc, lorsque € |, 0,

Z ( el — Zﬁ 1/2 —eﬁ O(|loge|)

1 £>1

= ﬁe_l/z > (ef)?e e+ O(flog e])

>1

1+o(1) _y/ /OO —1/2 -
=——"¢ x”/%e *dx + O(|log e

= (14o0(1)) e /2,
Par I'identité (17.10),

Z p(%)e_f()‘)% = (e’\ — 1)_1.

>1

Par conséquent, lorsque A | 0 (et donc f()) | 0),
(1+0(1) (2f(N)/? = (* = 1)

et donc
2

) = %(1 +o(1)). (17.11)

En particulier, dans le cas d = 1, on conclut que f est €'}, mais pas € en \. = 0. On dit que la transition
de phase en \; est du deuxiéme ordre.

En effet, d’une part, si f était 6”2 en 0, alors il suivrait du théoréme de Taylor-Young que f(\) =
o()\2) lorsque \ | 0, ce qui contredirait (17.11). D’autre part, f étant convexe et f’ étant bien définie
partout, sauf éventuellement en 0, p1 (0) = limy o f'(A) > 0 impliquerait f'(A) > p4(0)A, ce qui
contredirait a nouveau (17.11).

A titre purement informatif, voici les résultats auxquels conduit une analyse similaire en dimensions
supérieures (en omettant les constantes explicites pour simplifier) : lorsque A | A,

d=2:  f(\) =exp[-O((A= o) Y],

d=3:  fA)=0(A—X)?),
d=4:  f() =0((A—Ao)/llog(x = Ao))),
d>5:  f(A)=0\=X\).
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Compléments techniques.
Lemme sous-additif. Une suite (a,,)n>1 C R est sous-additive si
Untm < Gp + Gy VMM .
Lemme 17.5 (Lemme sous-additif, Lemme de Fekete). Soit a,, une suite sous-additive. Alors,
lim 2 = inf 2
n—oo n n n

Démonstration. Soit a := inf,, a, /n et &’ > a. Soit £ tel que a;/¢ < /.
On peut écrire tout n > 1 sous la formen = kf + javeck € Net0 < j < £. Il suit donc de la
définition de « et de la sous-additivité de (a,),>1 que

an < ap = a4 < kag +aj .

On en déduit que

. .eQ . a a
a < liminf = < limsup — < d <d.
n—oo n n—oo N L
Le résultat suit en prenant la limite o’ | . O

Limite de fonctions convexes.

Lemme 17.6. Soit (g, )n>1 une suite de fonctions convexes différentiables sur R convergeant ponctuelle-
ment vers une fonction g. Alors, si g est différentiable en x,

L o@) = tim g, ()

a n—oo dx

Démonstration. Voir, par exemple, [22, Appendix B.2]. O
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18.1

Le modele de monomeres-dimeres

Dans ce chapitre, nous allons introduire le modeéle de monomeres-dimeéres et étudier certaines de
ses propriétés. La motivation principale est de montrer comment des techniques de couplage (ici, la
percolation de désaccord!) peuvent étre utilisées pour étudier de tels champs aléatoires.

Le modéle de monomeres-diméres est un modéle classique de physique statistique, avec de nom-
breuses applications dans d’autres domaines, que ce soit en recherche opérationnelle, en optimisation
combinatoire ou encore en informatique théorique.

Définition du modele

On consideére le graphe (Z¢, A9), ou A% := {{i,j} C Z?|||j — i||, = 1} est 'ensemble des arétes
joignant les sommets voisins de Z%. On écrira e ~ €’ pour signifier que deux arétes e # ¢’ € A?
partagent une méme extrémité. Pour tout? A € A%, onnote OA := {¢/ € A\ A|Te € A, e ~ €}

On notera Q = {0, 1} I'ensemble des configurations w = (w,)cea du modéle de monomeres-
diméres dans A. On écrira |w| = #{e € A|w. = 1}. Si A et A’ sont deux sous-ensembles disjoints
de A% etw € Qp, w' € Qu, on notera ww' la configuration dans A U A’ coincidant avec w sur A et
avec w’ sur A’. Etant donné A C A, on notera wa = (we)eea la restriction de la configuration w a A.
Finalement, on notera oa : 25 — Qa la variable aléatoire définie par oa(w) = wa, avec la notation
abrégée o, = 0/, lorsque A se réduit a I'aréte e.

Une configuration w € 2, est admissible si w, = w. = 1 implique que e ¢ ¢'. L’interprétation
est la suivante : les arétes de A pour lesquelles w. = 1 sont supposées occupées par un dimeére (un
polymére composé de deux monomeres); chaque dimére occupe deux sommets voisins de Z¢ et il est
impossible pour deux diméres d’occuper un méme sommet (cf: Fig. 18.1). En particulier,
donc le nombre de diméres dans la configuration w.

w| représente

Soit @ € Q) admissible. Le modéle de monomeéres-diméres dans A € A% avec condition au bord
a et fugacité A € R est la mesure de probabilité sur {15 associant a toute configuration w € {2, la
probabilité

w
A‘ | 1{wa est admissible }

() = :
A

La constante de normalisation Z/C\“; =D € Al {wa est admissible} €St appelée fonction de partition.
Pour alléger les notations, on omettra généralement I'indice .

1. Traduction littérale du terme anglais disagreement percolation habituellement utilisé.
2. Lanotation A € B signifie que A est un sous-ensemble fini de B.
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FIGURE 18.1: Deux configurations typiques du modéle de monomeres-diméres (A = 0,5 et A = 120).

18.2 Propriété de Markov spatiale

Une propriété élémentaire, mais essentielle, de la mesure u{ est la propriété de Markov spatiale
suivante. Soit A C A € A% et o € Qg5 admissible. Pour toute configuration w’ € aa telle que w'ar
soit admissible, et pour tout événement A C Qa,

'l

a A N (Zzo\t)il EweA 1{ww’o¢ est admissible}/\lw‘ﬂw
piloa € Alopa =u') = — 5 PERPEd
(ZA) ZwGQA 1{ww’a est admissible}>\
 Dwen Lwpest admissible})\lw|
ZwEQA l{wﬁ est admissible})‘|w|

= (Zg)_l Z 1{0.;,8 est admissible}/\lw‘ - Mi(A)7
wEA

ou l'on a noté 8 = (w'a)ga. Un cas particulier qui nous sera utile plus tard est lorsque A est réduit a
une unique aréte e € A. Dans ce cas, pour toute configuration w’ € Q2 (.} telle que aw’ soit admissible,

(L+ X' sify=0Vf~e,
1 sinon.

1 (00 = 0] on\ o) = &) = pyy (00 = 0) = {

En particulier,

1
B PR oe = 0loaeg =) > 7 s

Nous aurons besoin d’une autre conséquence élémentaire de la propriété de Markov spatiale. Etant
donné A C A € A% on notera K4 Ay la marginale de pf.\ dans A, c’est-a-dire la mesure de probabilité
sur QA associant a toute configuration w € (A la probabilité
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Soit A C Ay C A € Alet Ay = Ay UDAs. Soit A C Qa, et A’ = {w € Qp, |wa, € A}. Alors,?

/J'X,Alg)\(‘ég = /’LX,AQ;)\(A/)

= > > uiloa, € Aloon, = Bopa, = w) i} (0on, = B,0p A, = w)
5693A2 LUGQA\A2

— Z Miz(A/) Z pa(oon, = B,op\A, =w)

BeQan, wEDp\ A,
= Y WA, A, (A) pi(00a, = B), (18.2)
BEQaA,

ou l'on a utilisé la propriété de Markov spatiale pour obtenir la troisiéme ligne.

Relaxation exponentielle

Le principal résultat de ce chapitre est que, pour tout A > 0, le modéle de monomeéres-dimeres est
trés peu sensible a la condition au bord utilisée. Afin de quantifier cela, nous utiliserons la notion de
distance en variation totale. Etant donné deux mesures de probabilités ;. et v sur un méme espace
de probabilité (2, F,P), la distance en variation totale || — v||yr entre u et v est définie par

le = vllvr = sup|u(A) = v(A)].
AeF

Pour n > 1, on notera A, == {{i,j} € A%|i,j € {-n,...,n}?}.

Théoréme 18.1. Pour tout \ > 0, il existe K et x > 0 tels que, pour tout n > 1, pour tous A, A’ € Al
tels que AN A" D Aoy, et pour toutes conditions au bord o € Qyp et ' € Qgpr admissibles, on ait

d —_—
4% Aix — B35 A, llve < Ke ™™,

Intuitivement, ce résultat affirme que le comportement du systéme loin des parois du domaine A dépend
trés faiblement de la géométrie du domaine et de la condition au bord. En particulier, on peut montrer
que ce résultat implique que les diméres ne vont pas s’orienter majoritairement dans une méme direction
(sinon on pourrait sélectionner cette direction en choisissant A et « de fagon appropriée). On dit que ce
modeéle reste dans la phase isotrope quel que soit A > 0 (cf. Fig. 18.1).

Notons que ceci n’est plus vrai lorsque 'on remplace les diméres par des k-méres (c’est-a-dire des
« batonnets » de longueur k) avec k suffisamment grand [15], comme dans la simulation de la Fig. 18.2,
ou que l'on autorise des k-meéres de longueurs variables [30]. C’est également le cas pour le modele de
monomeéres-diméres lorsque I'on ajoute une contribution énergétique récompensant ’alignement des
diméres [29]. Dans tous ces derniers cas, la majorité des batonnets s’alignent dans une méme direction
pour certains régimes de valeurs de la fugacité; on dit alors que le systéme se trouve dans la phase
nématique.

Le premier résultat démontrant I’absence d’ordre nématique pour le modéle de monomeres-dimeéres
a été obtenu dans le célebre article [28], mais sous une forme assez différente. L’approche suivie ici,
dont la preuve est considérablement plus simple, est due a [52].

Preuve du Théoreme 18.1

La preuve du Théoréme 18.1 sera une conséquence du Lemme suivant.

3. Comme d’habitude, si P est une mesure de probabilité et A, B deux événements, nous utilisons la convention que
P(A| B)P(B) =0siP(B) = 0.
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FI1GURE 18.2: Lorsque les diméres sont remplacés par des k-méres avec k assez grand (conjecturalement, k& > 7),
on peut observer une phase isotrope a faible fugacité (gauche) et une phase nématique a fugacité intermédiaire
(droite). A trés grande fugacité, il est conjecturé qu'une nouvelle phase isotrope apparait.

Lemme 18.2. Pour tout A > 0, il existe &' > 0 tel que, pour toutn > 1,e € 9Ag, et a,a € Qyp,,
admissibles satisfaisant oy = o/f pour tout f # e, on ait

—k'n

/
H:u’zzn,An;)\ - ﬂﬁzn,An;/\”VT e

Commencons par vérifier que ce lemme implique effectivement la validité du Théoréme 18.1. Soit
A C Qp,, un événement ne dépendant que de la configuration a l'intérieur de A,,. On peut alors écrire,
en utilisant (18.2),

P, A= Y uk(00ag, =B 1A, 4, (A)
BEQaA,,,

= Y 1R(0on,, = B) uk(0on,, = B) A, A, (A),
B,8'€QoA,,

puisque > g 1% (7o, = ') = 1. Par conséquent,
2n

1§ a, (A) = 1% A, (D] <D0 18 (0on,, = B) 1k (0on,, = B) 13, a, (A) — X, A, (A)].
B?ﬂ/GQOAQn

Afin de borner |ui2m A, (A) = ug’%’ A, (A)], on peut utiliser le Lemme 18.2. Considérons une suite de
conditions au bord 81 = 3, B2, ..., Bn_1, By = [ telle que B, et Br11 ne différent qu’en une unique
aréte. Evidemment, on peut supposer que N < |0Asg,|. Le lemme implique alors

!

N
Bl K -
"U//KZQnyAn (A) B ’UliQnyAn (A)} < Z‘Mian,An (A) B MAanlyAn (A)‘ < |8A2n’ € o < K@ Hn’
k=2

avec k = £’ /2 et K une constante ne dépendant que de «’ et d. On a donc

1R A, (A) = 1A, (A)] < Ke ",

uniformément en A C Qa,,, ce qui démontre le Théoréme 18.1.
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Preuve du Lemme 18.2. Etant donné deux configurations w, w’ € Qa,, et une aréte ¢’ € Ay, U 0Ag,,

on écrira ¢/ ¢ Ay, si (wa)e # (wW'a!)e et 'l existe une suite e1 ~ ey ~ -+ ~ ey, d’arétes
distinctes de Ay, \ {€'} avec e; ~ €/, e, € A, et telle que we, # wg]_ pour tout 1 < j < m. Soit

£
B = {(w,w') € Qa,, X Qn,, | € /> An}, o I'on rappelle que ¢ est I'unique aréte de dAs,, sur
laquelle les conditions au bord « et o’ différent. Finalement, on notera

Cu = Cu(w, o) = Ay U{e € Doy \ A, | & <25 A,)

'« amas de désaccord » de A,,. On peut alors définir une application 7" : Qa,, X Qa,, — Qa,, X QA,,
interchangeant w et w’ sur C :

T(W, w/) = (W,C;e wA2n\C¢ ) wc;éwlAQn\C;é ) :

Evidemment, T" est bijective et (w,w’) € B ¢ T(w,w’) € B. De plus, lorsque B a lieu, (wa)ac, =
(W'a)ac - Par la propriété de Markov spatiale, 7" préserve donc la mesure produit i, ¥ ,uCA“/Zn sur B.
Soit A C Qa,,. On peut alors écrire

/’LZQH,AW, (A) = /’[/Zgn X MKQn ({(w7w/) 6 QAZTL X QAQn ‘wAn e A})
= MZ% X ILLOCA,Qn ({(w’w,) S QA2n X QA% ‘wAn € A, (waw/) € B})
+ :u(zgn X M%gn ({(w?w/) € QAzn X QA2n |"‘)An € A’ (Waw/) € BC})

De facon similaire,
MZQ,L,An (A) = Nﬁgn X HKQ,L({(%W/) € QAQn X QAzn ‘W/An € A, (wvw/) € B})
Fuk, X px, ({(W,0') € Qa,, X Qa,, [Wh € A, (w,w') € BY).
Or, puisque 7" préserve la mesure sur B, on a I'identité
:U’aAgn X :U’OA/Qn ({(ij/) € QAzn X QAzn |wAn € A, (w7w/) € B})
= 1R, % X, ({(W,w) € Qa,, % Qn,, |wh, € A, (w,u') € BY).
On conclut donc que
‘MZQn,An (A) - MZQn,An (A)‘ g IJ/ZQn X MaAzn (BC)

II ne reste donc plus qu’a borner la probabilité dans le membre de droite. Par définition, B¢ se produit
si et seulement si il existe une suite e; ~ ey ~ --- ~ e, d’arétes distinctes de Ag, telle que e; ~ e,
em € Ap etw,, # w,,. pour tout 1 <i < m.

Soit £ € N*. L’observation clé est que, presque-siirement, il ne peut exister qu’au plus un chemin

€~ el ~ sre e avec W, =+ wt’zi pour tout 1 < ¢ < k (un chemin de désaccord de longueur
k partant de e). En effet, supposons qu’on puisse en trouver deux : ¢, = e ~ e; ~ -+ ~ ¢, et
ey =€~ e~ -~ Soitr = min{l > 1|e, # e,}. Alors les trois arétes e,_; = e,._;, e, et

el partagent toutes une méme extrémité. Mais comme w et w’ différent sur chacune de ces arétes, on
conclut qu’il y a soit 2 arétes sur lesquelles w prend la valeur 1, soit 2 arétes sur lesquelles w’ prend la
valeur 1. Les configurations aw et o/w’ ne peuvent ainsi pas étre toutes deux admissibles.

Soit donc e ~ e; ~ --- ~ e un chemin de désaccord de longueur k. Sans perte de généralité,
on supposera que o, = 1. L’observation précédente implique alors que tout chemin de désaccord de
longueur k 4+ 1 partant de e doit étre de la forme e ~ e; ~ --- ~ e ~ €. Supposons que k est impair
(sinon le méme argument s’applique en remplacant w par w’). Dans ce cas, wz = 1. Mais il suit de (18.1)
que la probabilité que wy = 0 pour toutes les arétes f ~ e non encore utilisées est au moins égale
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a (1 + A\)~24=1 indépendamment des valeurs prises par w sur les autres arétes. Par conséquent, la
probabilité qu’il existe un chemin de désaccord de longueur k + 1 partant de e sachant qu’il en existe un
de longueur k est au plus égale a 1 — (1 +X)~(24=1)_ On conclut que la probabilité qu’il y ait un chemin
de désaccord joignant e 2 A,, (et donc de longueur au moins n) est au plus égale a (1 — (14 )\)*(2‘1*1))”,
et le lemme est démontré. O

Remarques bibliographiques : Ce chapitre s’inspire fortement de ’article [52].
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Notations

Ensembles, objets

Pensemble Z-~ g des entiers strictement positifs
I'ensemble {x € R|x > 0} des réels positifs

I'ensemble {x € R|z > 0} des réels strictement positifs
Pensemble des mesures de probabilité sur 2

Lois de probabilité

graphe d’Erdés-Rényi avec n sommets et probabilité de rétention p

K, le graphe complet a n sommets
[n] I'ensemble {1,...,n}

L=y I'ensemble {k € Z |k > (}
Ly I'ensemble {k € Z | k > ¢}
Z<y I'ensemble {k € Z | k < ¢}
Ly I'ensemble {k € Z | k < ¢}

N I’ensemble Z~( des entiers positifs
N*

Ry

R}

M ()

G(n,p)

Bern(p loi de Bernoulli de parametre p

)
Binom(n, p)

N (p, 0%)

loi binomiale de parametres n et p

loi normale de paramétres 1 et o

mesure de probabilité associée a la loi de Poisson de paramétre A

Divers

A est un sous-ensemble de B (le cas A = B est possible)

Poisson(A) loi de Poisson de paramétre A

P

a:="b a est défini comme étant égal a b
ACB

ACB A est un sous-ensemble strict de B
[ —vllve

distance en variation totale entre les mesures p et v
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Z(X)
Q)
Fx
X

loi

X=Y
Xx9y|4
aVb
anbd

[I-1lx

[1l2

[R[P

V-1

loi de la variable aléatoire X

notation alternative pour p({i}) lorsque u € M;(Q2), Q dénombrable et i €
fonction de répartition de la variable aléatoire X : Fy(z) .= P(X < z)
fonction caractéristique de X : px (t) := E[e!X]

X alaméme loi que Y

X ala méme loi que Y conditionnée par I’événement A
max{a, b}

min{a, b}

la norme ¢! ou L*

la norme ¢2 ou L?

la norme ¢*° ou L*°
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