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Introduction

Si la théorie des probabilités a été originellement motivée par I'analyse des jeux de hasard, elle
occupe aujourd’hui une place centrale dans la plupart des sciences. Tout d’abord, de par ses applica-
tions pratiques : en tant que base des statistiques, elle permet I’analyse des données recueillies lors
d’une expérience, lors d'un sondage, etc.; elle a également conduit au développement de puissants
algorithmes stochastiques pour résoudre des problemes inabordables par une approche détermi-
niste; elle posséde en outre de nombreuses applications directes, par exemple en fiabilité, ou dans les
assurances et la finance. D’un c6té plus théorique, elle permet la modélisation de nombreux phéno-
menes, aussi bien en sciences naturelles (physique, chimie, biologie, etc.) qu’en sciences humaines
(économie, sociologie, par exemple) et dans d’autres disciplines (médecine, climatologie, informa-
tique, réseaux de communication, traitement du signal, etc.). Elle s’est méme révélée utile dans de
nombreux domaines de mathématiques pures (algebre, théorie des nombres, combinatoire, etc.) et
appliquées (EDP, par exemple). Finalement, elle a acquis une place importante en mathématiques de
par son intérét intrinséque, et, de par sa versatilité, possede un des spectres les plus larges en mathé-
matiques, allant des problemes les plus appliqués aux questions les plus abstraites.

Le concept de probabilité est aujourd’hui familier a tout un chacun. Nous sommes constamment
confrontés a des événements dépendant d'un grand nombre de facteurs hors de notre controle; puis-
qu’il nous est impossible dans ces conditions de prédire exactement quel en sera le résultat, on parle
de phénomenes aléatoires. Ceci ne signifie pas nécessairement qu’il y ait quelque chose d’intrinse-
quement aléatoire a ’ceuvre, mais simplement que I'information a notre disposition n’est que par-
tielle. Quelques exemples : le résultat d'un jeu de hasard (pile ou face, jet de dé, roulette, loterie,
etc.); la durée de vie d'un atome radioactif, d'un individu ou d’'une ampoule électrique; le nombre
de gauchers dans un échantillon de personnes tirées au hasard; le bruit dans un systéme de commu-
nication; la fréquence d’accidents de la route; le nombre de SMS envoyés la nuit du 31 décembre;
le nombre d’étoiles doubles dans une région du ciel; la position d'un grain de pollen en suspension
dans I'eau; I'évolution du cours de la bourse; etc.

Le développement d'une théorie mathématiques permettant de modéliser de tels phénomenes
aléatoires a occupé les scientifiques depuis plusieurs siecles. Motivés initialement par I'étude des
jeux de hasard, puis par des problémes d’assurances, le domaine d’application de la théorie s’est en-
suite immensément élargi. Les premiéres publications sur le sujet remontent & G. Cardano ' avec son
livre Liber De Ludo Alece (publié en 1663, mais probablement achevé en 1563), ainsi qu’a Kepler?

1. Girolamo Cardano (1501, Pavie - 1576, Rome), parfois connu sous le nom de Jérome Cardan, mathématicien, phi-
losophe et médecin italien. Féru d’astrologie, on dit qu'il avait prévu le jour de sa mort, mais que celle-ci ne semblant pas
vouloir se produire d’elle-méme, il se suicida afin de rendre sa prédiction correcte.

2. Johannes Kepler (1571, Weil der Stadt - 1630, Ratisbonne), mathématicien, astronome et astrologue allemand.
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et Galilée®. Toutefois, il est généralement admis que la théorie des probabilités débute réellement
avec les travaux de Pascal* et de Fermat®°. La théorie fut ensuite développée par de nombreuses per-
sonnes, dont Huygensﬁ, J. Bernoulli /, de Moivre ®, D. Bernoulli?, Euler '°, Gauss '! et Laplace 12 1a
théorie moderne des probabilités est fondée sur I'approche axiomatique de Kolmogorov ', basée sur
la théorie de la mesure de Borel * et Lebesgue '°. Grace a cette approche, la théorie a alors connu un
développement tres rapide tout au long du XX€ siecle.

Modélisation des phénomenes aléatoires

Le but de la théorie des probabilités est de fournir un modéle mathématique pour décrire les
phénomeénes aléatoires. Sous sa forme moderne, la formulation de cette théorie contient trois ingré-
dients : I'univers, les événements, et la mesure de probabilité.

Univers.

Il s'agit d'un ensemble, noté habituellement (2, dont les éléments correspondent a tous les résul-
tats possibles de I'’expérience aléatoire que I'’on cherche a modéliser. On I'appelle également |’espace
des observables, ou encore I'espace échantillon.

Exemple0.1.
1. Un tirage a pile ou face : Q = {P,F}.
2. Deux tirages a pile ou face : Q = {PP,PF,FP,FF}.

3. Une suite de tirages a pile ou face se terminant a la premiere apparition d'un pile : Q =
{P,FP,FFP,FFFP,...}.

Une suite de lancers de dé : Q = {(ap) =1 : ar €1{1,...,6},Vk=1}.
Taille d’'une personne : Q = R™.
Durée de vie d'une ampoule : Q = R*.

N e

L'évolution du cours d’une action sur un intervalle de temps [s,] : Q = €([s,t],R"), oul'on a
noté € (A,B) I'ensemble des fonctions continues de A vers B.

8. La trajectoire d'un grain de pollen en suspension dans un fluide: Q =€ (RT,R3). o

Dans chaque cas, il ne s’agit que d'une modélisation de I’expérience correspondante : il y a donc
évidemment de nombreuses facons de choisir et d’encoder les différents résultats possibles d'une
expérience aléatoire dans un ensemble Q. Par exemple, dans le troisieme exemple, on pourrait tout
aussi bien prendre Q = N*, en ne retenant que la durée de la partie; dans le cinquiéme, on pourrait
limiter, par exemple, Q a [0,3] (metres), voire a {1,2,...,3000} (millimetres), sans perte de généralité.

3. Galilée ou Galileo Galilei (1564, Pise - 1642, Arcetri), physicien et astronome italien.

4. Blaise Pascal (1623, Clermont - 1662, Paris), mathématicien, physicien, philosophe, moraliste et théologien francais.
Auteur de nombreuses contributions majeures en mathématiques et en physique, il délaisse ces dernieres a la fin de 1654,
a la suite d’'une expérience mystique, et se consacre a la réflexion philosophique et religieuse.

5. Pierre de Fermat (1601, Beaumont-de-Lomagne - 1665, Castres), juriste et mathématicien francais.

6. Christiaan Huygens (1629, La Haye — 1695, La Haye), mathématicien, astronome et physicien néerlandais.

7. Jacques ou Jakob Bernoulli ( 1654, Bale - 1705, Bale), mathématicien et physicien suisse.

8. Abraham de Moivre (1667, Vitry-le-Francois - 1754, Londres), mathématicien francais.

9. Daniel Bernoulli (1700, Groningen - 1782, Béle), médecin, physicien et mathématicien suisse.

10. Leonhard Euler (1707, Bale - 1783, Saint-Pétersbourg), mathématicien et physicien suisse. Il est considéré comme le
mathématicien le plus prolifique de tous les temps. Complétement aveugle pendant les dix-sept dernieres années de sa vie,
il produit presque la moitié de la totalité de son travail durant cette période.

11. Johann Carl Friedrich Gauss (1777, Brunswick - 1855, Gottingen), mathématicien, astronome et physicien allemand.

12. Pierre-Simon Laplace (1749, Beaumont-en-Auge - 1827, Paris), mathématicien, astronome et physicien francais.

13. Andrei Nikolaievich Kolmogorov (1903, Tambov - 1987, Moscou), mathématicien russe.

14. Félix Edouard Justin Emile Borel (1871, Saint-Affrique - 1956, Paris), mathématicien et homme politique francais.

15. Henri Léon Lebesgue (1875, Beauvais - 1941, Paris), mathématicien francais.
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Evénements

Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est vérifiée ou non une fois le résultat de
I'expérience connu. Mathématiquement, un événement est caractérisé par I’ensemble des résultats
dans lesquels il est réalisé (un tel résultat est alors appelé une réalisation de I'’événement).

Exemple0.2. On lance deux fois un dé, Q = {(m,n) € {1,2,3,4,5,6}2}.

1. Lévénement «le second lancer est un 6 » :
{(m,6) : me{1,2,3,4,5,6}}.
2. L'événement «le premier lancer est supérieur au second » :
{(mn)eQ:m>n.
3. L'événement «la somme des deux lancers est paire » :
{(m,n) eQ:2|(m+ n)}. 3
Exemple 0.3. On effectue une suite de lancers de dé :
Q={apks1 : ar€l,...,6},Vk=1}.
L'événement «le 6 est sorti avant le 1 » correspond a
{(a)i=1 €Q:min{n=1:a,=6}<min{n=1: a, =1}}.

(Dans ce cas, il faudrait dire également comment interpréter les minima ci-dessus lorsque le 6 ou le
1 ne sortent jamais; la convention usuelle est de poser min & = +oc0.) o

Introduisons un peu de terminologie.
Définition 0.1. Un singleton (c'est-a-dire un événement réduit a un unique élément de Q) est appelé
événement élémentaire. Sinon on parle d'événement composite. On appelle Q) I'événement certain
et & l'événement impossible. Si A est un événement, on appelle A ['événement contraire de A. Si

A,B sont deux événements, on appelle An B I'événement « A et B », et AU B ['événement « A ou B ».
Finalement, si AN B =, A et B sont dits disjoints, ou incompatibles.

Mesure de probabilité

Ftant en possession d'une notion d’événements, on cherche ensuite a attribuer a chacun de ces
derniers une probabilité, qui représente le degré de confiance que I'on a en sa réalisation '°. Les pro-
babilités sont encodées sous forme de nombres réels compris dans I'intervalle [0,1], avec l'interpré-
tation que plus la probabilité est proche de 1, plus notre confiance dans la réalisation de I'événement
est grande. Un événement de probabilité 1 est dit presque-certain ou presque-siir.

Remarque 0.1. Il est important de ne pas confondre un événement de probabilité 1 avec un événement
certain, ou un événement de probabilité nulle avec un événement impossible. Par exemple, supposez
que l'on puisse donner un sens au tirage au hasard d’'un nombre réel dans l'intervalle [0,1], de facon
uniforme (c'est-a-dire sans privilégier aucun de ces nombres). On verra comment le faire dans la se-
conde partie de ce cours. Alors, quel que soit x € [0,1], l'événement « le nombre tiré est x » a probabilité
nulle (il doit avoir la méme probabilité que chacun des autres nombres de l'intervalle, et il y en a une
infinité). Or, a chaque tirage, un événement de ce type est réalisé!

16. Comme on le verra dans le seconde partie de ce cours, il n’est pas toujours possible d’associer une probabilité a tous
les sous-ensembles de Q2. On devra alors restreindre la notion d’événements a une classe de «bons » sous-ensembles. Ceci
n'aura cependant absolument aucune incidence pratique. En effet, aucun des sous-ensembles exclus n'admet de descrip-
tion explicite!
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Il estimportant de remarquer a ce point que la détermination de la probabilité a associer a un évé-
nement donné ne fait pas partie du modele que nous cherchons a construire (on pourra cependant
parfois la déterminer si’on nous donne la probabilité d’autres événements). Le but de la théorie des
probabilités est de définir un cadre mathématique permettant de décrire des phénomenes aléatoires,
mais déterminer les parametres permettant d'optimiser 'adéquation entre le modele et 'expérience
réelle qu'il tente de décrire n’est pas du ressort de la théorie (c’est une tiche dévolue aux statistiques).
En particulier, nous ne nous intéresserons pas aux différentes interprétations de la notion de pro-
babilité. Contentons-nous d’en mentionner une, utile pour motiver certaines contraintes que nous
imposerons a notre modele plus tard : 'approche fréquentiste. Dans cette approche, on n’accepte
d’associer de probabilité qu’'a des événements correspondant a des expériences pouvant étre repro-
duites a I'infini, dans les mémes conditions et de facon indépendante. On identifie alors la proba-
bilité d’'un événement avec la fréquence asymptotique de réalisation de cet événement lorsque I'ex-
périence est répétée infiniment souvent. Cette notion a I'avantage d’étre tres intuitive et de donner,
en principe, un algorithme permettant de déterminer empiriquement avec une précision arbitraire
la probabilité d'un événement. Elle souffre cependant de plusieurs défauts : d'une part, une analyse
un peu plus approfondie montre qu’il est fort difficile (si tant est que ce soit possible) d’éviter que
cette définition ne soit circulaire, et d’autre part, elle est beaucoup trop restrictive, et ne permet par
exemple pas de donner de sens a une affirmation du type «il y a 50% de chance pour que la Californie
soit touchée par un séisme de magnitude 7,5 sur I’échelle de Richter dans les 30 prochaines années ».
Dans de telles affirmations, I'événement en question ne correspond pas a une expérience renouve-
lable, et la notion de probabilité n’a plus d’interprétation en termes de fréquence, mais en termes de
quantification de notre degré de certitude subjectif quant a la réalisation de I'événement en ques-
tion. En résumé, il existe de nombreuses interprétations du concept de probabilité, dont certaines
sont beaucoup moins contraignantes que l'interprétation fréquentiste, mais il s’agit d'un probléme
épistémologique que nous ne discuterons pas ici

Désirant modéliser les phénomeénes aléatoires, il estimportant que les propriétés que I’on impose
alafonction attribuant a chaque événement sa probabilité soient naturelles. Une facon de déterminer
un ensemble de bonnes conditions est de considérer I'interprétation fréquentiste mentionnée plus
haut. Répétons N fois une expérience, dans les mémes conditions, et notons fx(A) la fréquence de
réalisation de I'événement A (c’est-a-dire le nombre de fois N4 ot il a été réalisé divisé par N). On a
alors, au moins heuristiquement,

P(A) = lim fn(A).
N—o00

On peut ainsi déduire un certain nombre de propriétés naturelles de P a partir de celles des fré-
quences. En particulier fy(Q) =1, 0 < fn(A) <1, et, si A et B sont deux événements disjoints, Nap =
Na+ Npg, etdonc fy(AuUB) = fy(A) + fn(B). Il est donc raisonnable d’exiger qu'une mesure de pro-
babilité posseéde les propriétés correspondantes,

1. 0=sPA) =1;
2. P(Q)=1;
3. SiAnB =g, alorsP(AuUB) =P(A) +P(B).

Exemple 0.4. On jette deux dés non pipés. Il est alors naturel de prendre Q = {(n,m) € {1,2,3,4,5,6}?}.
Les dés étant supposés bien équilibrés, la symétrie du probleme fait qu’il n'y a aucune raison de
penser un résultat plus vraisemblable qu'un autre (c’est le principe d’indifférence, originellement
proposé par Laplace). On associe donc a chaque événement élémentaire {(n,m)} la méme probabi-
lité 1/36, ce qui conduit, par les propriétés ci-dessus, a définir la probabilité d'un événement A par
P(A) = |A|/36, ou | A| représente la cardinalité de A. On a ainsi, par exemple, que la probabilité que la
somme des dés soit égale a 10 est donnée par P({(6,4),(5,5),(4,6)}) =3/36=1/12. o

Les conditions ci-dessus sont tout a fait naturelles, et suffisent presque a construire la théorie des
probabilités. En fait, comme on le verra dans la seconde partie de ce cours, il sera tres utile (et plutot
naturel!) d'imposer une condition plus forte que 3., a savoir
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3. Si A1, Ay,...sont des événements deux-a-deux disjoints, alors

P A =) P(4)).

i=1 i=1

Ceci ne nous concernera pas pour la premiére partie de ce cours, dans laquelle nous supposons I'uni-
vers  fini ou dénombrable : dans ce cas, on verra que I'on peut associer a chaque événement élé-
mentaire sa probabilité, et en déduire la probabilité des événements composites. Les propriétés 1, 2
et 3’ deviennent alors, dans ce cadre-1a, des conséquences de cette construction.






Premiere partie

Espaces de probabilité discrets

Résumé

Dans cette partie du cours, nous nous restreindrons au cas ot 'univers associé a I'expérience
aléatoire est fini ou dénombrable. On parle alors d’espaces de probabilité discrets. La formulation
mathématique de la théorie est beaucoup plus simple dans ce cas, mais permet déja d’étudier de
nombreux problemes d’intérét.






1.1

Probabilité, probabilité conditionnelle et
indépendance

Mesures de probabilité

On considere une expérience aléatoire dont 'univers Q est fini ou dénombrable. Dans ce cas, on
peut associer a chaque résultat possible de I’expérience sa probabilité. Ceci définit une application
de Q dans [0,1], appelée la fonction de masse.

Définition 1.1. Une fonction de masse sur Q) est une application f : Q — [0,1] telle que

Y flw)=1.

weQ)

Remarque 1.1. Il convient de faire quelques commentaires sur l'écriture utilisée ci-dessus. Une expres-
sion du type

Y g

acA

a un sens évident lorsque A est un ensemble fini et non-vide, puisque dans ce cas on a affaire a une
somme finie. Lorsque A est un ensemble infini dénombrable, il convient d’étre plus prudent. Dans le
cas ot la fonction g : A — R est positive, comme c’est le cas dans la définition précédente, il n’y a pas de
probléme : A étant dénombrable, il est possible de numéroter ses éléments, disons A = {ay,ay,...}. On
pose alors
o0
Y gl@=)_ glap.
acA i=1
Il est important d’observer que cette définition ne dépend pas de l'ordre choisi pour les éléments de A :
la série apparaissant dans le membre de droite étant a termes positifs, la somme est inchangée lorsque
Pordre des termes est modifié.
On utilisera occasionnellement la notation également lorsque A = &. Dans ce cas, la somme est
définie comme étant égale a 0.

Exemple 1.1. > Pour un dé non pipé, on prend Q ={1,2,3,4,5,6} et f(i) = é, i=1,...,6.

> Pour un dé pipé, on pourra avoir par exemple f(1) = %, f@Q=fB)=fA)=f05B)-= % et f(6) =
1

3
> Pour 5 lancers d’une piéces bien équilibrée, on prendra f(w) =27, pour tout w € Q = {P,F}°.

13



14 Chapitre 1. Probabilité, indépendance

> On lance un dé jusqu’a la premiére apparition d'un 6. Si'on s’intéresse au nombre de lancers
nécessaires, il est naturel de prendre Q = N* U {+oo}, la valeur +oo correspondant a une ex-
périence ou le 6 ne sort jamais. Si le dé est équilibré, on verra que f(n) = %(%)”‘1, pour tout
n € N*. En particulier,

froo)=1-3 fm=1-5 3} " =0,
n=1 n=1

et la probabilité de ne jamais voir de 6 est nulle. o

Une fois en possession d'une fonction de masse, on peut définir la probabilité d’'un événement arbi-
traire A < Q.

Définition 1.2. Soit Q un ensemble fini ou dénombrable et f une fonction de masse sur Q). La proba-
bilité de l'événement A c Q est définie par

PA) =) fl).

weA

Lapplication P : 22(Q) — [0,1] est la mesure de probabilité sur Q associée a la fonction de masse f. La
paire (Q,P) définit un espace de probabilité discret.

Evidemment, étant donnée une mesure de probabilité P, on peut immédiatement retrouver la fonc-
tion de masse correspondante : f(w) = P({w}).

Exemple1.2. Onlance un dé équilibré. Soit A1'événement «le résultat est pair ». Alors,
P(A) =P({2,46)=fQQ+f@+f6) =4 +3+5=73. o

Enoncons a présent quelques propriétés élémentaires, mais extrémement importantes de telles
mesures de probabilité.

Théoréme 1.1. Toute mesure de probabilité P sur un ensemble Q) fini ou dénombrable possede les pro-
priétés suivantes.

1. P(Q)=1.

2. (0-additivité) Soit (Ax)x=1 une collection d’événements 2 a 2 disjoints (c’est-a-dire tels que A; N
Aj = pourtouti # j). Alors,

P(UAi) =) P(A4).
i=1 i=1

Démonstration. La premiére affirmation suit immédiatement de la définition. Pour la seconde, il suf-
fit d’observer que

u»(fin): > f(w)=§ > f(w)=§ﬂﬂ>(Ai),

i=1 wer?lei i=1weA; i=1

puisque chaque w € U; A; appartient a exactement un des ensembles A;. O
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Corollaire 1.1. Toute applicationPP : 7 (Q) — [0,1] possédant les propriétés 1. et 2. du théoréme possede
également les propriétés suivantes.

1. P(@)=0.

2. Pourtout Ac Q,P(A°) =1-P(A).

3. (Monotonicité) Pour tout Ac Bc Q,
P(A) <P(B).

4. (Additivité finie) Soit Ay, ..., A, une collection finie d’événements 2 a 2 disjoints. Alors,

P(U 4i) =) PA).
i=1 i=1

5. (Sous-o-additivité) Soit I un ensemble fini ou dénombrable et (A;)ic; une collection d’événe-

ments. Alors,
P(J4i) =) _PA).
iel iel
6. Pour tout A,B c (),
P(AuB) =P(A) +P(B)—P(AnN B).

7. Plus généralement, pour tout collection finie Ay, Ay, ...,A;, € Q,

i = l<i<j<n l<i<j<k=n

n n

P(UA)=)_PUA)- > PANAD+ Y  PANANA)-

=1 i=1

+(D™PA N AN N Ay).

En outre, les sommes partielles des premiers termes du membre de droite fournissent alternative-
ment un majorant et un minorant du membre de gauche (inégalités de Bonferroni').

Démonstration. 1. La collection d’événements &,9,9,... est 2-a-2 disjointe. Il suit donc de la o-
additivité que
P@)=P@ugugu---)=P(@)+P(@)+P(&) +---,

ce qui n'est possible que si P(2) = 0.

4. 11 suffit d’appliquer la propriété de o-additivité a la collection (By)x>1 avec By = A pour 1 < k < n,
et By = & pour k > n, et de conclure en utilisant le fait que P(&) = 0.

2.1=P(Q) =P(AU A°) =P(A) + P(A).

3.P(B)=P(AU(B\A)=P(A) +P(B\ A) = P(A).

5.1l suffit de considérer le cas dénombrable (Ax) =1 (sinon on compléte avec une infinité de copies de
I’ensemble vide). Introduisons B; = A; et, pour k = 2, By = A\ U;C:_ll B;. On a alors UZ:I Ay = Ul’jzl By
pourtout n, BiNBj =@ sii# j, et By < A pour tout k. Par conséquent, P(U2, Ax) = P(UFZ, Bk) =
Yo PBr) = X352, P(A).

6. Comme P(AU B) =P(A) + P(B\ (An B)), l'affirmation suit de P(B) = P(An B) + P(B\ (AN B)).

7. Sera fait en exercice. O

Un cas particulierement important est celui o1 la méme probabilité est associée a chaque résultat
possible de I'expérience. Bien entendu, ceci n’est possible que si Q est fini (pourquoi?).

1. Carlo Emilio Bonferroni (1892, Bergame — 1960, Florence), mathématicien italien, spécialiste en théorie des proba-
bilités.
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Définition 1.3. On appelle mesure de probabilité uniforme sur un ensemble Q fini, la mesure de pro-
babilité associée a la fonction de masse f(w) = 1/|Q|, pour tout w € Q. On dit dans ce cas qu’il y a
équiprobabilité.

Manifestement, lorsqu’il y a équiprobabilité, la probabilité d'un événement A est simplement donnée
par
1A

P(A) = — = .
wea 1l 1]

En d’autres termes, la probabilité de A est alors donnée par le quotient du « nombre de cas favorables »
par le «xnombre de cas total ».

Exemple 1.3. Nous allons a présent introduire un exemple non-trivial d’espace de probabilité fini : le
graphe aléatoire d’Erd6s 2—Rényi 3. Soient m = 0 et n = 1 deux entiers. Le graphe aléatoire ¢ (n,m) est
I’espace de probabilité sur 'ensemble des graphes G = (S,A) avec ensemble de sommets S ={1,...,n}
et ensemble d’arétes A c {{i, jlil<si<js n} satisfaisant | A| = m. La mesure de probabilité sur cet
ensemble est la mesure uniforme.

A titre d’exemple, voici une réalisation du graphe aléatoire ¢(8,4) (les arétes présentes sont indi-
quées en rouge) :

Quelques résultats combinatoires

Nous allons a présent rappeler certains résultats élémentaires de combinatoire qui sont régulie-
rement utilisés par la suite. On utilisera la notation suivante : pour n = r = 1, le symbole de Pochham-
mer” (n), est défini par

(n)y=nn-1)(n-2)---(n—r+1).

On posera également (1) = 1.

Echantillons ordonnés

Considérons un ensemble de n éléments {ay,...,a,}. Un échantillon ordonné de taille r est une
suite ordonnée de r éléments de '’ensemble. On distingue deux procédures :
> le tirage avec remise, durant lequel chaque élément de '’ensemble peut étre choisi a plusieurs
reprises;
> le tirage sans remise, durant lequel chaque élément de 'ensemble ne peut étre choisi qu'au
plus une fois (dans ce cas, on doit évidemment avoir r < n).

2. Pal Erdés (1913, Budapest — 1996, Varsovie), également ortographié Paul Erdds, Paul Erdos ou Paul Erdos, mathéma-
ticien hongrois.

3. Alfréd Rényi (1921, Budapest — 1970, Budapest), mathématicien hongrois.

4. Leo August Pochhammer (1841, Stendal — 1920, Kiel), mathématicien prusse.
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Exemple 1.4. > Onlance un dé 10 fois en notant la suite de résultats obtenus. On obtient ainsi un
échantillon de taille 10 correspondant a un tirage avec remise a partir de '’ensemble {1, ...,6}.

> En Suisse, le résultat d'un tirage au loto correspond a extraire un échantillon de taille 6 par

tirage sans remise a partir de 'ensemble {1, ...,42} °. 3

Lemme 1.1. On considere un ensemble A an =1 éléments, et r € N.

1. Le nombre d’échantillons de taille r distincts que l'on peut obtenir par tirage avec remise d’élé-
ments de A estégalan’.

2. Pourr < n, le nombre d'échantillons de taille r distincts que ['on peut obtenir par tirage sans
remise d'éléments de A est égal a (n),.

3. Le nombre de facons d'ordonner l'ensemble est égal a n!.

Démonstration. 1. Dans le cas du tirage avec remise, chacun des r éléments peut étre choisi de n
facons différentes. Par conséquent, le nombre total d’échantillons possibles est égal a n”.

2. Dans le cas sans remise, le premier élément est choisi parmi 7, le second parmi n —1 (celui
choisi lors du premier tirage ne pouvant pas étre choisi a nouveau), le troisieme parmi 7 — 2, etc. On
a donc un nombre total d’échantillons possibles égal a (n),.

3. Suit de 2. puisque cela revient a faire n tirages sans remise et que (1), = n!. O

Jusqu’a présent, il n’a pas été fait mention de probabilité. Lorsque nous parlerons d’échantillon aléa-
toire de taille r, 'adjectif « aléatoire » signifiera que I'on a muni I’ensemble de tous les échantillons
possibles d’'une mesure de probabilité. Sauf mention explicite du contraire, on considérera la mesure
uniforme.

Considérons a présent un échantillon aléatoire avec remise de taille r. On s’intéresse a I’événe-
ment « aucun élément n’a été choisi plus d'une fois ». Le Lemme 1.1 montre que, parmi les n” échan-
tillons possibles, (n), satisfont cette contrainte. Par conséquent, la probabilité que notre échantillon
ne contienne pas de répétition est donnée par (n),/n". Ce résultat a des conséquences qui peuvent
sembler surprenantes.

Exemple 1.5. Supposons que, dans une certaine ville, il y ait 7 accidents par semaine. Alors, durant
la quasi-totalité des semaines, certains jours verront plusieurs accidents. En posant n = r = 7, on voit
en effet que la probabilité d’avoir exactement un accident chaque jour de la semaine est seulement
de 0,00612...; cela signifie qu’'un tel événement n’aura lieu en moyenne qu’environ une fois tous les
trois ans! °

Exemple 1.6. Supposons que 23 personnes se trouvent dans la méme salle. Quelle est la probabilité
qu’'au moins deux d’entre elles aient leur anniversaire le méme jour? On peut modéliser cette situa-
tion, en premiére approximation, par un tirage aléatoire avec remise a partir de’ensemble {1, ...,365},
avec la mesure uniforme; un modele plus réaliste devrait prendre en compte les années bissextiles,
ainsi que les variations saisonniéres du taux de natalité (sous nos latitudes, le nombre de naissances
est plus élevé en été qu’en hiver ®, par exemple), etc. Pour le modéle précédent, il suit de la discussion
ci-dessus que la probabilité qu’au moins deux des 23 personnes aient leur anniversaire le méme jour
est donnée par 1 — (365)23/365%3 = 0,507 ... : il y a plus d’'une chance sur deux que ¢a ait lieu!

Cette probabilité est de 97% s'il y a 50 personnes, et de 99,99996% pour 100 personnes; voir la
figure 1.1. o

5. Notons toutefois que I'ordre ne joue par contre aucun réle pour déterminer si une grille est gagnante
6. Ceci dit, considérer une répartition inhomogéne des naissances ne peut qu'augmenter la probabilité d’avoir plu-
sieurs personnes avec la méme date d’anniversaire...
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probabilité

20 40 60 80 100
nombre de personnes

FIGURE 1.1: La probabilité qu’au moins deux personnes aient leur anniversaire a la méme date, en fonction de
la taille du groupe.

Echantillons non ordonnés

Considérons a présent le probleme d’extraire un échantillon de taille » d'une population de taille
n sans tenir compte de I'ordre. En d’autres termes, étant donnée une population de taille n, nous
cherchons a déterminer le nombre de sous-populations de taille r.

Lemme 1.2. Une population de taille n possede ('rl) différentes sous-populations de tailler < n.

Démonstration. Chaque sous-population de taille r peut étre ordonnée de r! facons différentes. Le
nombre total d’échantillons ordonnés de taille 7 obtenus sans remise étant égal a (n),, on en déduit
que le nombre d’échantillons non-ordonnés de taille r doit étre égal a (n),/r! = (:l) O

Exemple 1.7. Au poker, chaque joueur recoit 5 cartes parmi 52. Le nombre de mains possibles est
donc de (552) = 2598 960. Calculons alors la probabilité d’avoir 5 cartes de valeurs différentes. On
peut choisir ces valeurs de (153) fagons différentes. Il faut ensuite associer a chacune une couleur,
ce qui donne un facteur additionnel 4°. Par conséquent, la probabilité en question est donnée par
45-(13)1(%) = 0,507. o
Exemple 1.8. Considérons la distribution aléatoire de r boules dans n urnes. Quelle est la probabilité
qu’'une urne donnée contienne exactement k boules? On peut choisir les k boules de (,::) facons. Les
autres r — k boules doivent étre réparties parmi les n — 1 urnes restantes, ce qui peut se faire de (n —

1)"* facons. Il s’ensuit que la probabilité en question est donnée par

L7 e [T) L g Lyrk
F'(k)'(”_” _(k) =3

Il s’agit d'un cas particulier de la distribution binomiale, que nous reverrons plus tard. o

Exemple 1.9. Retournons au graphe aléatoire de 'Exemple 1.3. On a clairement

|{{i,j}:1si<jsn}|:('2’)szv.

Par conséquent, le nombre total de graphes dans ¢ (n,m) est donné par (%) La fonction de masse
associée a ce modele est donc donnée par

f(G) = , VYGe¥(n,m).
m
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(On fait ici un 1éger abus de notation en utilisant la méme écriture pour I’espace de probabilité et
pour 'univers.) o

Exemple 1.10. On offre a 100 condamnés a mort la possibilité d’étre graciés s’ils parviennent a gagner
aun «jeu». On les conduit donc tous dans une salle A et on leur décrit la procédure a laquelle ils vont
étre soumis :

> Chaque prisonnier, a tour de role, sera conduit dans une salle B.

> Lasalle B contient 100 coffres, fermés, numérotés de 1 jusqu’a 100. Chacun des coffres contient

le nom d’un unique prisonnier, et le nom de chacun des prisonniers est contenu dans un des
coffres.

> Le prisonnier pourra alors ouvrir au plus 50 de ces 100 coffres, choisis comme il le désire.

> Sison nom se trouve dans un des coffres ouverts, on le conduira dans une salle C. Les coffres
seront alors refermés et on passera au prisonnier suivant.
> Si au moins un des prisonniers ne trouve son nom dans aucun des coffres qu’il aura ouverts,
tous les prisonniers seront exécutés. S'ils trouvent tous leur nom, ils seront libérés.
Les prisonniers peuvent se mettre d’accord sur une stratégie commune afin de maximiser leur chance
de survie.

La « stratégie » naive consistant, pour chacun des prisonniers, a ouvrir 50 des coffres au hasard
n'est guére prometteuse : chaque prisonnier a une chance sur deux de trouver son nom dans les
coffres qu'il ouvre (pourquoi?), et les prisonniers seront donc exécutés avec probabilité 1 —27190_

Nous allons montrer qu’il existe une bien meilleure stratégie leur donnant plus de 30% de chance
de survie!

Cette stratégie (dont on peut montrer qu’elle est optimale) consiste pour les prisonniers a procé-
der de la facon suivante :

> Les prisonniers commencent par se numéroter de 1 a 100 au hasard (uniformément).
> Lorsque le prisonnier auquel a été associé le numéro i est conduit dans la salle B, il ouvre le
coffre portant le numéro i et lit le nom qui y est contenu. S’il s’agit de son nom, il s’'interrompt
et est conduit ala salle C. S’il ne s’agit pas de son nom, alors il s’agit du nom d’un autre prison-
nier dont le numéro est j. Il ouvre alors le coffre j, lit le nom inscrit, et continue de la méme
facon jusqu’a ce qu’il ait soit ouvert 50 coffres, soit trouvé son nom dans un des coffres.
Quelle est la probabilité pour que chaque prisonnier trouve son nom dans un des 50 coffres qu’il
ouvre?

Lobservation cruciale est qu'une fois les prisonniers numérotés, les noms contenus dans les
coffres définissent une permutation de I'’ensemble {1, ...,100} : la permutation associe au numéro ins-
crit sur le coffre le numéro correspondant au prisonnier dont le nom est contenu dans le coffre. Cette
permutation est aléatoire, puisqu’elle dépend de I'ordre dans lequel sont numérotés les prisonniers.
De plus, les permutations sont équiprobables, puisqu’il en est de méme de ’ordre de numérotation
des prisonniers.

Ainsi, le prisonnier numéro i trouvera son nom dans 1'un des 50 coffres qu’il ouvre si le cycle de
la permutation contenant I’élément i est de longueur au plus 50. En effet, dans ce cas, il va nécessai-
rement trouver un coffre contenant le nom associé au numéro i (ce qui ferme le cycle). Or, c’est son
nom qui est associé au numeéro i.

On voit donc que pour que tous les prisonniers survivent, il est nécessaire et suffisant que tous les
cycles de la permutation soient de longueur au plus50. On est donc conduit au probléme combinatoire
suivant.

Soit Sy; 'ensemble des permutations de {1,...,2n}. On munit cet ensemble de la mesure de pro-
babilité uniforme, c’est-a-dire f () = 1/(2n)!, pour toute permutation 7 € Syj,.

On veut déterminer la probabilité de I'événement

A={me Sy, : tous les cycles de 7 sont de longueur au plus n}.
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Il nous faut donc déterminer la cardinalité de A. Il est en fait plus simple de déterminer celle de I'évé-
nement complémentaire « il existe exactement un cycle de longueur strictement supérieure a n »
(pourquoi peut-on écrire « exactement »?). Dans ce cas, on peut commencer par fixer la longueur
¢ > n du plus grand cycle. Le nombre de fagons de choisir les ¢ éléments composant ce dernier est
(2["). 11 convient ensuite de les ordonner afin de former un cycle : ceci peut se faire de (¢ —1)! facons
différentes (observez que les ordres 1,5,3,7 et 3,7,1,5, par exemple, décrivent le méme cycle!). Finale-
ment, il reste a considérer toutes les permutations possibles des 2n — ¢ éléments n'appartenant pas
au plus grand cycle, ce qui contribue un facteur (2n — ¢)!. On obtient donc finalement que le nombre
de permutations appartenant a A est égale a

2n 2n 2n 1
eml- ) ¢-DIen-0=2n)!-@2n)! Y -,
/=n+1 ¢ l=n+1 ¢
et la probabilité recherchée est donc
2n
1
PA)=1- ) -.
l=n+1 ¢
En particulier, pour tout n,
2n 1
I]J’(A)zl—f ;dx:1—10g2>30%. o
n

1.2.3 Partitionnement

Finalement, considérons le nombre de facons de partitionner une population en k sous-populations
de tailles données.

Lemme 1.3. Soitr,...,ry des entiers positifs (éventuellement nuls) tels query + - - -+ r = n. Le nombre
de fagons de répartir n objets dans k familles, de sorte a ce que la i°™ famille contienne r; éléments, est
égala
n!
rilrpl-corl”

Démonstration. Pour remplir la premiere famille, il faut choisir r, objets parmi 7, ce qui peut se faire

de (Z ) fagons. Pour remplir la seconde famille, il faut choisir r, objets parmi les n— r; objets restants,
n—nr

r ) possibilités. En continuant ainsi, on obtient que le nombre de telles répartitions est de

n\ln—n\[n-r—r n—ry——Te-1| _ n! -
rni\ r r3 Tk el

Exemple 1.11. A une table de bridge, les 52 cartes sont distribuées a 4 joueurs. Quelle est la probabi-
lité que chacun regoive un as? Le nombre total de différentes répartitions est de 52!/(13!)*. Les 4 as
peuvent étre ordonnés de 4! facons différentes, et chaque ordre correspond a une facon de les répar-
tir parmi les 4 joueurs. Les 48 cartes restantes peuvent ensuite étre réparties de 48!/(12!)* facons. Par
conséquent, la probabilité en question est de

soit (

48! ;520
! / =0,105 o

T(12n%/ (134

1.2.4 Formule du bindme généralisée

Soit @ € R et k € N. Le coefficient binomial () est défini par

al ala-1)---(a—k+1)
k|~ k! '
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On a alors la généralisation suivante de la formule du bindbme de Newton ’ (pourquoi retrouve-t-on
bien la formule usuelle lorsque a € N?).

Lemme 1.4. Soient x,y,a € R. Alors,
o (¥ a-k_k
SR DI Eam 4
k=0

si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
1. |ylx|<leta€R;
2. lylxl=1leta=0;
3. ylx=1leta>-1.

Démonstration. En écrivant (x + y)* = x*(1 + J—J;)“, on voit qu’il suffit de considérer le cas x = 1. 1l
suffit alors de développer (1 + y)* en série de Taylor autour de y = 0, et de vérifier que chacune des
conditions données ci-dessus assure la convergence de la série. O

Formule de Stirling

Il se révele souvent utile, dans de nombreux problemes de nature combinatoire, d’avoir de bonnes
approximations pour 7! lorsque 7 est grand. Le résultat suivant est essentiellement dii a Stirling ®.

Lemme 1.5. Pourtoutn=1,ona
eV /02n4l) pno=n oan < ni < V12 e~ /27n.

Démonstration. Une version de ce résultat sera démontrée en exercice. O

Bornes sur les coefficients binomiaux

On peut extraire le comportement asymptotique du coefficient binomial (Z) al’aide de la formule
de Stirling. Il est toutefois souvent utile d’avoir des bornes plus grossiéres sur cette quantité.

Lemme 1.6. Soient1 < k < n. Alors,

(B <[e) S =)"

Démonstration. La premiere inégalité suit immédiatement de

n| nn-1)--(n-k+1) _’ﬁn—i
k| k! Cio k=i

puisque (n—1i)/(k—1i) = n/k pour tout 0 < i < k. La seconde inégalité est montrée de facon similaire,

en utilisant n(n—1)--- (n - k + 1) < n*. Finalement, la derniére suit de

(en)k_nkik[>nkkk_nk -
k kk =0 t! L

7. Sir Isaac Newton (1643, Woolsthorpe-by-Colsterworth — 1727, Londres), philosophe, mathématicien, physicien, al-
chimiste, astronome et théologien anglais.
8. James Stirling (1692, Garden — 1770, Leadhills), mathématicien britannique.
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Probabilité conditionnelle, formule de Bayes

De nombreuses affirmations prennent la forme « si B a lieu, alors la probabilité de A est p », ol B
et A sont des événements (tels « il neige demain », et « le bus sera a I’heure », respectivement).

Afin de motiver la définition de la probabilité conditionnelle d’'un événement A étant connue la
réalisation d'un événement B, revenons a l'interprétation fréquentiste des probabilités. On considere
deux événements A et B. On désire déterminer la fréquence de réalisation de I'événement A lorsque
I'événement B a lieu. Une facon de procéder est la suivante : on répete I'expérience un grand nombre
de fois N. On note le nombre Ny de tentatives lors desquelles B est réalisé, et le nombre N4qp de ces
dernieres tentatives lors desquelles A est également réalisé. La fréquence de réalisation de A parmi
les tentatives ayant donné lieu a B est alors donnée par

Nang _ Nang N
Nj N Nz

D’apres l'interprétation fréquentiste, lorsque N devient grand, le membre de gauche devrait conver-
ger vers la probabilité de A conditionnellement a la réalisation de I'événement B, alors que le membre
de droite devrait converger vers P(An B)/P(B). Ceci motive la définition suivante.

Définition 1.4. Soit B c Q un événement tel queP(B) > 0. Pour tout A < Q, la probabilité condition-

nelle de A sachant B est la quantité
P(ANB)

P(A|IB) = P®B)

Lemme 1.7. Soit B c Q un événement tel que P(B) > 0. Alors U'application P(-|B) : 22(Q)) — R est une
mesure de probabilité sur Q) et sur B.

Démonstration. On vérifie aisément que la fonction

P{wh/P(B) siwE B,
fip(w) = .
sinon,
est une fonction de masse sur Q et sur B, et que P(A|B) =} ,c 4 fip(w), pour tout Ac Q. O

Exemple 1.12. On jette deux dés non pipés. Sachant que le premier jet nous donne 3, quelle est la
probabilité que la somme soit supérieure 2 62 Ici, B = {(3,k) : k =1,...,6}, A= {(a,b) € {1,...,6}% :
a+b>6}, et AnB=1{(3,4),(3,5),(3,6)}. On a alors

P(AnB) |ANnB|

P(A|B) =
(A1) P(B) |BI

3 1
6 2
Exemple1.13. Considérons les deux problemes suivants :
> Vous étes invité chez une personne dont vous savez qu’elle a exactement deux enfants. Lorsque
vous sonnez a sa porte, un garcon vient vous ouvrir. Quelle est la probabilité que I'autre enfant
soit également un garcon?
> Vous étes invité chez une personne dont vous savez qu’elle a exactement deux enfants. Lorsque
vous sonnez a sa porte, un garcon vient vous ouvrir. Vous entendez un bébé pleurer dans la
maison. Quelle est la probabilité que I’autre enfant soit également un garcon?
Nous allons voir que les réponses a ces deux problémes ne sont pas les mémes : dans le premier cas,
la probabilité est de 1/3, alors que dans le second elle est de 1/2. Afin de vérifier cela, formalisons plus
précisément ces deux situations.
Dans les deux cas, on considere pour Q 'ensemble de toutes les possibilités pour les sexes des
deux enfants. On a donc Q = {(G,G), (F,F), (F,G), (G,F)}, ol le premier membre de chaque paire re-
présente le sexe de I'ainé et le second celui du cadet. L'intérét de distinguer I'ainé et le cadet est
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que la mesure de probabilité décrivant notre probleme devient uniforme : chacune de ces 4 possi-
bilités a probabilité 1/4. On désire déterminer la probabilité que les deux enfants soient des garcons
(conditionnellement aux informations disponibles dans chacune des deux situations décrites), ce qui
correspond a l'événement A = {(G, G)}.

Considérons a présent la premiére situation. Linformation que vous obtenez lorsqu'un garcon
ouvre la porte est qu’au moins un des deux enfants est un garcon, ce qui correspond a I'’événement
B ={(G,Q), (F,Q),(G,F)}. On obtient donc

PH(G,G)}H 1

P(A|B) = =-.
PHG G, F G, GH) 3

Passons a présent a la seconde situation décrite. Linformation disponible est différente : on sait qu'un
des enfants est un garcon, mais également qu'il s’agit de I'ainé, ce qui correspond al'événement C =

{(G,G3), (G,F)}. On adonc
PHG, &} 1
P(A|IC) = ==,
PG &, G B} 2

En réalité, ces questions sont formulées de fagcon ambigiie et différentes interprétations conduisent
a différentes conclusions. Nous y reviendrons dans 'Exemple 1.15. o

Définition 1.5. Une famille (B;);c;, I fini ou dénombrable, est une partition de Q) si

BinBj=0,desquei#j, et |JBi=Q.

i€l
En dépit de sa simplicité, le théoreme suivant est crucialement important en théorie des probabilités.

Théoreme 1.2. Soit (B;);c; une partition de Q) telle queP(B;) > 0, pour tout i € I, et soit A c Q.

1. (Loi de la probabilité totale)
P(A) =) P(A|B)P(B;).

iel
2. (Formule de Bayes) SiP(A) >0,

P(A|B;)P(B;)

P(B;|A) = :
Y je1P(AIBj)P(B))

Démonstration. Par o-additivité,

Y P(AIB)P(B) =) P(AnB) =P(JANB))=P(An(JB)) =P(A).
iel iel iel iel

La seconde relation suit de I'observation que

PB;inA) _PBinA)PB;) _PAIB)P(B))

P(Bi|A) = = =
P(A) P(Bi) P(A) P(A)

et I'application de la loi de la probabilité totale au dénominateur. O

Remarque 1.2. Dans la terminologie statistique, on appelle P(B;) la probabilité a priori de B; et
P(B;| A) la probabilité a posteriori de B; (sachant A). La formule de Bayes donne donc un moyen de
transformer les probabilités a priori en probabilités a posteriori.

Exemple 1.14. On se donne deux urnes. La premiere contient deux boules blanches et trois boules
noires; la seconde trois blanches et quatre noires. Une boule est tirée au hasard de la premiere urne
et placée dans la seconde. On tire ensuite au hasard une boule de la seconde urne : quelle est la
probabilité qu’elle soit noire?
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Soit A I'événement « la boule tirée de la seconde urne est noire », et B 'événement « la boule
déplacée de la premiere urne a la seconde est noire ». Puisque B et B® forment une partition de Q,
une application de la loi de la probabilité totale donne

P(A) =P(A|B)P(B) + P(A| B)P(B°).
A présent,

P(A|B) = P(A|la 2°™® urne contient trois boules blanches et cinq noires) = g;

P(A| B%) = P(A|la 2°™ urne contient quatre boules blanches et quatre noires) = 3.

Puisque P(B) = £ et P(B) = £, on obtient P(4) = 5.
On représente souvent des situations tres simples de ce type de la facon suivante :

P(A°nBY)=2.1

O — 52
1
2
[ J
O 1 c 2 1
Urne 1:
el I I
3’ o P(A°nB)=2.2
3
[ J
§ P(ANB)=2-2

<

Exemple 1.15. Retournons brievement a I'’Exemple 1.13. Dans ce dernier, nous avons considéré que
le fait de voir un garcon ouvrir la porte ne fournissait comme seule information que le fait que la
famille possede au moins un garcon. Or, il y a de nombreux parametres que nous avons négligés.
Par exemple, il faudrait prendre en compte la probabilité qu'un garcon (plutét qu'une fille) ouvre la
porte lorsque la famille a des enfants des deux sexes. Nous allons considérer ici une modélisation tres
simple : on notera p la probabilité en question, en supposant que celle-ci ne dépend pas de ’age des
deux enfants.

Notons Pg I'événement « un garcon ouvre la porte ». La probabilité que les deux enfants soient
des garcons, sachant qu'un garcon ouvre la porte est alors donnée par

P(GG) 1
P(Pg)  1+2p’

PG &) | Pg) =P(Ps|(G,G)

puisque P(Pg | (G,G)) =1, P((G,G)) =1/4 et
P(Pg) =P(Pc | (G,Q)P1((G,Q) +P(Pg | (F,B)P1((F,F) +P(Pg | (F,G))P1((F,G)) + P(Pg | (GE)P1((G,F)

—1(1+2 )
_4 p_

Observez que toutes les valeurs dans [%,1] peuvent étre atteintes selon la valeur prise par p. On re-
trouve donc la valeur obtenue dans 'Exemple 1.13 si p =1 (c’est toujours un garcon qui ouvre si la
famille possede au moins un garcon), mais le « paradoxe » disparait si p = % (il est tout aussi probable
qu'un garcon ou qu'une fille ouvre la porte sila famille a des enfants des deux sexes). 3

Exemple 1.16. Le test de dépistage d'un certain virus n’est pas infaillible :
> 1 fois sur 100, il est positif, alors que I'individu n’est pas contaminé;
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> 2 fois sur 100, il est négatif, alors que I'individu est contaminé.
Il est donc important de répondre aux questions suivantes :

1. Etant donné que son test est positif, quelle est la probabilité qu'un individu ne soit pas porteur
du virus?

2. Ftant donné que son test est négatif, quelle est la probabilité qu'un individu soit porteur du
virus?

La formule de Bayes est parfaitement adaptée a ce type de calculs. Afin de pouvoir 'appliquer, il nous
faut une information supplémentaire : dans la population totale, la fraction de porteurs est approxi-
mativement de 1/1000.

Formalisons tout cela. On introduit les événements suivants :

T = {le test est positif},

V = {I'individu est contaminé}.
On a donc les informations suivantes :
Ccy _ 1 C _ 2 _ 1
P(TIV") = 1550 P(T"1V) = 155 P(V) = 1566

et on veut calculer
1.P(VE|T), 2.P(V|TO.

La formule de Bayes nous dit que

P(TIVOP(VE)
P(T|VOP(VE) +P(T|V)P(V)

P(VEIT) =

Nous connaissons toutes les valeurs correspondant aux quantités du membre de droite (observez que
P(T|V)=1-P(T°|V)=98/100). On obtient donc

1 999
PV T) = e 100 =091
TT1 999 L, 98 _1 7

Méme si son test est positif, un individu a plus de 90% de chances de ne pas étre porteur du virus!
Un calcul similaire montre par contre que

P(V|T®) Z0,00002.

ce qui montre que c’est bien 1a que se trouve l'utilité de ce test, puisque la probabilité de déclarer non
porteur un individu contaminé est de I’ordre de 2/100 000.

Observez que le calcul ci-dessus ne s’applique qu’a un individu « normal ». Dans le cas d'un indi-
vidu appartenant a une population a risques, la probabilité a priori d’étre porteur, P(V), peut devenir
proche de 1 et non pas trés petite comme précédemment. Cela change complétement les conclu-
sions : dans ce cas, la probabilité d’étre non porteur alors que le test est positif est faible, tandis que
la probabilité d’étre porteur alors que le test est négatif est importante. o

L'usage des probabilités conditionnelles peut se révéler tres délicat, et I'intuition peut parfois jouer
des tours, comme le montrent les exemples suivants.

Exemple 1.17. Un bienfaiteur vous propose le jeu suivant. Il va vous présenter 3 enveloppes fermées;
2 d’entre elles contiennent du papier journal, la derniére un cheque de 1 000 000 CHE Vous devrez
choisir une enveloppe, sans I'ouvrir. Il ouvrira ensuite une des deux enveloppes restantes et vous
montrera qu’elle contient du papier journal. Vous aurez alors le choix entre conserver I'’enveloppe
choisie initialement, ou bien changer pour celle qui reste. Quelle est la meilleure stratégie? (Réponse:
vous avez deux fois plus de chances de gagner si vous changez; pourquoi?) o
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Exemple1.18. (Paradoxe du prisonnier) Trois hommes se sont faits arréter dans une sombre dictature.
IIs apprennent de leur garde que le dictateur a décidé arbitrairement que 1'un d’entre eux va étre
libéré, et les 2 autres exécutés; le garde n’est pas autorisé a annoncer a un prisonnier quel sera son
sort. Le prisonnier A sait donc que la probabilité qu’il soit épargné est de 1/3. Afin d’obtenir davantage
d’informations, il décide d’interroger le garde. Il lui demande de lui donner en secret le nom d'un
de ses camarades qui sera exécuté. Le garde nomme le prisonnier B. Le prisonnier A sait a présent
gu’entre lui-méme et C, 'un va étre libéré, et 'autre exécuté. Quelle est la probabilité que A soit
exécuté? o

Remarque 1.3. Dans les deux exemples précédents, le probleme est partiellement mal posé, car la stra-
tégie employée par votre bienfaiteur, ou par le garde, lorsqu’ils ont a prendre une décision n'est pas
indiquée. Dans une telle situation, supposez qu’il prend sa décision de facon uniforme (apres tout, vous
n'avez aucune information sur le sujet, et tout autre choix serait difficile a justifier). Plus généralement,
vous pouvez modéliser ce choix de fagon similaire a ce qui est fait dans I'Exemple 1.15.

Siles exemples précédents sont tres artificiels et se réglent facilement en appliquant avec soin les
régles de la théorie des probabilités, 'exemple suivant montre que des difficultés réelles, subtiles et
difficiles a traiter apparaissent également dans des applications pratiques.

Exemple 1.19. (Paradoxe de Simpson?) Un scientifique a effectué des expériences cliniques afin de
déterminer les efficacités relatives de deux traitements. Il a obtenu les résultats suivants :

Traitement A | Traitement B
Succes 219 1010
Echec 1801 1190

Le traitement A ayant été administré a 2020 personnes, et 219 d’entre elles ayant été guéries, son taux
de succes est donc de 219/2020, ce qui est trés inférieur au taux correspondant pour le traitement B
qui est de 1010/2200. Par conséquent, le traitement B est plus efficace que le traitement A.

Apres qu’il ait annoncé sa conclusion, il recoit la visite de I'un de ses assistants, qui est en désac-
cord avec l'interprétation des résultats. Il lui présente le tableau suivant, dans lequel les résultats
précédents sont donnés en tenant compte du sexe des patients :

Femmes Hommes
Traitement A | Traitement B | Traitement A | Traitement B
Succes 200 10 19 1000
Echec 1800 190 1 1000

Chez les femmes, les taux de succes des traitements sont de 1/10 et 1/20 respectivement, et chez les
hommes de 19/20 et 1/2. Le traitement A est donc plus efficace dans les 2 cas. Par conséquent, le
traitement A est plus efficace que le traitement B.

Bien entendu, c’est I'assistant qui a raison : quel que soit le sexe du patient, ses chances de guérir
sont supérieures avec le traitement A.

Ce paradoxe apparait régulierement dans des études statistiques. Observez aussi la difficulté sui-
vante : si 'on n’avait pas relevé le sexe des patients, on aurait été obligé de baser notre analyse sur
le premier raisonnement, et on serait arrivé a une conclusion erronée. En particulier, comment étre
certain qu’il n’existe pas d’autres parametres que le sexe (I’age, le poids, ...) dont on n’aurait pas tenu
compte et qui modifierait une fois de plus la conclusion?

Un cas réel célebre s’est produit lorsque l'université de Berkeley a été poursuivie pour discrimina-
tion sexuelle en 1973 : les chiffres des admissions montraient que les hommes ayant posé leur candi-
dature avaient plus de chance d’étre admis que les femmes, et la différence était si importante qu’elle

9. Edward Hugh Simpson. Ce paradoxe, discuté par ce dernier en 1951, I'avait déja été en 1899 par Karl Pearson et ses
coauteurs, puis en 1903 par George Udny Yule.



1.4

1.4. Indépendance 27

ne pouvait raisonnablement étre attribuée au hasard (44% contre 35%). Cependant, aprés avoir ana-
lysé séparément les différents départements, on a découvert qu’aucun département n’était significa-
tivement biaisé en faveur des hommes; en fait, la plupart des départements avaient un petit (et pas
tres significatif) biais en faveur des femmes! L'explication se trouve étre que les femmes avaient ten-
dance a porter leur choix sur des départements dont les taux d’admission sont faibles, tandis que les
hommes avaient tendance a postuler dans des départements avec forts taux d’admission. o

Indépendance

En général, I'information qu'un événement B est réalisé modifie la probabilité qu'un autre évé-
nement A soit réalisé : la probabilité a priori de A, P(A), est remplacée par la probabilité a posteriori,
P(A|B), en général différente. Lorsque I'information que B est réalisé ne modifie pas la probabilité
d’occurrence de A, c’est-a-dire lorsque P(A|B) = P(A), on dit que les événements A et B sont indé-
pendants. Il y a au moins deux bonnes raisons pour ne pas utiliser cette propriété comme définition
de I'indépendance : d'une part, elle n'a de sens que lorsque [P(B) > 0, et d’autre part, les deux événe-
ments ne jouent pas un role symétrique. La notion de probabilité conditionnelle conduit donc a la
définition suivante.

Définition 1.6. Deux événements A et B sont indépendants sous P si
P(AnB) =P(AP(B).
Plus généralement, une famille d'événements (A;)c; est indépendante sous P si

P A) =][]PA),
i€ ie]

pour tous les sous-ensembles finis J de I.

Exemple 1.20. 1l ne suffit pas, en général, de vérifier que P(N;c; A;i) = [1iefP(A;) : il est essentiel de
vérifier que la factorisation a lieu pour toute collection finie d’événements. Par exemple, si I'on jette
2 dés équilibrés de couleur différentes, Q = {(i J)i1<i,j< 6}, et que I'on considére les événements

A={lelerdé montre un 1, un 2 ou un 3}, B = {le ler dé montre un 3, un 4 ou un 5},

C = {La somme des deux dés est égale a 9},

alors on observe que P(A) =P(B) = %, P(C) = %, P(AnBNQC) = %, et donc

P(ANnBNC)=PAPB)PC).
Par contre, P(AN B) = %, P(ANC) = 3—16 etP(BNC) = 1—12, et donc

P(AnB) #P(AP(B), P(AnC)#P(APC), PBNC)#PB)PC). o

Proposition 1.1. Soient A,B deux événements indépendants. Alors A et B¢ sont indépendants, et A° et
B€ sont indépendants.
Plus généralement, si Ay, ..., A, sont indépendants, alors

Bl;---;Bn;

ot B; € {A,-,A‘l?}, sont aussi indépendants.

Démonstration. Laissée en exercice. O
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Remarque 1.4. Si une famille d'événements (A;);ey satisfaitP(A; N Aj) = P(A;))P(A;), pour toute paire
i # j, on dit que la famille est 2 a 2 indépendante. L'indépendance 2 a 2 n'implique pas I'indépen-
dance, comme le montre l'exemple suivant.

Exemple1.21. On place dans une boite 4 billets sur lesquels sont respectivement inscrits les 4 nombres
suivants : 112, 121, 211 et 222. On tire au hasard un des 4 billets (uniformément) et on considere les
événements suivants :
A; = {Le premier chiffre est un « 1 »},
A, = {Le deuxieéme chiffre est un « 1 »},

Az = {Le troisieme chiffre est un « 1 »}.
Comme
P(A1) =P(A;) =P(A3) = 3,
P(A1NAy) =P(A1 N A3) =P(A2 N Ag) = ,
les événements A;, A, et A3 sont 2 a 2 indépendants. D'un autre c6té,
P(A1NA2NA3)=0 et P(ADP(A)P(A3) =3,

ce qui montre que ces trois événements ne sont pas indépendants. 3

Exemple 1.22. Retournons au graphe aléatoire ¢ (n,m); on suppose n = 3 et m = 2. La probabilité que
deux sommets distincts donnés i et j soient reliés par une aréte (ce que I'on notera i ~ j) est donnée
par (rappelez-vous que N = (5))

p(i .)_(%j)_@
TP

En effet, le numérateur correspond au nombre total de fagons de choisir les m — 1 arétes restantes
parmi les N — 1 arétes encore disponibles.
D’autre part, soient i, j,k,¢ quatre sommets tels que {i, j} # {k,¢}. La probabilité qu’on ait a la fois
i~ jetk~¢estdonnée par
N-2
(mz) _mm-1)

P(i~jk~0) = (Z) “NN-D

On voit donc que les événements i ~ j et k ~ ¢ ne sont pas indépendants. o

Il convient d’étre attentif lorsque I'on utilise la notion d’indépendance. En particulier, I'idée intuitive
d’indépendance peut étre parfois mise en défaut, comme le montrent les deux exemples suivants.

Exemple 1.23. Un événement peut étre indépendant de lui-méme. En effet, ceci a lieu si et seulement
s’il a probabilité 0 ou 1, puisque, dans ce cas, on a bien

P(A) =P(An A) =P(A)P(A) < P(A) € {0,1}. 23

Exemple 1.24. Considérons des familles avec 3 enfants et intéressons-nous au sexe des enfants; on
suppose que chacune des 8 possibilités a la méme probabilité 1/8. Soit A I'événement « la famille a
des enfants des 2 sexes », et B ’événement « la famille a au plus une fille ». On a

PA)=3, PMB=1 PAnB=%,

et donc A et B sont indépendants.
Faisons la méme chose avec des familles de 4 enfants. Dans ce cas,

P(A=1, PB=Z, P@AnB=1

et donc A et B ne sont pas indépendants. o
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Définition 1.7. Soit C un événement avecP(C) > 0. Deux événements A et B sont indépendants condi-
tionnellement a C sous P si
P(ANnB|C)=P(A|C)P(B]|C).

Plus généralement, une famille d’événements (A;);c; est indépendante conditionnellement a C sous
P si
P(M A0 =[P4 0),
ie] ie]

pour tous les sous-ensembles finis ] de 1.

Expériences répétées

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la description mathématique d’'une expérience
aléatoire répétée dans les mémes conditions, de facon indépendante.

Afin de rester concret, nous illustrerons la construction avec le cas particulier du lancer répété
d’une piece de monnaie, un exemple déja discuté a plusieurs reprises précédemment.

Notons Q; 'univers correspondant a une expérience, et f; et ’; la fonction de masse et la mesure
de probabilité associées.

Exemple 1.25. Dans le cas d'un jet d'une piece de monnaie, Q; ={P,F}, et fi(P)=p, fi(F-)=1-p=gq,
ou p € [0,1] est la probabilité que la piéce tombe sur pile. En particulier, p = % dans le cas d'une piece
équilibrée. o

Nous allons a présent construire I'espace de probabilité correspondant a 2 répétitions de 1'ex-
périence. Evidemment, 'univers associé est donné par le produit cartésien de 2 copies de Q; : Q» =
Q1 xQ) ={(w1,w2) : w; € Q1}. Nous devons a présent définir la mesure de probabilité P, sur Q,. L'indé-
pendance des expériences successives implique que les deux événements « le résultat de la premiere
expérience est w; » et « le résultat de la deuxieme expérience est w, » doivent étre indépendants. De
plus, la probabilité d’observer w; lors de la premiere expérience est donnée par fi(w;), et similaire-
ment pour la deuxieme. Ceci implique que

flw,w2) = ilw) filw2), Y(w),w2)€ Q).

Soient A,B c Q,. Lévénement « A a lieu lors de la premiere expérience » correspond a A x Q; et
I'événement « B a lieu lors de la seconde » 2 Q; x B. Evidemment, (A x Q;) N (Q; x B) = Ax B. On
adonc

P2(Ax B) = Z flwr,w2) = Z filw1) filw2) =P1(A) P1(B).

w €A w €A
wrEB wrEB

En particulier, P2 (A x B) = P2 (A x Q)P (Q; x B), comme souhaité.

Exemple 1.26. Pour deux jets d'une piéce de monnaie, on obtient
Q, ={PP,PF,FP,FF},

et f> est déterminée par f,(PP) = p?, (PF) = f2(FP) = pqg et f>(FF) = ¢°. o

On peut aisément itérer la construction ci-dessus de facon a décrire la répétition d'un nombre
fini quelconque N d’expériences identiques et indépendantes. Ceci conduit a considérer 'univers
Qn =Q x -+ x Q1 (nfois), et la fonction de masse f;,(w1,...,0,) = szl filwp).

Comme on le verra, il sera souvent pratique de considérer la répétition d'un nombre infini d’ex-
périences identiques et indépendantes. Lunivers correspondant n’est alors plus dénombrable et une
construction plus sophistiquée est nécessaire. Nous y reviendrons plus tard.
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Variables aléatoires discretes

Variables aléatoires discretes et leurs lois

11 est souvent plus pratique d’associer une valeur numérique au résultat d’'une expérience aléa-
toire, plutot que de travailler directement avec une réalisation. Par exemple, lorsque n et m sont
grands, une réalisation du graphe aléatoire ¢ (n,m) de I'Exemple 1.3 est un objet trop complexe pour
étre directement intéressant; a titre d’illustration, voici une réalisation du graphe aléatoire ¢(100,200) :

Dans un tel cas, il est en général plus utile de se concentrer sur certaines propriétés numériques de
cette réalisation, comme, par exemple, le nombre d’arétes incidentes en un sommet, le nombre de
composantes connexes, ou la taille de la plus grande composante connexe. Mathématiquement, de
telles valeurs numériques sont des fonctions X : QO — R associant a un résultat de 'expérience une
valeur dans R. Une telle fonction est appelée variable aléatoire.

Définition 2.1. Soit (Q,P) un espace de probabilité discret. Une variable aléatoire discreéte est une
application X : Q — R.

Remarque 2.1. Il est parfois naturel d’autoriser des variables aléatoires a prendre des valeurs infinies.
Bien stir, ceci wa d’influence que si la probabilité d’obtenir une valeur infinie est strictement positive.

31



32 Chapitre 2. Variables aléatoires discréetes

Une variable aléatoire X telle queP(X = co) > 0 est dite défective. Dans la suite, les variables aléatoires
seront supposées non-défectives, sauf mention explicite du contraire.

Exemple2.1. On consideére le graphe aléatoire ¢(n,m). Pour chaque k € N, la fonction N} donnant le
nombre de sommets ayant k arétes incidentes est une variable aléatoire. Dans la réalisation de %(8,4)
représentée dans 'Exemple 1.3, ona Ny =1, N} =6, N» =1, et N; = 0 pour les autres valeursde k. o

Soit (Q,P) un espace de probabilité discret et X : Q — R une variable aléatoire. Les probabilités qui
vont nous intéresser prennent la forme

PlweQ: X(w)e A)=P(X 1(A) =P(X € A),

pour certains sous-ensembles A € R. La mesure de probabilité P sur Q et la variable aléatoire X in-
duisent une mesure de probabilité Px sur R en posant, pour A <SR,

Px(A) =P(X e A).

Evidemment, R n’est pas un ensemble dénombrable. Toutefois, la mesure de probabilité Py n’associe
une probabilité non-nulle qu'aux éléments du sous-ensemble dénombrable ou fini X(Q). On peut
dong, en faisant un léger abus de langage, considérer le couple (R,Px) comme un espace de probabi-
lité discret.

Définition 2.2. La mesure de probabilité P x sur R définie par

Px(A)=P(XeA), VAcCR
est appelée la loi de X. La fonction de masse de X est la fonction fx : R — [0,1] donnée par fx(x) =
P(X = x).

La fonction de masse satisfait donc fx(x) = 0 pour tout x ¢ X(Q), et on a, pour tout AcC R,

Px(A)= )  fxW.

XEANX(Q)

Exemple 2.2. Considérons le lancer de deux dés non pipés, et notons X la variable aléatoire corres-
pondant a la somme des valeurs obtenues. Alors, la probabilité que la somme appartienne a l'inter-
valle [v/5,7 + 1] est donnée par

Px(V5,m+1]) = P(X € {3,4}) = P({(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,2)}) = % o

La mesure de probabilité Px contient toute I'information nécessaire pour étudier les propriétés
statistiques de la variable aléatoire X ; en particulier, sil’'on n’est intéressé que par cette variable aléa-
toire, I'espace de probabilité de départ (Q2,P) peut étre complétement ignoré, et souvent n’est méme
pas spécifié, I'espace de probabilité pertinent étant (R,Px) (ou, de facon équivalente, (X (Q),Px)). Bien
entendu, lorsque Q n’est plus explicitement mentionné, la variable aléatoire est dite discrete s’il existe
un sous-ensemble K c R, au plus dénombrable, tel que Px(K) = 1.

Exemples importants de variables aléatoires discretes

On présente ici quelques-unes des lois discretes les plus importantes. Elles sont introduites a par-
tir de leur fonction de masse, et on laisse comme exercice la vérification que celles-ci sont proprement
normalisées (c’est-a-dire de somme 1).

Variable aléatoire constante

Une variable aléatoire X est constante s'il existe c € R tel que P(X =¢) = 1.
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FIGURE 2.1: Loi binomiale pour n = 20, p = 0,5 (gauche) et n = 20, p = 0,1 (droite).

Loi de Bernoulli

La loi d'une variable aléatoire X : Q — {0,1}, avec fx(1) = p, fx(0) =1—p, p € 10,1], est appelée loi
de Bernoulli de parametre p. On écrit X ~ bernoulli(p).

On parle souvent d’'épreuve de Bernoulli, et les événements {X = 1} et {X = 0} sont respective-
ment appelés succes et échec.

Exemple2.3. 1. Unlancer a pile ou face est une épreuve de Bernoulli (avec, par exemple, X(P) =1
et X(F) =0).

2. Pour tout A c Q, la fonction indicatrice de A, 1,4: Q — {0,1}, définie par

1 siweA,
1p(w) = .
0 siwg A,

est une variable aléatoire discrete suivant une loi de Bernoulli de parametre P(A). o

Loi binomiale

Répétons n fois de maniere indépendante une épreuve de Bernoulli de parameétre p, et notons X
la variable aléatoire représentant le nombre de succes obtenus a 'issue des n épreuves. La loi de X
est appelée loi binomiale de parameétres n et p; X ~ binom(n, p). Puisqu’il y a (’,Z) facons d’obtenir k
succes sur n épreuves, on voit que la fonction de masse associée a cette loi est donnée par

fx(k) = (Z)pk(l -p)"*  kefo,...,n}.

Loi de Poisson

Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson ' de paramétre A > 0, X ~ poisson (A1), si elle prend
ses valeurs dans N et posséde la fonction de masse

fx="e?  keN.

Considérons une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de parametres n et p, avec n trés
grand et p trés petit (modélisant par exemple la transmission d'un gros fichier via internet : n est la
taille en bits du fichier, et p la probabilité qu'un bit donné soit modifié pendant la transmission). Alors

1. Siméon Denis Poisson (1781, Pithiviers — 1840, Sceaux), mathématicien, géometre et physicien francais.
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FIGURE 2.2: Loi de Poisson pour A =1 (gauche) et A =5 (droite).
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FIGURE 2.3: Loi géométrique pour p = 0,2 (gauche) et p = 0,5 (droite).

X suit approximativement une loi de Poisson de parameétre A = np (c’est ce qu'on appelle parfois la
loi des petits nombres). Plus précisément,

fx(k) = ()p 1-p"

lnn-1n- 2 n—-k+1
lc'n n n

(mp)*a-pF.

A présent, en prenant, a k fixé, les limites n — co et p — 0 de telle sorte que np — A, on voit que
chacun des rapports (n—i)/n converge vers 1, que (n p)k converge vers Ak, que (1 - p)" converge vers
e"l, etque (1 - p)_k tend vers 1. Par conséquent,

/1k
hm fx(k) = ’1,
P—’O
np—A

pour chaque k € N.

Loi géométrique

Répétons de facon indépendante une épreuve de Bernoulli de parameétre p jusqu’a ce que le pre-
mier succes ait lieu. La variable aléatoire X correspondant au temps du premier succes suit la loi
géométrique de parametre p; X ~ geom(p). La fonction de masse associée est donc donnée par

fx(k)=pl-p*t  keN”.

Une propriété remarquable de la loi géométrique est sa perte de mémoire.
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Lemme 2.1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi gégométrique. Alors, pour toutk = 1,

PX=n+k|X>n)=PX=k) VneN*.
Démonstration. On a
PX=n+k)  pl-p)+k!
PX>n)  Lpsnpl-p)mt

et le dénominateur est égal a (1 - p)"* Y -0 p(L—p)" 1= (1-p)". O

PX=n+k|X>n)=

Cette propriété dit par exemple que méme sile numéro 53 (sur 90 numéros possibles) n’est pas sorti
pendant 178 tirages consécutifs a la loterie, cela ne rend pas sa prochaine apparition plus probable?.

Loi hypergéométrique

Une urne contient N boules, dont b sont bleues et r = N — b sont rouges. Un échantillonde n < N
boules est tiré de I'urne, sans remise. On vérifie facilement que le nombre B de boules bleues dans
I'échantillon suit la loi hypergéométrique de parametres N, b et n, B ~ hypergeom(N, b, n), dont la
fonction de masse est?

b\(N-b\ /(N
fB(k)=(k)(n_k)/(n), ke{(n-r)vo,....bAn}.

Lemme 2.2. Pourtout0<k<n,

. ny g n—k
1 k) = 1- .
i o0 (k)f” )
b/N—p

Démonstration. Exercice. O

Ce lemme montre qu'il est possible de remplacer la loi hypergéométrique de parameétres N,b et n
par une loi binomiale de parameétres n et p = b/ N des que la taille n de I'échantillon est suffisam-
ment petite par rapport a la taille N de la population. Ceci est intuitif, puisque si 'on effectue un
tirage avec remise d’'un petit échantillon a partir d'une grande population, il y a trés peu de chances
de tirer le méme individu deux fois... Dans la pratique, on remplace la loi hypergéométrique dés que
10n < N. Un exemple classique concerne le sondage. On considere fréquemment le sondage de n per-
sonnes comme n sondages indépendants alors qu’en réalité le sondage est exhaustif (on n’'interroge
jamais deux fois la méme personne). Comme 7 (nombre de personnes interrogées) < N(population
sondée)/10, cette approximation est légitime.

Loi de Pascal

Si X représente le nombre d’échecs avant le 7™ succes d'une suite d’épreuves de Bernoulli, alors

X suitlaloi de Pascal de parametres r et p, X ~ pascal(r, p), dont la fonction de masse est (pourquoi?)

k+r—1

ra-mk,  k=o0,1,...
r )p( p)

fx (k)= (
On parle également de loi binomiale négative ou de loi de Pélya*.
Dans certaines applications, il est utile d’autoriser le parametre r a prendre des valeurs réelles
positives pas nécessairement entieres.

2. Celas’est produit en 2005 en Italie. De trés, trés nombreux Italiens ont misé de grosses sommes, certains tout ce qu’ils
possédaient. Le total des mises s’est élevé a 4 milliards d’euros, et cette histoire s’est terminée par de nombreuses ruines et
méme des suicides...

3. On utilise les notations usuelles : a v b = max(a,b) et a A b=min(a,b).

4. George Polya (1887, Budapest — 1985, Palo Alto), mathématicien hongrois.
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FIGURE 2.4: Loi de Pascal dans le cas k + r = 20 pour p = 0,5 (gauche) et p = 0,1 (droite).

Indépendance de variables aléatoires

Rappelons que deux événements A et B sont indépendants si 'occurrence de A n’a pas d’in-
fluence sur la probabilité de réalisation de B; mathématiquement, nous avons traduit cela par la pro-
priété P(An B) = P(A)P(B). Nous aimerions a présent définir une notion similaire d'indépendance
entre deux variables aléatoires, correspondant a I'idée intuitive que la connaissance de la valeur prise
par une variable aléatoire n'a pas d’'influence sur la distribution de I’autre variable aléatoire.

Définition 2.3. Deux variables aléatoires X et Y sur un espace de probabilité (Q,P) sont indépendantes
si et seulement si les événements
{X e A} et{Y € B}

sont indépendants pour tout A,B c R. Plus généralement, une famille de variables aléatoires (X;) e est
indépendante si les événements
{XieAj}ie],

sont indépendants pour tout A; cR, i € ], et tout ] I fini.
Le résultat suivant montre qu’il est suffisant de vérifier 'indépendance pour les singletons.

Lemme 2.3. Lafamille (X;);c; devariables aléatoires est indépendante si et seulement si les événements
{Xi=xihie],

sont indépendants pour tout x; R, i € ], et tout ] < [ fini.

Démonstration. On considere le cas de deux événements A, et Ay ; le cas général se traite de la méme
maniere. On peut supposer, sans perte de généralité, que A; < X;(Q) et A» < X»(Q). Par o-additivité,

P(X1€ A, X2€ A) =P( | {X1=x1,X2 = x2})
X1€A;
X2€A,

Z P(Xl =x1,X2 = X3)

X1€EA
X2€A)

= ) P =x)P(Xz = X2)
X1€A
XZEAZ

P(X; € ADP(X; € Ap). O

Intuitivement, si I'information procurée par une variable aléatoire X ne nous renseigne pas sur une
autre variable aléatoire Y, alors il doit en étre de méme pour des fonctions de X et Y. C’est ce que
montre le lemme suivant.
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Lemme 2.4. Soient (X;);c; une famille de variables aléatoires indépendantes, et (¢;)ic; une famille de
fonctions deR — R. Alors la famille

(@i (X)) ier

est également indépendante.

Démonstration. 1l suit de 'indépendance de la famille (X;);e; que

Plp;(X) € Aj,Yie ) =P(X; € @; (A),Vie ) =[| P(X; € ;' (A))
ie]
=[[Ppi(X;) € A). O
ie]

Définition 2.4. Une famille de variables aléatoires (X;)ie; est dite i.i.d. (= indépendantes et
identiquement distribuées) si elle est indépendante et tous les X; ont la méme loi.

Vecteurs aléatoires discrets

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme espace de probabilité (Q,P?). Les fonctions
de masse fx et fy encodent toute I'information nécessaire a une étude statistique de chacune de ces
variables. Par contre, elles ne fournissent aucune information sur leurs propriétés relativement 'une
al’autre.

Exemple 2.4. On demande a deux éléves de faire deux jets a pile ou face chacun, et de relever les
résultats. L'éleve appliqué jette deux fois la piece, obtenant une paire (X;,X>). L'éleve paresseux ne
jette la piece qu'une fois et écrit le résultat deux fois, obtenant une paire (Y1,Y>) avec Y1 = Y». Il est clair
que Xj, Xy, Y7, Y> sont toutes des variables aléatoires de méme loi, et en particulier fx, = fx, = fy, =
fv,. Or ces couples ont des propriétés satistiques tres différentes : P(X; = X)) = %, P =Y)=1. o

Une facon de résoudre ce probléme est de considérer X et Y non pas comme deux variables aléa-
toires, mais comme les composantes d'un vecteur aléatoire (X,Y) prenant ses valeurs dans R?.

Exemple2.5. Dans le cas de 'exemple précédent, on a alors

P((X1,X2) = (x1,%2)) = 1, Yx1,x%2 € {0,1},

1 siy =y €i0,1},
P((Y1,Y2) = (y1,)2)) = {2 . =y
0 sinon. ©

Comme pour les variables aléatoires, un vecteur aléatoire induit naturellement une mesure de
probabilité sur R”.

Définition 2.5. On appelle loi conjointe du vecteur aléatoireX = (X;,...,X,) la mesure de probabilité
surR" définie par
Px(A) =PXeA=PX '(4), VAcR™

Comme pour les variables aléatoires discreétes, la loi conjointe d'un vecteur aléatoire X est caractérisée
par la fonction de masse conjointe.

Définition 2.6. La fonction de masse conjointe d’'un vecteur aléatoire discret X = (X1,...,X,) est la
fonction fx :R" — [0,1] définie par

X =PX=x), vxeR".

Définition 2.7. Erant donnée une fonction de masse conjointe fix, .. x,), on appelle fonctions de masse
marginales les fonctions de masse f, .
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Le lemme suivant montre comment on peut récupérer les fonctions de masse marginales a partir de
la fonction de masse conjointe.

Lemme 2.5.
le' (xl) = Z ﬁXl,...,Xn) (xlr---)x}’l)-

X1yees Xi=1,Xi415e-0Xn
Démonstration. Laissée en exercice. O

Lindépendance de la famille Xj,...,X; se formule aisément en termes de la fonction de masse
conjointe du vecteur correspondant.

Lemme 2.6. La famille X,,...,X, de variables aléatoires discrétes est indépendante si et seulement si

ﬁXl,...,Xn) (xlr oco »xn) = le (xl) ot 'an (xn); v(xly ©o -;xn) € Rn-

Démonstration. Laffirmation suit immédiatement des identités

ﬁXl,...,Xn) (xl’ -~-»xn) = I]:D(Xl =X1,. ")Xn = xn);
fx, (x1) - fx, (%) =P(X1 = x1) - P (X, = xp),

et du Lemme 2.3. O

Espérance, variance, covariance et moments

Espérance

On répete N fois une expérience, obtenant ainsi les résultats numériques x, ..., xy. La moyenne
de ces résultats est donnée par

ot 'on a noté E '’ensemble des valeurs possibles (supposé discret) et N(x) le nombre d’expériences
ayant donné le nombre x. Supposons qu'on modélise cette expérience par une famille Xj,...,X, de
variables aléatoires discrétes indépendantes de méme fonction de masse f. On s’attend alors a ce
que, pour chaque valeur x € E, la fraction N(x)/N soit proche de la probabilité f(x). Par conséquent,
Y xeg X f (x) devrait fournir une approximation asymptotiquement correcte de 7; on appelle la quan-
tité correspondante espérance.

Définition 2.8. Soit X une variable aléatoire discrete et soit fx sa fonction de masse. On dit que X
admet une espérance si

> 1xlfx(x) <oo.

xeX(Q)

Dans ce cas on définit 'espérance de X par

EX)= ) xfx().

x€X(Q)

Remarque 2.2. La condition d’absolue sommabilité est importante : elle garantit que l'espérance ne
dépend pas de lU'ordre dans lequel les termes sont sommeés.

La seule exception est lorsque la variable aléatoire possede un signe bien défini. Dans ce cas, si cette
derniere n'est pas absolument sommable, on définit l'espérance comme étant égale a +oo, resp. —oo,
pour une variable aléatoire positive, resp. négative.
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Remarque 2.3. Sil’espace de probabilité sous-jacent est caractérisé par la fonction de masse f, on peut
écrire

EX)= ) xfx0= ) x ) flw=) Xofw. (2.1)
xeX(Q) xeX(Q) X(f)cg)gx weQ)

Remarque 2.4. On utilise souvent l'espérance pour déterminer si un jeu est équitable : si X représente
le gain a la fin du jeu (donc une perte s'il est négatif), alors l'espérance donne le gain moyen.

Par exemple, considérons le jeu suivant : on lance un dé (équilibré) et on recoit n CHF si le dé in-
dique n. Dans ce cas, le joueur va recevoir en moyenne 3,5 CHE Le jeu lui sera donc favorable si sa mise
initiale est inférieure a ce montant et défavorable si elle lui est supérieure.

On pourrait étre tenté de dire plus généralement qu'un jeu vaut la peine d'étre joué si E(X) > 0
puisqu’'en moyenne on gagne plus qu'on ne perd. Il faut cependant se méfier de cette intuition.

Considérons le jeu suivant (tres discuté au début du XVIIIP™® siecle) : on jette une piéce de monnaie
jusqu'a Uapparition du premier « face»; si cela a lieu au T®™ lancer, votre gain sera de2” francs. Quelle
serait une mise équitable ? On vérifie facilement que l'espérance est infinie, et que, par conséquent, le jeu
est favorable au joueur quelle que soit sa mise initiale! C'est le célébre paradoxe de Saint-Pétersbourg.

Le résultat élémentaire suivant est extrémement utile.
Lemme 2.7. Soit A,B c Q. Alors, P(A) =E(1 4) etP(ANB) =E( 413).

Démonstration. Laissée en exercice. O

Au vu de la définition ci-dessus, le calcul de I'espérance E(¢(X)) d'une fonction ¢ d'une variable
aléatoire X nécessite de déterminer la loi de ¢(X). Le résultat suivant permet de déterminer cette
quantité en utilisant uniquement la loi de X. Il sera toutefois pratique d’avoir ce résultat sous une
forme légérement plus générale.

Lemme 2.8. SoitX= (Xy,...,X,) un vecteur aléatoire discret et ¢ : R — R. Alors,

E(X)= ) ¢o& /LX),

xeX(Q)
des que cette somme est absolument convergente.

Démonstration. Notons E=X(Q) et F=¢(E).Ona

ElpX) =Y yPleX) =y)=) yPXep ' (=Y y Y PX=x

yeF YEF YEF xep1(y)
= ) yPX=x=) ¢xPX=x).

YEFXeE XeE

p=y

Observez que la convergence absolue de la série est cruciale pour pouvoir réorganiser les termes
comme on I'a fait. O

Démontrons a présent quelques propriétés fondamentales de |'espérance.
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Lemme 2.9. Soient X, Y et X,;, n=1, des variables aléatoires possédant une espérance. Alors,
1. X=0 = E(X)=0.
2. SiP(X=c)=1pourunceR, alorsE(X) = c.
3. E(XD) = [E(X)].
4

. (Linéarité) Pour tout a,f € R, a X + BY possede une espérance et
E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).

5. (o-additivité) Supposons que les variables aléatoires X,, n = 1, soient positives et que X =
Y nus1 Xn. Alors,
E(X) =) E(Xp).
n=1
6. (Convergence monotone) Lorsque les variables aléatoires X,, n = 1, satisfont X;, / X ponctuel-
lement, on a
E(X) = lim E(X,).
n—oo

Démonstration. 1. et 2. sont immédiats.
3. Notons E = X(Q). Par le Lemme 2.9,

ECOI=1Y xfx®l< Y [xlfx(x) = E(X).

x€E xeE

4.Notons E = X(Q) et F = Y (Q). Alors, en utilisant le Lemme 2.9 avec la fonction (x,y) — |ax+ By,

E(aX+pYD= ) lax+pylfxn@xy=< >  (axl+IBy)fixy (%)
x€E,yeF X€E,yeF

=lal ) Ix Y. fan ) +1B1 Y 1yl Y. fix, v (%)

x€E yeF yeF x€E

=lal ) Ixlfx(0) + 1Bl Y 1y fr () <oo,

x€E yeF

puisque X et Y possedent une espérance. La derniere égalité suit du Lemme 2.5. On déduit de la
borne ci-dessus que a X + Y possede également une espérance. En répétant le méme calcul sans les
valeurs absolues, on obtient le résultat.

5. Notons S, = Y. | X;. On observe tout d’abord que X — S, = 0, pour tout n > 1, et donc, par I
et 4, E(X)—E(S,) =E(X-S,) =0, c'est-a-dire

E(X) = E(Sp) =E() X;) = ) E(X)).
i=1 i=1

En laissant n — oo, on obtient donc E(X) = 332, E(X;).

Il nous reste a obtenir 'inégalité opposée. Pour ce faire, on fixe 0 < ¢ < 1 et on introduit la variable
aléatoire 7 =inf{n=1: S, = cX}. Comme S, / X < oo, on en conclut que 7 < co. La somme aléatoire
Sr =X_; X; estune variable aléatoire discréte puisque I'ensemble des valeurs prises par S; est inclus
dans I'ensemble S(Q) = U,>1 S»(Q) et que les ensembles S, (Q2) sont dénombrables. Par conséquent,
il suit de 1. et de la o-additivité de P que

CEX)<ES)= Y, sY Pa=nSy=9=) EQ=nSn),

seS(Q)) n=1 n=1
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I'interchange des sommes étant justifié puisque tous les termes sont positifs. Similairement, il suit
également de 4. que

n n
2 EQp=mSn) =) Y EQp=nX)=) ), ) WPT=nXi=2x)

n=1 n=1k=1 n=1k=1xeX;(Q)
=Y Y Y xPa=nX=x)=) Y xP@zkXi=x) <) EXQ.
k=1 n=zk xeXy(Q) k=1 xeX(Q) k=1

La conclusion suit en prenant la limite ¢ — 1.
6. Soit Y, = X;;41 — X5, 2 0. D’une part,

N
[E(lg,l Yy) = [E(Alfl_f};ongl Yn) = [E(J\IIEI;OXNH -X1) =E(X -X;) =EX) -E(X1),
et, d’autre part,
N
Y E(Yp) = lim ) E(Yy) = lim E(Xy+1—X1) = lim E(X,) - E(X).
n=1 N—oo 5y N—oo n—oo

Par conséquent, il suit de 5. que

lim E(X,) ~E(X) = Y E(Y) = E(Y V) = E(X) — E(X)). 0

n=1 n=1
Exemple2.6. On désire trouver le nombre a € R qui approxime le mieux une variable aléatoire X dans
le sens qu’il rend la quantité E((X — a)?) minimale. On a
E((X — a)?) = E(X?) - 2aE(X) + a°.
En dérivant, on voit que la valeur de a réalisant le minimum satisfait —2E(X) +2a = 0, ce qui implique
que a = E(X). >

Exemple 2.7. On appelle triangle d'un graphe, un triplet de sommets x,y,z tels que x ~ y, y ~ z et
z ~ x. Quel est 'espérance du nombre de triangles Ka dans le graphe aléatoire ¢ (n,m) ? Il suit de la
linéarité et du Lemme 2.7 que

E(KA) = [E( Z 1{x~y,y~z,z~x}) = Z Px~yy~zz~X).

e X,z

distincts distincts

_ (N-3 N n
Comme P(x ~ y,y ~ 2,z ~ x) = (,,_3)/(;,) et que le nombre de termes dans la somme est (3), on en

conclut que

E(Kn) = n\mm-1)(m-2) o
AT NN DY(N=-2)

Donnons a présent I’espérance pour les lois introduites plus tot dans ce chapitre. Observez que I'es-
pérance E(X) ne dépend que de la loi de la variable aléatoire X ; on peut donc parler sans ambiguité
de I'espérance d’'une loi.

Lemme 2.10. La table 2.1 donne la valeur de l'espérance pour diverses lois, en fonction de leurs para-
metres.

Démonstration. 1. Loide Bernoulli. Lespérance d'une variable aléatoire X suivant une loi de Ber-
noulli de parametre p sur {0,1} estimmédiate a calculer :

EX)=1-p+0-1-p)=p.
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Loi Espérance Variance
Bernoulli (p) p p(l-p)
Binomiale (n,p) np np(l-p)

Poisson (1) A A
Géométrique (p) 1/p (1-p)/p?
Hypergéométrique (N,b,n) bn/N nb(N —b)(N — n)/ (N° — N?)
Pascal (r,p) r(l—p)/p. r(l—p)/p?

TABLE 2.1: L'espérance et la variance de quelques lois discrétes importantes, en fonction de leurs parameétres.

2. Loibinomiale. La fagon la plus simple de calculer 'espérance d'une variable aléatoire X suivant

une loi binomiale de parametres n et p est d’utiliser la linéarité de 'espérance. X ayantla méme
loi que le nombre total de succes aprés n épreuves de Bernoulli, on a® X 2 Y +--+Y,, oules
Y; sont des variables de Bernoulli de parameétre p indépendantes.

Il suit donc du Lemme 2.9, point 4, que

E(X) = rﬁ(i Y,) - i E(Y;) = np.
i=1

i=1

. Loi de Poisson. Lespérance d'une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson est donnée par

00 Ak 1
E(X) = Zk—.e —e”l/lz(k 0=

. Loi géométrique. Lespérance d’une variable aléatoire X de loi géométrique est donnée par la

série -
EX) =) kp(1l-p)*.
k=1

Pour en calculer la somme, introduisons la fonction
o _k
Gx) = Z x'=—

Cette série converge absolument lorsque |x| < 1, et, dans ce cas, il est possible d’'interchanger
sommation et dérivation. Par conséquent,

G'(x) = &1
(1— )2 k;

On a donc . )

EX)=pG(l-p)=p—=—.

p p sz p

. Loi hypergéométrique. Lespérance d'une variable hypergéométrique sera traitée plus tard, dans

I’Exemple 4.2.

. Loide Pascal. Soit X suit une loi de Pascal de parameétres r et p. On a vu que X ala méme loi que

le nombre d’échecs avant le 7™ succes lors d'une suite d’épreuves de Bernoulli. Ceci implique
loi N . 2 . . 2 .

que X +r =Y +---+Y;, oules Y; sont des variables aléatoires indépendantes suivant chacune

une loi géométrique de parametre p. Par exemple, pour r = 7 (les ronds blancs représentent les

échecs, les noirs les succes) :

. loi o, . . R .
5. Lanotation X = Y signifie « X et Y ont la méme loi ».
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X+7

OO0OO0O00Ce0OeO0000eO0O00O0L0eeO0O0eOO00 e
| N V

N Y, Y3 Y, Y5 Y Y7
On adonc
! r 1-p
EX)=EX+r-r=) EY)-r=—-r= r. O
i=1 p p
Exemple 2.8. 1. On vous propose le jeu suivant : on vous tend deux enveloppes en vous infor-

mant que le montant contenu dans l'une est le double du montant contenu dans l'autre, et
vous devez en choisir une. Expliquez en quoi le raisonnement suivant est faux : soit X le mon-
tant contenu dans I'enveloppe que vous avez décidé de tirer; 'espérance de vos gains si vous
changez d’avis est de % -X/2+ % 22X = %X > X, et donc vous feriez mieux de choisir I'autre en-
veloppe (et bien s{ir, on peut alors répéter cet argument une fois que vous avez choisi I'autre
enveloppe).

2. Onvous présente deux enveloppes. Chacune contient un papier sur lequel est inscrit un nombre
entier (positif ou négatif) ; les deux nombres sont arbitraires, mais distincts. Vous gagnez si vous
parvenez a tirer le nombre le plus grand. Vous pouvez choisir une des enveloppes et I'ouvrir, et
ensuite décider si vous préférez garder I’enveloppe choisie, ou prendre plutot 'autre. Montrez
qu’il existe un algorithme de décision (changer ou non d’enveloppe en fonction du nombre dé-
couvert) qui vous permet de choisir le plus grand nombre strictement plus d'une fois sur deux
(dans le sens que si une infinité de personnes appliquaient toutes cette stratégie pour la méme
paire de nombres, alors la fraction de bonnes réponses serait strictement supérieure a 1/2). ¢

Le résultat élémentaire suivant se révele parfois utile.

Lemme 2.11. Soit X une variable aléatoire a valeurs dansN. Alors,

EX) =) P(X>n).

n=0
Démonstration. 1l suffit d’observer que
m-1 o)
EX)=) mPX=m)=) Y PX=m=) Y PX=m)=) PX>n). O
m=1 m=1 n=0 n=z0m=n+1 n=0

Définition 2.9. Soit —oco < a < b < +oo. Une fonction ¢ : (a,b) — R est convexe si et seulement si :
Vx € (a,b),Jac R : Vy € (a,b),p(y) = p(x)+ aly — x). Si l'inégalité est toujours stricte lorsque y # x,
alors on dit que @ est strictement convexe .
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Théoréme 2.1 (Inégalité de Jensen®). Soient X une variable aléatoire admettant une espérance et ¢
une fonction convexe. Alors

E(p(X)) = p(E(X)).

De plus, lorsque @ est strictement convexe, il y a égalité si et seulement si X est une variable aléatoire
constante.

Démonstration. 1l suit de la définition de la convexité de ¢, avec x = E(X), qu'il existe a € R tel que,
pour tout y € R,

@) z pE(X)) + a(y —E(X)).

I suit donc du Lemme 2.8 que

EpX) = Y oWfx()=eEX)+aEX)-EX)) =@EX)). O
yeX(Q)

Variance, moments d'ordres supérieurs

Définition 2.10. On appelle E(X") le moment d’ordre n de la variable aléatoire X, pourvu que cette
espérance soit bien définie.

Remarque 2.5. Si une variable aléatoire possede un moment d’ordre n, alors elle posséde également
tous les moments d'ordre 1 < k < n. En effet, l'inégalité de Jensen implique que

oo > E(IX1") = E((1X15)"%) = E( X1%)"%,
puisque la fonction x — x™'* est convexe surR* lorsque n = k.

Remarque 2.6. En général, méme la donnée de tous les moments d'une variable aléatoire ne suffit pas
pour déterminer sa loi. C’est le cas si cette variable aléatoire posséde certaines bonnes propriétés, que
nous ne discuterons pas ici. Mentionnons simplement la condition suffisante suivante : deux variables
aléatoires X et Y satisfaisant E(e*X) < 0o et E(e?Y) < o0, VA € (—€,€) avece > 0, et telles que E(X™) =
E(Y"™), pour tout n € N, ont la méme loi.

Une quantité particulierement importante est la variance. Si’espérance donne la valeur moyenne de
la variable aléatoire, la variance (ou plutdt sa racine carrée, I’écart-type) mesure sa dispersion.

Définition 2.11. Soit X une variable aléatoire dont l'espérance existe. On appelle variance de X la
quantité

Var(X) = E((X - E(0)?)

(la variance de X peut étre infinie). On appelle écart-type de X la quantité o(X) = v/ Var(X).

Lemme 2.12. 1. Var(X) =0, et Var(X) = 0 si et seulement si P(X =E(X)) = 1.
2. Var(X) < oo si et seulement si E(X?) < oo.
3. SiVar(X) < oo, alors Var(X) = E(X?) - (E(X))?.
4. Poura,beR, Var(a+ bX) = b*Var(X).
5. SiVar(X) < oo etVar(Y) < oo, alors Var(X + Y) < co.

6. Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859, Naksov — 1925, Copenhague), mathématicien et ingénieur danois.
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Démonstration. Nous ne démontrerons que deux des affirmations, les autres étant immeédiates.
Preuve de 2. Soit Z une variable aléatoire telle que E(Z?) < co. Alors, pour tout a € R,

9
E((Z - @)?) =E((Z - @*1yz1<21ap) + E((Z — @* 1 z1221a) < 9a° + Z[E(ZZ) < o0.

En prenant Z = X et a = E(X), on obtient que [E(Xz) <oo = Var(X) < oo.
En prenant Z = X —E(X) et a = —E(X), on obtient que Var(X) <oco = E(X?) < oco.
Preuvede 5. Soit X = X—E(X) et Y = Y —E(Y). Comme (a+ b)? < 2(a? + b?), pour tout a,b € R, on peut
écrire
Var(X +Y) = E((X + Y)?) < 2E(X?) + 2E(Y?) = 2Var(X) + 2Var(Y) < co. O

Le résultat suivant, tres utile et dont nous verrons des extensions plus tard, montre un sens dans
lequel la variance controle les fluctuations d'une variable aléatoire autour de son espérance.

Lemme 2.13 (Inégalité de Bienaymé’-Tchebychev®).

Var(X)
PIX-EX)|=za)<s——, Va>0. (2.2)
a
En particulier, si a > 0(X), alors P(|IX —E(X)| = a) < 1.
Démonstration. Notons X = X — E(X). Il suffit d’observer que
Var(X) = E(X?) 2E(X*1 3. 2)) = @ P(X* = 0°) = a P( X - E(X)| = ). O

Il n’est pas difficile de déterminer la variance des lois introduites plus haut.
Lemme 2.14. La table 2.1 donne les variances des principales lois introduites précédemment.

Démonstration. 1. Loide Bernoulli. La variance d'une variable aléatoire X suivant une loi de Ber-
noulli de parametre p sur {0,1} estimmédiate a calculer :

Var(X) =E(X*) -E(X)*=1-p+0-(1—p)—p* = p(1 - p).

2. Loi binomiale. Voir 'Exemple 2.10.

3. Loi de Poisson. Une facon de calculer la variance d’'une variable aléatoire X suivant une loi de
Poisson est la suivante.

Ak o) /lk—Z

E(X(X-1)= Y k(k—1) e = ¢ Hp2 = A2
kgo k! =, (k-2)!

Par conséquent, E(X?) - E(X)? =E(X(X - 1)) —E(X)? +E(X) = A.
4. Loi géométrique. Pour une variable aléatoire X de loi géométrique,
[e.]
EX(X-1) =Y k(k-Dpd-p*Tt.
k=1

Pour calculer la somme, on procéde comme pour I'espérance, en introduisant la fonction
(&)
k X
Gx)=) x'=—,
IC:l ]. —X

et en utilisant le fait que G" (x) = ﬁ =Y 2 k(-1 x¥=2. Par conséquent,

1 1 1-
Var(X) = E(X(X - 1)) +E(X) —-E(X?) = p(1—- p)G"(1—p) + 5Ty pzp.

7. Irénée-Jules Bienaymé (1796, Paris - 1878, Paris), probabiliste et statisticien francais.
8. Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821, Okatovo - 1894, Saint-Petersbourg), mathématicien russe. Son nom est aussi
translittéré comme Chebyshov, Chebyshev, ou Tschebyscheff.
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5. Loi hypergéométrique. Voir |'Exemple 4.2.
6. Loi de Pascal. Voir 'Exemple 2.10. O

Covariance et corrélation

En général, Var(X + Y) # Var(X) + Var(Y) : en effet, un bref calcul montre que
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2[E((X —EX)(Y - [E(Y))).

Ceci motive la définition suivante.
Définition 2.12. On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité

Cov(X,Y) = E((X -~ E(X))(Y —E(Y)))
=E(XY)-EX)E(Y).
En particulier,
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
Deux variables aléatoires X et Y sont non-corrélées si Cov(X,Y) = 0; dans ce cas, on aVar(X +Y) =

Var(X) + Var(Y).

Attention : la variance n’est pas un opérateur linéaire, méme restreint aux variables aléatoires non-
corrélées (se souvenir que Var(aX) = a?Var(X)).

Lemme 2.15. 1. La covariance est une forme bilinéaire symétrique :

Cov(X,Y) = Cov(Y,X)
Cov(aX,bY)=abCov(X,Y), VabeR,
Cov(X; + X5,Y) = Cov(X7,Y) + Cov(Xy,Y).

2. Pour des variables X3, ...,X,, ona

Var()_ X;) =) Var(X;) + )_ Cov(X;,X)).

n
i=1 i=1 i#]

Démonstration. Laissée en exercice. O

En statistiques, une autre quantité est souvent utilisée pour mesurer la corrélation entre deux va-
riables aléatoires, ayant 'avantage de ne pas changer si les variables aléatoires X et Y sont multipliées
par des coefficients positifs (en particulier, si on change d’'unités).

Définition 2.13. On appelle coefficient de corrélation de deux variables aléatoires X et Y de variances

non-nulles la quantité
Cov(X,Y)

pX,)Y)= ———.
VVar(X)Var(Y)

Théoréme 2.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
E(XY)? < E(XDE(Y?),

avec égalité si et seulement si P(aX = bY) =1 pour des réels a et b dont au moins un est non nul.
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Démonstration. On peut supposer que E(X?) # 0 et E(Y?) # 0 (sinon la variable aléatoire correspon-
dante est égale a 0 avec probabilité 1, et le théoréme est trivial). Fixons b € R\ {0}. Dans ce cas, on a,
pour tout a € R,

a’E(X?) —2abE(XY) + bE(Y?) =E((aX - bY)?) = 0.

Par conséquent, le membre de gauche est une fonction quadratique de la variable a s’annulant en au
plus un point. Ceci implique que son discriminant doit étre négatif ou nul, c’est-a-dire

E(XY)?-E(X?)E(Y?) <0.

Le discriminant est nul si et seulement si il y a un unique zéro, ce qui ne peut avoir lieu que s'il existe
acRtels que
E((aX - bY)?) =0. 0

Il suit de ce théoreme que la valeur absolue du coefficient de corrélation est égal a 1 si et seulement si
il existe une relation linéaire entre les variables aléatoires.

Corollaire 2.1.
lo(X,Y)|=1,

avec égalité si et seulement si P(Y = aX + b) = 1 pour des réels a et b.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux variables aléatoires X —E(X)
et Y —E(Y). O

Considérons deux quantités aléatoires (par exemple des résultats de mesures), et supposons que 'on
cherche a résumer la relation qui existe entre ces dernieres a ’aide d'une droite. On parle alors d’ajus-
tement linéaire. Comment calculer les caractéristiques de cette droite ? En faisant en sorte que 'erreur
que 'on commet en représentant la liaison entre nos variables par une droite soit la plus petite pos-
sible. Le critere formel le plus souvent utilisé, mais pas le seul possible, est de minimiser la somme de
toutes les erreurs effectivement commises au carré. On parle alors d’ ajustement selon la méthode des
moindres carrés. La droite résultant de cet ajustement s’appelle une droite de régression. Le résultat
suivant montre que le coefficient de corrélation mesure la qualité de la représentation de la relation
entre nos variables par cette droite.

Lemme 2.16. Pour toute paire de variables aléatoires X et Y, on a

min E((Y — aX - b)?) = (1 - p(X,Y)?) Var(Y),

a,beR

et le minimum est atteint pour a = Cov(X,Y)/Var(X) et b =E(Y — aX).
Démonstration. En écrivant, comme d’habitude, X = X —E(X)et Y = Y —E(Y),on a
E((Y -aX-b)?) =E((Y - aX - b)?),
otton a posé b = b+ aE(X) — E(Y). On vérifie alors aisément que
E((Y - aX - b)?) = @®E(X?) - 2aE(X V) + E(Y?) + b* = @*Var(X) - 2aCov(X,Y) + Var(Y) + b?,

et le membre de droite est minimum lorsque b= 0, c’est-a-dire b =E(Y) — aE(X), et

B Cov(X,Y)
C Var(X)
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FIGURE 2.5: Métabolisme en fonction de la masse pour trois groupes d’organismes : homéothermes, poikilo-
thermes et unicellulaires. Les droites correspondent a la loi de Kleiber. (Source : Scaling in Biology, edité par J. H. Brown et G. B.
West, Oxford University Press, 2000]

Exemple 2.9. En physiologie, la loi de Kleiber? affirme que le métabolisme M d’un animal et son
poids P satisfont la relation

M x P%,

avec a souvent proche de 3/4 (alors que des arguments simples de dimensionalité suggéreraient plu-
tot 2/3). Afin de vérifier qu'une telle relation est valide pour une population donnée, on peut procéder
comme suit : puisque

M =~ aP% < logM ~loga+ alogP,

on se ramene, en posant X =logM et Y =logP, a vérifier qu’il y a une relation linéaire entre X et
Y; cf. Figure 2.5. Concretement, on estime, a partir d'un échantillon, les parametres a et a, ainsi que
le coefficient de corrélation p(X,Y). Ce dernier permet alors de mesurer la qualité de I'approxima-
tion linéaire ainsi obtenue. (Comment estimer ces parametres a partir d'un échantillon releve de la
Statistique; nous étudierons ce type de problemes dans le Chapitre 12.) 3

2.4.4 Extension aux vecteurs aléatoires

Les notions d’espérance et de covariance s’étendent de fagon naturelle aux vecteurs aléatoires.

Définition 2.14. Lespérance du vecteur aléatoireX = (Xi,...,X,) estle vecteur E(X) = (E(X3),...,E(X,)),
a condition que chacune de ces espérances existe.

Définition 2.15. SoitX = (X;,...,X;) un vecteur aléatoire. Sa matrice de covariance est la matrice nx n
Cov(X) dont l'élément i, ] est donné par
Cov(X;, Xj),

pourl<i,j<n.

2.4.5 Absence de corrélation et indépendance

Voyons a présent quel est le lien entre indépendance et absence de corrélation.

9. Max Kleiber (1893, Ziirich — 1976, Davis), biologiste suisse.
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Lemme 2.17. Deux variables aléatoires indépendantes dont l'espérance existe sont non-corrélées.
En particulier, si X1,...,Xy, sont2 a2 indépendantes, Var(Y!" | X;) =Y. Var(X;).

Démonstration. On applique le Lemme 2.8 avec la fonction ¢ : R? - R, ¢@(x,y) = xy. Cela donne

[E(XY) :[E((p(X,Y)) = Z (p(x’y)_f(X,Y)(x;y)
XEX(Q),yeY (Q)
= Y W
x€X(Q),yeY (Q)
- > xyfx(@fr(y) =EXEY). 0
x€X(Q),yeY (Q)
Exemple2.10. 1. Loi binomiale. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de para-

metres n et p. On avu que, dans ce cas, X 2 Y1 +---+Y,, oules Y; sont des variables de Bernoulli
indépendantes de parameétre p. On obtient donc immédiatement que

Var(X) =np(1-p).

2. Loide Pascal. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Pascal de parametres r et p. On a
vuque X +r 2y, +---+Y,, ot les ¥; sont des variables géométriques indépendantes de para-
metre p. On obtient donc immédiatement que

l-p

Var(X)=Var(X+r)=r pz .

<

Nous avons vu que deux variables aléatoires indépendantes sont toujours non-corrélées. La réci-
proque est fausse en général, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple2.11. Considérons Q = {-1,0,1} avec la distribution uniforme. Soient X(w) = w et Y (w) = |w|
deux variables aléatoires. Alors, E(X) =0, E(Y) =2/3 et E(XY) = 0. Par conséquent X et Y sont non-
corrélées. Elles ne sont par contre manifestement pas indépendantes. 3

Dire que X et Y sont indépendantes est donc strictement plus fort en général que de deman-
der a ce que E(XY) = E(X)E(Y). Le résultat suivant montre comment il faut renforcer cette derniére
propriété pour obtenir 'indépendance.

Lemme 2.18. Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires discretes. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. (Xj)ies est indépendante;
2. Yo;:R—Rtelles que ¢;(X;), i € I, admette une espérance,
E(]]¢:(X)=[]E;i (X)),
i€] ie]
pour tout J < I fini.

Démonstration. 1. = 2. Cela suitimmédiatement du Lemme 2.8 et de la factorisation de la fonction
de masse conjointe : pour tout J = {iy,...,in} €I,

E([JeiXn)= ). @i, (Xi) @i, (X0, fox, o xi,) Ky -0,

ie] xieX,-(Q)
ie]
= Y )i, () fx, () fx, ()
x;€X;(Q)
ie]
= [[E@i(X).
i€
2. = 1.Enappliquant 2. a ;(y) = 1{yc4,}, on obtient
P(X;€ Aj,Vie ) =E([[lixenn) = [[EQxean) = [[P(Xi € Ap). m

i€] ie] ie]
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Une premiere version de la loi des grands nombres

Nous avons motivé I'espérance comme étant une approximation de la moyenne des résultats ob-
tenus en mesurant X lors d'une suite d’expériences aléatoires. Nous allons a présent rendre cela un
peu plus précis.

Définition 2.16. Soient X1,X>,..., X,; une famille de variables aléatoires. Leur moyenne empirique est
la variable aléatoire

_ 12
X==) X
niz1

Nous pouvons a présent démontrer une premiere version de la loi des grands nombres.

Théoreme 2.3 (Loi faible des grands nombres). Soient X1, ...,X, desvariables aléatoires non-corrélées,
de méme espérance u et de méme variance o> < co. Alors, pour toute > 0,

2

- (0}
[|:D(|Xn—,U| >¢€) < E

En particulier, lim, o P( X, — ul =€) =0, pour toute > 0.

Démonstration. Les variables aléatoires X; étant non-corrélées, il est facile de déterminer la variance

de S, :
n 2

1 & o
Y Xi)= — i:ZiVar(X,-) =

] 1
Var(Xj,) = Var(—
nizy

Comme E(X,,) = u, le résultat suit donc de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (2.2) :

Var(X,) o2
2 2, =

P(X,—ul=e¢) <
(1Xp—pl =€) 2n

Exemple 2.12. On effectue 10 000 lancers d'une piéce de monnaie équilibrée. Afin de travailler avec
des variables centrées, on encode le résultat du k®™€ jet par une variable X} telle que P(X; = 1) =
P(Xe =-1) = % (au lieu de 0 et 1). La loi faible des grands nombres énoncée ci-dessus affirme que
X, € [—€,€] avec grande probabilité lorsque n est suffisamment grand. L'estimée dans la preuve du
théoreme nous donne

_ 1
P(|Xn| 26) < W

Par exemple, pour 10 000 jetsete =0,1,on a

_ 1
P(X =0,1) = —.
(1X10 000l ) 100
Notez que ce n'est qu'une borne supérieure sur cette probabilité. On verra plus tard qu’elle est trés
pessimiste dans le cas présent (on montrera en effet que P(| X1 ool = 0,1) < 3,5-107%2). S

Remarque 2.7 (Lien avec 'approche fréquentiste). Ce qu'affirme la loi faible des grands nombres,
c'est que pour une précision € donnée, la probabilité que l'espérance et la moyenne empirique dif-
ferent de plus de € peut étre rendue aussi petite que l'on désire en considérant un échantillon suffi-
samment grand. En ce sens, elle justifie a posteriori l'axiomatique de la théorie de probabilités, en fai-
sant le lien avec la notion intuitive de fréquence de réalisation d’'un événement. En effet, considérons
une expérience aléatoire, décrite par un espace de probabilité (QQ,P°), que l'on répete N fois, de fagcon
indépendante, obtenant une suite de résultats (w,ws,...,wn). Alors, pour tout événement A, les va-
riables aléatoires Yi(w1,...,0n) = 1a(wy) sont i.i.d., avec E(Yy) = P(A). Par conséquent, si l'on note
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NA) =#{1<k=sN:wreA= Z;CV: 1 Y le nombre d'expériences lors desquelles I'événement A est réa-
lisé, on a, pour toute >0,

N

N(A)
Y —E(Y1)| =€) =0,
=1

. o 1
NPTy PNz = fim Py

k

ce qui est parfaitement en accord avec l'interprétation fréquentiste des probabilités.
Nous reviendrons sur la loi des grands nombres, ainsi que sur des résultats plus précis concernant

le comportement asymptotique de la moyenne empirique, au chapitre 7.

Espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur (2,[P). La notion de probabilité conditionnelle
P(A|B), ou A et B sont deux événements, peut étre étendue a la situation o1 I'on désire déterminer
laloi de Y étant donnée la valeur prise par X.

Définition 2.17. Soient X,Y deux variables aléatoires discretes. La fonction de masse conditionnelle
deY sachant que X = x est la fonction fy|x (- |x) : R — [0,1] définie par

fx.v(xy)

=P(Y = X = =
frix(ylx) =P =y]| X) @

)

pour tout x tel que fx(x) > 0. La loi correspondante s'appelle la loi conditionnelle de Y sachant que
X=x.

Etant en possession d’une notion de loi conditionnelle, on peut définir I'espérance conditionnelle,
comme étant ’espérance sous la loi conditionnelle.

Définition 2.18. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes. On appelle espérance conditionnelle
deY étant donné X la variable aléatoire

EYIX)O=EYIX=)= Y yfrxl),
yeY (Q)

pourvu que Y. yey ) |yl frix (¥ 1) <oo.

Insistons bien sur le fait que I'espérance conditionnelle E(Y | X) n'est pas un nombre, mais une va-
riable aléatoire; il s’agit, en fait, d'une fonction de la variable aléatoire X. Elle possede I'importante
propriété suivante.

Lemme 2.19. Lespérance conditionnelle E(Y | X) satisfait
E(E(Y | X)) =E(Y).
Plus généralement, pour toute fonction ¢ : R — R telle que les espérances existent,
EEY | X)p (X)) =E(Y p(X)).

Démonstration. La premiere affirmation est un cas particulier de la seconde : il suffit de choisir ¢ = 1.
Démontrons donc la seconde affirmation. Il suit du Lemme 2.8 que

E(ECY X)) =)y frix(y 10 o(x) fx(x)
Xy

=Zy(l)(x)f(X,Y)(x,y) =E(Yp(X)). O
xy
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Remarque 2.8. Au-dela de ses applications immédiates, l'intérét de ce résultat est que cette propriété
peut étre prise comme définition de l'espérance conditionnelle, cette derniere étant la seule fonction de
X satisfaisant cette relation pour toutes les fonctions ¢ admissibles. Ceci permet de définir cette notion
dans des situations beaucoup plus générales qu'ici.

Exemple 2.13. On désire modéliser le montant total des achats effectués dans un magasin pendant
une période donnée. On suppose que le nombre de clients pendant cette période est donné par une
variable aléatoire N, et que les montants dépensés par les clients forment une collection X;,X>, ...
de variables aléatoires i.i.d., de moyenne p, indépendantes de N. Le montant total des achats est
donc donné par la variable aléatoire S = Xj +--- + X, somme d'un nombre aléatoire de termes. Pour
déterminer E(S), on peut procéder comme suit :

P(S=sN=n)
ESINm =) s fa(sim =) s —p =

_ZSP(X1+---+Xn:s,N:n)
< P(N = n)
_ZSIP(X1+---+X,,:S)[P>(N:n)
< P(N = n)
=) sPX1+-+ X, =9)

=EXy+---+ Xy) = un.
Par conséquent, E(S|N) = uN, et donc, par le Lemme 2.19,

E(S) =E(E(S|N)) = uEWV). 23
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3.1.1

Marche aléatoire simple sur 7z

Les marches aléatoires forment une classe treés importante de processus stochastiques (c’est-a-
dire une suite de variables aléatoires, en général dépendantes, indexées par un parametre que 1'on
identifie au temps), ayant de multiples connexions avec d’autres sujets en théorie des probabilités,
mais également en analyse, en algebre, etc. Dans ce chapitre, nous discuterons quelques propriétés
élémentaires, mais parfois surprenantes, des marches aléatoires simples sur Z.

Notation : Dans ce chapitre, ainsi que dans la suite du cours, nous utiliserons souvent la notation
suivante :
P(A,B) =P(ANB),

ainsi que ses généralisations naturelles, telles que P(A,B,C) ou P(A| B,C), etc.

Description du processus

Lespace de probabilité

On désire modéliser I’évolution (aléatoire) suivante d'une particule sur les sommets du graphe Z :
la particule part (au temps 7 =0) du sommet a€ Z;

> la particule se déplace auxtemps n=1,2,...;

> les déplacements se font d'un sommet de Z vers I'un de ses deux voisins;

> la probabilité de se déplacer vers le sommet de droite est p;

> les sauts sont indépendants.

v

q p
—o0— & b0
i—-1 i i+1
Afin de n'avoir a considérer que des espaces de probabilité discrets, nous nous restreindrons a la
description des N premiers pas de la particule. Soient donc N = 1 et a € Z. On considere I'univers

Qna={(s0,...,sn) €ZV* i sp=aet|s;—s;i_1l=1Vie(l,...,N}}.

Les éléments de Q ., sont appelés les trajectoires de longueur N de la marche aléatoire simple ! sur
Z partant de a (cf. Fig. 3.1).

1. Le qualificatif simple fait référence au fait que la marche ne peut se déplacer que d'un point de Z vers I'un des deux
points voisins.

53
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FIGURE 3.1: Une trajectoire de longueur N d’'une marche aléatoire simple partant de a.

Soit p € [0,1] et g =1 — p; la mesure de probabilité Py, sur Qp,, désirée est obtenue a partir de
la fonction de masse suivante :
fN;p,a(SO;u-;SN) = pn+qn_)
ou ny = n4(Sg,...,SN) =#{1<i<N:s;—sj_1==+1}.

Lespace de probabilité (Qy;q,Pn;p,q) décrit (les N premiers pas de) la marche aléatoire simple
sur Z partant de a, de parametre p. La marche aléatoire simple est dite symétrique lorsque p = g = %

Quelques variables aléatoires utiles

Pour k € N, k < N, on note Si(so,...,Sn) = Sk la variable aléatoire donnant la position de la par-
ticule apres k pas (on dira également « au temps k »). Les variables aléatoires X = Sy — Si_; corres-
pondent alors au déplacement effectué lors du k™€ saut de la particule, et on peut écrire

n
Sn=5y+ Z X;.
i=1

Par définition, P y;;,4(So = a) = 1 et les variables aléatoires X; sont i.i.d. et satisfont
IPN;p,a(Xi =1)= p, PN;p,a(Xi =-1)= q.

En particulier, on peut écrire

N
|PN;p,a(SO = 50,51 = $1,...,SN=SN) = 5s0,a H [FDN;p,a(Xi =$;i—Si-1).
i=1

Exemple 3.1. On considére une suite de lancers d'une piece de monnaie équilibrée. Apres chaque
lancer, le joueur gagne 1 CHF si « pile » sort, et perd 1 CHF sinon. S’il commence avec une fortune
égale a a CHE alors I’évolution de sa fortune au cours des N premiers lancers est décrite par une
marche aléatoire simple symétrique sur Z partant de a, sa fortune au temps k étant égale a Sy. ©

On appelle cylindres les événements de la forme
[$0,---,Sn] =1{So = S0,---,Sn = Su},

c’est-a-dire 'ensemble des trajectoires dont les n < N premiers pas sont donnés par sy, ...,S;. On note
Z, 'ensemble des événements ne dépendant que des n premiers pas de la trajectoires. Clairement,
pour tout événement A € &, on peut trouver A c Q.4 tel que A = Ucs,,....s,0eAlS0, -+ Sn]. En particu-
lier, on vérifie aisément que

|]:DN;a,p(A) = Pn;a,p(A)-
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Par conséquent, la probabilité d'un événement appartenant a &, ne dépend pas de la valeur de N
(pourvu que N = n). Dans la suite, nous nous intéresserons toujours a des événements ne dépendant
que d'un nombre fini 7 de pas de la marche. On peut donc sans ambiguité omettre le parametre N de
la notation : pour le calcul, on peut prendre n'importe quelle mesure Py;p 4 avec N = n (et 'univers
Qn,q associé). Afin d’alléger la notation, nous omettrons également le parametre p et écrirons donc
simplement P,,.

Quelques propriétés importantes
La marche aléatoire simple possede les importantes propriétés suivantes.
Lemme 3.1. 1. (Homogénéité spatiale) Pour toutac€ Z,
P,(So=S0,...,Sn=5n) =Po(So=$0— a,...,Sn=$p,— a).

2. (Propriété de Markov) Soit B € &, un événement ne dépendant que des n premiers pas de la
marche. Alors, pour tout s € Z tel queP,(S, = s,B) >0, ona

Pu((snr---;SN) € A | S}’l = S’B) = Ps((SO,---»SN—n) € A);
pour tout ensemble de trajectoires A< Qn_;s.

Il est important que comprendre intuitivement ce qu’affirme la propriété de Markov : conditionnel-
lementa S, = s, ce qui a pu arriver a la marche jusqu’au temps n n’a pas d’influence sur son compor-
tement a partir du temps 7.

Démonstration. La premiere affirmation est immédiate, puisque, par définition,
n
Pa(So = $0,--+,Sn = $n) = O5p,a [ [P(Xi = 51 = 5i-1),
i=1
n
Po(So= 80— @...,.Sn = Sn— @) = 85-a0 [ [ P(Xi = s; = si-1).
i=1

Pour la seconde propriété, on observe que

Pa((SnSn+1,-...SN) € Al Sp = 5, B)
=Pu((s,5+ Xn+1,--,S+ Xps1+--+ XN) € Al Sy = s, B)
=P((8,5+ Xps1,. S+ Xps1+++ + Xn) € A)
=Py((S0,S1,---,Sn—n) € A),
ol l'on a utilisé le fait que {S,, = s} N B € &, estindépendant de (X, ) x>1 pour la deuxieme égalité, et

le fait que (s,s+ Xp+1,...,S + Xp41 +--+ Xpy) et (s,s+ X1,...,s+ X1 + -+ + Xy—5,) ont méme loi, puisque
les (X;)i>1 sonti.i.d.. O

Un peu de combinatoire permet de déterminer aisément la loi de S,,.
Lemme 3.2. Pour toutn =1,

n
Pa(sn =5 = (n+s_a)p(n+s—u)/2q(n—s+a)/2’
2

sis—ae{—-n+2k:0<k<n}, etPy(S;, =s) =0 sinon.
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En particulier, il suit de la formule de Stirling que, lorsque p = g = % et n— oo,

1+o0(1)

Vrn

Démonstration. Par homogénéité spatiale, il suffit de considérer le cas a = 0.

Soit ny =#{1 <i <n: X; = +1}. On a manifestement n. + n_ = n et n, — n_ = s. Par conséquent,

pour que la marche atteigne s au temps 7, il faut qu’elle ait fait r, = 5° pas vers le haut, et n_ = 252

pas vers le bas, ce qui n'est possible que si n + s est pair, et si |s| < n. Chaque portion de trajectoire
contribuant a cet événement a donc probabilité p'+ g"-, etle nombre de telles portions de trajectoires

est donné par (' ). O

Po(S2,=0) = (3.1)

Le premier retour au point de départ

Nous allons a présent étudier le temps mis par la marche pour retourner a son point de départ.
Plus précisément, nous allons nous intéresser aux événements

{T0>n}E{Sl ¢O,SZ¢0;,Sn¢0};
{to=nt={rg>n-11n{S, =0}.

Manifestement, ces deux événements appartiennent a &,.

Remarque 3.1. Considérons la variable aléatoire To = min{n=1: S, =0} (avec la convention habi-
tuelle que min @ = +o00), définie sur les trajectoires de longueur infinie. On vérifie immédiatement que
les deux événements ci-dessus correspondent effectivement d 1o > n et 19 = n, respectivement. Cette
approche alternative sera justifiée dans la seconde partie du cours, oui l'on traitera d’'univers généraux.

Théoréme 3.1. Pour toutn =1,

b
[FD()(TO >n, Sn = b) = %Po(sn = b)

et donc ]
Po(To > n) = ;[EO(lsnD-

Démonstration. La premiere identité est triviale lorsque b n'est pas une valeur atteignable par S,
(c’est-a-dire, lorsque n+ b est impair). Elle est également triviale lorsque |b| = n, puisque la trajectoire
n’a alors pas le temps de revisiter 0. On peut donc supposer que |b| < n— 1 et que n + b est pair.
Comme toutes les portions de trajectoire joignant (0,0) a (r,b) sont équiprobables (de probabilité
(n+b)/ zq(”_b)/ 2y, il suffit de déterminer combien d’entre elles ne revisitent pas l'origine.
On suppose, sans perte de généralité, que b > 0. Dans ce cas, toutes les trajectoires contribuant a
I'événement {t¢ > n,S;,, = b} satisfont S; = 1. Introduisons donc les ensembles suivants :
> J41[(1,1),(n,b)] : ensemble de toutes les portions de trajectoires joignant (1,1) a (n,b) sans in-
tersecter I’axe des abscisses.
> J.[(1,1),(n,b)] : ensemble de toutes les portions de trajectoires joignant (1,1) a (n,b) intersec-
tant I’axe des abscisses.
> J[(1,1),(n,b)] : ensemble de toutes les portions de trajectoires joignant (1,1) a (n,b).
Manifestement,

p

#J+1(1,1),(n,b)] = #9°[(1,1),(n,b)] - #IJ:[((1,1),(n,b)].

On a vu, dans la preuve du Lemme 3.2, que #5 [(1,1),(n,b)] = (ﬁ;_ll) Il nous faut donc déterminer
2

#J:((1,1),(n,b)]. Lobservation essentielle, appelée principe de réflexion, est la suivante : 'ensemble
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9.1(1,1),(n,b)] est en bijection avec 'ensemble J7[(1, —1),(n,b)] des portions de trajectoires joignant
(1,—1) a (n,b) : il suffit de réfléchir les 1¢ premiers pas de la trajectoire a travers 1’axe des abscisses,
tout en conservant intacte la seconde partie de la trajectoire.

Or, #9°[(1, - 1),(n,b)] = (E), d’ot1l’on déduit que
2

n-1 n-1 b n
#Loj—i[(lvl))(nyb)] = (M _ 1) _( n+b ) = 5 (i’H—b)' (3.2)
2

Par conséquent,

Po(tg>n,S,=b) =

S

n _ b
2

la derniére égalité résultant du Lemme 3.2. O
On peut facilement déduire du résultat précédent une relation trés simple dans le cas symétrique.
Corollaire 3.1. Dans le cas symétrique,

Po(to >2n) =Py (S2, = 0).

Démonstration. En appliquant le résultat du lemme précédent et en exploitant la symétrie, on ob-
tient

N DN
S

n
Po(to>2m) = ) ——(Po(S2n = —2k) +Po(S2, = 2K))
k=1
n

2k
=2 —Po(Se, =2k
kgl on 0( 2n )

nml(f 2n-1 2n—1
=2—2n+1+2—2n+1 { _ }
k; n+k-1 n+k
n 2n—1

2n-1 2n
=2—2n+1( ):2—211( ) =[|:DO(SZn=O);
n n

la quatriéme ligne suivant de (3.2). O

Remarque 3.2. Combiné a (3.1), le résultat précédent montre que

1+0(1)
PO (To > 21’1) = . (3.3)
n
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En particulier,
lim Po(t9 > n) =0.
n—oo

1l serait pratique de pouvoir formuler ce dernier résultat sous la forme P(tg = +c0) = 0, mais le pro-
bleme est que I'événement {ty = +oo} dépend de la trajectoire infinie, et 'univers correspondant n'est
pas dénombrable et sort donc du cadre que nous considérons pour le moment. Nous verrons toutefois
plus tard qu'il est effectivement possible de construire une mesure de probabilité P sur les trajectoires
infinies satisfaisant, d'une part, P(A) = P,(A) pour tout événement A € &, et, d'autre part, telle que
si A} D Ay D --- est une suite décroissante d'événements, alors’> P(lim,,—oo An) = lim,—.ooP(A,). Dans
notre cas, {1g = +oo} =lim,_.oo{7 > n} et la suite ({1¢ > n}) ,>1 est manifestement décroissante; l'écriture
ci-dessus est donc justifiée.

Bien que la marche symétrique retourne presque-siirement a son point de départ (ty < co avec pro-
babilité 1), cela peut prendre beaucoup de temps : l'espérance de 1 est infinie! En effet, il suit de (3.3)
etdu Lemme2.11 que

Eo(70/2) = ) Po(r >2n) = oco.

n=0
Ceci conduit a des propriétés plutot contre-intuitives. Considérons, par exemple, une suite de n > 1
lancers d’'une piece équilibrée. Notons R, le nombre d’instants oit il y a eu égalité entre le nombre de
«pile» et de « face » obtenus (ce qui correspond au nombre de retours de la marche symétrique a son
point de départ lors des n premiers pas). On pourrait s'attendre a ce que E(Ry;,) = 2E(R;), cest-a-dire
que si on lance la piece deux fois plus souvent, alors on observera en moyenne approximativement deux
fois plus souvent l'égalité. Ce n'est pas du tout ce qui se passe. En effet,

n n
Eo(Rn) =Eo()_ Lis,=0p) = D_ Po(Sk=0) = O(vn),
k=1 k=1

et la fréquence des retours tend donc vers 0 comme n~''?. Il faudra donc lancer la piece quatre fois plus
souvent pour doubler le nombre moyen d’instants ot I'égalité a lieu!

Le résultat suivant fournit une formule explicite pour la loi du temps de premier retour en 0.

Corollaire 3.2. Pour tout n > 0 pair,

Po(to=n) = Po(Sp-1=1D+

n—-1 n-1

Po(Sp-1=-1).

(La probabilité de cet événement est nulle si n est impair.)
Démonstration. Puisque {tg = n} = {19 > n—1}n{S, = 0}, on déduit de la propriété de Markov que

Po(to =n) =Po(t9=n,Sp-1=1) +Po(t0 =1n,Sp-1=-1)
=Po(Sp=0l10>n-1,5,-1=1D)Po(to>n-1,5,-1=1)
+|]:D()(Sn = 0|T0 >n-— 1,Sn_1 = —1)P0(T0 >n-— 1,Sn_1 =-1)

- Po(Sp_1 = 1) + Po(Sp-1 = 1),
qn_l 0(Sp-1=1) pn—l 0(Sn-1 )

ou I'on a utilisé le résultat du Théoreme 3.1. O

Dans le cas de la marche aléatoire simple symétrique, on obtient donc

Po(to=n) = Po(ISp-11=1) =

Po(S, = 0),
2n-2 no1 0Sn=0

puisque Po(S; =0[|Sp-11=1) = % (On aurait évidemment également pu tirer ce résultat directement
du Corollaire 3.1.)

2. Si (Ap) x> est suite décroissante d’événements, alors limy_,,, A = Ni>1 Ak- Similairement, pour une suite crois-
sante, limy_, o A =Ug>1 Ak
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La loi de I'arc-sinus pour la derniere visite en 0

On peut également s’intéresser au moment de la derniérevisite en 0 au cours des 2n premiers pas,
vo(2n) =max{0<k<2n:S; =0}

Théoreéme 3.2 (Loi de I'arcsinus pour la derniere visite en 0). On suppose que p = 1/2. Pour tout
O<k=n,
Po(vo(2n) = 2k) =Po(S2x = 0)Po(S2,—2k = 0).

En particulier, pour tout0 < a < <1,

vo(2n)

dir Polom

€la,pl) = % (arcsin \/B— arcsinva).

Démonstration. La premiere affirmation suit de I'observation suivante :

Po(vo(2n) =2k) =Po(S2k = 0,52k+41 #0,...,52, #0)
=Po(S2k =0)Po(S2k+1 #0,...,52, # 01 S2¢ = 0)
=Po(S2k =0)Po(S1 #0,...,52,—2k # 0)
=Po(S2k = 0)Po(S2p-2k =0,

la derniere identité résultant du Corollaire 3.1.
Pour la seconde affirmation, observons tout d’abord qu'une application de la formule de Stirling

donne
Po(Sor = 0)Po (S —0) = 2k\(2n-2k g-2n _ 1+0(1) (3.4)
0(52k 0(92n-2k P | — e .
lorsque k et n — k tendent vers I'infini. On a donc
. vo(2n) . 1 Bk k. ._
lim Po(—>=— € [a,f]) = lim — Y (=a--))""?
n—oo n n—oo TN | L N n
1P -
=—f (x(1-x) V2 qx
TJa
2 2
= = arcsi — Z arcsin Va. O
- arcsm\/g - arcsinva

Le lemme précédent a des conséquences peut-étre assez surprenantes au premier abord : si1’on pro-
céde a un grand nombre de lancers a pile ou face, la derniére fois que le nombre de «pile » et le nombre
de « face » obtenus ont coincidé est proche du début ou de la fin de la série avec une probabilité sub-
stantielle : on a, par exemple,

2

Po(v(10000) = 100) = — arcsin/0,01 =6,4%,
T
2

Po(v(10000) = 9900) = — arcsiny/0,01 =6,4%,
b4

2
Po(v(10000) = 1000) = — arcsiny/0,1 =20,5%.
b4

La loi de I'arc-sinus pour les temps de séjour

Nous allons a présent établir un autre résultat classique, également contre-intuitif lorsqu’on le
rencontre pour la premiere fois. Il concerne le temps total passé par la marche au-dessus de 0, pen-
dant les 2n premiers pas. Plus précisément, on s'intéresse a la variable aléatoire

t, =#{0<i<2n:max(S;, Si+1) > 0}
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donnant le temps pendant lequel la marche est positive. Observez que t;,, est nécessairement pair.

AV

Théoreéme 3.3 (loi de I'arcsinus pour les temps de séjour). On suppose que p = 1/2. Alors,
Po(ty, = 2k) =Po(S2x = 0)Po(S2n-2k = 0).

En particulier, pour tout0 < a < f< 1,

4L

L.
lim Po(22 € [a, B]) = % (arcsin\/g— arcsinva).

n—oo 2n

Démonstration. Pour simplifier les notations, on introduit f>,(2k) = Po(t;n = 2k), et gox = Po(Sak =
0). Nous voulons montrer que

fan (k) = g2k82n—2k- (3.5)

La premiere observation est que, par le Corollaire 3.1,

&2n =Po(S2n, =0)
=Py(t9>2n)
=2Po(§51=1,5,=1,...,5,=21)
=Po(S2=1,...,5,21|51=1)
=Py(S1=0,...,52,-1=0)
=Py(51=0,...,52,-1=0,5,,=0)
= fan(2n).

L'avant-derniére identité suit du fait que, S»,—; étant impair, S»;,—; = 0 implique que S, = 0. Ceci
établit (3.5) lorsque k = n. L'identité pour k = 0 suit alors par symétrie.

Soit k € {1,...,n—1}. Dans ce cas, lorsque I'événement t;, = 2k est réalisé, le temps 7o du premier
retour a l'origine satisfait 7o = 2r, avec 1 < r < n. Pour 1 < k < 79, la marche reste toujours stricte-
ment positive ou strictement négative, chacune de ces deux possibilités ayant probabilité 1/2. Par
conséquent,

k n-k
fonk) =Y 3Po(t0 =27) fan—or Rk —=21) + Y 3Po(t0 = 27) fan—2r (2K),
r=1 r=1

ou la premiere somme prend en compte la contribution des trajectoires restant positives jusqu’en 7y,
et la seconde celle des trajectoires négatives jusqu’en 7.

Pour conclure la preuve, on fait une récurrence. On a déja vérifié la validité de (3.5) pour tous les
0 < k < nlorsque n = 1. Supposons donc (3.5) vérifiée pour tous les 0 < k < n lorsque n < m. Alors,
notant hy, = Py(t¢ = 2r), il suit de la précédente identité et de 'hypothése d’induction que

m—k

k
Fom@K) =% hor@ok-2r8om-2k+3 ), hor8ok8om—2r—2k = 82k82m—2k»
r=1

r=1
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ce qui conclut la preuve de (3.5). La derniére identité suit de 'observation que, pour tout ¢ = 1,

l
Po(S2r =0) = Y Po(S20 =0179 =2r)Py (70 = 2r)
r=1
A
Y Po(Szr—2r = 0)Po(T0 = 21),

r=1

et a0 ¢
c'est-a-dire g2¢ =Y., _; g2r—2rhor.

La seconde affirmation a déja été démontrée dans la preuve du Théoreme 3.2. O

Discutons a présent quelques conséquences de ce résultat. Lintuition (ainsi qu'une mauvaise com-
préhension de ce qu’affirme la loi des grands nombres) pourrait laisser a penser qu’'apres un grand
temps n, la fraction du temps passé de chaque coté de 'origine devrait étre de 'ordre de 1/2. Or ce
n’est pas du tout ce qui a lieu : avec probabilité 1/5, la marche passera pres de 97,6% de son temps du
méme cOté de I'origine; avec probabilité 1/10, elle le fera pendant 99,4% de son temps.

De facon plus imagée, supposons que de nombreuses paires de joueurs jouent a pile ou face,
chaque paire lancgant la piece une fois par seconde pendant 365 jours. La loi de I'arcsinus montre alors
que dans une partie sur 20, le joueur ayant mené le plus longtemps pendant la partie aura dominé
son adversaire pendant plus de 364 jours et 10 heures!

La figure suivante montre cinq trajectoires (de longueur 200) typiques d’'une marche aléatoire
simple symétrique sur Z. Observez la présence de longues excursions (morceaux de trajectoires com-
pris entre deux retours successifs a l'origine)!
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4.1

Fonctions géneératrices

Définition, propriétés

Soit a = (a;)32, une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice de la suite a la fonc-

tion définie par

w .
Gu(s) = Z a;s pour les s € C tels que la série converge.
i=0

Rappelons quelques propriétés de base de ce type de fonctions.

Convergence. Il existe un rayon de convergence 0 < R < oo tel que la série converge absolument
si |s| < R et diverge si |s| > R. La série est uniformément convergente sur les ensembles de la
forme {s : [s| = R'}, quel que soit R’ < R.

Différentiation. G,(s) peut étre dérivée ou intégrée terme a terme un nombre arbitraire de fois,
tant que |s| < R.

Unicité. S'il existe 0 < R’ < R tel que G,(s) = Gp(s) pour tout |s| < R', alors a, = b,, pour tout n.
De plus,

1
an = EG;’” 0.

Continuité. (Théoreme d’Abel) Si a; =0 pour tout i et si G,(s) est finie pour |s| < 1, alors
o0
lim Gg(s) = Z ai,
stl i=0

que cette somme soit finie ou égale a +oo. (Ce résultat est évidemment utile lorsque le rayon
de convergence R est égal a 1.)

Etant donnée une variable aléatoire X a valeurs dans N, la fonction de masse de X donne lieu a la
suite (fx (k)32 ; on va s'intéresser a la fonction génératrice qui lui est associée.

Définition 4.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dansN. On appelle fonction génératrice de X
la fonction Gy : C — C donnée par la série entiere

Gx(s) =E(s) = Y s* fx (k).
k=0

Remarque 4.1. Puisque Gx(1) = E(1) = 1, il suit que le rayon de convergence R de Gx est toujours
supérieur ou égal a 1.

Exemple4.1. 1. Variable aléatoire constante. SiP(X = ¢) = 1, alors Gx(s) = s°.
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2. LoideBernoulli. SiP(X=1)=petP(X=0)=1-p,ona
Gx(s)=(1-p)+ps.

3. Loi binomiale. Pour une loi binomiale de parametres n et p, la formule du bin6me implique
que

n(n ~

Gx) =Y | |pFa-pm"FsF = -p)+po™.
k=0 k

4. Loi de Poisson. Pour X suivant une loi de Poisson de parametre A, on obtient

oo 1k

Gx(s) =) Fe"lsk =MD,
k=0 k!

5. Loi géométrique. Pour X suivant une loi géométrique de parametre p, on a

(o]
_ s
p-pklsk= P2 o
k=1 1-(-p)s
Le théoréme d’Abel fournit une technique efficace pour calculer les moments de X; par exemple
(Gg?) (1) devant s’interpréter comme limgyg Gg?) (s)lorsque R=1)

Gy(s)= Y ks* ! fx(k) = Gy()=EX),
k=0

G()= Y k(k—1)s*2 fx (k) = Gy()=EX(X-1)),
k=0

GO (s) = f ke(k=0+1)s iy = PO =EX- (X-£+1)).
k=0
On a donc en particulier le résultat suivant.
Proposition 4.1. Si Gx(s) est la fonction génératrice de X, alors
E(X)=Gy(1), Var(X)=G%(1)+ Gy 1) - Gy (1)?,

les expressions dans les membres de droite devant étre compris comme des limites s 1 1 lorsque le rayon
de convergence de Gx estégal al.

Exemple 4.2. Espérance et variance de la loi hypergéométrique. La formule du bindme montre que la
fonction génératrice d'une variable hypergéométrique X de parametres N, n et b,

o= 5 ()

k=(n-r

est précisément le coefficient de x” du polynéme
N
Q(x,s) = (14501 + x)N_b/( )
n
Il suit que la moyenne de X coincide avec le coefficient de x" de
9Q 1y = xba1 +Nt/ N
as nl

et est donc donnée par G4(1) = bn/N. Similairement, on trouve que la variance de X est égale a
nb(N - b)(N —n)/(N° — N?). o
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Remarque 4.2. En général, si l'on désire calculer les moments d'une variable aléatoire X, il se révéle
avantageux de travailler avec la fonction génératrice des moments de X, qui est définie par

Mx(t) = Gx(eh),

pourvu que e’ < R, le rayon de convergence de Gx. En effet, on a alors

Mx( =Y e*Px=k=Y Y} U0 px = &
k=0 k=0n=0 .
- i t—n(i K'P(X = k)) - i Ly
n=o "' Y20 n=o !

Les moments de X peuvent donc étre aisément obtenus en différentiant Mx(t) :
E(X™) = M (0).

Les fonctions génératrices se révelent particulierement utiles dans ’analyse de sommes de variables
aléatoires.
Proposition 4.2. Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Alors la
fonction génératrice de S, = Xj +--- + X, est donnée par

Gs, (s) = Gx, () --- Gx,, ($).
Démonstration. En utilisant le Lemme 2.18, on a

Gs, (s) = E(sX++Xn) = (%51 6% = E(s%) - E(s™). O

Exemple4.3. Loide Pascal. On peut a présent calculer aisément la fonction génératrice d'une variable
de Pascal X de parametres r et p. En effet, celle-ci peut se décomposeren X +r = X; +---+ X, ol les
X; sont des variables géométriques de parametre p indépendantes, et on a donc

p )r
1-A-p)s’
Exemple 4.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant des lois binomiales de
parametres m et p, et n et p, respectivement. Alors

Gx(8) =5 "Gx4r(s) = s_r(le (S))r = ( °

Gx+v(8) =Gx($)Gy () =((1-p)+ps)"(A=p)+ps)" = (A -p)+ps)™",

et donc X + Y suit une loi binomiale de parametres m + n et p.
Similairement, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson
de parameétre A et y, respectivement, alors X + Y suit une loi de Poisson de parameétre A + . :

Gxsy(s) = M1 puls=1) — HA+p)(s=1)

De méme, on vérifie facilement que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes suivant
des lois de Pascal de parametres r; et p, et 12 et p, alors X + Y suit une loi de Pascal de parametres
ri+ryetp. <

En fait, on peut méme aller plus loin, et considérer la somme d’'un nombre aléatoire de variables
aléatoires. Ceci a de nombreuses applications.

Proposition 4.3. Soient X1, X, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dansN, Gx leur fonc-
tion génératrice commune, et N une variable aléatoire a valeurs dansN*, indépendante des X; et dont
la fonction génératrice est Gy . Alors la fonction génératrice de S = X, + - - - + X est donnée par

GS:GNOGx.
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Démonstration. En utilisant le Lemme 2.19,
Gs(s) = E(s®) = E(E(s®| N)) = Y E(s° | N) (W) P(N = n)
=Y BT P(N=n) = Y E(s¥) - Es*)P(N =n)
n n

=Y (Gx(s))"P(N = n) = Gn(Gx (s)). O
n

Remarque 4.3. Observez qu'en prenant la dérivée de Gs en 1, on retrouve immédiatement le résultat
de I'Exemple 2.13.

Exemple 4.5. Une poule pond N ceufs, ot N suit une loi de Poisson de parameétre A. Chaque ceuf
éclot avec probabilité p indépendamment des autres. Soit K le nombre de poussins. On a K = X +
---+ Xy, ot les X; sont des variables aléatoires de Bernoulli de parameétre p indépendantes. Quelle est
la distribution de K? Comme on I'a vu,

Gn(s) =exp(As-1)), Gx(s)=(1-p)+ ps.

Par conséquent,
Gk (s) = Gn(Gx(s)) =exp(Ap(s—- 1),

ce qui est la fonction génératrice d'une variable de Poisson de parameétre Ap. o

Le théoréme de continuité suivant montre que les fonctions génératrices permettent I’étude de la
convergence de certaines suites de variables aléatoires.

Théoreme 4.1. Soient (X,),>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dansN. Les deux propositions
suivantes sont équivalentes :

1. pr =lim,_.P(X, = k) existe pour tout k € N;
2. G(s) =lim;_ Gx,(s) existe pour tout0 < s < 1.

De plus, on a alors G(s) = Y. k=0 s* px. En particulier, lorsque Y. y=o px = 1, il existe une variable aléatoire
X avaleurs dansN telle que

lim P(X, = k) =P(X =k), VkeN.
n—oo

Remarque 4.4. Observez que l'on peut tres bien avoir Uexistence de toutes les limiteslim;, ..o P(X, = k)
sans qu'il existe une variable aléatoire limite : il suffit de considérer, par exemple, des variables aléa-
toires (Xp) =1 telles que P(X,, = n) = 1. Dans des situations de ce type, une partie de la probabilité est
«perdue a l'infini ».

Démonstration. 1. = 2. Supposons tout d’abord que pj = lim,_.., P(X, = k) existe pour tout k € N,
et posons G(S) =Y k=0 skpk. Soit0 < s < 1. Comme |[P(X;, =k)—pil<1,ona

SV

1Gx, () =G = Y IPXpn=K) —pel+ Y. sF<Y IPXp=k - prl+ —.

k=0 k=r+1 k=0

Les deux termes du membre de droite pouvant étre rendus arbitrairement petits en prenant r suffi-
samment grand, puis #n suffisamment grand, la conclusion suit.

2. = 1. Supposons a présent que G(s) = lim,_., Gx, (s) existe pour tout 0 < s < 1. D’une part,
G(s) étant nécessairement croissante en s, la limite G(0) = limg|o G(s) existe. D’autre part, on a

P(X; =0) = Gx,(0) = Gx,(s) =P(X, =0) + Z sk =P(X;,=0)+ l_ss
k=1 -
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Ceci implique que
G(s) - —— <liminfP(X, = 0) < limsupP(X,, = 0) < G(s),
1-s n—oo n—oo
et donc, en laissant s | 0,
nlim P(X, =0) = G(0).
—00

On procede a présent par récurrence. Notons p;! = P(X,, = k), et supposons que pi = lim,—.c p}!
existe pour tout k < r. On peut alors écrire, pour tout 0 < s <1,

g GO =P prs— =i ST G —po—prs——pras™!

n—o00 Sr Sr

= H,(s).

La fraction dans le membre de gauche peut s’écrire ¥ o p;. +rsk , qui est a nouveau une série a termes
positifs. On peut donc répéter le raisonnement précédent afin de conclure a I'existence de la limite
H,(0) =limgo H,(s). En procédant comme ci-dessus, on en déduit alors que lim, ., p} = H-(0).
Ceci montre 'existence de py = lim,— p;, pour tout k = 0. Lidentification G(s) = ¥ =0 pisk suit
alors de I'implication 1. = 2.. O

Exemple 4.6. Soit (X,),=0 une suite de variables aléatoires de loi binom(n, p;), avec lim,_.o, np, =
A>0.0na

lim Gy, (s)= lim (1+(s—1)py)" = e~

n—oo n—oo
Cette derniere expression étant la fonction génératrice associée a la loi poisson(A), on retrouve la loi
des petits nombres. o

Remarque 4.5. Dans cette section, on a toujours supposé que les variables aléatoires prenaient valeurs
dans N. 1l est parfois aussi utile de considérer le cas de variables aléatoires défectives prenant valeurs
dans N U {+oo}. Pour une telle variable aléatoire X, on voit que Gx (s) = E(sX) converge tant que|s| < 1,

et que
o0

IimGx(s) = P(X=k)=1-P(X =00).
s11 =0

Il n'est bien stir plus possible d’obtenir les moments de X a partir de Gx : ceux-ci sont tous infinis!

Application aux processus de branchement

Dans cette section, nous allons illustrer la puissance des fonctions génératrices dans I'étude d'une
classe intéressante de processus stochastiques : les processus de branchement.

A T'époque victorienne, certaines personnes ont craint la disparition des noms des familles aris-
tocratiques. Sir Francis Galton ' posa originellement la question de déterminer la probabilité d'un
tel événement dans le Educational Times de 1873, et le Révérend Henry William Watson ? répondit
avec une solution. Ensemble, ils écrivirent alors, en 1874, un article intitulé « On the probability of
extinction of families ». Leur modele suppose (cela étant considéré comme allant de soi a I’époque
de Galton, et étant encore le cas le plus courant dans la plupart des pays) que le nom de famille est
transmis a tous les enfants males par leur pere. Il suppose également que le nombre de fils d'un in-
dividu est une variable aléatoire a valeurs dans N, et que le nombre de fils d’hommes différents sont
des variables aléatoires indépendantes de méme loi.

1. Sir Francis Galton (1822, Sparkbrook — 1911, Haslemere), homme de science britannique. Lun des fondateurs de la
psychologie différentielle ou comparée. On lui doit le terme anticyclone, ainsi que I'invention du sac de couchage. A partir
de 1865, il se consacre a la statistique avec 'objectif de quantifier les caractéristiques physiques, psychiques et comporte-
mentales de 'homme, ainsi que leur évolution.

2. Henry William Watson (1827 — 1903), mathématicien britanique.
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Plus généralement, supposons qu'une population évolue par générations, et notons Z, le nombre
d’individus de la n®™¢ génération. Chaque membre de la n°™¢ génération donne naissance a une
famille, éventuellement vide, de la génération suivante; la taille de la famille est une variable aléatoire.
On fait les hypothéses suivantes :

> les tailles de chaque famille forment une collection de variable aléatoires indépendantes;

> les tailles des familles suivent toutes la méme loi.
Sous ces hypotheses, le processus est bien défini des que la taille de la population initiale Z; est don-
née; on supposera ici que Zp = 1; le cas général s’en déduit facilement et est laissé en exercice. Ce
modele peut également représenter la croissance d'une population de cellules, celle de neutrons dans
un réacteur, la propagation d'une maladie dans une population, etc.

On s’intéresse a la suite aléatoire 2y, Z;, Z», ... des tailles des générations successives. Ce processus
peut étre défini de la facon suivante : on considére une co}lection (X ;?)nzo, k=1 de variables aléatoires
ii.d. avaleurs dans N; X" représente le nombre de fils du £“™ individu de la n®™° génération (si celui-
ci existe). On note G la fonction génératrice commune a ces variables aléatoires (encodant donc la loi
du nombre de fils d'un individu). On peut alors poser Zy =1 et, pour n = 1,

Zn=X{ 4 X0 4 XD (4.1)

le nombre d’individus de la n®™€ génération étant égal au nombre total de fils des individus de la (1 —
1)®™me génération. On notera G, (s) = E(s%") la fonction génératrice de Z,,. Observez qu’en particulier
G) = G, puisque 7y = 1.

Notons que, comme dans le chapitre 3, 'étude du processus au temps 7 ne requiert qu'un espace
de probabilité discret (les trajectoires du processus entre les temps 0 et n).

Théoreme 4.2. Pourtoutn =1,
= G"=GoGo---0G.
————

n fois
Démonstration. Soit n = 1. Il suitimmédiatement de (4.1) et de la Proposition 4.3 que
Gn=Gp-1°G,

puisque Z, est la somme de Z;_; variables aléatoires i.i.d. de fonction génératrice G. Laffirmation se
démontre alors en itérant 'identité précédente :

Gn:Gn_loGz(Gn_ZOG)OGZ'--:gM. O

n fois

Les moments de la variable aléatoire Z; peuvent facilement s’exprimer en termes des moments de la
variable aléatoire Z; décrivant la taille d'une famille typique.
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Lemme 4.1. Soit = [E(Z;) eto? = Var(Z;). Alors

no? sip=1
Var(Zn) =4 , n-1 1
oW -Dp" (u-1D"" sip#L

Démonstration. Par le Théoréme 4.2, G, = G°" = Go G°"""V = Go G,,_;. Par conséquent, il suit de la
Proposition 4.1 que

E(Zy) = G,(1) =G (Gpo1 () G, (1) =G’ M) Gy, (1) = pE(Zy-1),
ce qui donne bien, apres itération, E(Z;) = u"*. Similairement,
Gr()=G"()(G,,_,(1)*+G' D) Gy,_, (.
Par conséquent, la Proposition 4.1 implique que
Var(Z,) = 0 1?2 + pVar(Z,_1),
et la conclusion suit. O

Une question particulierement intéressante concerne le destin de la population : va-t-elle s’éteindre
apres un temps fini, ou au contraire, toutes les générations auront-elles une taille strictement posi-
tive? Cette question peut étre reformulée sous la forme suivante : la limite lim,,_.., P(Z, = 0) est-elle
égale a 1 (extinction inéluctable) ou strictement inférieure a 1 (survie possible) ? (Observez que s’il
est possible qu'un individu n’ait pas de descendance, alors la probabilité d’extinction est toujours
strictement positive.)

Remarque 4.6. Comme pour le cas du retour a l'origine de la marche aléatoire au chapitre 3, il serait
plus commode de pouvoir considérer directement des trajectoires «infinies » du processus. Dans ce cas,
l'événement « la population s'éteint apres un temps fini » pourrait s'écrire (puisque Z, € N pour tout n)

{extinction} ={lim Z,=0}={3ny: Z,=0,Vn=np} = U {Z,, =0}.
n—oo

n=1

Comme on l'a déja mentionné au chapitre 3, on discutera plus tard comment construire une mesure
de probabilité P sur les trajectoires infinies. De plus, cette mesure limite satisfera P(lim,—o, Z, = 0) =
lim,, ..o P(Z, =0), car la suite d’événements {Z,, = 0} ,>1 est croissante.

Le théoreme suivant montre que le destin de la population est étroitement lié a la taille moyenne
des familles.

Théoreme 4.3. Soit 1 =[E(Z), la taille moyenne d’'une famille. La probabilité d’extinction
n= '}im P(Z,=0)
—00

est donnée par la plus petite racine positive de l'équation s = G(s). En particuliern=1siu<letn<1
sip>1. Lorsque p =1, onan =1 des que la loi de Z, possede une variance positive.

Démonstration. Notons 1, =P(Z;, =0) = G,(0). Lexistence de la limite 1 = lim;_., 1, estimmédiate
puisque (n,) =1 est une suite croissante et bornée (par 1). On a

Nn = Gn(0) = G(G,-1(0)) = G(Np-1).
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1=n€ 1=7€ 1] 1

FIGURE 4.1: Solutions de ’équation G(s) = s. Gauche : u < 1. Milieu : g =1 et Var(Z;) > 0. Droite : > 1.

Par continuité de G, on peut passer a la limite (n — 00), ce qui montre que la probabilité d’extinction
satisfait
n=lim n, = lim Gn,-1) = G(lim n,-1) = G(1).
n—oo n—oo n—oo

Vérifions a présent que si a est une racine positive de cette équation, alors n < a. G étant croissante
sur [0,1],ona
11 =G(0) = G(a) = a.

Similairement,
12 = G(n1) < G(a) = a.

Il suit, par induction, que 1, < a, pour tout n, et donc que n < a. Par conséquent, 1 est bien la plus
petite racine positive de I'équation s = G(s).
Pour démontrer la seconde affirmation, on utilise le fait que G est convexe sur [0, 1]; ceci est vrai,
car
G"(5)=E(Z1 (4 -1)sD72) = Y k(k-1)s"?P(z1=k) =20,  pourse|0,1].
k=2
G est donc convexe (en fait, strictement convexe si P(Z; = 2) > 0) et croissante sur [0, 1], avec G(1) = 1.
L'équation s = G(s) posséde toujours au moins une solution en s = 1 et au plus une seconde (par
convexité), sauf dans le cas trivial ou P(Z; = 1) = 1, pour lequel G(s) = s pour tout s et 7 = 0. En
excluant ce dernier cas, la question est donc de déterminer si une seconde solution inférieure a 1
existe (lorsqu’elle existe, elle est forcément positive, car G(0) = 0). Un coup d’ceil a la Figure 4.1 (et
un argument analytique élémentaire laissé en exercice), montre que cela dépend de la valeur de u =
G'(1). Lorsque G'(1) = u < 1, la plus petite solution est 7 = 1. Lorsque G'(1) = u > 1, la plus petite
solution doit étre inférieure a 1, puisque G(0) = 0, et donc 1 < 1. Finalement, dans le cas i =1, le deux
courbes sont tangentes en 1, et donc 17 = 1 deés que Z; possede une variance positive (puisque dans
ce cas G est strictement convexe sur [0, 1]). O

Application a la marche aléatoire simple sur 7

Nous allons a présent donner une illustration de I'utilisation des fonctions génératrices a I'étude
lala marche aléatoire simple sur Z. On a déja vu, dans le chapitre 3 que la marche symétrique retour-
nait presque-sirement a son point de départ. Nous allons a présent considérer la méme question
pour une marche de parametre p arbitraire.

On note g, =Py(S, =0) et h, =Py (79 = n). Les fonctions génératrices correspondantes sont

oo o0
G(s) = Z gns”, H(s) = Z h,s".
n=0 n=1
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Il convient de remarquer que 7 peut étre défective, auquel cas H(1) = Py (79 < 00) < 1.

Lemme 4.2. 1. G(s) =1+ G(s)H(s).
2. G(s)=(1—-4pgs>)~V2.
3. H(s)=1-(1-4pgs>)'2.

Démonstration. 1. Comme onl'a déjavu, ona, pourn=1,

n
8on =Po(S2,=0) = ) Py(19 = 2k)Po(S2, = 0] 7o = 2k)
k=1

n
=Y Po(1o=2k)Po(S2n—2k =0) =
k=1

Par conséquent

n

k=1

G()=) gns" =1+ ) gns" =1+ ) hor8on—2ks".
n=1 n=1k=1

n=0

La conclusion suit donc, puisque

YooY hok&n—2k8""= ). Y hok8n-2ks"
n=1k=1 k=1n=k

o0 o0
=Y hors* Y. gon-aks?" 2R = H(9)G(9).
k=1

n=k
2. On doit calculer la fonction génératrice associée a la suite

gn= (n72) (pq) }’l/2, n pair,
’ 0 n impair,

C’est-a-dire G(s) = ¥ 20 (°') (pgs®)™. Pour ce faire, on vérifie tout d’abord que

! —_1n _Ly=3y...(=2n-1 1
2n :(2n)':2"(2n 1)..:(_4)n( 2)(=5) (=55 ):(_4)n z|
n (n!)? n! n! n
ol 'on a employé les notations standards
(2n)! (2n)!
2n-NI'=2n-1)2n-3)2n-5)---3= = ,
2n)(2n-2)2n—-4)---2 2"n!

et,pouracRetnelN,

n n!

(a) _ala-1(a-2)---(a-n+1)
On avu (Lemme 1.4) que, pour tout a € R et tout x tel que |x| < 1,

1+0%=Y (a)x".

n=0\"

4 2 Yoct i . 1
Par conséquent, on a que, pour [4pgs| <1 (c’est-a-dire |s| < 1, puisque pq < 7),

-1
G(s) = Z ( nz)(—4pqsz)" — (1_4’96]52)—1/2.

n=0

3. suit immédiatement de I et 2.

hok82n-2k-
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Corollaire 4.1. La probabilité que la marche retourne au moins une fois a l'origine est égale a

Po(T9 <o0) = h(n)=H)=1-|p—¢qI.

n=1

Dans le cas ot cela est certain, c’est-a-dire lorsque p = q = %, U'espérance du temps de premier retour est
infinie,
(e8]
Eo(to) = ) nh(n) =H'(1) = co.

n=1

Démonstration. La premiere affirmation suit apres avoir pris la limite s 1 1 dans 'expression pour
H(s) donnée dans le Lemme 4.2 (observez que 1 —4pq = (p — )?).
Lorsque p = %, la fonction génératrice du temps de premier retour devient simplement H(s) =
1-(1-s%12, par conséquent,
Eo(to) = lsigl H'(s) = co. O

Définition 4.2. La marche aléatoire est dite récurrente si le retour a son point de départ est (presque)
certain; sinon elle est dite transiente. On dit qu'elle est récurrente-nulle si elle est récurrente et que
U'espérance de temps de retour est infinie, et récurrente-positive si cette espérance est finie.

Le corollaire précédent montre que la marche aléatoire simple unidimensionnelle est récurrente-
nullesi p = % et transiente dans les autres cas.

Fonction génératrice conjointe

Tout comme la loi d'une variable aléatoire a valeurs dans N peut étre encodée par sa fonction
génératrice, la loi conjointe d'une famille de variables aléatoires a valeurs dans N peut étre encodée
par leur fonction génératrice conjointe.

Définition 4.3. La fonction génératrice conjointe du vecteur aléatoireX = (X, ..., X,,) prenant valeurs
dansN" est définie par
X X
G(X],...,Xn) (sly 000y Sn) = [E(sl S sn )

La fonction génératrice conjointe peut étre utilisée pour caractériser I'indépendance de variables
aléatoires.

Proposition 4.4. Xi,..., Xy, a valeurs dans N, sont indépendantes si et seulement si
Gx,,..x,)(81,...,87) = Gx, (s1) -~ Gx, (S),
pour tout sy, ..., Sp.

Démonstration. Les X; étant indépendantes, c’est aussi le cas des s I Par conséquent,

Gy, X)) (S15 -5 Sp) = [E(Sf(1 syt = [E(sf(l) - E(sp")

= Gy, (s1) - Gy, (sp).

Pour démontrer 'autre direction, on procéde comme suit :

Gxy, X (81,00, 80) — Gx, (1) -+ Gx, (Sp) =
Yoositesyt (PO = X100, X = %) —P(X) = 1) - P(Xy = X)),

X1yeeyXp
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Comme, par hypothése, cette fonction est identiquement nulle sur son domaine de définition, on en
conclut que
PXy=x1,...,Xp = 2x) —P(Xg = x1) - P(X = x5) =0,

pour tout x3, ..., X, (observez qu’on peut obtenir les coefficients d'une telle série entiére en la dérivant
par rapport a ses variables en s; =+ = s, = 0, et ici toutes les dérivées sont nulles). Les X; sont donc
indépendants. O






Deuxiéme partie

Espaces de probabilité généraux

Résumé

Dans cette partie du cours, nous verrons comment traiter les univers infinis non nécessaire-
ment dénombrables. Pour ce faire, le formalisme général de la théorie des probabilités, basé sur
les axiomes de Kolmogorov, sera introduit.






5.1

Approche axiomatique

Construction d’espaces de probabilité

Nous allons a présent discuter des espaces de probabilité associés a des univers Q généraux (c’est-
a-dire, potentiellement non dénombrables). Cette situation est substantiellement plus subtile que
celle considérée dans la premiere partie.

Manifestement, on ne peut en général plus considérer 'approche utilisée dans la premiere partie,
consistant a construire la mesure de probabilité [’ a partir de la probabilité des événements élémen-
taires. On va donc chercher a définir P directement au niveau des événements généraux. Quelles sont
les propriétés qu’il est naturel d’exiger d'une telle mesure? Les propriétés suivantes semblent étre le
minimum :

> P(A) € [0,1] pour tout événement A;

> normalisation: P(Q) =1;

> o-additivité : P(Ug>1 Ax) = X k=1 P(Ag), pour toute collection (Ax)x=1 d’événements 2 a 2 dis-
joints.

En effet, si ces propriétés sont satisfaites, alors on retrouve les autres propriétés utilisées abondam-
ment dans la premiere partie, le Corollaire 1.1 restant valide. Une justification supplémentaire de
I'importance de I'hypothése de o-additivité est donnée par le lemme suivant, qui montre qu’elle im-
plique une forme de continuité de [’, dont on a vu a plusieurs reprises dans la premiere partie de ce
cours a quel point elle est désirable.

Lemme 5.1. Supposons ['hypothése de o -additivité satisfaite. Alors, pour toute suite croissante d'évé-
nements Ay S A, S A3 <---,ona
P(lim A,) = lim P(Ay),
n—o0 n—oo

oulimy_.oo Ay =Uns1 An. Similairement, on a, pour toute suite décroissante By 2 B2 B3 2 ---,
P(lim By) = lim P(By),
n—o0 n—o0

oulim;_.oo By, =n=1Bn.

Démonstration. On peut écrire lim,,_.oc A, = AjU(A2\ A1) U(A3\ A2)U--- comme union d'une famille

77
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d’événements deux-a-deux disjoints. Par conséquent,

oo
P(lim Ap) =P(A)+ ) P(Ai+1\A)
oo i=1

n

=P(AD + lim 3 (P(A;41) —P(A)
i=1

=P(A) + lim (P(Aps1) —P(A)

= r}i_{IgOP(An).

La seconde affirmation suit facilement, puisque la suite des complémentaires (Bj);>1 est croissante.
On peut donc appliquer la premiere partie pour obtenir

o0 o0
P(lim B,) =P([B;) =1-P(|J By) =1 - lim P(B{) = lim P(B). O
=00 i=1 i=1 i—oo0 {—o0
Remarque 5.1. Soit (Ap)k>1 une famille d’'événements 2 a 2 disjoints. La suite d'événements By =
Ule Aj; est croissante et limy_ o, By = U;>1 A;. Par conséquent, la propriété de continuité ci-dessus et
ladditivité finie de P implique sa o -additivité :

k k 0o
P(J A) =P(lim By) = lim P(By) = lim P(|J A;) = lim ) P(A;) =) P(A).
k—o0 k—o0 k—oo ;3 k—ooiy

i=1 i=1
P est donc o -additive si et seulement si elle est finiment additive et continue (au sens ci-dessus).

La question qui se pose a présent est de déterminer s’il est toujours possible de construire une mesure
de probabilité P : #2(Q) — R possédant ces trois propriétés. Le lemme suivant montre que cet espoir
est vain.

Lemme 5.2. SoitQ = {0, 1}N l'univers correspondant a une suite infinie de lancers d'une piece de mon-
naie équilibrée. Il n'existe pas d’application P : &2 (Q) — [0, 1] possédant les propriétés suivantes :

> P(Q)=1;

> PUk=1 Ak) = X k=>1P(Ag), pour toute collection (Ay) k=1 d'événements 2 a 2 disjoints;

> PourtoutAcQetn=1,P(T,A) =P(A), oix

Th: w=(w,w,..)— (@1,...,05p-1,1 —Wp,Wp1,...)
est lapplication inversant le résultat du n°"® lancer.

Remarque 5.2. La troisieme condition exprime a la fois l'indépendance des lancers successifs et le fait
que la piéce est équilibrée.

Démonstration. Notons ~ la relation d’équivalence sur Q donnée par w ~ o' si et seulement si il existe
N(w,w") tel que wy = w}.pour tout k = N. Laxiome du choix permet alors de construire un sous-
ensemble A de Q contenant exactement un représentant de chacune des classes d’équivalence.

Soit ¥ = {S cN*: S| < oo} I’ensemble de toutes les collections finies d’entiers naturels. Comme
&L =Um=1 {S cN* : maxS = m} est une union dénombrable d’ensembles finis, . est dénombrable.

Etant donné S = {ny,...,n;} € %, on note Ts = [1,,es Tn = Ty, o---o Ty, l'application inversant le
résultat des lancers spécifiés par S.

On aalors:

> Q =Uses Ts(A). En effet, pour chaque w € Q, il existe un o’ € A (le représentant de sa classe

d’équivalence) tel que w ~ w’, et donc un ensemble S € ¥ tel que w = Ts(w') € Ts(A).
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> Les ensembles (Ts(A))se» sont 2 a 2 disjoints. En effet, supposons que Ts, (A) N Ts, (A) # <.
Il existe alors wi,w, € A tels que Ts, (w1) = Ts,(w2). On a alors w; ~ Ts, (w1) = Ts, (w2) ~ w2, et
donc w; ~ w», ce qui implique que w; = w, et donc S; = Sy.
On en déduit que

1=PQ)=P( Ts(A) = ) P(Ts(A) =) P,
Se.&# Se & N=A%

ce qui est impossible. O

Remarque 5.3. La preuve précédente repose sur 'axiome du choix (non-dénombrable). On peut mon-
trer que cela est nécessaire.

Auvu durésultat précédent, il nous faut faire des concessions. Il n’est pas souhaitable de renoncer aux
propriétés énoncées ci-dessus, car cela appauvrirait substantiellement la théorie. Une autre solution
est de renoncer a chercher a définir P sur fous les sous-ensembles de Q. En effet, 'applicabilité de la
théorie ne sera pas diminuée si les sous-ensembles auxquels on n’associe pas de probabilité sont suf-
fisamment pathologiques. Le fait mentionné précédemment que la construction de sous-ensembles
problématiques, comme celui donné dans la preuve ci-dessus, requiert I’axiome du choix montre
qu’aucun de ceux-ci ne peut étre décrit explicitement. En particulier, leur exclusion n’a aucun impact
dans la pratique.

La tribu des événements

La discussion précédente nous conduit donc a restreindre la notion d’événements a une classe
F < Z(Q). Atin de pouvoir travailler, & doit étre stable sous les manipulations habituelles. Ceci
conduit a la définition suivante.

Définition 5.1. Un ensemble & c &2 (Q) est une tribu sur Q si elle possede les propriétés suivantes :
> QeF;
> VAeF, A=Q\Ae &F;
> pour toute collection Ay, Ag,...€ F,Up>1 An € &.

La paire (Q, &) est appelée un espace probabilisable.
On en déduit facilement les propriétés suivantes.

Lemme 5.3. Une tribu & sur ) posseéde les propriétés suivantes :
> JeF;
> VA Be%#, AUB,AnB,A\Be % ;
> pour toute collection Ay, Ay,...€ F,p=1 An € F.

Démonstration. Laissée en exercice. O

La facon habituelle de construire une tribu est de partir d'un ensemble ¢ de « bons » sous-ensembles
de Q, faciles a décrire, et de définir & comme étant la plus petite tribu contenant 4. Cette approche
repose sur ’observation suivante.

Lemme 5.4. Soit (¥;,i € I) une famille quelconque de tribus sur Q. Alors (;c; & est également une
tribu sur Q).

Démonstration. Exercice. O

Définition 5.2. Soit ¢ < &(Q). On appelle tribu engendrée par 4, notée 0(9), la plus petite tribu
contenant¥,
o(@) =%
iel
ot (%i,i € 1) est la famille de toutes les tribus sur Q contenant ¢ (cette famille étant non-vide puis-
qu'elle contient toujours & (Q)).
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Exemple 5.1. 1. Soit Q dénombrable et ¢ = {{w} : w € O} 'ensemble des singletons. Alors, (%) =
Z(Q), puisque A = Uyea{w} pour tout Ae Z(Q).

2. Soit Q = R” et soit
n
9= {H[aiybi] > a;i <bj, a;, b; 6@}-
i=1

La tribu 8" = 0(¥) est appelée tribu borélienne sur R” et les éléments de 98" sont appelés les boré-

liens de R". Observons que 98" est un ensemble trés riche :
> %" contient tous les ouverts de R”. Il suffit en effet d’observer que, si A est un ouvert, alors on
peut trouver, pour tout élément w € A, un ensemble B € ¥ tel que w € B c A. Par conséquent,

A =Upew B est une union dénombrable d’éléments de ¥ et appartient donc a ".
BcA
> 98" contient tous les fermés de R” (par stabilité de & sous passage au complémentaire).

3.La tribu % = %' peut également étre engendrée par
G' ={(—oo,c] : ceR}.

En effet, d’'une part, les éléments de ¢’ étant fermés, il suit que ¢’ € %4 et donc 0(¥’) € & (par mini-
malité de la tribu engendrée). D’autre part, 0(¢4’) contient tous les intervalles (a, b] = (—oo, b]\(—o0, al,
et donc tous les intervalles [a, b] = (;>1(a — %, bl. 0(¥¢") contient donc la tribu & engendrée par ces
derniers (a nouveau, par minimalité).

4. Soit & # A < R". Lensemble %(A) = {Bn A: B€ %"} est une tribu sur A, appelée la tribu des
boréliens de A. o

Un exemple important est donné par la construction de la tribu-produit.

Définition 5.3. Soit (E;,&;), i € I # &, une collection d’espaces probabilisables, et Q) = [1;¢; E; le produit
cartésien des ensembles E;. Soit X; : Q — E; l'application associant a w = (w;)ies € Q la composante w;.
Soit encore 4 = {Xl._1 (A)) i€l A;e é"i} la collection des sous-ensembles de Q) spécifiés par un événe-
ment concernant une unique composante. Alors, la tribu @ ;c1&; = 0(9) est appelée la tribu-produit
des &; sur Q.

Dans le cas ou E; = E et &§; = &, pour tout i € I, on utilise la notation E =Q®;c &

Exemple5.2. 1.La tribu %" est la tribu-produit de n copies de 8, B" = B®".

2. Lensemble des trajectoires d'un processus stochastique en temps discret, a valeurs dans un en-
semble au plus dénombrable, est de la forme EV, ol E est I'ensemble au plus dénombrable des états
dans lequel peut se trouver le systéeme en un temps donné. La tribu-produit E®N est alors précisément
celle qui est engendrée par les cylindres

[$1,..,80] ={weEQ : w1 =51,...,0, = Su},

ouneN*ets,...,sp€E. o

La mesure de probabilité

On veut a présent associer a chaque événement A € & sa probabilité. La définition suivante, éla-
borée durant les premiéres décennies du XX° siecle, est généralement attribuée a Andrei Kolmogorov.

Définition 5.4. Une mesure de probabilité sur un espace probabilisable (0, &) est une application
P: % —[0,1] telle que

> P(Q)=1,

> PUk=1 Ax) = X k=1P(Ag), pour toute collection (Ay) k=1 d'événements 2 a 2 disjoints.

Le triplet (Q, &,P) est alors appelé un espace de probabilité.
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Exemple5.3. On vérifie facilement que, pour tout w € Q, 'application §,, : Z(Q) — [0, 1] définie par

1 siweA,
5w(A) :{

0 sinon,

est une mesure de probabilité sur (Q, #2(Q)). On I'appelle la masse de Dirac en w.
Similairement, si p € [0, 1], I'application P : #(R) — [0, 1] définie par

P=p61+(l—p)50

est une mesure de probabilité sur (R, Z(R)). Il s’agit évidemment de la loi de Bernoulli de parameétre
p. o

Remarque 5.4. Comme ses hypotheses sont satisfaites par définition, les propriétés listées dans le Co-
rollaire 1.1 sont encore vérifiées pour une mesure de probabilité P générale (il faut évidement restreindre
les événements concernés a la tribu & ).

Nous aurons besoin des définitions suivantes.

Définition 5.5. Une collection € de parties d’'un ensemble Q) est un w-systéme si elle est stable par
intersection, c’est-a-dire si AN B € € pour tout A,Be 6.

Une collection 4 de parties d'un ensemble Q) est une classe monotone si elle possede les propriétés
suivantes :

> Qe U,

> B\ Ae ., pourtout A,Be 4 telsque AC B;

> Ujs1 A; € A, pour toute suite Ay, Ay, ... € M d’ensembles2 a2 disjoints.

Comme on I'a fait pour les tribus, étant donné € < £ (Q), on peut considérer la collection M(%¥) de
toutes les classes monotones contenant € ; cette collection est non-vide puisqu’elle contient &2 (Q).
Comme I'intersection de classes monotones est encore une classe monotone, on peut définir la classe
monotone .# (€¢) engendrée par € par

ME)= [ M.
MEM(E)
Manifestement, toute tribu est une classe monotone. En particulier, (%) est une classe monotone
contenant €. Par conséquent, 0(€) 2 .4 (¥). Le résultat suivant montre que si € est un m-systeme,
alors il y a en fait égalité.

Lemme 5.5 (Lemme des classes monotones). Soit 6 un n-systeme. Alors, 0 (€) = M (F).

Démonstration. 1lsuffitde montrer que .4 (¢) est une tribu, puisque cela impliquera alors que o (%) <
M(E).

La collection 2; = {AcQ : AnNB€ 4 (¥), VB € €} est manifestement une classe monotone. De
plus, € étant un n-systéme, &, 2 €. Par conséquent, 2, 2 .#(¥), par minimalité de .# (¥). Ceci
signifie que AN B € .4 (€¢) pour tout A€ #(€)et Be€6.

Similairement, la collection 2, = {AcQ: ANBe #(€6), VB e 4 (€6)} est également une classe
monotone, et par I’'observation précédente, &, 2 6. Par conséquent, &, 2 .4 (€), c’est-a-dire AnNB €
M (€) pour tout A, B € M (€). 4 (€) est donc un r-systeme.

Montrons a présent que .4 (€) est en fait une tribu. Soient A;, Ay... € M (€6). 4 (€) étant un
m-systeme, il suit que les ensembles

Bi=Ai\JAj=Ain[(Q\4))
Jj<i Jj<i
appartiennent également a .4 (€) et sont disjoints 2 a 2. On en conclut que U;»; A; = U;j>1 B; € M (6)
ce qui termine la preuve. O
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Le lemme précédent permet de démontrer le résultat suivant, fort utile.

Théoréme 5.1 (Théoreme d’'unicité). Soit (Q, F,P) un espace de probabilité, et supposons que & =
0 (%) pour un certain ¢ < Z(Q). Lorsque 4 est un m-systeme, P est complétement déterminée par sa
restrictionPig a%4.

Démonstration. Soit Q) une mesure de probabilité sur (Q, %) telle que Q¢ = P¢. On vérifie aisément
que la collection 9 = {A eZ :PA)= @(A)} est une classe monotone. De plus, 2 2 ¢ par hypothese.
Il suit donc de la minimalité de .# (¥¢) que 2 = 4 (9).

¢ étant un m-systéme, le Lemme 5.5 implique que & = 0(¥) = #(9) < 9P,etdoncque ¥ =2. O

Le probleme qui se pose a présent est de construire une mesure de probabilité sur une tribu don-
née. Grace au Théoreme 5.1, ceci revient a déterminer les conditions sous lesquelles il est possible
d’étendre une fonction P définie sur un n-systéme a la tribu que ce dernier engendre. Une réponse a
ce probléme est donnée par le théoreme de Carathéodory, qui sera démontré en Analyse III. Il repose
sur la définition suivante.

Définition 5.6. Une collection of de sous-ensembles de Q) est une algebre si
> Qed;
> VAe o, A°=Q\AeA;
> pourtout A,Be o/, AUBe .

Théoreme 5.2 (Théoréme d’extension de Carathéodory). Une mesure de probabilité définie sur une
algebre of possede une unique extension a la tribu engendrée par < .

Esquissons a présent quelques applications importantes de ce résultat.

La mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Soit Q = [0, 1]. On aimerait construire une mesure de probabilité A modélisant le tirage au hasard,
uniformément (c’est-a-dire sans favoriser aucun nombre), d'un élément de [0, 1]. En particulier, ceci
implique que la mesure d’'un intervalle I = [a, b) < [0, 1] arbitraire devrait é&tre donné par sa longueur
b — a. On sait donc comment définir la mesure A sur la collection .¢ = {[a,b) : 0<a < b <1}. Celane
suffit pas tout a fait, puisque .# n’est pas une algebre. On consideére donc la collection

By={LHu---Ul,: I e£u{l},1<k<nn=1}

de toutes les unions finies d’intervalles de .# et du singleton {1}. P peut alors étre facilement étendue
aux éléments de 8, par additivité finie : si A est]'union de k intervalles disjoints Iy, ..., I, alors A(A4) =
A1) + -+ A(I). On vérifie facilement que %, est une algebre et que o (%) = 4([0,1]).

Afin de pouvoir appliquer le Théoreme 5.2, il reste a vérifier que I'application A ainsi définie sur
% est bien une mesure de probabilité, c’est-a-dire que si Aj, Ay,... € By sont 2 a 2 disjoints et si
A= U‘l.’i LA € By, alors L(A) = ‘l?il A(A;). Nous ne le ferons pas ici (cela sera fait en Analyse III).

Une fois ceci établi, le Théoreme 5.2 implique que A possede une unique extension a une mesure
de probabilité sur %([0, 1]).

Définition 5.7. La mesure de probabilité A sur ([0,1],9([0, 11)) construite ci-dessus est appelée mesure
de Lebesgue sur [0,1].

Remarque 5.5. On peut évidemment construire de la méme facon la mesure sur [0,1), (0,1) ou (0,1].
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Mesure-produit.
Soient (Q1,%1,P1) et (Q2,F»,P,) deux espaces de probabilité. On désire construire une mesure
de probabilité P; ® P, sur (Q; x Qy, &) ® ) satisfaisant
P, ®P»(Ax B) =P (A)P»(B), VYAeF, BeF.
Ceci détermine donc les valeurs prises par [P; ®P, surla collection ¥ = {Ax B : Ae &1, B € %>}. En uti-
lisant 'additivité finie, on peut étendre la définition de PP; ® P, a I'algebre %, obtenue en considérant

toutes les unions finies d’éléments de .#. On montre ensuite que I'application P; ® P, est en fait une
mesure de probabilité sur &%,. La conclusion suit alors du Théoréme 5.2, puisque 0 (%) = 1 ® F».

Ceci permet, par exemple, la construction de la mesure de Lebesgue sur ([0, 11", 28([0,1]"*)) a partir
de la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Variables aléatoires

Nous allons a présent étendre la notion de variables aléatoires au contexte plus général considéré
dans cette partie du cours.

Définition 5.8. Une variable aléatoire sur un espace probabilisable (Q), ) est une application X :
Q — R telle que
X 'BeZF, VBeB.

La condition donnée dans cette définition est naturelle. En effet, les événements d’intérét seront de la
forme {X € B} = X~ 1(B), B € 2 (comme on I'a vu, % contient tous les sous-ensembles pertinents dans
la pratique). SiI'on veut pouvoir associer une probabilité a un événement de ce type, il est nécessaire
qu’il appartienne a &.

Remarque 5.6. Plus généralement, on peut considérer une paire d’espaces probabilisables (Q), F) et
(Q', F"). Une variable aléatoire de (Q0, ) dans (', F') est une application X : Q — Q' telle que
XY AeF, VAeF

Dans ce cours, nous réserverons le terme de variable aléatoire aux applications a valeurs dansR, et on
parlera d'applications mesurables de (Q, ) dans (', F') pour ces applications plus générales.

Exemple5.4. SiQ est au plus dénombrable, toute application X : Q — R est une variable aléatoire sur
Q, £ Q). 3

Lemme 5.6. Si &' =0(%"), alors

XM AeF, VAeF o X lAeZF VAeY.
Démonstration. Supposons que X (A) € & pour tout A€ ¢’'. La collection
A ={AcQ : X' AWeF}
est alors une tribu contenant ¢'. Comme %' = ¢(¥¢’), on a donc &' 2 %', et donc X~ !(A) € & pour

tout Ae F'. O

Exemple 5.5. 1l suit du Lemme 5.6 et de 'Exemple 5.1 (point 3) que X est une variable aléatoire si et
seulement si
{X=<cleF, VceR.

(On peut bien stir remplacer < par <, > ou =.) o

Exemple 5.6. Soit Q < R" et & = $"(Q). Alors, toute fonction continue X : Q — R est une variable
aléatoire. En effet, pour tout c € R, {X < ¢} est un fermé de Q et appartient donc a 8" (Q), par le point
2 de I'Exemple 5.1. S
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Loi et fonction de répartition

Comme dans le cas discret, la mesure de probabilité P sur (Q, %) et la variable aléatoire X in-
duisent une mesure de probabilité Py =Po X ~L sur R. Cela suit du résultat général suivant.

Théoreme 5.3. Soit X une application mesurable d'un espace de probabilité (Q, &,P) dans un espace
probabilisable (', F'"). Alors lapplication P’ : &' — [0,1] définie par

P'(A)=P(Xx1(A)), VA eZF
est une mesure de probabilité sur (', F').

Démonstration. On vérifie immédiatement que P'(Q)) = 1. D’autre part, si A}, A},... € %' sont2 a2
disjoints, alors c’est également le cas de leur préimages X -1 (A’l), x1 (A’z), ..., ce qui implique que

(U 45) =P(X7 (U Ap) =P(U X (4) = 3 P(X(4)) = 3 P'(4)). O

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Définition 5.9. La mesure de probabilité Px =P o X! sur (R, 98) induite par une variable aléatoire X
est appelée la loi de X.
On dit de deux variables aléatoires X et Y qu’elles ont la méme loi, ou qu'elles sont identiquement

. . .. loi
distribuées, lorsquePx =Py. Dans ce cas, on écriraX = Y.

Exemple 5.7. On peut clairement caractériser une variable aléatoire discréte comme étant une va-
riable aléatoire dont la loi est de la forme

[FDX = Z pkaxk;
kel

ou I # & est un ensemble au plus dénombrable, les xi, k € I, sont des réels distincts, et les py, k € 1,
des réels strictement positifs tels que }_rc; pr = 1. 3

Il suit du Théoreme d’'unicité 5.1 et du point 3 de 'Exemple 5.1 qu'une mesure de probabilité P sur
(R, 98) est entierement déterminée par la fonction Fp(x) = P((—oo, x]). En particulier, la loi d'une va-
riable aléatoire X est entierement déterminée par la fonction Fx(x) = P(X < x).

Définition 5.10. Soit P une mesure de probabilité sur (R,28). La fonction Fp : R — [0,1], Fp(x) =
P((—oo, x1), est appelée fonction de répartition deP.

Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (O, &,P). La fonction Fx : R — [0,1], Fx(x) =
P(X < x), est appelée fonction de répartition de X.

Lemme 5.7. La fonction de répartition Fp : R — [0, 1] associée a une mesure de probabilité sur (R, 28)
possede les propriétés suivantes :

1. Fp estcroissante;
2. limy_._oo Fp(x)=0;
3. limy oo Fp(x)=1;

4. Fp est continue a droite.

Démonstration. Lestrois premieres affirmations sontimmédiates. La quatriéme est une conséquence
du Lemme 5.1 : pour toute suite x, | x,

lim Fp(xp) = lim P((~00, xn]) =P([] (~00, x41) = P((~00, x]) = Fp(x). O

n=1
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En fait, on peut montrer que les quatre propriétés ci-dessus caractérisent les fonctions de réparti-
tion : toute fonction F : R — R les possédant est la fonction de répartition associée a une mesure de
probabilité sur (Q, F).

Lemme 5.8. Soit F : R — R une fonction possédant les quatre propriétés du Lemme 5.7. Alors, il existe
une variable aléatoire X sur ((0,1),28((0,1)), A) telle que Fx = F. Cette variable aléatoire est explicite-
ment donnée par

X(u) =inf{ceR : F(c) = u}, ue,1).

Démonstration. Les propriétés 2 et 3 impliquent que X (u) € (—oo,00) pour tout u € (0,1). Observons
a présent que I'infimum est en fait un minimum, puisque F est continue a droite. Ceci implique que
X(u) = c si et seulement si u < F(c). En particulier, {X < ¢} = (0,F(c)] n(0,1) € Z((0,1)), et donc X
est une variable aléatoire, par la discussion de I'Exemple 5.5. De plus, Fx(c) = A((0, F(c)]) = F(c) pour
tout c e R. O
Lemme 5.9. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx. Alors,

1. P(X>x)=1-Fx(x),

2. P(x< X <y)=Fx(y)- Fx(x),

3. P(X =x)=Fx(x) —lirnyTxFX(y).

Démonstration. Les deux premiéeres affirmations sont immédiates. Pour la troisieme, on considere
les événements A, = {x — % < X < x}. Puisque lim;,_., A;, = {X = x}, il suit du Lemme 5.1 que

P(X =x) = lim P(A,) = lim (Fx(x) - Fx(x - 7)),

par le point 2. (la limite existe par monotonicité de Fx). O

Indépendance

Les notions de probabilité conditionnelle et d'indépendance d’événements et de variables aléa-
toires introduites dans la premiére partie du cours sont inchangées, modulo la restriction des événe-
ments a la tribu &.

Définition 5.11. Soit (Q, &,P) un espace de probabilité.

Soient B € & tel queP(B) > 0 et A€ &. La probabilité conditionnelle de A sachant B est définie
parP(A|B) =P(An B)/P(B).

Une famille d’événements (A;) jc1 est indépendante sous P si

P()A) =][]PA),
ie] ie]
pour tous les sous-ensembles finis ] de 1.
Une famille de variables aléatoires (X;) e est indépendante si les événements

XieAi}ie],

sont indépendants pour tout A; € B, i € ], et tout J I fini.

A nouveau, on vérifie aisément que P(-| B) est un mesure de probabilité sur les espaces probabili-
sables (Q2,.%) et (B,%(B)),ou % (B)={ANB: A€ F}.

On a vu dans la premiere partie du cours qu’afin de vérifier I'indépendance de variables aléa-
toires discretes, il suffisait de considérer des singletons A; = {x;} avec x; € X;(Q). Dans le cas général
considéré ici, on peut montrer qu’il est également possible de se restreindre a une classe particuliere
d’événements.
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Lemme 5.10. La famille de variables aléatoire (X;)1<i<n est indépendante si et seulement si

n
PX; < X1,..., Xn < Xp) = [[P(X; < x),
i=1

pourtoutx; €R,1<i<n.

On a également vu, dans le cas de variables aléatoires discretes, que si les variables aléatoires (X;);er
sont indépendantes, alors il en est de méme des variables aléatoires (¢;(X;));e;. On peut également
étendre ce résultat au contexte actuel.

Lemme5.11. Soit (X;);c; des variables aléatoires indépendantes sur un espace de probabilité (Q, & ,P),
et soient (¢;) 1 une famille de variables aléatoires sur (R, 98). Alors, les variables aléatoires (¢ ;(X;)) sont
indépendantes.

Démonstration. Identique a celle du Lemme 2.4. O

Espérance

Etant a présent en possession d'une notion appropriée de variable aléatoire, il est temps de nous
tourner vers la généralisation du concept d’espérance.

Lidée de départ est simple : nous sommes déja en possession d'un concept d’espérance pour
les variables aléatoires discréetes. Il est donc naturel d’essayer d’approximer nos variables aléatoires
générales par des variables discretes.

Soitdonc X : Q — R une variable aléatoire, et n € N*. On consideére la discrétisation de X al’échelle
1/n:

1
X" = —|nXx].
n

Ainsi, X" (w) = k/n lorsque k/n < X(w) < (k+1)/n, k € Z. Manifestement, X (") est une variable
aléatoire discrete. De plus, pour tout 7 € N*,

1
XW<x<xWyZ, (5.1)
n

On aimerait définir 'espérance de X comme limite des espérance des variables aléatoires discretes
X lorsque n — oo. Cela est possible, car la suite ([E(X (”))) a>1 €stune suite de Cauchy. En effet, il suit
de (5.1) que, pour tout m, n € N*, X" < X < X" 4 1/m; en particulier,

11
X" - x| < max(—, —).
m n

On en déduit que si E(|X""|) < co pour un certain m € N*, alors c’est le cas pour tout 7 € N*. On a
donc bien, pour tout m, n € N*,

11
EX™) - EX"™)] <E(X™ = X)) < max(—, —).

Définition 5.12. Soit X : Q — R une variable aléatoire sur un espace de probabilité (Q, %,P). On dit
que X possede une espérance siE(| X M) < 0o pour un (et donc tous les) n € N*. Dans ce cas, l'espérance
de X est
E(X) = lim E(X"™).
n—oo

On écrira alors X € L' = L1 (P).
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Remarque 5.7. Evidemment, si X est une variable aléatoire discrete, la définition précédente de l'espé-
rance coincide avec celle de la premiere partie du cours, puisque

lim [E(X") - E(X)| = lim E(X™ - X)) < lim 4 =o0.
n—oo n—oo n—oo

Remarque 5.8. Il est important d'observer que l'espérance de X ne dépend en fait que de la loi Px =
Po X! de X. Plus précisément, on a

k
EC0) = lim EX™) = lim 3" ;Px([k/n,(lm 1)/n)) =Ep, (Idg),
Oo TCkez

ou1dg est la variable aléatoire identité surR :Idg : R — R, Idg(x) = x, et l'espérance du membre de droite
est prise par rapport a la mesure de probabilité Px sur (R, 98).

Les principales propriétés del’espérance établie dans le cas de variables aléatoires discretes s’étendent
aisément au cas général.
Théoréme 5.4. SoientY, X, X, € £!, pour tout n = 1. Alors,

1. X=0 = E(X)=0.

2. E( XD =z [E(X)I.

3. (Linéarité) Pour tout o, BER, aX + BY € L' et

E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).

4. (o-additivité) Supposons que les variables aléatoires X,,, n = 1, soient positives et que X =
Y =1 Xy Alors,
E(X) =) E(Xp).

n=1

5. (Convergence monotone) Lorsque les variables aléatoires X,,, n = 1, satisfont X,, / X ponctuel-
lement, on a
E(X) = lim E(X,,).
n—o0

6. Si X etY sont indépendantes, alorsE(XY) = E(X)E(Y).
7. Les inégalités de Cauchy-Schwarz et Jensen sont vérifiées.

Démonstration. On se ramene aux propriétés établies dans le cas discret, ¢f. Lemme 2.9.
1. Evident, puisque X = 0 implique X, = 0 pour tout 7.

2.Comme || X" —|X|"M| <2/n,

E(X]) = lim E(X|™) = lim E(X™)) = lim [EX™)] = E(X)].

3.Comme |[(@X + BY)™ —aX" - Y| < 1 +|a+p)/n,

E(aX +BY) = r}i_{{.loE(aX(”) + Y™y = lim aE(X"™) + BE(Y ™) = aE(X) + BE(Y).

4. Le méme argument que dans le cas discret montre que E(X) = Y ,,>1 E(X};). Pour I'inégalité dans
n+k

I'autre direction, on introduit les variables aléatoires discretes Y}, y = X,(l2 v ) 11 suit alors de (5.1) que

Yok <Xn<Ynk +27"k_Par conséquent, en utilisant les propriétés déja démontrées, on obtient, pour

toutk=1,

EX)=E(Y X)) <E(Y Vop+2" =Y BV, 0+27F< Y EXp)+27%.

n=1 n=1 n=1 n=1
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5. suit de 4 comme dans la preuve du Lemme 2.9.
6. Comme |[(XY)" - X" Y| < (1X|+|Y|+1)/n,ona

E(XY) = lim E((XY)™) = lim E(X™y™) = lim E(X™)E(Y™) = EXEY).

n—oo n—oo

7. Au vu des propriétés déja établies, les preuves données dans le cas discret s’appliquent ici. O
Les deux résultats suivants se révelent également trés souvent utiles.

Théoréme 5.5. Soient X, € L', n=>1.

1. (Lemme de Fatou) Supposons que X, = 0. Alors,

E(iminf X;;) < liminfE(X,,).
n—o0 n—00

2. (Convergence dominée) Supposons que X, — X ponctuellement, et qu'il existe une variable aléa-
toire Y € £1 telle que | X,| < Y pour tout n. Alors, X € £ et

nli_r)glo[E(Xn) = E(X).

Démonstration. 1. Soit Y, = infys, X et Y =lim,,_, Y = liminf,_ o, X,;. On a donc d’'une part que
Y, < X;,, et d’autre part que Y, / Y. Il suit donc, par convergence monotone, que

liminfE(X},) = liminfE(Y,) = E(Y) = E(iminf X},).
n—oo n—oo n—oo

2.Comme X, + Y =0, il suit du lemme de Fatou que

E(X)+E(Y)=E(X+Y) <liminfE(X, + Y) =liminfE(X,,) + E(Y),
n—oo n—oo

et donc, puisque E(Y) < oo, que E(X) < liminf,_. o, E(Xp).
De la méme facon, puisque —X;, + Y = 0, on obtient que E(X) = limsup,,_,,E(X}). La conclusion
suit. O

Remarque 5.9. On vérifie aisément que les théorémes de convergences monotone et dominée restent
vrais si l'on remplace la convergence ponctuelle par la convergence presque-siire, c’est-d-dire la conver-
gence ponctuelle sur un sous-ensemble Qy < Q tel que P(Qp) = 1.

Ayant a disposition une notion d’espérance, on peut définir comme précédemment les moments
d’ordres supérieurs et la variance. Les propriétés démontrées dans le cas discret restent vraies, car
leurs preuves ne reposent que sur les propriétés de 'espérance que I'on vient de généraliser. On ne
les répétera pas ici.

Variables aléatoires a densité

Espérance et intégration

La notion d’espérance introduite précédemment partage de nombreuses propriétés avec I'inté-
grale de Riemann : elle est linéaire, elle préserve 1'ordre, etc. En fait, cela va beaucoup plus loin.

Théoreme 5.6. On considere l'espace de probabilité ([0, 1], 28([0,11), 1), ot A est la mesure de Lebesgue.
Soit X : [0,1] — R une fonction Riemann-intégrable bornée. Alors, X est une variable aléatoire et E(X) =
f) X(s)ds.
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Nous ne démontrerons pas ce théoréme; une preuve sera donnée dans le cours de théorie de la me-
sure.

Au vu du Théoréme 5.6, on voit que E(X) fournit une généralisation de la notion d’intégrale
au sens de Riemann : c’est ce que I'on appelle I'intégrale de Lebesgue de X. On la notera E(X) =
fol X(s)A(ds) = fol X dA. Cette derniere permet d’intégrer beaucoup plus de fonctions que l'intégrale
de Riemann, et a 'avantage considérable de se comporter beaucoup mieux sous passage a la limite
comme le montrent les théorémes de convergence monotone et dominée.

Remarque 5.10. Si X est une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q), &,P), on peut également
considérer E(X) comme définissant l'intégrale de la fonction X sur Q, relativement a la mesure de pro-
babilité P. Pour cette raison, on utilise souvent la notation

[E(X):f X(w)P(dw) EfXdP.
Q

Finalement, observons qu’il n’est pas nécessaire de restreindre le domaine d’intégration a l'inter-
valle [0,1]. Si X : R — R est mesurable, on peut en effet définir

o) 1

/ X($)Ads) =) f X(s+n) A(ds).
—o0 nezJ0

Bien entendu, A dans le membre de gauche n’est pas une mesure de probabilité : A(R) = +oco. Une

application o-additive u : & — R* est appelée une mesure. On va voir a présent que cette mesure

permet de définir de nombreuses mesures de probabilité d’intérét sur ZB(R).

Terminologie : on dira qu'une propriété des nombres réels est vraie presque partout si I'en-
semble des points ou elle n’est pas vérifiée est inclus dans un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

Notation : Afin d’alléger les notations, nous noterons simplement f f(s)dsaulieude f f(s)A(ds).
Ceci ne devrait pas préter a confusion, toutes les intégrales considérées étant prises au sens de Le-
besgue. De plus, on utilisera la notation habituelle fA fls)ds= ff(s)lA(s) ds.

Densité de probabilité, absolue continuité

Définition 5.13. Soit f : R — R une fonction mesurable positive, telle que [°._ f(s)ds = 1. Alors l'appli-
cationP : B — [0, 1] définie par

P(A)sz(s)ds, VA€ %,
A

est une mesure de probabilité sur (R, 98). Dans ce cas, on dit que la mesure P est absolument continue
(par rapport a la mesure de Lebesgue), et | est appelée la densité de probabilité associée a P.

Remarque 5.11. 1. Insistons sur le fait que la valeur f(s) n'est pas une probabilité (en particulier,
f(s) peut étre plus grande que 1). Par contre, il peut étre utile de penser a f(s)ds comme a la
probabilité de l'intervalle [s, s + ds].

2. La densité de probabilité associée a une mesure de probabilité absolument continue P n'est pas
unique : si f est une densité de probabilité pour P et g ne differe de f que sur un ensemble de
mesure de Lebesgue 0, alors g est également une densité de probabilité pour P. En effet, si B =
{x: f(x)# g}, alors

ff(s)ds=/ f(s)ds+/ f(s)ds:f g(s)ds=fg(s)ds,
A A\B ANB A\B A

puisque M(An B) = 0 implique que [,z f(s)ds= [, 8(s)ds=0.
On vérifie facilement que c’est la seule possibilité. Parler de « la » fonction de densité associée a
une mesure de probabilité P ne portera donc pas a conséquence.
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En particulier, la fonction de répartition associée a une mesure de probabilité absolument continue
P de densité de probabilité f satisfait

Fp(x) =P((—o0, x]) =[ f(s)ds.

En particulier, Fp est continue '.

Remarque 5.12. On peut fabriquer des fonctions de répartition F (assez pathologiques) qui sont conti-
nues, mais qui ne sont pas associées a des mesures de probabilité absolument continues. Les mesures de
probabilité correspondantes sont dites singulieres.

Remarque 5.13. On peut démontrer (cest le Théoreme de différentiation de Lebesgue) que Fp est dif-
férentiable presque partout. Ceci permet d’associer aP une densité de probabilité de facon canonique :
on prendra f(x) = Fu’j, (x) en tout point ot Fp est différentiable, et f(x) = 0 ailleurs.

Tout ceci s'étend naturellement aux variables aléatoires.

Définition 5.14. Une variable aléatoire X est a densité si sa loi est absolument continue. La densité de
probabilité associée a P x est alors notée fx et appelée densité de probabilité de X.

Ainsi, pour toute variable aléatoire X a densité,
[P’(XeA):f fx(s)ds, VAe AB.
A

Théoréme 5.7. SoitQ € B et P une mesure de probabilité sur (2, 28(Q))) avec densité de probabilité f,
et soit X une variable aléatoire sur Q. Alors, X € £1(P) si et seulement si [ |X(s)|f(s)ds < oo et, dans
ce cas,

E(X) = f X(s)f(s)ds.
Q
Démonstration. Pour chaque n = 1, on voit que E(|X"|) < co si et seulement si I'expression

Y P =4 = ZI%Ifk ke [()ds
kez n=X<"u

kez n

= fk e XU ds = fQ X (5)] £(5) ds

kezY 3=

est finie. Comme | X — X" | < 1, ceci alieu si et seulement si [, |X(s)| f(s)ds < co.
On a alors

[E(X(n)):f X“”(s)f(s)ds—»f X(s)f(s)ds,
Q Q
puisque fo X" () f(s)ds < [o X(8) f(s)ds < fu X (8) f(s)ds + 7. -

Corollaire 5.1. Soit X une variable aléatoire a densité, et ¢ : R — R une application mesurable telle que
pX)e&L L Alors, U'espérance de la variable aléatoire p(X) satisfait

[E((p(X))Zjﬂ;(p(S)fX(s)dS.

1. Celan’est pas completement évident si f n'est pas bornée. Une fagon de procéder est la suivante. On fixe € > 0. Pour
n = 1, on introduit f;; = min(f, n). On a alors f}, 1 f lorsque n — oo. Par le Théoréme de convergence monotone, on a que
Jr fn(®)dx — Jp f(x)dx. On peut donc trouver n assez grand pour que [ (f(x) — f(x)) <e. On a alors

ff(x)dxzf (f(x)—fn(x))dx+f fn(x)dxsf(f(x)—fn(x))dx+ nA(A) <e+ni(A) < 2e,
A A A R

pour tout A € % tel que A(A) < § = e/ n. La continuité suit, puisque A([x, x + 1) = §.
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FIGURE 5.1: Densité de probabilité de la loi uniforme sur [-2,2].

Remarque 5.14. Observez la similarité formelle avec le résultat correspondant pour les variables dis-
cretes : E(¢p(X)) = Xxex (@) ¢ (X) fx (x).

Démonstration. 1l suit de la Remarque 5.8 que
Ep (@ 0 X) = Epo(pox)-1 (IdR),

ol I'on a explicité les mesures par rapport auxquelles les espérances sont prises. Une seconde appli-
cation de la Remarque 5.8 implique donc que

[EUJ’OX’1 ((P) = [EHJ’oX’lo(p’1 (IdR) = [EIPO((poX)*l (IdR) = [EIFD ((P ° X)

La conclusion suit du théoréme précédent, puisque

Epox-1 (@) = fR(P(S) fx(s)ds. O

Exemples importants de variables aléatoires a densité

On présente ici quelques-unes des lois a densité les plus importantes. Elles sont introduites a par-
tir de leur densité de probabilité, et il est laissé en exercice de vérifier que ses densités de probabilité
sont proprement normalisées (c’est-a-dire d’intégrale 1).

Loi uniforme

Soient a < b. X est uniforme sur [a, b], noté X ~ U(a, b), si elle a densité de probabilité

1
fxx) = A Lig,p) (X).

Cette distribution modélise le tirage d'un élément de I'intervalle [a, b] de facon uniforme, c’est-a-dire
sans en privilégier aucun.
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FIGURE 5.2: Densité de probabilité de la loi exponentielle pour A = 1.

Lespérance et la variance de X se calcule aisément :

b
E(X) = ﬁf sds= 42,

a

b 2 2 2 2 32
Var(X) = E(X*) - E(X)* = 512 fa s*ds— etbh — asabsl _ (athl  (boal

Plus généralement, pour tout A € 98, on X est uniforme sur A, X ~ U(A) si

1
fx(x) = A 14(x).

Loi exponentielle

X est exponentielle de parametre A > 0, X ~ exp(A) si elle admet pour densité de probabilité
Fx@) = 1e™M 19 00 (X).

Cette loi joue un role central dans la théorie des processus markoviens a temps continu; nous en
aurons un apercu dans le chapitre 11.

Elle peut étre vue comme limite de la distribution géométrique, et apparait dans la pratique pour
la description du temps d’attente entre deux événements imprédictibles (appels téléphoniques, trem-
blements de terre, émission de particules par désintégration radioactive, etc.). Considérons une suite
d’épreuves de Bernoulli effectuées aux temps 6,26, 39, ..., et soit W le temps du premier succes. Alors,
pour tout k€N,

P(W > k&) = (1- p)k.

Fixons a présent un temps ¢ > 0. Jusqu'au temps ¢, il y aura eu approximativement k = ¢/6 épreuves.
On veut laisser 6 tendre vers 0. Pour que le résultat ne soit pas trivial, il faut également que p tende
vers 0 de facon a ce que p/6 tende vers une constante A > 0. Dans ce cas,

P(W > 1) =P(W > gé) ~(1=18)"0 — M,
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0,4

0,3+

0,2+

0,1

FIGURE 5.3: Densité de probabilité de la loi normale : u =0, o2 =1 (bleuw), U= 0,02=2 (magenta) et u =1, 0%=1
(vert).

I est aussi aisé de voir (exercice) que la loi exponentielle possede la méme propriété de perte de
mémoire que la loi géométrique, cf. Lemme 2.1.
A nouveau, I'espérance et la variance de X ~ exp(A) se calculent aisément :

o0 o0
E(X) :/lf se_’“ds=f e Mds=2171,
0 . 0
VQ3=A] sfeMds-172=172
0

Loi normale

11 s’agit sans doute de la loi la plus importante, de par son ubiquité (a cause du théoréme central
limite, que I'on étudiera plus tard). X suit une loi normale (ou gaussienne) de paramétres u et o2,
X ~N(y, o2), si elle a densité de probabilité

fxx) =

(x—p?
(__EET_L

1
exp
V2ro?

pour tout x € R. Lorsque g = 0 et 2 = 1, on parle de loi normale standard. La fonction de répartition
de la loi normale standard est habituellement notée ®.
Les parameétres p et o2 ont des interprétations immédiates : lorsque X ~ A (u, 02),

o0 o0
[E(X) — 1 f Se—(s—u)Z/ZUZ ds = m + 1 [ Se_s2/202 ds = i
—00 SN

V2no? Vono?
Var(X) = 1 oo( _ )2 —(s—,u)2/2d _ .2 1 o —32/202d _ 2
ar = o s—ue sS=0 Tons? e s=0°.
—00 —00

Loi gamma

X suit la loi gamma de parametres A, £ > 0, X ~gamma(A, 1), si elle a densité de probabilité

1
fx(x)= mltxt_le_lxllo,oo) (x),
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2,5

b WwWNE

3 4 5

FIGURE 5.4: Densité de probabilité de la loi Gamma pour A = 0.5 et diverses valeurs de ¢.

ou I' est la fonction gamma,

o0
I'(p) =f xle ¥ dx.
0

Lorsque A = %, ett= %d , d entier, on dit que X suitlaloi du y? a d degrés deliberté. Cette distribution
joue un role important en statistiques.
Lespérance et la variance de X ~ gamma(A, ¢) sont données par

o0 o0
_ A -1 _-As 3o _ 1 (t+1)-1_-As 3. _ T+l _ t
[E(X)_m-[() §ss” e dS—mj; (As) e dS—m—z;

- 2 2 _T@+2) ¢ _ra+) £ _ ¢
Var(X) = E(X3) - E(X)?= K8 _ £t _ £ -t

Loi de Cauchy

X suit la loi de Cauchy?, X ~ cauchy, si elle a densité de probabilité

1

fX(x) = m,

pour tout x € R.

Cette loi a un certain nombre de propriétés « pathologiques », et apparait souvent dans des contre-
exemples. En particulier, elle ne possede pas d’espérance, puisque [E(| X|) = co (et donc pas de variance
non plus).

Loi béta

X suit une loi beta de parametres a, b > 0, X ~ beta(a, b), si elle a densité de probabilité

fx(x) = X 1 - 0P 0 (),

B(a,b)

2. Augustin Louis, baron Cauchy (1789, Paris — 1857, Sceaux), mathématicien francais.
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FIGURE 5.5: Densité de probabilité de la loi de Cauchy.
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FIGURE 5.6: Densité de probabilité de la loi béta pour diverses valeurs de a et b.
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ol B(a, b) est la constante de normalisation. On peut montrer que

I'(a@)I'(b)

Bla,b) =t

Sia=b=1, X est uniforme sur [0, 1].
La distribution béta est trés utilisée en statistiques bayesiennes.
On calcule facilement son espérance et sa variance :

1 1
_ 1 a-1 b-1 _ 1 (a+1)-1 b-1 _ Bla+l,b) _ a
[E(X)_mfo ss1=9) ds_B(a,b)fO s (1-97"ds= S0y = ap

_ 2y _ 2 _ Ba+2,h) _d* _ aa+l)  _a®  _ ab
Var(X) =R(X") —B(X)" = T30y ~ Gep? = @ibaibiD ~ @B — @b arbeD”

Loi de Student

X suit une loi de Student?® ou loi ¢ 2 v > 0 degrés de liberté, X ~ student(v), si elle a densité de
probabilité
2
_Tv+nra) -2

fxx)= Jvaltwi2) v

pour x € R.

Cette distribution apparait dans le probleme de I'estimation de la moyenne d'une population
normalement distribuée lorsque 1'échantillon est petit. C’est la base des célebres tests de Student en
statistiques.

Son espérance est nulle lorsque v > 1, et n’existe pas pour v < 1. Sa variance n’est pas définie
lorsque v < 1, elle est infinie lorsque 1 < v < 2, et elle est égale a v/(v — 2) lorsque v > 2.

Loi de Weibull

X suit une loi de Weibull* de parametre de forme k > 0 et de parameétre d’échelle A > 0 si elle a

densité de probabilité
fx(x) = £
ETA

X
9
Lorsque k =1, on retrouve la distribution exponentielle.

La loi de Weibull est tres populaire dans les modeles statistiques en fiabilité. Elle est également
utilisée, par exemple, pour analyser les signaux recus par les radars, ou dans les réseaux de commu-
nication sans fil. D’un point de vue plus théorique, elle joue un réle important dans l'analyse des
valeurs extrémes lors d’expériences aléatoires.

On trouve que son espérance et sa variance sont données par

k-1 — k
) eI 1 o) ().

E(X)=AT(1+7),
Var(X) = A°T(1+2) - A*T(1 + )%

Vecteurs aléatoires a densité

La notion de vecteur aléatoire s’étend sans difficulté au cas d'univers généraux.

Définition 5.15. Un vecteur aléatoire de dimension n est une application mesurable d’'un espace pro-
babilisable (Q, &) vers l'espace probabilisable (R", %").

3. William Sealy Gosset (1876, Canterbury — 1937, Beaconsfield), connu sous le pseudonyme Student, chimiste et sta-
tisticien irlandais. Employé de la brasserie Guinness pour stabiliser le gott de la biére, il a ainsi inventé le célébre test de
Student.

4. Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887,2?2? - 1979, Annecy), ingénieur et mathématicien suédois.
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Nous nous intéresserons plus particulierement au cas des vecteurs aléatoires a densité.

Définition 5.16. Un vecteur aléatoireX = (X1,..., Xy) est a densité s'il existe une fonction positive fx :
R" — R telle que

PXe A):f fx(xy,..., xp)dxy - -dxp, VAe BR").
A
fx est la densité de probabilité conjointe du vecteur aléatoireX.
Remarque 5.15. On peut montrer qu'il suffit de vérifier la condition pour des ensembles A de la forme

(=00, x1] X +++ x (=00, Xpl, X1,...,Xn €R, C'est-a-dire que

X1 Xn
Fx(xl,...,xn):[P’(Xlsxl,...,anxn):f dsl---f ds, fx(s1,...,85).
—00 —00

La fonction Fx est appelée fonction de répartition conjointe deX.

A nouveau, il n’y a pas unicité de la densité conjointe, et on choisira toujours une version de fx sa-
tisfaisant fx(xy,...,%xn) = axﬁ—.aanX(xl’ ...»Xn), en chaque point ot la fonction de répartition conjointe
est suffisamment différentiable.

Les densités de probabilité des composantes d'un vecteur aléatoire X peuvent étre aisément extraites
de la densité de probabilité conjointe.

Lemme 5.12. SoitX = (X,..., X;) un vecteur aléatoire a densité. Alors, pour tout1 < k < n,

o0 o0 o0 {00)
I (xx) =f dxl"'f dxk—lf dxk+1-~-f dx, fx(x1,...,Xn).
—00 —00 —00 —0o0
Démonstration.
P(X; € A) =PXeRF! x AxR" K

= dx1---dxk_1fdxkf dxpsr - dx, fx(x1,..., X5)
Rk—l A Rn—k

Zf dxk{ dxl"'dxk—lf dxk+1"'dxan(xlw-nxn)}
A Rk-1 Rr-k
et une version de fx, est donc donnée par I'expression entre accolades. O

Définition 5.17. Etant donné un vecteur aléatoireX = (X, ..., X,,), les densités de probabilité fx,, 1 <
k < n, sont appelées ses densités de probabilité marginales.

Lindépendance de variables aléatoires peut se caractériser simplement en termes de leur densité de
probabilité conjointe.

Lemme5.13. SoitX = (X,...,X;) un vecteur aléatoire a densité. Les variables aléatoires X3, ..., X, sont
indépendantes si et seulement si

fx(x1,..0x5) = fx, (1) -+ fx, (xXn),
pour presque tout (xy,...,Xp).
Démonstration. Supposons Xj,..., X, indépendantes. Pour tout xi,...,x, € R,
PX1<x1,....,.Xn<xp) =P(X1 =x1) - P(X;, < xp)

=f mf_nfXI(J/1)"'an(yn)dY1'“dyn,

et par conséquent fx, (x1)--- fx, (x,) est une densité de probabilité conjointe de Px. O
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Exemple 5.8. Soit Q = Dy = {(x,y) €R? : x* + y* < 1} muni de la probabilité uniforme, c’est-a-dire
la mesure associée a la densité de probabilité f = 1/7. On considére les quatre variables aléatoires
suivantes : X(w) = x, Y(w) = y, R(w) = e +y2 et O(w) € [0,27) telle que x = rcos(O(w)) et y =
rsin(®(w)). Ainsi les vecteurs aléatoires (X, Y) et (R,®) correspondent a la position d'un point du
disque tiré uniformément au hasard, exprimée, respectivement, en coordonnées cartésiennes et po-
laires. Déterminons leurs lois conjointes, ainsi que les lois de ces quatre variables aléatoires.

Pour le couple (X,Y), on a, pour tout Ac Dy,

PUX,Y)eA)=P{(x,y)eD; : (x,y)(—:A})=ff fdxdysz dxdy%,
A A

etdonc fx,y(x,y) = % La loi de X est obtenue en prenant la marginale correspondante : pour tout
X € (_1) 1)’

1-x2 1 2 5
= —dy=—-Vv1-x2.
fx(x) f_l_xzn y=- X

Dela méme facon, fy(y) = % pour tout y € (—1,1). En particulier, on voit que fx,y)(x, ) # fx(x) fr (),
et donc X et Y ne sont pas indépendantes.
Passons au couple (R, 0). Pour tout B < [0,1) x [0,27),

1 1 r
P((R,®) € B) =ffdxdyl{(R(x,y),G(x,y))EB}; =ff rdrd@l{(,,g)eB}; =fj;3drd9;,

d’ot1I'on tire la densité de probabilité conjointe fre(r,0) = - pour tout (,0) € [0,1) x [0,27). La den-

sité de R est donc donnée par
2

fan=L11"do=2r,
T Jo

pour tout r € [0, 1). Similairement,

1 [t 1
0)=— dr=—,
fe0) p fo rdr =
pour tout 6 € [0,27). On a donc fige)(r,0) = fr(r) fo(0), et R et © sont indépendantes. o

Finalement, si X = (Xi,..., X;;) est un vecteur aléatoire a densité, et ¥ : R” — R” posséde de bonnes
propriétés, le théoréme suivant permet de déterminer la loi conjointe du vecteur aléatoire W (X) en
termes de fx.

Soient U € R" un ouvert, et ¥: U — R", ¥(y) = (w1(y),...,¥x(y). On dit que ¥ est continuement
différentiable si les dérivées partielles 0y;/dy; existent et sont continues sur U. On note Dy (y) =
(0 (y)/0yj)1=i,j<n la matrice Jacobienne, Jy (y) = det Dy (y) le Jacobien, et V =¥ (U).

Théoréme 5.8. Soient U < R" un ouvert, etV : U — V une application continuement différentiable et
bijective, telle que Jw(y) # 0, pour touty € U. Alors, pour toute fonction f : V - R, f € %Y ona

fo(‘I’(y)) JeIdyr---dyn= fvf(x) dx; ---dxp.

Démonstration. Dans le cas ou f est suffisamment réguliere, il s’agit simplement du résultat clas-
sique sur les changements de variables. La preuve lorsque f € £! sera faite en Analyse III. O

Corollaire 5.2. On considere un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,) a valeurs dans un ouvert U < R",
et une application ¥ : R" — R" comme dans le théoreme précédent. Alors la densité de probabilité
conjointe du vecteur aléatoireY = ¥ (X) est donnée par

Ay = KT ) Ty ().
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Démonstration. Soit A V.Ona

P(YeA) =P(¥YX) e A)=PXe¥ A) =f

w-1(

Sfxx)dx;---dx,.
A)

Une application du théoréme a I'intégrale du membre de droite (attention, on I'applique a la trans-
formation inverse ¥ 1) donne donc

P(Ye A)=fAfx(‘P_l(y))I]\y—l(y)ldyl'”dyn,
d’ot1 le résultat suit. O

On en déduit immédiatement le résultat suivant, tres important, sur la loi d'une somme de variables
aléatoires.

Lemme 5.14. Soient X, Y deux variables aléatoires a densité. Alors la loi de leur somme est donnée par
o0
fX+Y(u)=f fox, v (x, u—x)dx.
—00

En particulier, si X et Y sont indépendantes, la densité de probabilité de X + Y est donnée par la convo-
lution des densités de probabilité de X et Y,

fx+y (W) =[ fx () fy (u—x)dx.

Démonstration. On considére 'application ¥ : R> — R? donnée par W (x, y) = (x, x + y). Elle satisfait a
toutes les hypothéses du Corollaire précédent. On a donc

fxx+r @, v) = flixvn(u,v—u),

puisque le Jacobien vaut 1. Par conséquent la premiére affirmation suit en prenant la seconde margi-
nale,

fX+Y(V)=f fx.v(u,v—u)du.

Si X et Y sont indépendantes, leur densité de probabilité conjointe se factorise et la seconde affirma-
tion suit. O

Une autre conséquence utile (et immédiate) du Corollaire précédent est le résultat suivant.

Lemme 5.15. Soit X une variable aléatoire a densité et a,b € R, a # 0. La densité de probabilité de la
variable aléatoire aX + b est donnée par

1
Jax+p(y) = fo((y— b)/ a).
Démonstration. Laissée en exercice. O

On déduit immédiatement des deux lemmes précédents 'important résultat suivant.

Lemme 5.16. Soient X et X deux variables aléatoires indépendantes de loi N (i, 0%) et N (U2, 0'%)
respectivement. La variable aléatoire X1 + X, suit une loi N (1 + 2, a% + a%).
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Démonstration. Soient Y1 = X; — ) et Yo = Xp — uo; par le lemme 5.15, ces variables suivent res-
pectivement les lois A (0, O'%) et & (0, a%). Une application du Lemme 5.14 montre que la densité de
probabilité de la variable aléatoire Y; + Y> est donnée par

2

1 X (z—x)2
——— | exp{——— ———=—1}dx.
o1 Jo2g2 IR 207 203
1Y2
Puisque
2 2 2
oz oo
o’ +0%(z—x%= (/o +02x— ! )% + 172 z2,
z ! 172 [2. 2  o0’+03
g1+05 1792

I'intégration sur x montre que cette densité de probabilité est bien celle d'une variable aléatoire de
loi A (0, U% + Ug), et donc X + X» suit bien une loi A (u; + o, 0'% + 0'%). O

Vecteurs aléatoires gaussiens

Nous allons voir a présent un exemple particulierement important de vecteur aléatoire. Si x,y €
R", on note leur produit scalaire (x,y).

Définition 5.18. Un vecteur aléatoireX = (X1, ..., Xp) : Q — R” est un vecteur aléatoire gaussien si les
variables aléatoires (a,X) suivent des lois normales, pour tout a € R".

Lemme 5.17. Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout vecteur gaussien X = (Xi,...,X,) : Q —
R™.
1. X; est une variable aléatoire gaussienne pour chaquei =1,...,n.

2. Si A:R" — R" est une application linéaire, le vecteur AX: Q — R" est un vecteur gaussien.

Démonstration. La premiere affirmation suit en prenant a = e; dans la Définition 5.18. Pour la se-
conde affirmation, il suffit d’observer que, pour tout a € R”,

(a, AX) = (Aa,X)
est bien gaussien. O

Remarque 5.16. La réciproque de la premiere affirmation est fausse : un vecteur aléatoire dont chaque
composante est gaussienne n'est pas nécessairement gaussien. Nous le verrons sur un exemple plus tard
(Exemple 6.1).

Exemple 5.9. Un exemple de vecteur aléatoire gaussien est le vecteur (Xj,..., X;) composé de n va-
riables aléatoires indépendantes suivant des lois normales. En effet, a; X +--- + a, X,; est une somme
de variables aléatoires normales, et donc, par le Lemme 5.16, suit également une loi normale. o

Il suit de 'exemple précédent et du Lemme 5.17 que 'image d'un vecteur (X;,..., X;) composé de
n variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales sous 'action d’'une transformation
linéaire A est également un vecteur gaussien. En particulier, on obtient la classe suivante de vecteur
aléatoires gaussiens.

Lemme 5.18. Soientp = (U1, ..., ,) € R" et C = (C;;) une matrice n x n symétrique définie positive. Le

vecteur aléatoireX = (X1, ..., Xy,) de densité de probabilité conjointe

KX = exp(—3x—p,C ' x-mw)), (5.2)

1
v (2m)"detC

est un vecteur gaussien. On dira qu'un tel vecteur suit une loi A (u,C).
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Démonstration. Puisque C™! est symétrique, on peut trouver une matrice orthogonale O et une ma-
trice diagonale D telles que C~! = tODO. Par conséquent, en posant Y = O(X — ), on voit que les
variables aléatoires Y1, ..., Y; sont indépendantes, et suivent des lois normales. Par I'exemple précé-
dent, le vecteur Y est donc gaussien. Par conséquent, il suit du point 2. du Lemme 5.17 que *0Y, et
donc également le vecteur est gaussien, et donc également le vecteur X = *OY + p. O

Loi conditionnelle et espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires possédant la densité de probabilité conjointe f(x y). On
aimerait donner un sens a la loi conditionnelle de Y sachant que X prend la valeur x. Le probleme est
que la probabilité P(Y < y| X = x) n'est pas définie puisque I'’événement {X = x} a probabilité nulle.
Afin de déterminer la généralisation appropriée, nous pouvons procéder comme suit. Soit x tel que
fx(x) > 0; alors, pour € > 0 petit,

P(YSy,xsXSx+€)
Px=X<sx+e¢)
~€f—yoof(X,Y)(x, v)dv

P(Y=sylx=X=sx+¢€)=

fx(x)e
:[y fxnx, y)dv.
—00 fX(x)

En laissant e | 0,le membre de gauche converge vers ce que I'on aimerait définir comme P(Y < y| X =
x), et le membre de droite conduit donc a la définition suivante.

Définition 5.19. Soient X,Y deux variables aléatoires avec densité de probabilité conjointe fx,y). La
densité de probabilité conditionnelle de Y sachant que X = x est définie par

fxn(xy)

frixylx) = e

’

pour tout x tel que fx(x) > 0. La loi correspondante s'appelle la loi conditionnelle de Y sachant que
X=x.

Remarque 5.17. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de loi exp(A). Quelle est la
densité de probabilité conditionnelle de X, + X, étant donné que X1 = X» ?

Premiere solution : Soit Y1 = X1 + Xo et Yo = X1/ X,. Manifestement, X, = Xo si et seulement si
Y, = 1. On vérifie facilement (exercice) que la densité de probabilité conditionnelle de Y1 étant donné
que Y, =1 est donnée par

s 11D =A%y e, yr=o0.

Deuxiéme solution : Soit Y1 = X + Xy et Y3 = X; — Xo. Manifestement, X, = X, si et seulement si
Y3 = 0. On vérifie facilement (exercice) que la densité de probabilité conditionnelle de Y1 étant donné
que Y3 = 0 est donnée par

lelYg(J/1|0)=Ae_’1yl, y1=0.

Ily a clairement un probleme : les deux réponses obtenues sont différentes! L'erreur trouve sa source
dans la question elle-méme : qu'entend-on par la condition X, = X» ? Ce dernier est un événement de
probabilité nulle, et il est crucial de décrire précisément de quelle suite d'événements de probabilité
positive il est la limite. Dans la premiere solution, on interprete essentiellement cet événement comme
{X1 = Xo = (1+¢€)X1} (€ petit), alors que dans la seconde, on l'interprete comme {X; < Xo < X1 +e€}. 11
convient donc de déterminer au préalable quelle est l'interprétation désirée, et cela dépend du probleme
considéré.
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Etant en possession d'une notion de loi conditionnelle, on peut, comme dans le cas discret, définir
I'espérance conditionnelle, comme étant I’espérance sous la loi conditionnelle.

Définition 5.20. Soient X etY deux variables aléatoires de densité de probabilité conjointe f(x y). Les-
pérance conditionnelle de Y sachant X est la variable aléatoire

EYIX)O)=EY[X=")= fRyfmx(le dy,

pourvu que [y fyix(y1-)dy < co.
On a le méme résultat que dans le cas discret.

Lemme 5.19. Soient X et Y deux variables aléatoires de densité de probabilité conjointe f(x,y). Pour
toute fonction mesurable ¢ telle que les espérances existent,

EEY [ X)p(X)) = E(Y ¢(X)).

Démonstration. La preuve est formellement identique a celle du cas discret :

[E([E(YIX)q)(X))=fRfRJ’fwx(ylx)dyq)(x)fx(x)dx

=fRfRy<p(x)ﬁx,Y)(x,y)dxdy=[E(ch(X)). O

Processus en temps discret.

On considere une succession d’expériences, pas forcément identiques, ni forcément indépen-
dantes. On suppose que I’on connaisse I’espace de probabilité décrivant la premiére expérience, ainsi
que l'espace de probabilité décrivant la k*™¢ expérience lorsque les résultats des k — 1 expériences
précédentes sont connus. Le théoréme suivant montre comment construire un espace de probabilité

écrivant une telle situation, dans le cas ou les expériences sont décrites par des espaces de probabi-
d t telle situat dans 1 t décrit d d bab
lités discrets.

Théoréme 5.9. Soitn =2. Pour chaquei€{l,...,n}, soitQ; # & un univers au plus dénombrable. Soit
p1 une mesure de probabilité sur Q; et, pour k =2,...,n, et pour tout w; € Q;, i < k, soit pylwy,...,Wr_1
une mesure de probabilité sur Q. Notons Q = Q; x --- x Q et X; : Q — Q; la projection sur la iéme
composante. Alors, il existe une unique mesure de probabilité P sur (O, & (Q)) satisfaisant

> P(X1 =w1) = p1(w1), pour tout wy € Q1 ;

> pourtoutk=2,...,n,

P(Xk :(Uk|X1 = wl)-“’Xk—l :wk—l) = pklwl)---)wk—l(wk))

pour tout w; € Q; tels queP(X; = w1,..., Xp—1 = Wg—1) > 0.
La mesure de probabilité P est explicitement donnée par

P{w}) = p1(w1) p210, (@2) P3|0,,0, (@3) - Prlw1,...,0p-1 (W), (5.3)
pour toutw = (wy,...,wWy) € Q.

Démonstration. Le fait que P prenne nécessairement la forme (5.3) est une conséquence immeédiate
de la définition des probabilités conditionnelles. Cela prouve évidemment I'unicité de P.
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Vérifions donc la validité des conditions pour cette définition de P. On a

P(X1 =w,..., X =wg) = > P(lwi,...,0n})

Wk+1€Qk41,0-Wn€Qy,

:pl(wl)"'pklwl,...,wk,l (wg) Z pk+1|w1,...,wk(wk+l)"' Z prlwi,...,wp-1(@y).
Wi+1€Qp41 Wn€Q,

A présent, pour chaque j,
Z pj\wl,...,wj,l (w]) = 1!

ijQj
PX1 =wi,..., Xk =0r) = p1(@01) - Pkjwy,...0r (@F)-
Pour k =1, ceci se réduit donc bien a P(X; = w1) = p1(w1). Pour k> 1, on a donc bien

P(Xe = 0| X1 = 01 Xy = 0py) = — A= O Xe =08 (@) 0
k k&1 1reeer Bf—1 k-1 PG =01 Xeq = 0r1) Pklw,...wr; \Dk).

On aimerait a présent étendre cette construction au cas d'une infinité d’expériences.

Théoréme 5.10. Pourchaquei € N, on se donne un ensemble au plus dénombrable Q); # &. Soit py une
mesure de probabilité sur Q) et, pour chaquek € {2,...,n} et toutw; € Q;, i < k, soit pxlwy,...,wk—1 une
mesure de probabilité sur Q. Notons Q = X ;-1 Qy, X; : Q — Q; la projection sur la i eme composante,
et F = Q=1 P (Qy) la tribu-produit sur Q. Alors, il existe une unique mesure de probabilité P sur
(Q, F) satisfaisant

> P(X1 =w;1) =p1(w1), pour tout wy € Qy ;

> pourtoutk =2,

PXk =wi| X1 =w1,..., Xk—1 = 0-1) = prlwi,..., 01 (@),
pour tout w; € Q; tels queP(X; = wy,..., Xj—1 = W-1) > 0.
Démonstration. L'unicité suit du Théoreme d’unicité 5.1 puisque la collection
G={{X1=w1,..,. Xp=wi}: k=1l,w; €Q;,i=1,...,kl u{}

forme un n-systéme générant &.

Nous allons montrer que I'existence de P découle de celle de la mesure de Lebesgue sur [0,1]. On
commence par partitionner I'intervalle [0, 1) en |Q;] intervalles disjoints (I,,)w,eq,,1alongueur de I,
étant égale a p; (w;). Ce sont les intervalles de premier niveau.

On partitionne ensuite chaque intervalle de premier niveau I,, en || intervalles disjoints de
second niveau, (1,,,w,)w,cq,, avec I, », de longueur p; (w1) p2jw, (W2).

On poursuit de la méme facon, partitionnant chaque intervalle I, ., de niveau k en Q|
intervalles disjoints (Iy,,.. o w Qi de niveau k + 1, tels que la longueur de Iy, 4., SOit
P1(@1) P21, (@2) * - Pk+1jwy,.... 0 (@k+1)-

De cette maniere, pour chaque x € [0,1) et chaque k = 1, il existe un unique intervalle de niveau
k contenant x. En d’autres termes, il existe une unique suite Z(x) = (Z;(x), Z»(x),...) € Q telle que
X € Iz, (x),..,z.(x) pour tout k = 1. Lapplication Z : [0,1) — Q est une variable aléatoire, puisque, pour
tout A={Xj =wi,...,. Xy =wi} €Y,

Z_I(A) = {x . Zl(x) = (U],,Zk(x) = (Uk} = le,...,wk € t%([Ov ]-)),

etle Lemme 5.6 s’applique. Il suit donc du Théoréme 5.3 que P = Ao Z~! est une mesure de probabilité
sur (Q, ). Par construction, elle posséde les propriétés désirées. O
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Fonctions caractéristiques

Dans ce chapitre, nous allons trés brievement introduire la notion de fonction caractéristique
associée a une variable aléatoire. Celle-ci fournit un outil similaire aux fonctions génératrices, mais
applicable a des variables aléatoires arbitraires.

Définition et propriétés élémentaires

Définition 6.1. La fonction caractéristique associée a une variable aléatoire X est la fonction ¢px : R —
C définie par
$x(1) =E(").

Remarque 6.1. Nous avons principalement travaillé avec des fonctions réelles jusqu'a présent. Toute-
fois tout ce qui a été dit reste vrai dans le cas complexe : il suffit de décomposer l'intégrant en sa partie
réelle et sa partie imaginaire,

¢x (1) =E(cos(tX)) +iE(sin(£X)).

Théoreéme 6.1. ¢ est une fonction caractéristique si et seulement si elle possede les propriétés suivantes.
1. ¢(0) =1, et|p(t)| =1 pour tout t.
2. ¢ est uniformément continue sur R.

3. ¢ est définie positive, c'est-a-dire

Z(,b(tj — tk)ZjZk >0,
Jk

pour tout ty, ..., ty réels, et tout z, ..., 2, complexes.

Démonstration. Soit ¢ une fonction caractéristique. Alors ¢(0) = E(1) = 1, et [p(1)| < E(le'X]) = 1.
On a également

(£ +5) — (1) = [E(eTIX — &) | < E(eX (X — 1)) = E(le"X - 1]).

Soit Y (s) = |e*X — 1|; manifestement 0 < Y < 2 et lim,_.q Y (s) = 0. Par conséquent, le Théoréme de
convergence dominée implique que lim,_.oE(Y (s)) = 0, et la continuité uniforme est établie.
Pour la positivité, il suffit d’ observer que

Z(l)(l‘j —1K)zjZ = [E(Z Zjeith Zke_it"x) = [E(|Z zjeiij|2) > 0.
Jjk jk 7

Nous ne démontrerons pas la réciproque (Théoreme de Bochner) ici. O

105
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La fonction caractéristique permet de calculer les moments de la variable aléatoire associée.

Lemme 6.1. SiF(|X|%) < oo, alors

k E(xJ .
Px() =) (j, )5y + o(5),

Jj=0

lorsque t — 0. En particulier, (/)g’;) 0) = iFE(X5).
Démonstration. Le théoréme de Taylor (avec reste) implique que, pour tout x € R,

k=1 ;0\ ¢ sk
.. (ix)* (x)
cos(x) +isin(x) = +

(cos(ayx) +isin(ayx)),

ol ay,ay€[—1,1]. Il suit que

koarx)?  darx)k
=T Tk

eltX = (cos(A; tX) +isin(AxtX) - 1),
l

ol A, A, sont deux variables aléatoires telles que | A;|,|A2| < 1. En particulier,
|X*(cos(A; £X) +isin(A2tX) - 1)| < 3| X%,
et le théoreme de convergence dominée implique que

%ir%[EUX"(cos(Al tX) +isin(A2¢X) - 1)[) =0. O

Remarque 6.2. Attention : lexistence de ¢’ (0) nimplique pas que E(X) = ¢',(0). On peut en effet
construire des variables aléatoires sans espérance, mais telles que ¢', (0) existe.

Un des nombreux intéréts des fonctions caractéristiques est qu’elles fournissent un outil tres efficace
pour étudier les sommes de variables aléatoires indépendantes.

Proposition 6.1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors

Ox+v () = Ppx(D)py (0.

Démonstration. o ) )
Px+y (1) =EE" ™) =E("EE"") = px(Dpy (0).

La seconde identité suit de I'indépendance, aprés avoir décomposé chacune des exponentielles en
sinus et cosinus, effectué la multiplication, et regroupé les termes. O

Le résultat suivant est également tres utile.
Lemme6.2. Sia,beRetY =aX+ b, alors

oy (1) = P px(ar).

Démonstration.
(Py(t) — [E(elt(aX+b)) — eltb[E(el(at)X) — eltb('bX(at). O

On peut également définir une notion de fonction caractéristique conjointe pour une famille de
variables aléatoires.
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Définition 6.2. La fonction caractéristique conjointe du vecteur aléatoireX = (X1,..., Xy) est définie
par .
Px(1) = E(e' ),

pour toutt= (ty,...,t;) € R,

Il est utile d’observer que ¢(x,,.. x,) (t1,..., tn) = Qg x, 441, x, (1.
La fonction caractéristique conjointe fournit une nouvelle caractérisation de I'indépendance.

Théoreéme 6.2. Les variables aléatoires Xy, ..., X, sont indépendantes si et seulement si

n
X1, X (T 1) = [ ] O, (1),
j=1

Démonstration. Si X, ..., X, sont indépendantes, alors le résultat suit de la Proposition 6.1. La réci-
proque suit (de la version a n variables) du Théoréme d’inversion énoncé ci-dessous. O

Théoremes d’'inversion et de continuité

Le résultat fondamental suivant montre qu'une variable aléatoire est compléetement caractérisée
par sa fonction caractéristique : deux variables aléatoires possédant la méme fonction caractéristique
ont la méme loi.

Théoréme 6.3 (Théoreme d’inversion). Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx et
de fonction caractéristique ¢px. Alors,

T p-iat _ ,-ibt

.—t(/’X(l‘)dt-

Fx(b)-F =1
x(b) — Fx(a) TLHQO L 2T

en chaque point de continuité de Fx.

Démonstration. On écrit simplement F et ¢p. On a

1 T e—iat _ e—ibt )
lim —f dt,—fe”xle’X
-T

T—o0 27T it
1 T eit(x—a) _ eit(x—b)
= lim — /d[P’Xf dr
-T

T—oco 27 ir
T g N B
= lim ifdpr sin (¢(x — a)) —sin (£(x b))dt
T—o0 27T _T P
=3 f {signe(x — a) —signe(x - b)} dPx
= F(b) - F(a),

pourvu que a et b soient des points de continuité de F. On a utilisé le Théoreme de Fubini, et le
Théoréme de la convergence dominée pour prendre la limite T — oo. En effet, la fonction de Dirichlet

Tsintz
u(T, z) 2/ dr
0 t

satisfait supy , (T, 2)| < C et!
/2  siz>0
lim u(T,z)=<4 —7m/2 siz<0
T—o0
0 siz=0.

1. Poser,pourn=1, up = 6”2 sin((2n— l)x)/sin(x) dxetv, = 6’/2 sin(2nx)/xdx. Montrer que : (i) uy+1 = up, Yn=1
(observez que sin((2n + 1)x) — sin((2n — D)x) = 2cos2nx)sin(x)); (i) u1 = 7#/2; (iii) limp—co(tn — v5) = 0 (intégration par
parties en observant que 1/x—1/sin(x) est continiment différentiable sur [0, 7/2]); (iv) im7_ oo u(T, 1) =limp—co vy = /2.

O
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Corollaire 6.1. Deux variables aléatoires X et Y ont la méme fonction caractéristique si et seulement
si elles ont la méme loi.

Démonstration. Si¢x = ¢y, alors le Théoreme d’inversion implique que
Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a),

en toute paire de points de continuité a et b de Fx et Fy. En laissant a — —oo (se rappeler que I'en-
semble des points de discontinuité d'une fonction croissante est au plus dénombrable), on obtient

Fx(b) = Fy (D),

en tout point de continuité de Fx et Fy, et donc Fx = Fy, par continuité a droite des fonctions de
répartition. ]

Des résultats analogues sont également vrais pour les fonctions caractéristiques conjointes. Nous ne
les énoncerons pas explicitement.

Les fonctions caractéristiques sont aussi tres utiles pour étudier la convergence de variables aléa-
toires (nous reviendrons sur les différents modes de convergence au chapitre 7).

Définition 6.3. On dit qu'une suite de fonction de répartition F,, converge vers une fonction de répar-
tition F, F;, — F, si F(x) =lim,_. F5(x), en chaque point x ot F est continue.

Théoréme 6.4 (Théoréeme de continuité de Lévy). Soient Fy, F», ... une suite de fonctions de réparti-
tion, et b1, s, ... les fonctions caractéristiques associées.

1. Si F, — F, pour une certaine fonction de répartition F de fonction caractéristique ¢, alors
bn(t) — ¢(t) pour tout t.

2. Sip(t) =lim .o b, () existe et est continue en t = 0, alors ¢ est la fonction caractéristique asso-
ciée a une fonction de répartition F, et F,, — F.

Démonstration. Nous ne la ferons pas ici. O

Quelques exemples classiques

Loi de Bernoulli
Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p, alors

Loi binomiale

Puisqu’une variable aléatoire X de loi binomiale de parametres 7 et p possede la méme distribu-
tion que la somme de 7 v.a. de Bernoulli de parametre p, on a

dx()=1-p+pe"H)".

Loi exponentielle

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A. Dans ce cas,

dx(0) =7 f o AxHIT gy
0

On vérifie facilement (exercice), en utilisant le théoréme de Cauchy, qu'on peut remplacer I'intégrale
le long de I'axe réel positif par une intégrale le long de la demi droite (A +it)s, s € R*. On obtient donc

;Lf e_u_mxdx:l(/1+it)f e_(/12+t2)sds: AA+in) A
0 0

A2+ 12 A-it
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Loi de Cauchy

Si X suit une loi de Cauchy,

0 itx
ox (1) = lf ¢ _dx.

TJooo1+x2

Pour la calculer, on peut utiliser la méthode des résidus. Si ¢ > 0, on vérifie facilement (exercice) que

itx

lim dx =0,

R—ooJc, 1+ x2
ol Cp, est le demi cercle de diametre [-R, R] dans le demi-plan supérieur. Par conséquent,

¢px (1) L A
=—2z2IT—— =€ ,
X /4 2i

puisque le résidu en i est égal a lim,_.;(x — el /(1 + x%) = e~ !/2i. En procédant de facon similaire
lorsque ¢ < 0 (il faut prendre le demi-cercle dans le demi-plan inférieur), on obtient finalement que

¢x () =e ' pour tout £ € R.

Loi normale

On sait par le Lemme 6.2 qu'’il est suffisant de considérer le cas ou X est une variable aléatoire
normale standard. Dans ce cas,

1 o 1., .
(1) = —f e 2V gy,
(PX \/271,' —00

En complétant le carré, x> — 2itx = (x —it)? + 1, et en déplacant le chemin d’intégration de la droite
réelle a la droite {Im(z) = t} (exercice : justifiez cela), on voit que

)
px(=e 2" .
On a vu qu’une variable aléatoire Y de loi .4 (u,0?) peut s'écrire Y = 0 X + . On en déduit que sa
fonction caractéristique est donnée par

1 20 .
by (1) = o~ 20 P +ipt

Vecteurs aléatoires gaussiens

Observons tout d’abord que si X = (X,..., X;) est un vecteur aléatoire gaussien dont les compo-
santes sont des variables aléatoires indépendantes de loi A (0, 0'?), alors

L 1
ox(t) = [[ bx, (1) = e 24PY,
i=1
ouDj=0?etD;j=0sii#j.

Considérons a présent un vecteur aléatoire gaussien X de loi A (g, C). Pour t e R"?, Y = (t,X) est
une variable aléatoire normale, et un calcul élémentaire montre que son espérance est donnée par

E(Y) = (t, EX)),

et sa variance par
Var(Y) = (t, Cov(X)t).
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Par conséquent, la fonction caractéristique conjointe du vecteur X est donnée par

. 1 .
ox(t) = [E(el(t,x>) =¢y(l) = e 2 <t,C0V(X)t)+l<t,[E(X)).

Déterminons a présent la fonction caractéristique conjointe de X d’'une autre maniere. La ma-
trice de covariance C étant symétrique, on peut trouver une matrice orthogonale U et une matrice
diagonale D telles que C = *UDU. On a donc, en posant Z = UX — ),

Or, le vecteur aléatoire Z est un vecteur gaussien de loi .4 (0,D), et ses composantes sont donc indé-
pendantes. L'observation ci-dessus implique ainsi que

Pz (Ut) = e—%<Ut,DUt> _ e—%(t,tUDUt) _ e—%u,co

On adonc .
d)X (t) - e_z (t,Ct) +i<t:ﬂ>

On déduit de ces deux calculs que E(X) = p et que Cov(X) = C.

Une autre propriété treés importante de des vecteurs gaussiens est la suivante.

Théoréme 6.5. Soit X = (X,...,X;) un vecteur aléatoire gaussien. Alors, les variables aléatoires
Xi,..., Xy sont indépendantes si et seulement si elles sont non-corrélées.

Démonstration. Nous avons vu que Xj,..., X, sont indépendants si et seulement si la matrice de co-
variance C est diagonale. Mais, puisque C = Cov(X), ceci a lieu si et seulement si Xj,..., X; sont non
corrélées. O

Exemple 6.1. Nous pouvons a présent donner un exemple de vecteur aléatoire dont chaque compo-
sante suit une loi normale, mais qui n’est pas gaussien. Soit X une variable aléatoire de loi .A4'(0,1), et
€ une variable aléatoire discrete, indépendante de X et telle que P(e = 1) =P(e = -1) = % On consi-
dere la variable aléatoire Y = € X. On vérifie aisément (exercice) que Y suit une loi A4(0,1). X et Y ne
sont manifestement pas indépendants; par contre,

E(XY) = E(eX?) = E(€)E(X?) =0,

ce qui montre que X et Y sont non-corrélées. Par conséquent, le vecteur aléatoire (X,Y) n’est pas
gaussien. o
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Théoremes limites

Le but de ce chapitre est d’étudier un certain nombres de résultats classiques de théorie des pro-
babilités : les lois des grands nombres (faible et forte), le théoreme central limite, et 1a loi 0-1 de Kol-
mogorov. Nous verrons aussi plusieurs résultats techniques tres utiles, en particulier les inégalité de
Markov/Tchebychey, et les Lemmes de Borel-Cantelli.

Les théoremes limites sont omniprésents en théorie des probabilités. Une raison de leur impor-
tance est le fait que, en un certain sens, ils permettent de transformer des événements de probabilité
p €[0,1] en des événements de probabilité proche de 0 ou 1, et ce n’est que pour de tels événements
qu’'un énoncé probabiliste devient falsifiable.

Un point technique

La plupart des résultats de ce chapitre portent sur des suites infinies de variables aléatoires
X1, Xo, X3,... de loi conjointe donnée. L'existence d'un espace de probabilité sur lequel une telle fa-
mille de variables aléatoire peut étre définie n’est pas évidente, et nous allons briévement discuter
cette question a présent.

Soit (Q,%,P) un espace de probabilité, et X = {X;};c7 une famille de variables aléatoires sur Q.
Nous avons vu qu’a tout vecteur t = (fy,..., t;) d’éléments de T de longueur finie, on peut associer la
fonction de répartition conjointe F; du vecteur aléatoire (X;,)x=1,. ». Lensemble de toutes ces fonc-
tions de répartition conjointes (pour tous les vecteurs t de longueur finie) forme ce que 'on appelle le
systeme des lois fini-dimensionnelles de X. Il est évident que ces fonctions de répartition conjointes
satisfont aux deux conditions de consistance de Kolmogorov :

X hlrilooF(tl""'tm[nJrl) (xly sy xn» xI’H—l) = F(tl,...,[n) (xlr XS] xn), (71)
Fre(nx) = F(x), (7.2)
ol 7 est une permutation de (1,2,..., n) et, pour tout n-vecteur y = (y1,..., ¥n), Y = (Vn1)»---» Yr(n)-

Le résultat suivant montre que ces deux propriétés caractérisent les systemes de lois fini-dimen-
sionnelles.

Théoréme 7.1 (Théoréme de consistance de Kolmogorov). Soit T un ensemble arbitraire, et suppo-
sons qu'a chaque vecteurt= (t,..., t,) d'élémentsde T de longueur finie il corresponde une fonction de
répartition jointe F;. Si la collection {F;} satisfait aux conditions de consistance de Kolmogorov, alors il
existe un espace de probabilité (0, % ,P) et une collection X = {X;, t € T} de variables aléatoires sur cet
espace telle que {Fy} soit le systeme des lois fini-dimensionnelles deX

111
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Démonstration. 11s’agit d'un résultat classique de théorie de la mesure, qui sera démontré en Analyse
III. En voici une esquisse. Observez que la procédure est fortement réminiscente de celle employée
dans la Section 1.5 pour construire un espace de probabilité sur lequel décrire la répétition d'une
infinité d’expériences identiques indépendantes.

Soit Q =R7; les points de Q sont les collections y = (y;) ;e de nombres réels. Soit & = BT latribu
engendrée par les ensembles de la forme X ;e By, avec B; = R pour tout ¢ € T sauf un nombre fini.
Un résultat fondamental de théorie de la mesure affirme qu’il existe une mesure de probabilité P sur
(Q, %) telle que

PAyeQ: yy <x1,¥1 < X2, V1, < Xn}) = F(%),

pour tout t et x. Lespace (Q2, &, P) est 'espace recherché. 1l suffit de définir X, : Q — R par
X (y) =y:

pour obtenir la famille désirée (X;)ser. O

Quelques outils

Les lemmes de Borel-Cantelli

Soit Aj, A2..., une suite infinie d’événements sur un espace de probabilité (Q, &,P). Lévénement
«une infinité des Ay sont réalisés » peut s’écrire

o0 oo
N U Am=limsup A,.
n=1m=n n—oo

Il est souvent important de savoir quand un tel événement est réalisé.

Théoréme 7.2 (Lemmes de Borel-Cantelli). Soit A;, A, ..., une suite infinie d'événements sur un espace
de probabilité (Q, #,P), et A=limsup,,_. ., A, l'événement « une infinité des A, sont réalisés ». Alors

1. P(A)=05siY%  P(Ay) <oo.

2. P(A) =151}, P(Ay) = oo et les événements Ay, A3, ... sont indépendants.

Démonstration. 1.Puisque U5_,, A, est une suite décroissante en n, il suit du Lemme 5.1 que

o0 (e.0)
P(A)= lim P(UJ An) < lim 3 P(A4n) =0.

2. On vérifie aisément que

n=1 n
Cependant,
[els) N
P( () 47,) = lim P( [ A5,) (Lemme 5.1)

m=n N—oo “p=p

N
= lim [[ A -P(An) (indépendance)

N—oo =y
N

< lim [] exp(-P(4,)) (A-x<e™

N—00 ;=5

= lim exp(— Y. P(An))

m=n
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des que 397 | P(A,) = co. Manifestement (-, A},,)n=1 est une suite croissante d’événements; il suit
donc du Lemme 5.1 que
oo
Cy _ 13 C ) —

P(A%) = JEI&OP(mOnAM) =0. O
Remarque 7.1. Sans ’hypothese d’indépendance, la seconde partie peut étre fausse : il suffit de considé-
rer la suite d’événements Ay = B, pour tout k = 1. Dans ce cas, P(A) = P(B). On peut toutefois remplacer
cette condition par l'indépendance 2 a 2 (mais la preuve est alors moins simple).

Quelques inégalités

Supposons que Xj,..., X, soient des variables aléatoires obtenues en répétant n fois la méme
expérience de facon indépendante. Si E(X;) = u pour chaque i, on a vu que I'espérance de (X; +--- +
X,)/n vaut également . Mais est-il possible d’affirmer que la moyenne des X; a de fortes chances
d’étre proche de u? C’est précisément le contenu de la loi faible des grands nombres, dont on a déja
vu une version dans le Théoréme 2.3. Avant d’en énoncer une autre version, démontrons une inégalité
extrémement utile, variante de (2.2).

Théoreme 7.3. Soit g :R — [0,00). Alors

E(p(X
PoX) za< 28 vl
a
Démonstration. Soit A= {@(X) = a}. Trivialement,
(p(X) = dlA,
et donc, en prenant I'espérance,
E(p(X)) = ak(1,4) = aP(A). O
Corollaire 7.1. Soit X une variable aléatoire.
1. (Inégalité de Markov) SiE(|X|) est bien défini, alors
E(XT)
P(X|=a) < , Ya>0;
a

2. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Si X posséde une variance, alors

Var(X)
a ’

P(IX-EX)|=a)< Ya>0;

3. (Inégalité de Chernoff) Soit

e {log[E(e’X) Sl:[E(etX) < o0,
o0 Sinon.

Alors, pour tout a € R,

P(X = a) < exp(-sup{ra— H(1)}).
10

Démonstration. 1. 11 suffit de prendre ¢(x) = |x| dans le Théoreme 7.3.
2. Par le Théoréme 7.3, avec ¢(x) = x2, appliqué a la variable aléatoire Y = X —E(X), on a

E(Y?) Var(X)

P(IX-EX)|=a)=P(Y?=2a?) < " —
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3. En appliquant le Théoréme 7.3 avec ¢(x) = e'*, on obtient
P(X = a) =P(e"* = e') < e "E (') = e 14 HD),

pour tout ¢ = 0. O

Modes de convergence

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotiques de certaines variables aléa-
toires. Pour ce faire, nous allons avoir besoin d'une notion de convergence d'une suite de variables
aléatoires. Il se trouve qu'il existe plusieurs notions de convergence naturelles, que nous allons brie-
vement décrire dans cette section.

Définition 7.1. Soient X1, X>,... et X des variables aléatoires sur un espace de probabilité (Q, &#,P). On
dit que

A . .S. .
1. X,, — X presque siirement, noté X, B X, si

P({weQ  lim X, () :X(w)}) — 1,

2. X;, — X enmoyenned’ordrer (r = 1), noté X, L X, si[E(IX,’ll) < oo, pour tout n, et

lim E(| X, - X|")=0.
n—oo

3. X; — X en probabilité, noté X, =X, si

lim P(| X, - X|>¢€) =0, Ve > 0.
n—oo

% .
4. X, — X enloi, noté X, = X, si
lim P(X, < x)=P(X < x),
n—oo

en chaque point x en lesquels Fx(x) = P(X < x) est continue.

Remarque 7.2. Lorsque X, — X, on parle de convergence en moyenne. Lorsque Xy, % X, on parle de
convergence en moyenne quadratique.

Notons le résultat suivant, qui montre quelles sont les implications entre ces différents modes de
convergence.

Théoréme 7.4. Les implications suivantes sont vérifiées :

(X2 X)
U

X oX) = Zx
0

Xn = X)
0

(X, = X)

pour toutr > s = 1. Aucune autre implication n'est vraie en général.
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Démonstration. Sera faite en exercices. O

Certaines implications dans l'autre sens deviennent possibles si 'on ajoute des conditions supplé-
mentaires. Le théoreme suivant contient quelques résultats de ce type qui se réveélent particuliere-
ment utiles.

< . Z4 P
Théoreme 7.5. 1. Si X, = ¢, avec ¢ une constante, alors X, — c.

2. Si X, = X et3k tel queP(|X,| < k) = 1, pour tout n, alors X,, = X, pour toutr = 1.
3. SiYy ,,P(X,— X|>e€) <oo, pour toute >0, alors X, 23 x.

Démonstration. 1.P(|X,—c|>€¢)=P(X,<c—-€¢)+P(X,,>c+¢€)—0,si X, Z C.
2. Montrons tout d’abord que si X = Xet P(X,| < k) =1, alors P(|X| < k) = 1. En effet, cela

implique que X, Z X et donc que P(|X| < k) = lim,_P(Xy| = k) = 1. Posons a présent A;(e) =
{IX,, — X| > €}. Alors
|1 X, - X" SerlAn(e)c+(2k)r1An(e), P-p.s.

En prenant I'espérance, on obtient
E(1X,— XI") <€"+ 2k P(An(e) — €,

lorsque n — oo. La conclusion suit puisque € était arbitraire.
3. Soit Apr =Uns1N=n{1 Xy — X| < 45} Parle Lemme 5.1,

P(fw: Xp(0) = X(@)}) =P({w: YM=1,IN 21 t.q. |[X,(@) - X(@)| < 4;,Yn = N})

=P(N U N {IX-XI=3})

M=1N=1n=N
= lim P(Ap).
M—o0

A présent, il suit de I'hypothése et du Lemme de Borel-Cantelli que, pour tout M > 1,

PAs) =P(( U {1Xn = X1> 57})

N=1n=N
=P({|X, — X| > 37} pour une infinité de valeurs de n) =0,

ce qui implique bien que P({w : X, () — X()}) = 1. 0

La loi des grands nombres

Loi faible des grands nombres

Nous avons vu une version de la loi faible des grands nombres dans le Théoréme 2.3. Nous allons
a présent en montrer une autre version, valables pour des variables aléatoires indépendantes, mais
n’exigeant que l'existence du premier moment.

Théoréme 7.6 (Loi faible des grands nombres). Soient Xi, X, ... des variables aléatoires i.i.d. d’espé-
rance . Alors X,, — .

. . PN L s B’ .
Démonstration. Le point 1. du Théoréme 7.5 implique qu’il suffit de démontrer que X, = p . Pour ce
faire, on observe tout d’abord que, par le Lemme 6.1,

Ox () =1+itu+o(1).
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FIGURE 7.1: La moyenne empirique d'une famille de variables aléatoires de loi U(—1,1) (n allant de 1 a 10 000).

La Proposition 6.1 et le Lemme 6.2 impliquent alors que la fonction caractéristique de la variable
aléatoire X, = %Z?zl X; satisfait

n it t \n i
b5, (0= (9x(t/m)" = (1+ = +0(=))" = &,

lorsque n — oco. Comme el’* est la fonction caractéristique de la variable aléatoire constante i, la
convergence en loi suit du Théoréme de continuité 6.4. O

Remarque 7.3. Lexistence du premier moment est nécessaire : une suite de variables aléatoires indé-
pendantes dont U'espérance n'existe pas ne satisfait pas la loi des grands nombres. Un exemple simple
est donné par une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi de Cauchy. En effet, la fonction
caractéristique de la somme de n variables aléatoires i.i.d. suivant une loi de Cauchy est donnée par

dx, (0= (px(t/n)" =",

ce qui montre que S, suit également une loi de Cauchy, et ne peut donc pas converger vers une constante!
La Figure 7.2 montre le comportement d’une réalisation de X,, pour n allant de 1 ¢ 10 000; comparez ce
comportement a celui de la Figure 7.1 qui montre le comportement correspondant pour des variables
aléatoires uniformes!

Pour étre utile en pratique (en particulier, pour déterminer quelle doit étre la taille minimale d'un
échantillon si I'on désire obtenir un degré de certitude donné pour une précision donnée), il est im-
portant d’obtenir des estimations précises de la vitesse de convergence.

Exemple7.1. Pour illustrer ce point, reprenons la discussion entamée dans 'Exemple 2.12, portant sur
10 000 jets d'une piece équilibrée. Afin de travailler avec des variables centrées, on encode le résultat
du k®™€ jet par une variable Xj telle que P(X; = 1) =P(X; = 1) = % (aulieude O et 1).

On applique I'inégalité de Chernoff. Il suffit de déterminer la fonction H correspondante : e
E(e*) = E([T}_, e"X/™) = [}_, E(e'**'") = cosh(¢/n)". On a donc

H() _

P(Xn > x) < infe(nlogcosh(t/n)—tx)
T T 20
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FIGURE 7.2: La moyenne empirique d'une famille de variables aléatoires suivant une loi de Cauchy (z allant de
1210 000).

Un petit calcul ! montre que la fonction f(¢) = logcosh(t/n) — x t/n atteint son minimum en t* =
glog[(l + x)/(1 — x)]. En introduisant

Ix)=-f(t") = %{(1 +x)log(1+x) + (1 - x)log(1 - x)},

et en utilisant la symétrie pour estimer P(X, < —x), on a finalement
P(1Xnl = x) <2e "), (7.3)
En posant n =10 000 et x = 0,1, on trouve 1(0,1) = 0,005, et par conséquent
P(X10000 € [-0,1,0,1]) <3,5-107%.

Comparez ce résultat avec 'estimée de I'Exemple 2.12!

Un résultat du type (7.3) est ce qu'on appelle une estimée de grande déviation. La théorie des
grandes déviations est un domaine important de la théorie des probabilités, dont 'un des principaux
artisans, S.R.S. Varadhan ? et a été récompensée du prix Abel en 2007. 3

La loi forte des grands nombres

La loi faible des grands nombres nous fournit des informations sur le comportement de X,, (pour
n grand) lorsqu’on considére de nombreuses répétitions de I'expérience : pour tout grand n fixé, Xn
est proche de p pourla plupart des réalisations. Elle n’affirme cependant pas que, pour une réalisation
w donnée, la fonction n — X n(w) reste forcément proche de u lorsque n augmente : elle laisse ouverte
la possibilité qu’il existe € > 0 et une sous-suite (1) =1, Bx — oo, telle que |Xnk (w) — p| > €, pour tout
k = 1. La loi forte des grands nombres montre que I'ensemble des réalisations w pour lesquelles ceci
se produit a probabilité nulle : pour tout € > 0, avec probabilité 1, seul un nombre fini des événements

| X —pl>e

sont réalisés.

1. Se rappeler que cosh(x) = 1/v/1—tanh? (1) et que argtanh(u) = 1 log{(1+x)/(1-x)}.
2. Sathamangalam Ranga Iyengar Srinivasa Varadhan (1940, Chennai - ), probabiliste américain d’origine indienne.
Lauréat du prix Abel en 2007.



1.5

118 Chapitre 7. Théorémes limites

Théoréme 7.7. Soit X1, X>,... une suite de variables aléatoires i.i.d. Alors, lorsque n — oo,

pour une certaine constante U, si et seulement si E(| X;|) < oo. Dans ce cas, i =E(X;).

Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer la convergence, et ne le ferons que sous I'hy-
pothése que E(|X; —E(X7)[*) < co. Comme toujours, on peut supposer sans perte de généralité que
E(X1) = 0. Dans ce cas, le Théoréme 7.3 implique que X,, = %2?21 X; satisfait

E(XH

P(Xal>e) < — .
€

Puisque E(X;) =0, 0n a
E(X%) = n3EXH +3n73 (n- DEXDEXD),

et il existe donc une constante C telle que, pour tout € > 0,

_ C 1
P( X, >€) < — — < 00.
n; (IXnl>€) 64%”2 oo

La convergence presque-siire suit donc du point 3. du Théoréme 7.5. O

A présent que I'on sait que la moyenne empirique d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes se concentre autour de son espérance, la question suivante est naturelle : que peut-on dire
des fluctuations de la moyenne empirique autour de I'espérance, c’est-a-dire de la distribution de
X, - 1? La réponse a cette question, le Théoréme Central Limite, est un des résultats majeurs de la
théorie des probabilités, et est assez extraordinaire : il affirme que

1. X, —pestdel'ordre de 1/y/7.

2. Ladistribution de o (X, — u) /7 approche la méme distribution, lorsque n devient grand, quelle
que soit la distribution des X;, tant que ceux-ci ont une variance o finie!

Le Théoreme Central Limite

Théoréme 7.8 (Théoreme Central Limite). Soit X7, X», ... une suite de variables aléatoires i.i.d. telles
quel (X)) =pet0<Var(Xy) = o2 < 0o. Alors

1

z %
=Y (Xg— ) = AN (0,1).
no- k=1

Si, de plus, E(| X7 — E(X1)|3) < oo, alors

1

E(1X: —E(XDI®)

sup|P
pIP( P

n
Y Xk-p<=x)-0)|=C
xeR naz k=1

pour une certaine constante universelle C < 0,4748.

Remarque 7.4. Lestimée explicite de l'erreur dans le théoréme central limite donnée ci-dessus est ap-
pelée inégalité de Berry® -Esséen”. Elle joue un role trés important lorsque U'on veut appliquer le théo-
reme central limite dans la pratique.
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FIGURE 7.3: Convergence vers une loi normale pour une suite de variables aléatoires X; de loi exp(1). Les
courbes correspondent aux densités des variables \/Lﬁ Y, (X;—1), pour n =2,8,32,128. La densité de la loi

AN (0,1) est aussi tracée.

Is

FIGURE 7.4: La fonction f5 (en rouge) et I'indicatrice qu’elle approxime (traitillé).

Démonstration. Méthode directe. On ne démontre que la seconde partie, et avec une estimation
moins bonne de I'erreur. On peut supposer, sans perte de généralité, que p = 0 et 0> = 1 (sinon il suffit
de considérer les variables aléatoires 0~ (X; — Ww). Soit Zy, Z,... une suite de variables aléatoires i.i.d.
deloi A (0, 1), indépendantes des variables aléatoires Xj. On pose

~ 1 & 1 &
Sp=—7=) X Th=—7) Z.
n \/ﬁl; i n \/51:21 i

(Observez que T}, suit une loi .4 (0,1).) Soit i : R — [0, 1] une fonction de classe €3, telle que h(s) = 1 si
s<0,et h(s)=0sis=1.Etant donné te R et 0 < J < 1, on définit une nouvelle fonction fs :R—1[0,1]
par (voir Fig. 7.4)

fs(x) = h(& ™ (x-1).

3. Andrew C. Berry (1?22, -2?2?2?,), mathématicien...
4. Carl-Gustav Esséen (1918,222 - 2001, 22?), mathématicien suédois.
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Par construction, 1.,z (X) < f5(x), pour tout x € R, et donc
P(Sp < 1) = E(L (-0, (Sn)) <E(f5(Sn)).-
Puisque ®(f) = E(1(—c0,1(Ty)), on obtient donc
P8n < )~ (1) < E(f5(Sn)) — E(f5(T) + E(f5 (Tn)) ~ E(L oo, (T)).

Manifestement, T, suivant une loi .A4/(0,1),

t+0 5
hE Y x—1)e ™ 2dx < ——.

7 7

I reste donc a estimer E(f5(S,,)) —E(f5(T})). On le fait en réécrivant cette quantité sous la forme d’une
somme télescopique, dans laquelle on remplace successivement une variable aléatoire X; par une
variable aléatoire Z; :

E(fs (Tn)) —E(L (—c0,11 (Tn)) =

_ n X; Z
(f5(Sn)) —E(f5(Tn) k;l{ (fs Uk + \/ﬁ)) (f6(U + \/ﬁ))}

owUr=(Z1+Zy++ Zj_q + Xgp1 + Xpgo + -+ + X;,) /1. Les variables aléatoires Uy, X et Z; sont
indépendantes. Par un développement de Taylor de f5 autour de Uy, on peut écrire

3

X2 X
k k
f5 U + 55 U0 + 5 f5 (),

X
vn

avec Uy < Y < Uy + (Xx/+/n). On traite de la méme fagon le terme f5(Uj + (Z/+/n)). On obtient ainsi

fs Ui+ (Xi/Vn) = f5(Ug) +

X V4
E(f5 (Uk + —”‘1)) —E(f3(Ur + =X)) E(Xe®) +E(Zc),

A
< -
vn vn'o 663113/2(

olt A=sup,glh"(y)| = 53 sup,er | fg" (3)]. En choisissant & = n-1/8

, on obtient donc
PS,<t)-®() <Cn V8,

Laborne inférieure est prouvée de fagon similaire, en remplacgantla fonction f5 parlafonction gs(x) =
(61 (x -t +0)); observez que g5(x) < 1(_c0, 1 (X) pour tout x.

Méthode utilisant la fonction caractéristique. On ne démontre que la premiere affirmation. La preuve
est presque identique a celle du Théoréme 7.6. On peut a nouveau supposer, sans perte de généralité,
que p =0 et o = 1. Dans ce cas, il suit du Lemme 6.1 que

dx()=1-1+o(1%.

D’autre part, la Proposition 6.1 et le Lemme 6.2 impliquent que la fonction caractéristique de la va-
riable aléatoire S,, = \/iﬁ Y, Xi satisfait

" 1? 2,
¢g (1) = {px (/v ={1- o +o(—=)}",

n

.. . 2 ) . N .
or cette derniére quantité converge vers e~* /2, lorsque n tend vers I'infini. On reconnait 12 1a fonction
caractéristique d'une variable aléatoire de loi A (0, 1), et le résultat suit par conséquent du Théoréeme
de continuité 6.4. O
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Le Théoreme Central Limite montre que, pour n grand, on a

Z?ZIXZ' —ny
P(W € [a,b]) = @(b) - ®(a),
ou encore N
1 o~ b-n a-n
P(Y. X; € 1@ Bl) = b(-—b) - (25,
io1 no? no?

Exemple 7.2. Une chaine de montage produit des pieces défectueuses avec un taux de 10%. Quelle
est la probabilité d’obtenir au moins 50 pieces défectueuses parmi 4007

Modélisons cette situation par une épreuve de Bernoulli de parametre p = 0,1. Avec n =400, nyu =
np =40 et no® = np(1 - p) = 36, et en notant N le nombre de pieces défectueuses, on obtient

50— 40
) =~0,05.
6

P(N =50) =P(N € [50,400]) = ®(c0) —CD(

Il y a environ 5% de chances d’obtenir au moins 50 piéces défectueuses.
A titre de comparaison, N suivant une loi binom(400,0,1), un calcul exact donne

™ [400 k () 0)400—k
P(N=50)= ) 0,1)°(0,9) = 0,06,
=50\ K
ce qui est assez proche de 'approximation précédente. o

La loi 0-1 de Kolmogorov

L'énoncé précis de ce résultat nécessite un peu de terminologie.
Définition 7.2. Soit X1, X»,... une suite de variables aléatoires sur un espace de probabilité (Q, F,P).
Pour toute sous-collection {X;,i € I}, on note o(X;, i € I) la plus petite tribu telle que chaque X;, i € I,

soit mesurable. 0 (X;,i € I) est appelée tribu engendrée par les variables aléatoires X;,i € I.

o(X;,i € I) contient les événements que I'on peut définir a I'aide des X;, i € I.

S sle . g St 2
Définition 7.3. Soit 9, = 0(Xy+1, Xn+2,...). Alors, 9, 29,41 2 .... La tribu T . Nn I est appelée
tribu asymptotique. Les éléments de cette tribu sont appelés événements asymptotiques.

La tribu asymptotique contient des événements comme

n
1
{(Z Xin converge},{li’rlan existe}, {lirIln—(Xl +---+X,)=0},...
i=1 n

Ceux-ci sont indépendants des valeurs prises par les X;, i € I, pour tout ensemble fini I.

Théoreéme 7.9 (loi 0-1 de Kolmogorov). Si X1, Xo,... sont des variables aléatoires indépendantes, alors
tout événement A € 9, satisfaitP(A) € {0, 1}.

Définition 7.4. Une tribu dont tous les éléments sont de probabilité 0 ou 1 est dite triviale.



122 Chapitre 7. Théorémes limites

Démonstration. Soit A € 4. Etant donné que A € 9, pour tout n, et que 9, est indépendant de
o(X1,Xp,...,Xy), il suit que A estindépendant de U, (X1, Xo, ..., Xn).

On vérifie aisément que la classe des événements indépendants de A forme une classe monotone.
Puisque cette classe contient I'algebre U, 0(Xi, Xs,..., Xy), il suit du Théoréme des classes mono-
tones qu’elle contient également la tribu engendrée o (X;, X»,...). Par conséquent, A estindépendant
de (X1, Xp,...).

Or, A€ 0(X1,X>,...). On en déduit donc que A est indépendant de lui-méme. Ceci implique que

P(A) = P(AN A) = P(A)?,
et donc P(A) € {0, 1}. O

Définition 7.5. Une variable aléatoire mesurable par rapport a la tribu asymptotique I, est dite
asymptotique.

Corollaire 7.2. Soient X1, X>,... des variables aléatoires indépendantes, et Y une variable aléatoire
asymptotique. Alors il existe y € R tel que

P(Y=ypy =1
Démonstration. Y est asymptotique si et seulement si
{weQ:Y(w) <x}€Ty,

pour tout x € R. La loi 0-1 de Kolmogorov implique la trivialité de 9. Par conséquent, la fonction de
répartition de Y satisfait
Fy(x) =P(Y =x) €{0,1}.

Soit y = inf{x : P(Y < x) = 1} (avec la convention que inf@ = 0o). On a donc Fy (x) = 1|y, (x), ce qui
implique que Y = y presque stirement. O
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8.1.1

Retour aux marches aléatoires

Dans ce chapitre, nous reprenons I'étude des marches aléatoires simples. Nous allons en particu-
lier nous intéresser a des événements portant sur les trajectoires infinies du processus.

Compléments concernant la marche sur 7

Ruine du joueur

Parmi les nombreuses interprétations de la marche aléatoire simple sur Z, une des plus classiques
estla suivante : a représente la fortune initiale d'un joueur jouant a un jeu lors duquel, a chaque étape,
il fait une mise égale a 1 (pourvu que sa fortune soit strictement positive), et la double avec probabilité
0 < p <1 (sa fortune augmentant donc d’'une unité), ou la perd avec probabilité g = 1 — p (sa fortune
diminuant ainsi d’'une unité).

Sous cette interprétation, le probléme suivant est naturel. Le joueur ne peut continuer a jouer
qu’aussi longtemps que sa fortune reste strictement positive. Supposons qu’il décide qu'’il arrétera de
jouer lorsqu’il aura atteint son objectif d’arriver a une fortune égale N > a. Quelle est la probabilité
qu’il soit ruiné avant de réaliser son objectif?

En notant A l'événement correspondant, on déduit de la propriété de Markov que

Pa(A) =P (AIS1=a+1)Py(S1=a+1)+P,(A|S1=a—-1)P,(S1=a-1)
=pPai1(A)+qPga1(A).

Par conséquent, la fonction a — P, (A) est solution de I'équation aux différences finies suivante

{f(a)=pf(a+1)+qf(a—l), l<as<N-1 o)

fO =1, f(N)=0.
Lemme 8.1. L'équation (8.1) posséde une unique solution.

Démonstration. Si f et g sont solutions de (8.1), alors h = f — g est solution de

h(x)=ph(x+1)+qgh(x-1),
h(0) = h(N) =0.

Soit x € {1,..., N — 1} tel que | h(X)| soit maximum; on suppose sans perte de généralité que h(x) =0
(sinon il suffit de considérer g — f). On a alors

1 1
h(x) = h(x+1) = ;(h(}'c) -qh(x-1)= ;(h(fc) - qh(x) = h(x),

123
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puisque h(X) est maximum. Par conséquent, h(X) = h(X + 1). En itérant cette procédure, on obtient
que h(X) =h(x+1)=h(X+2)=---= h(N) =0, ce qui implique que 2 =0, et donc que f = g. O

Pour un jeu équitable, p = g = % Dans ce cas, on vérifie que 'unique solution a (8.1) est donnée par '

a
P.(A)=1- N

Lorsque p # g, on vérifie aisément qu’elle est donnée par >

(g/p)*-(q/pN
1-(g/p)N

Pa(A) =

Visites et retours

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressé au temps 7o = min{n =1 : S, = 0} du premier re-
tour au point de départ. Nous avons en particulier montré que, dans le cas symétrique, 7 est presque-
stirement fini. Nous allons a présent montrer qu’il en est de méme du temps 7, =min{n=1: S, = b}
de la premiére visite en b # 0.

Théoreéme 8.1. On considere la marche symétrique sur Z. Pour toutb € Z,
Po(tp <o0) =1.

Démonstration. On a déja établi que Py(7¢ < 0o) = 1. En conditionnant sur Xj, on voit que la fonction
b—Py(In=0: S, = b) est solution de I'équation aux différences finies suivante :

{f(x)=§(f(x+1)+f(x—1)), X#0
fO)=1.

Evidemment, les solutions de cette équation sont données par les fonctions de la forme f(x) = 1+ax,
a € R. Evidemment, on doit avoir 0 < f(x) < 1 pour tout x € Z, puisqu’on cherche une probabilité. Or,
I'unique solution bornée est obtenue lorsque a = 0, ce qui correspond a f = 1. On en conclut donc
que

Po(tp <o00) =Po(An=0:S,=0b) =1, Vb #0. O

1. Une fagon de trouver cette solution est d’observer que (8.1) peut étre écrite, lorsque p = g = %, sous la forme f(a+
D-fla@=f(@-fla—1)=0,V1l<a< N-1,pour une certaine valeur de §. Par conséquent, f(a) = f(0) + (f(1) — f(0)) +
~-+(f(@)— f(a—1)) =1+ aé. En particulier, 0 = f(N) =1+ N§, doul'ontire 6 =—-1/Net f(a)=1-al/N.

2. Trouver la solution lorsque p # g conduit a des calculs plus pénibles, mais est conceptuellement tres simple. On peut
dans ce cas écrire (8.1) sous la forme suivante : pourtoutl<a< N -1,

o C A L

2
f(a 1 0o J\fta-1 1 o | \ro ©-2)

Un calcul (diagonalisez la matrice!) montre que

(I/p —q/p)az 1 (p—(q/p)“ q(q/p)“—q)
1 0 p-q\p-pla/ip)* plqg/ip)*-q)

En particulier, comme f(N) =0et f(0) = 1, on tire de (8.2) avec a= N — 1 que

(q/p)-(q/pN

1=
! 1-(g/p)N

et donc, en appliquant a nouveau (8.2),
(q/p)*—(q/pN

(a) =
! 1-(q/p)N
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La marche aléatoire simple symétrique sur Z visite donc presque-stirement chaque sommet. En fait,
il est facile de voir qu’elle le fait presque-stirement infiniment souvent.

Théoréme 8.2. Soit N;, le nombre de visites de la marche aléatoire en b € Z. Alors, dans le cas symé-
trique,
Po(Np = oo pour tous lesb € Z) = 1.

Démonstration. Soit T;”) le temps de la n°™€ visite en b (avec Tg)") =00 si N < n). Pour tout k e N,

Po(Np=k) = Y Po(r¥ = )Py (N}, = k|7 = 0).
=k

La propriété de Markov implique donc, puisque {T;jk) = ¢} ne dépend que des ¢ premiers pas de la
trajectoire et implique que Sy = b,

Po(Np=kIT¥ = 0)=Po(S; #b,¥j> 1TV = 0)
=Po(S; #b,Yj>l1S,=b1 =0)
=P0(8j¢0yvj>0)=|]:l)o(l'0:oo) =0,

et donc Py(Np, = k) =0, pour tout k € N. Par conséquent,

Po(Np <o) = Y Po(Np=k) =0, VbeZ.
k=1

La conclusion suit, puisque

Po(3beZ: Np<oo) < ) Po(Np<o0)=0. O
beZ

On peut en fait facilement déterminer la loi de 7, méme dans le cas asymétrique.
Théoréme 8.3. Pour toutb # 0,

b
[FD()(Tb =n)= [FD()(T() >n, Sn = b) = 7|P0(Sn = b)

Démonstration. Cette preuve repose sur la méthode du renversement du temps. On associe a une
portion de trajectoire

(O’SI’SZ’-HrSn) = (O)XI’XI +X21~-~)X1 ++Xn)»
la portion de trajectoire renversée (voir Fig. 8.1)
(OJR]JRZ)"'IR}’[) = (O)X}’HXH+X}’l—1)---;Xn+“'+X1)-

Manifestement, ces deux marches aléatoires ont méme loi. Observez a présent que la premiére de
ces marches satisfait S;, = b > 0 et 79 > n si et seulement si la marche renversée satisfait R, = b et
R,—Ri=X;+---+X,_; >0 pour tout 1 =i < n, ce qui signifie que la premiere visite de la marche
renversée au point b a lieu au temps 7. On a donc démontré le résultat suivant :

Po(S, =b,19>n) =Py(Ry, = b,omax R; <b) =Py(S, = b,Ornax Si<b)=Py(tp =n).

<i<n <i<n

La conclusion suit donc du Theoréeme 3.1. O

Ce résultat a une conséquence assez surprenante.
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Si(w) Ri(w)

| oA

FIGURE 8.1: Une trajectoire et la trajectoire renversée.

Corollaire 8.1. Dans le cas symétrique, le nombre moyen de visites de la marche (partant de 0) en un
sommet b # 0 quelconque avant de retourner a l'origine est égal a 1.

Démonstration. 1lsuit duthéoréme précédent que le nombre moyen de visites au sommet b # 0 avant
le premier retour en 0 est égal a

[EO(Z 1{T0>n'5n=b}) = Z Po(to>n,Sp=b) = Z Po(tp =n) =Po(tp <00).

n=1 n=1 n>1

La conclusion suit donc du Théoréme 8.1. O

On considere le jeu suivant : on jette successivement une piece bien équilibrée et le joueur gagne un
franc a chaque fois que le nombre de « pile » exceéde le nombre de « face » par exactement m lancers;
le jeu s’'interrompt des que les nombres de « pile » et de « face » sont égaux. Quelle est la mise initiale
équitable pour le joueur? Le corollaire ci-dessus montre que celle-ci est de 1 franc, quelle que soit la
valeur de m!

Marche aléatoire simple sur z¢

Nous allons a présent brievement décrire la marche aléatoire simple symétrique sur Z¢. Ce pro-
cessus (et ses généralisations) joue un role central en théorie des probabilités. Une interprétation
naturelle est la description de la diffusion d’'une particule (un tel modele a par exemple été employé
par Einstein ® en 1905 afin d’expliquer le mouvement erratique des particules de pollen dans I’eau ob-
servé en 1827 par Brown*, et de cette facon confirmer la théorie atomiste alors encore controversée
en permettant a Perrin ° de déterminer expérimentalement la constante d’Avogadro °).

Soit X, X»,... une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. prenant leurs valeurs dans I'ensemble {+&;,i =
1,...,d} et de loi uniforme; ici, €; = (6;x)k=1,.,a est le vecteur unité de R? dans la direction i. On
appelle marche aléatoire simple symétrique sur 7% partant de a € 7% le processus

n
Sp= a+ZXi.
i=1

Comme précédemment, on note P, la loi de la marche partant de a.

3. Albert Einstein (1879, Ulm - 1955, Princeton), physicien allemand, puis apatride (1896), suisse (1899), et enfin suisse-
américain (1940). Prix Nobel de physique en 1921.

4. Robert Brown (1773, Montrose — 1858, Londres), botaniste britannique.

5. Jean Baptiste Perrin (1870, Lille — 1942, New York), physicien francais. Prix Nobel de Physique en 1926.

6. Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro, Comte de Quaregna et Cerreto (1776, Turin — 1856, Turin). Physicien et
chimiste italien.
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FIGURE 8.2: Ensemble des arétes traversées lors des 1000 premiers pas d’'une marche aléatoire simple symé-
trique sur Z2 partant du point rouge.
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51

al:

Ce processus décrit donc une particule se déplacant aléatoirement de proche en proche sur le
réseau Z%. Ce type de processus a été énormément étudié, et nous nous contenterons ici d'illustrer
simplement quelques résultats élémentaires.

On vérifie aisément que les propriétés énoncées dans le Lemme 3.1 sont également vérifiées ici
(la structure étant identique).

Probabilités de sortie

Le but de cette sous-section est de montrer que 'approche utilisée dans le cas unidimensionnel
dans la Sous-section 8.1.1 s’étend sans autre a cette situation plus générale (Figure 8.3)).

Lemme 8.2. Soit & # D1 < Dy 7% On note T = min{n=0: Spé€ Do} ett =min{n=0:S, €D}
Alors la probabilité P,(t < T) que la marche visite D, avant de quitter D, est donnée par 'unique

solution de
Agf(x)=0 xe€Dy\Dy,

f®=1  xeDy,
fx)=0 x¢ Do,

oit Ay est le Laplacien discret sur 7%, défini par

1
Aaf() =5 Y. fy)-f).

yez¢
[x—yl=1
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FIGURE 8.3: Probabilités de pénétrer dans un des deux trous avant de sortir du domaine : la couleur passe du
bleu au rouge lorsque la probabilité passe de 0 a 1.

Démonstration. Par la propriété de Markov, on a, pour x € Dy \ Dy,

Pia<T)= Y Pr<TISi=yPSi=y)

yez?
ly—x|=1

1

=— Y P,a<TD),

ly—xl=1
et donc P, (tr < T) est bien solution de I’équation aux différences finies annoncée. Pour montrer que
cette derniére posséde une unique solution, on procede comme dans le cas unidimensionnel. Si f, g
sont deux solutions de (8.2), alors h = f — g est solution de la méme équation, mais avec condition
au bord h(x) = 0 pour tout x ¢ D> \ D;. Soit z € D, \ D; un sommet ou | k| atteint son maximum. On
a Zy:|y_z|:1(h(y) — h(z)) = 0. Tous les termes de la somme ayant le méme signe, ceci implique que
h(y) = h(z), pour tout y voisin de z, et donc, en itérant, que i =const. La condition au bord force
alors h =0, ce qui est équivalent a f = g. O

Récurrence et transience des marches aléatoires sur 74

Finalement, nous allons nous intéresser a un probleme classique : déterminer si la marche aléa-
toire simple est récurrente ou transiente. Nous avons déja vu que dans le cas d = 1, la marche symé-
trique est récurrente-nulle. Le résultat suivant a été démontré par Pélya’ en 1921; il montre que la
dimension du réseau affecte crucialement le comportement de la marche aléatoire.

7. George Pélya (1887, Budapest — 1985, Palo Alto), mathématicien hongrois.
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Théoréme 8.4. La marche aléatoire simple symétrique sur Z% est récurrente si et seulement si d < 2.

Démonstration. 1l existe de nombreuses preuves de ce résultat. Une facon assez élémentaire de le
démontrer est de déterminer exactement la probabilité de retour a l’origine et d’utiliser la formule de
Stirling et des bornes appropriées.

Nous allons passer par les fonctions caractéristiques, car cet argument est beaucoup plus robuste.
La premiere observation est le lemme suivant.

Lemme 8.3. Soit N le nombre de retours de la marche aléatoire simple a l'origine. Alors

Sn est récurrente < Eo(N) =00 < Y_ Py(S, =0) = o0.

n=1
Démonstration. Soit r = Po(N = 1) la probabilité de retour a l'origine, et soit T(()") le temps du peme
retour en 0 (avec Té”) =o00si N < n). Il suit de la propriété de Markov que, pour tout n = 1,
PoN=zn|Nzn-1)= Y PyNzn|t{" V=PV =kIN=n-1)
k=2n-2
=r Y. Pa{"V=kINzn-1)=r.
k=2n-2
Il suitdonc que Po(N=n)=rPo(N=n-1) = P’Po(N=n-2)=...=r". Par conséquent,
ri(l—-r) sir<l1
[EO(N)=ZPO(NZH)={ ,
n=1 sir=1
ce qui démontre la premiéere équivalence. Puisque
Eo(N) =Eo()_ Lis,=0p) = ) Po(S, =0),
n=1 n=1
le lemme est démontré. O
En utilisant I'identité d
f _pdei(p,x) = l{x:()}, Vxe Zd,
[-m,7]4 (27T)
on obtient q
p i(p,Sn)
Po(S, =0) :f ——Ep(e"P°m),
" [-m,m]4 (Zﬂ)d

et Eg(elPSn)) = (E(eXPX0))n = (¢x,(p)". Un calcul élémentaire montre que la fonction caractéris-
tique de X; satisfait ¢px, (p) = %Z?zlcos(pi), pour tout p = (ps,..., pg). Par conséquent, pour tout
0<A<l,

d
T A"Py(Sy = 0) = f[ P S A, (o))"

n=1 —rmd (2m)4 i
_ f dp  Adx (p)
[rmd M2 1-Adx, (p)

On aimerait prendre la limite A 1 1 a présent, mais cela nécessite quelques précautions. Pour le
membre de gauche, c’est facile : }_,,>; 1" 1(s,-0; est clairement une suite croissante de fonctions in-
tégrables positives, et donc on peut permuter la limite et la somme en utilisant le Théoréme de
la convergence monotone. En ce qui concerne le terme de droite, on commence par observer que
¢x, (p) est réelle et positive pour tout p € [-1, 11¢. Par conséquent, il suit du Théoréme de la conver-
gence monotone que

f dp  APx(p) f dp  ¢x(p)
[

lim = .
MLJ-1,114 2m)9 1 - Ay, (p) 1,14 2m)4 1-¢x, (p)
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Pour traiter le reste, on observe que la suite de fonctions A¢x, (p)/(1 — A¢x, (p)) converge ponctuel-
lement et est uniformément bornée sur [, 714\ [-1,1]¢. Par conséquent, il suit du Théoreme de
convergence dominée que

. dp _Mon)_ dp__¢x,(p)
MU cemavi-1,1¢ @m)4 1= Adx, (p)  Ji—nmar-1,12 2m)4 1—dx, (p)’

On a donc finalement bien

Y Po(Sp=0)=

n=1

aad Cm)ad 1—¢x, (p)

Le probleme se réduit donc a I'analyse de la divergence de I'intégrande du membre de droite en p = 0.
Par un développement de Taylor, on a que

—7_1.2_.1 .4
cos(x) =1—35x"+ 5; X,

avec 0 < xp < x. Par conséquent, pour tout x € [-1,1],

2 11 .2

Scos(x)sl—ﬂx .

_1
1 5X

On en déduit que ﬁllpll2 =21-¢x(p) = %llpll2 au voisinage de 0. On voit donc que I'intégrande
se comporte comme | p| =2 au voisinage de 0. Par conséquent, I'intégrale converge si et seulement si
d>2. O

Remarque 8.1. Le résultat précédent montre que lorsque d = 3, la probabilité ; de retour au point de
départ est inférieure a 1. Il est en fait possible de la déterminer. On peut montrer queng = 1—1/u(d),

Oit d +7 +7 d d
w(d) = f f iSlel BN
@emd J_x —x d—COSX]—--—COSXy

On obtient ainsi, par exemple : w3 = 0,340, 14 = 0,193, 5 = 0,135, efc.

Théoréme 8.5. La marche aléatoire simple symétrique sur Z? est récurrente-nulle.

Démonstration. Notons S, = (S,(1),S,(2)) la marche aléatoire simple symétrique sur 7%, et Xj =
(Xx(1), Xi(2)), k = 1, les incréments correspondants. On a déja vu que S, est récurrente, il suffit donc
de montrer que Ey(7¢) = oco.

On vérifie treés facilement que le processus §n = §,(1) + §,(2) est une marche aléatoire simple
symétrique unidimensionnelle (il suffit de voir que X, (1) + X;,(2) est une variable aléatoire uniforme
sur {—1,1}). Par conséquent, si on note T le temps de premier retour de §n, ona

Eo(to) =Eo(inf{n=1:S,(1) = S,(2) =0}) = Eo(inf{n > 1 : S, = 0}) = Eo(Fp) = 00,

puisque la marche aléatoire simple symétrique sur Z est récurrente-nulle. O

Convergence vers le mouvement brownien

On considere une marche aléatoire simple symétrique (S;) >0 sur Z. Le théoréme central limite
implique que, pour tout t € R,

L
VN

Il est en fait possible de démontrer (un résultat appelé principe d’invariance) qu'une convergence
de ce type a lieu pour la loi des trajectoires du processus. On obtient ainsi, dans la limite, un proces-
sus (B;)ter, , dont chaque réalisation est presque stirement une fonction continue, mais nulle-part

Siun 20 g
Ny — A(0,1), N — co.
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FIGURE 8.4: Partie d'une trajectoire du mouvement brownien en dimension 1.

FIGURE 8.5: Ensemble des points visités par une partie de la trajectoire du mouvement brownien en dimension
2.

différentiable. Ce processus est appelé mouvement brownien ou processus de Wiener ®. Une partie
d’une trajectoire de ce processus est donnée sur la Figure 8.4.

Similairement, on peut montrer la convergence en loi de la marche aléatoire simple sur Z¢ vers
un processus limite (B;)eg+ a valeurs dans R4, dont les trajectoires sont, presque sirement, conti-
nues mais nulle part différentiables. Sur la figure 8.5, on a tracé une portion de trajectoire dans le cas
bidimensionnel.

8. Norbert Wiener (1894, Columbia — 1964, Stockholm), mathématicien américain.
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Les chaines de Markov

Dans ce chapitre, nous allons introduire une classe trés importante de processus stochastiques :
les chaines de Markov. De maniere informelle, une chaine de Markov décrit un systéme dont I'évolu-
tion aléatoire est telle que la loi du systeme dans le futur ne dépend que de son état présent et pas de
son histoire.

Définition et exemples

Soit Xy, X7, X»,... une suite de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble S fini ou dénom-
brable. Nous noterons X le processus stochastique correspondant et P sa loi.

Définition 9.1. Le processus X est une chaine de Markov s’il possede la propriété de Marlkov,
P(Xpn = $p| Xo = s0, X1 = 81,..., X1 = $p-1) =P(Xp, = 85| Xpp—1 = Sp—1),

pour tout n = 1 et tout sy, S1,...,S, € S.
S est appelé espace des états de la chaine.

Les marches aléatoires du chapitre 3 fournissent un exemple de chaine de Markov, avec S = Z. La taille
de la population dans le processus de branchement étudié dans la Section 4.2 est un autre exemple
de processus de Markov, cette fois avec S = N.

Définition 9.2. Une chaine de Markov X est homogene si
P(Xy = jlXn-1=1)=PX1 = jlXo = 1),

pourtoutn=1ettouti,je€S.

Dorénavant, par souci de simplicité, nous allons supposer que S est un ensemble fini et que la chaine
de Markov est homogéne. Dans ce cas, on voit que I'évolution de la chaine est caractérisée par la
matrice P = (p(i, j));, jes définie par

pl, ) =PX; =jl| Xo=1).

Définition 9.3. La matrice P est appelée matrice de transition de la chaine, et les probabilités p(i, j)
sont appelées probabilités de transition (dei a j).

133
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0,2

@ @

0,4

FIGURE 9.1: La représentation graphique de la chaine de 'exemple 9.1 (avec B et M représentant les états « beau
temps » et « mauvais temps », respectivement).

Lemme 9.1. Une matrice de transition est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
1. p(i,j)=0,Vi,jES;
2. ZjeS p(l,]) = 1, YiesS.

Une matrice possédant ces deux propriétés est appelée une matrice stochastique.
Démonstration. Exercice élémentaire. O

Définition 9.4. Soit p = (u(i));es une mesure de probabilité sur S et P une matrice stochastique. La
chaine de Markov (P, ) est la chaine de Markov (homogéne dans le temps) de matrice de transition P et
de loi initiale p, c’est-a-dire telle que P(Xy = i) = u(i), pour tout i € S. On écrira simplement X ~ (P, u).

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes : 1a loi de la chaine de Markov (P, i) sera notée
Py, etl'espérance correspondante E,. En particulier, lorsque la loi initiale est concentrée sur un état
i €S, c'est-a-dire lorsque p = 8; = (6 ;) jes, nous écrirons simplement P; et E;.

Exemple9.1. Apres une longue collecte de données, Robinson a con¢u le modeéle suivant pour prédire
le temps qu'il fera sur sonfile :

' 0,8 0,2
S = {beau temps, mauvais temps}, et P= (0, 4 0,6) :

La matrice P est stochastique et encode donc bien les probabilités de transition d'une chaine de Mar-
kov sur S. Il est usuel de représenter de telles chaines par un graphe comme sur la Figure 9.1.

Vendredi, quant a lui, a élaboré un modeéle plus complexe, prédisant le temps du lendemain a
partir du temps du jour et de celui de la veille. Le processus X qu’il obtient n’est plus une chaine
de Markov sur S, puisque la propriété de Markov n’est plus vérifiée. Il est cependant possible d’en
déduire une chaine de Markov sur un espace d’états étendu, en I'occurrence S x S, en considérant les
variables aléatoires Y, = (X;;, X;;—1). En effet, la connaissance du couple Y}, = (X;;, X;;-1) détermine
X, et donc il ne reste plus qu’a prédire X,,+1, dont la probabilité est fonction uniquement de X, et
X;,_1. Les détails sont laissés en exercice. S

La matrice P contient toute I'information sur les probabilités de transition d'un état s au temps n

vers un état s’ au temps n+1. On peut facilement I'utiliser pour déterminer également les probabilités
de transition d'un état s au temps m vers un état s’ en un temps ultérieur m + n quelconque. Notons

pn(i, ) =Pi(X, = J).
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Alors, pour toutn=1,

pn(i, ) =Pi(X, = J)
= Z Pi(Xn=j,Xp-1= k)
keS
=) PiXn=jlXn-1=0)Pi(Xp-1=k)
keS

=) PiX1 = HPi(Xp1=k)
keS

= Z p(k!J)pn—l(lv k)-
keS

Cette relation est connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov. On en déduit facile-
ment le résultat fondamental suivant.

Théoréme9.1. Lamatrice de transitionenn pas,P, = (p,(i, j))i, jes, est donnée par la péme puissance
de la matrice de transition P,
P, =P".

Démonstration. On peut réécrire 'équation de Chapman-Kolmogorov sous la forme

Pp)ij=) Pp1)ixP)j=Pn1P)j.
keS

En particulier, P, =P,_ P =P, ,P?>=... =P", O

Il suit que 'on peut facilement exprimer la loi de la chaine au temps n a partir de la loi de la chaine
au temps 0.

Corollaire 9.1. Soit X ~ (P, u,). Alors, la loi de la chaine au temps n, i,(i) = Pu,(Xn = i),i €S, est
donnée par

”n = ”Opn .
Démonstration.

pn() =Py Xp=10) =) Py (Xp=ilXo= j)Pp, (Xo = j)
jes

=Y Pu(jDpo()) = (eP™);. O
jes

Nous nous intéresserons principalement a deux classes particulieres, mais trés importantes, de
chaines de Markov : les chaines irréductibles et les chaines absorbantes.

Définition 9.5. Soit P une matrice stochastique sur un ensemble S.

> Unétat j € S est atteignable depuis l'étati € S, notéi — j, s'il existe n = 0 tel que py(i, j) > 0.

> Unétatic S est absorbant si p(i,i) =1.

> P estirréductible si, pour touti,j€S,onai— j.

> P est absorbante si, pour touti € S, il existe j € S absorbant aveci — j.
Si X est une chaine de Markov de matrice de transition P, on dira que X est irréductible, resp. absor-
bante, lorsque P est irréductible, resp. absorbante.

Par la suite, on notera n(i, j) = inf{n = 1 : p,(i, j) > 0} le nombre minimal de pas permettant de pas-
ser de i a j avec probabilité positive; en particulier, n(i, j) < co si et seulement si i — j.
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FIGURE 9.2: Quel est le nombre moyen de pas nécessaires pour que le cavalier se déplacant au hasard sur
I’échiquier se retrouve a son point de départ?

FIGURE 9.3: Au début de I'expérience, toutes les molécules du gaz sont confinées dans le récipient de gauche.
Lorsque I'on retire la paroi séparant les deux récipients, les molécules se répartissent uniformément dans tout
le volume disponible. Comment une telle irréversibilité peut-elle étre compatible avec la réversibilité des équa-
tions d’évolution microscopiques?

1 0,8 0,6 0,4 0,2
0,2 0,4 0,6 0,8 1
FIGURE 9.4: La représentation graphique du modele des urnes d’Ehrenfest.

Exemple 9.2. On positionne un cavalier sur une des cases d'un échiquier (Fig. 9.2). A chaque pas,
on déplace le cavalier aléatoirement sur une des cases accessibles depuis sa position actuelle (en
respectant les régles de déplacement de cette piece). Combien de pas en moyenne faudra-t-il pour
que le cavalier retourne a son point de départ? On a ici un exemple de chaine de Markov irréductible
(vérifiez-le!), et on développera (Théoreme 9.5 et exercices) des méthodes permettant de répondre
tres facilement a ce type de questions. o

Exemple9.3. Le modeéle des urnes d’Ehrenfest. Ce modele a été introduit par Paul et Tatiana Ehren-
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FIGURE 9.5: Une grille 30 x 30 enroulée en un tore. Chaque case posseéde 8 voisines.
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FIGURE 9.6: Le modele du votant (Exemple 9.4), pour k = 2, sur une grille 50 x50 (représentée «a plat»). Gauche:

état initial; milieu : aprés 1 000 000 de pas; droite : apres 10 000 000 de pas.

fest "2 en 1907 afin d'illustrer certains « paradoxes » liés a I'irréversibilité dans les fondements de la
mécanique statistique, encore toute jeune. Le but est de modéliser I'évolution des molécules d'un
gaz a l'intérieur d'un récipient. Plus particuliérement, on est intéressé au nombre de molécules se
trouvant dans la moitié gauche et dans la moitié droite du récipient (voir Fig. 9.3). Leur modele, tres
simplifié, de cette situation peut étre formulé comme suit. On considére 2 urnes A et B, et N boules
numérotées de 1 a N. Initialement, toutes les boules se trouvent dans I'urne A. Ensuite, aux temps
1,2,3,..., un numéro entre 1 et N est tiré au hasard (uniformément) et la boule correspondante est
déplacée de 'urne qu’elle occupe en ce moment vers 'autre. On note X, le nombre de boules pré-
sentes dans I'urne A au temps n. La suite Xy, Xj,... est une chaine de Markov sur S = {0,..., N}. Le
graphe correspondant, pour N =5 est représenté dans la Figure 9.4. X est clairement irréductible. «

Exemple 9.4 (Modeéle du votant). Des modeles du type de celui que nous allons considérer a présent
ont été utilisés entre autres en génétique. Ce modele posséde plusieurs noms, dont celui de modele
du votant. On considére une grille n x n, dont chaque case est initialement peinte avec une couleur
choisie parmi k. On suppose que cette grille est enroulée sur elle méme de facon a former un tore.
De cette maniere, chaque case possede précisément 8 cases voisines (Fig. 9.5). La dynamique est la

suivante : a chaque pas,

1. ontire une case x au hasard (uniformément);

2. on choisit une de ses 8 voisines, y, au hasard (uniformément);

3. onrepeint x de la couleur de y.

On vérifie aisément que la chaine de Markov ainsi définie est absorbante, avec k états absorbants (les
k configurations ot toutes les cases sont de la méme couleur).

1. Paul Ehrenfest (1880, Vienne — 1933, Amsterdam), physicien théoricien autrichien.
2. Tatiana Alexeyevna Afanaseva (1876, Kiev — 1964, Leiden), mathématicienne russe et danoise.
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La terminologie « modele du votant » provient de l'interprétation suivante : chaque case repré-
sente un individu, et chaque couleur une opinion possible sur un certain sujet. A chaque itération
du processus, un des individus discute avec 'un de ses voisins, se laisse convaincre par ce dernier et
prend la méme opinion. Les états absorbants correspondent alors au consensus.

La figure 9.6 montre I'état initial de la chaine, et deux états ultérieurs. Nous démontrerons plus
tard que la probabilité que la chaine finisse absorbée dans un état d'une certaine couleur est donnée
par la fraction de cases de cette couleur, indépendamment de leur répartition géométrique! 3

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier plus en détails les chaines absorbantes et irré-
ductibles.

Chaines de Markov ahsorbantes

Soit P une matrice stochastique absorbante, et notons «f = {i eS:pG,i)= 1} I'ensemble des états
absorbants. L'analyse des chaines de Markov absorbantes est simplifiée si I'on écrit la matrice de
transition sous sa forme canonique, c’est-a-dire en placant les états absorbants en dernier,

-3

Si|S|=met|of| =r, Qestdonc une matrice (m—r) x (m—r), Rune matrice (m—r) x r, et 1 la matrice
identité r x r.

Lemme 9.2. SoitP une matrice de transition sous sa forme canonique. Alors, pour toutn = 1,

pr (¥ 1+Q+---+Q"HR
=[5 )

Démonstration. On procede par récurrence.

n_oon-l_ (Q R} (Q"! 1+Q+---+Q" )R

T S

_(Q" 1+Q+---+Q" R -
(3 )

Le résultat suivant montre qu'une chaine de Markov absorbante finit toujours par se retrouver dans
un état absorbant.

Proposition 9.1. SoitP une matrice de transition mise sous forme canonique. Alors,
lim Q" =0.
n—oo
Démonstration. Soienti,j ¢ «/.0Ona
QMij=Pi(Xy=j) = IEIE%XPi(Xn gdd).
Soient M = maxjesmin{m : P;(X,, € o) > 0} et

p =min|P,~(XM €d) > 0.
ieS

On a alors,
maxP; (X gdo)=1-p.
Jj€S
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Par conséquent, on déduit de la propriété de Markov que, pour tout i € S,

nl_le%xﬂ”i(Xn gof)=max ) P;i(X, ¢ | Xp=j)Pi(Xp=j)

1€ ]€-52¢

=max ) P;(X,-nm ¢ )Pi(Xy =)
i€eS jast

<maxP;(X,-p ¢ /) maxP;(Xpy € o)
jes ieS

=(1-p)maxP;(X,-p ¢ )
jgsl
S ces
=1-ph,
et le résultat suit en prenant la limite n — oo. O

Corollaire 9.2. Soit P la matrice de transition d'une chaine de Markov absorbante, sous forme cano-
nique. Alors la matrice 1 — Q est inversible et son inverse est donné par

N=(1-Q '=1+Q+Q*+---.
Démonstration. Soit v un vecteur tel que (1 - Q)v = 0. Alors,
Q"v=Q"'Qu=Q" 1y,
etdonc Q" v = v, pour tout 7 = 1. On en déduit de la Proposition 9.1 que

v=lim Q"v=0,
n—oo

ce qui montre que la matrice 1 — Q n'admet pas 0 comme valeur propre et est donc inversible. A
présent, il suffit d’observer que

1-Q1+Q+Q*+---+QH=1-Q",

et donc
1+Q+Q%*+--+Q"=N1-Q"Y,

ce qui implique que
n
N=lim ) QF. O
0

n—oo
k=

Définition 9.6. La matriceN est appelée matrice fondamentale de la chaine.

La matrice fondamentale d’'une chaine de Markov absorbante permet d’extraire de nombreuses pro-
priétés de celle-ci. En particulier, elle permet de déterminer simplement le nombre moyen de visites
en un état donné avant absorption, I'espérance du temps jusqu’a absorption partant d'un état donné,
ainsi que les probabilités d’étre absorbé dans un état donné k, étant parti d'un état i.

Théoreme 9.2. SoitN la matrice fondamentale de la chaine et Ty, = min{n =0 : X, € «/}. Alors,
1. Ei(Xk=01x,=j}) =Nij, pour touti,j ¢ o ;
2. Ei(To) = X jgey Nij, pour touti ¢ of ;
3. Pi(Xz, =j)=(NR);j, pourtouti ¢ o, j€of.
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Démonstration. 1.Soient i, j deux états non-absorbants. Alors,

Ei() Lix,=jp =2 PiXn=7)=> P"ij= (QMij=Nij.

n=0 n=0 n=0 n=0

2. 11 suffit d’observer que, par le point précédent,

Ei(re) =Ei () Lix,gar) = ) Ei() 1ix,=j) = ) Nij.
n=0 jeod n=0 jeod

3.0na,pourtouti ¢« etjeo,

Pi(Xe, =)= PiXp=j,Xp1¢ )

n=1

=Y Y PiXp=j,Xn1=k)
n=1kgof

= Z Z P(X5 :j|Xn—1 =kP;(Xy-1=k)
nzl kg

> ) Rkj(Qn_l)ik

n=lkgof

=Y Q" 'R);

n=1

= (NR),']'. O

Le théoreme précédent permet en principe de calculer plusieurs quantités importantes. Dans la pra-
tique cependant, le calcul peut se révéler laborieux, voire infaisable, en particulier lorsque la matrice
de transition devient trés grande. On doit alors recourir a d’autres outils...

Définition 9.7. Soit f une fonction définie sur S et P = (p(i, j)); jes une matrice stochastique. On dit
que f est une fonction P-harmonique si

=) pa,pfy), Vies,

J€S
c’est a dire, sous forme vectorielle, f = Pf, ot f= (f (i) jes-
Théoréeme 9.3. Soient (X,),=0 une chaine de Markov absorbante de matrice de transition P, 14 le

temps d’absorption, et «f l'ensemble des états absorbants. Alors, pour toute fonction f P-harmonique
ettoutie€ S,

f@ =) fHPiXz, = ).
jed
Démonstration. Puisque f est P-harmonique,

f=P"f, Vn=1,

et, par conséquent,

o one_ (0 NR
= pe=(g Yo

et on conclut a ’aide du Théoreme 9.2. O

Ce théoreme peut se révéler particulierement utile, dans certaines circonstances.
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Exemple 9.5. Retournons au modele introduit dans 'Exemple 9.4. On considere une grille n x n, et
k couleurs, notées {1,..., k}. On note P la matrice de transition associée. La fonction f donnant la
fraction de cases de couleur 1 dans la configuration est P-harmonique. En effet, la dynamique revient
A tirer au hasard (uniformément, donc avec une probabilité 1/(8n?)) une paire ordonnée (x, y) de
cases voisines et a recolorier la case x avec la couleur de la case y. Le nombre de cases de couleur 1 va
donc

> augmenter de 1 sila paire de sommets est telle que y soit de couleur 1, mais pas x;

> diminuer de 1 sila paire de sommets est telle que x soit de couleur 1, mais pas y;

> demeurer inchangé dans les autres cas.
On a donc, en notant N, (i) le nombre de 1 dans la configuration i,

1
L PEDMND-ND)= ) =
jes ) n

(Lizrio=1 — Lim=Lim#1)

ol i(x) estla couleur dela case x dans la configuration i. La derniere somme est nulle, puisque chaque
contribution positive diie a une paire (x, y) est compensée par la contribution négative de la paire
(y,%). La fonction f = N;/n? est donc bien P-harmonique.

Soit 74 le temps d’absorption de la chaine, et notons ay, ..., ai les k états absorbants, a, repré-
sentant I’état ol toutes les cases sont de couleur ¢. Supposons a présent que la fraction de cases de
couleur 1 dans I'état initial iy soit égale a p. Le théoréme précédent implique donc que

k
p=flo)=Y flapPi(Xr,, = ac).
/=1

Or, f(a;) =1 (puisque toutes les cases de a; sont de couleur 1), et f(ays) =0pour ¢ =2,...,k.On a
donc
p =P ( Xz, = a1).

En d’autres termes, a chaque instant, la probabilité que la chaine finisse absorbée dans 1I'état absor-
bant de couleur ¢ est précisément donnée par la fraction de cases de couleur ¢, un résultat qui serait
difficile a obtenir directement & partir du point 3 du Théoreme 9.2. o

Une remarque s'impose avant de conclure cette section. Considérons la chaine de Markov de la
Figure 9.7 (gauche). Cette chaine n’est pas absorbante, puisqu’aucun état n’est absorbant. Cepen-
dant, elle contient une sous-chaine de laquelle il est impossible de s’échapper (les états représentés
en vert). Lanalyse effectuée dans cette section permet d’obtenir tres simplement des informations
sur cette chaine (par exemple, sur le temps moyen, ou le nombre de visites en un état donné, avant
d’entrer dans cette sous-chaine, ainsi que le point d’entrée) : il suffit de rendre absorbant chacun des
états par lesquels on peut entrer dans la sous-chaine; on obtient ainsi la chaine représentée sur la
Figure 9.7 (droite), et celle-ci est absorbante.

Chaines de Markov irréductibles

Dans cette section, nous allons nous intéresser au cas des chaines de Markov irréductibles. La
terminologie suivante va se révéler utile.

Définition 9.8.
> Unétatic€ S estrécurrent silP;(An=>1,X, =i) = 1. Sinon i est transient.
> X est récurrente si tous les états sont récurrents.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour la récurrence d'un état (il ne
suppose pas l'irréductibilité).
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e’

FIGURE 9.7: Une fois la chaine entrée dans un des états représentés en noir, elle ne peut plus retourner vers
les autres états (gauche). Ce type de chaine peut étre étudié de la méme facon que les chaines absorbantes, en
rendant les points d’entrée de la sous-chaine absorbants (droite).

Lemme 9.3. Un état j est récurrent si et seulement si )., pn(j, j) = co. Dans ce cas, Y., pn(i, j) = 0o
pour tous les états i tels que j est accessible depuisi. Si j est transient, alors )., pn(i, j) <oo, Vi € S.

Observez qu'il suit que, si j € S est transient, alors
lim P; (X, = j)=0pourtoutiecS.
n—oo

Démonstration. De facon similaire a ce que I'on a fait dans le cas des marches aléatoires, on introduit
les fonctions génératrices

Gij()=) s"pni, ), Hij(®) =) s"hu(i,]),

ouhy(i,j)=P;(X1 # j,Xo # j,..., Xn-1 # j, Xn = j). Notons que H; j(1) =P;(3n = 1, X, = j). En procé-
dant exactement comme dans le Lemme 4.2, on obtient que, pour i # j € S,

Gii(8) =1+H;i(9Gii(s),  Gij(s) =Hij(9)Gj;(s).
Le lemme suit alors aisément. En effet,
.. . . -1
;pnu,]) =lim6;;(s) = lim(1 ~H;(sN ™",

et cette derniére quantité est infinie si et seulement si H;;(1) = 1, ce qui est équivalent a dire que j
est récurrent.

Pour les deux autres affirmations, on utilise Y, p,(i, j) = G;;(1) = H;;(1)G;;(1). Lorsque j est
récurrent et accessible depuis i, G;;(1) = oo et H;;(1) > 0. Lorsque j est transient, G;;(1) < oo et
H; j(l) <1. O

Dans le cas d'une chaine irréductible, on s’attend intuitivement a ce que tous les états soient
visités infiniment souvent, et donc que la chaine soit récurrente.

Lemme 9.4. Une chaine X irréductible sur un espace d’états S fini est toujours récurrente. De plus, le
temps moyen de récurrence dans l'état i, p; = E; (T;) avec

Ti=min{n=1:X, =1},

est fini pour tout i € S. On dit que la chaine est récurrente-positive.

Démonstration. Observons tout d’abord qu’une telle chaine posséde toujours au moins un état ré-
current. Si ce n’était pas le cas, on aurait, par le Lemme 9.3

1= lim 3 pu(i, j) =) lim pa(i, j)=0,
=y Jj€S
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puisque lim;,_.o, px (i, j) =0 des que j est transient.
On se souvient que n(i, j) =min{n =1: p,(i, j) > 0}. Montrons a présent que si i — j et j — i, et
que i est récurrent, alors j est également récurrent. Puisque n(i, j) <oo et n(j,i) <oco, on a

Y pnG i)z > Pty Gy D Pr-n(j,iy-nt, j) (G D P, j) G J)

n=1 n=n(j,i)+n(i,j)+1

= P, U DPni, @ J) Y pali, i) = oo,

n=1
et la premiere affirmation est démontrée.
Pour montrer la seconde, on note que l'irréductibilité de la chaine et la finitude de S impliquent
que n(i) = max;es n(j, i) <oo, et p =minjes Pu(j,i(j, 1) > 0. Onaalors, avecles notations M = | n/n(i)]
etky=1,

M
Pi(T;>n) < Z [Pk, Xnck,iy = ko)
ky#i, k21 0=1
M-1
= > [T Py Kk, iy = k)
k1¢i,...,kM_1;éi [Zl
x l]:DkM—l(Xn(kM—l;i) # 1)
M-1

=(1-p) Z H Pr,s Xnik, i) = ke)
k]#l',...,kM,1¢l. 521

<-.<(1-pM
Par conséquent, on a bien p; =E;(T;) =Y ;50 P; (T; > n) < co. O

Lemme 9.5. Soit X une chaine de Markov irréductible sur un espace d’états S fini. Alors, pour tout
i,jes,
Pi@En=1,X,=0)=1.

Démonstration. Soienti # j deux états. Manifestement, si Xo = i et X (;, j) = J, alors, Xi # i, pour tout
1 < k = n(i, j) (sinon n(i, j) ne serait pas minimal). On a donc

Pi(Xn#i,Vnz=1)2P;(X, #i,Yn=1, Xy j = J)
=P;i(Xn # i, > n(i, ), X, j) = J)
= Pnii,j) i P (Xn #1,Yn=1).

On sait du Lemme 9.4 que X est récurrente, et par conséquent, le membre de gauche est nul. Puisque
Pnd,j) (i, j) >0 par construction, on conclut que P; (X, # i,Vn>1) = 0. O

Distribution stationnaire

Pour une chaine de Markov irréductible X, le processus ne va pas s’arréter dans un certain état,
mais va continuer a évoluer éternellement. Une question fondamentale est alors de déterminer son
comportement asymptotique : si I’'on observe une telle chaine apres un temps tres long, quelle est la
probabilité qu’elle se trouve dans un état donné? Avec quelle fréquence visite-t-elle chaque état? La
réponse a ces questions est étroitement liée a la notion de distribution stationnaire.

Supposons pour un instant qu'une telle convergence ait lieu, c’est-a-dire que, pour un certain
i € S, il existe un vecteur s tel que lim,_, p,(i, j) = 7(j) pour tout j € S. Alors, on devrait nécessai-
rement avoir, d'une part, ) jes7(j) = lim,—.o X jes Pn(i, j) = 1 et, d’autre part, pour tout k € S,

jezs”(j)p(j’ k)= lim ]ZS puli, PP, k) = im pnia (i, k) = (k).

Ceci motive la définition suivante.
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Définition 9.9. Un vecteur &t = (n(i)),; ¢ est appelé distribution stationnaire associée a la matrice de
transition X si

1. m(j) =0 pourtout j€S, ety jesn(j)=1;

2. m=nP.

La raison derriére cette terminologie est la suivante : si X ~ (P, sr), alors il suit du Corollaire 9.1 que
les probabilités d’occupation au temps 7 sont données par

AP’ = xAP)P" =P =... = 1.

On voit donc que la distribution 7 est stationnaire : elle ne change pas lorsque le temps passe.

Nous allons a présent montrer que toute chaine de Markov irréductible sur un espace des états
fini posséde une et une seule distribution stationnaire. Pour ce faire, introduisons, pour chaque k € S,
le vecteur yk = (yk(i)),-es défini par

. Tr—1
YO =Ex( Y Lix,=i)-

n=0

En d’autre termes, y* (i) est le nombre moyen de visites en i, partant de k, avant le premier retour en
k. Le théoreme suivant montre qu’'une distribution stationnaire existe toujours, lorsque la chaine est
irréductible et 'espace des états fini.

Théoréme 9.4. SoitP irréductible sur S fini. Alors, pour tout k€ S,
@ vk =1;
i) Y*P=y*;
(iii) iesy (D) = pi;
(iv) 0< yk(i) <00, pour touti € S.

En particulier, pour tout k € S, le vecteur &1 = y*/ Y jcsy*(i) = y*/ pi. est une distribution stationnaire.

Démonstration. (i) suit immédiatement de la définition.

(ii) D’'une part, il suit du Lemme 9.4 qu’avec probabilité 1, Tj < oo et donc Xy = X7, = k. D’autre part,
Iévénement {Ty = n} = {X; #k, Xo # k,..., X1 # k} ne dépendant que de Xj,..., X;,—1, la propriété
de Markov au temps n —1 (et le fait que les deux membres sont nuls lorsque i = k) donne

Pe(Xp1=i,Xn=j, Tk =n) =Pe(Xp_1 =i, Te = n) p(i, j), Vi, jeS.
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On peut donc écrire

E Tr—1 Ty
Y =E( Y Lix,=j) =E( ) lix,=j1)
n=0 n=1
o0 (e.0)
=Ee( X Lix=jmezn) = X PeXn = j, Tz )

1 n=1

18 i

)3

Pr(Xn-1=i,Xp=j,Tr=n)

ieSn=1
oo
=Y P, ) ) PeXp1=i,Trzn)
ieS n=1
o0
= P, DE( ) 1ix, =i, Te=nt)
ieS n=1
o0
=Y p, DEc( Y Lix,=i,1i-12n)
ieS n=0
Te—1
=Y pl, NE( Y 1ix,=1) = X pli, DY ().
ieS n=0 ieS
(iii) suit directement de la définition :
. Ti—1 Ti—1
Yy @ =) Ex( Y. Lix=p) =Ek( D X Lix,=it) = Ex(Tk) = p«-
ieS ieS n=0 n=0 ieS

(iv) D’une part, il suit du point précédent que yk(i) < Zj€5 yk(j) = pr < oo. D’autre part, il suit de
l'irréductibilité de la chaine que, pour tout i € S, n(k, i) < co. Par conséquent, on a

Y@ = X v ) Pty Go D) 2 YK paiieiy e, 1) = Py (K, 8) > 0. 9.1)
Jjes O
Le résultat suivant montre 'unicité de la distribution stationnaire d’'une chaine irréductible sur
un espace des états finis, et fournit une formule alternative, utile, pour cette distribution.

Théoréme 9.5. Soit P une matrice stochastique irréductible sur un espace des états S fini. Alors, P
possede une unique distribution stationnaire 7. De plus,

1
n(i)=—, Vies,
Pi
ot p; =E;(T;) < oo est le temps moyen de récurrence dans l'état i.

Démonstration. On commence par démontrer I'unicité. Soit A un vecteur non-nul satisfaisant A(i) =
0 pour tout i € Set A = AP. Largument utilisé en (9.1) implique que A(i) > 0, pour tout i € S; on peut
donc supposer sans perte de généralité que A(k) = 1. Alors, pour tout j € S,

AGY= Y Aiplin, =Y, AiDpl, )+ Ak p(k, )

LEes i eS\{k}
= Y Alplzioptin D+ (pp+ Y pleinpl,j))
i1, €S\ {k} L eS\{k}

Y. Alwplnin-1)--plin, J)
i1, i, €S\{k}

e+ ¥ plinplup+-+ Y plhin)--plis, i)pli, )
i eS\{k} i1,y in-1€S\{k}

2Pr(X1=j, Tk 2 )+Pr(Xo=j, T 22)+ -+ Pp(X,, = j, T = n).
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Cette derniére expression convergeant vers y* () lorsque 7 — oo, on en déduit que A(j) = y*(j), pour
tout j € S. Par conséquent, le vecteur g = A —y satisfait (i) = 0 pour tout i € S.

Par irréductibilité, pour chaque i € S, n(i, k) < co. Comme pP = AP —y*P = A —yF =y, on en
conclut que

0=p(k) =) p(NpPnin(, k) =pu@panl,k),
Jj€S

ce qui implique u(i) =0.

Passons a la seconde affirmation. La premiere partie et le théoreme 9.4 impliquent que n(k) =
v (k) Y ;esY* (i) = 1/ py. La conclusion suit, puisque le choix de I'état k est arbitraire. O

Convergence

On a vu que si la loi de X;, converge, ce ne peut étre que vers son unique distribution station-
naire. Il n’est cependant pas garanti que la loi de X;, converge, comme on peut le voir simplement en
considérant la matrice de transition P = ( }), qui donne lieu & une chaine de Markov irréductible de
distribution stationnaire (%, %), et pour laquelle la loi de X, ne converge pas. Le probleme ici est que
la chaine de Markov X a un comportement périodique.

Définition 9.10.
> Lenombre d(i) = pged{n : p,(i,i) > 0} est la période de I'état i € S.
> Un état i est apériodique si d(i) = 1, et périodique sinon.
> X est apériodique si tous ses états sont apériodiques.
> X est dite ergodique si elle est récurrente-positive, irréductible et apériodique.

Lorsque S est fini, comme on le suppose dans ce chapitre, le Lemme 9.4 montre qu’'une chaine de
Markov X sur S est ergodique si et seulement si elle est irréductible et apériodique.

Lemme 9.6. Soit X une chaine de Markov irréductible et apériodique. Alors, il existe N < oo tel que,
pour touti, j €S,
pn(i,j)>0, Vn=N.

Démonstration. Soit j € S. Par apériodicité, il existe une suite de temps f3, f, ..., ty ayant 1 pour plus
grand diviseur commun, et tels que py, (j, j) >0, pour tout 1 < k < ¢. On peut alors montrer qu’il suit
du Théoréme de Bézout® qu'il existe un entier M = M(j) tel que tout nombre entier m > M(j) peut
se décomposer comme m = Zi:l ay ty, pour une suite ay, ..., ay d’entiers positifs. Par conséquent, on
a
4
PG D)= [T e G N >0,  Vm=M()).
k=1
Soiti€ S, i # j.Parirréductibilité, n(i, j) < oo, et donc

Pm, ) Z Pnii, G DPm-ni, (G, ) >0,  Ym=M()+n(, j) =M, ).
Comme il y a un nombre fini de paires (i, j) € S x S, on peut prendre N = max; jes M'(i, j). O
Le théoreme suivant montre que la périodicité est la seule entrave possible a la convergence.

Théoreme 9.6. Soit P irréductible et apériodique sur un espace d'états S fini et p une mesure de pro-
babilité sur S. Alors,

. n _
Jom " =,

ot 7t est l'unique distribution stationnaire associée a P.

3. Théoréme de Bézout : si x1,..., X, € N* sont tels que pged(x1,..., Xm) = d, alors, pour tout n =0, 3ay, ..., am € Z tels
que ayx1 +-+-+ amxm = nd. De plus, sin=xy --- xm, ay, ..., am peuvent étre choisis tous positifs.
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En particulier, si X ~ (P, u) avec P comme ci-dessus, les Théorémes 9.5 et 9.6 impliquent que

Ji_l}goP”(Xn =1i)=1/p;, pourtoutieS.

Remarque 9.1. On peut vérifier (exercice) que pour une chaine irréductible, tous les états ont méme
période d. Il suit alors que, si X est une chaine irréductible de période d, alors les chaines YD o<r<d,
définies par Y\ = X,a4r sont apériodiques, et qu'on peut donc leur appliquer le théoreme.

Démonstration. Soient X; et Y; deux copies indépendantes de la chaine de Markov, et posons Z,, =
(X5, Yy). La chaine de Markov Z sur S x S est irréductible. En effet, pour tout i, j, k, € S, il suit de
I'indépendance de X et Y que

=PX,=k|Xo=DP(Y,=1lY = J) =pali, k)pn(j;l),

et, les chaines X et Y étant irréductibles et apériodiques, il existe N tel que

pour tout n = N (voir le Lemme 9.6).

Notons P;, ;) la loi de la chaine Z partant de Zy = (i, j). Fixons s € §, et introduisons T =
min{n=1: Z, = (s,s)}. Z étant irréductible, P(; ;(T < oo) = 1, pour tout i, j € S. Lobservation cru-
ciale est que, pour tout m = 0, les lois de Xt et Yr.;, sont identiques, puisqu’elles ne dépendent
que de s et m, et de la matrice de transition commune de X et Y. On peut donc écrire

Puli, k) =P, j(Xn=k)
=Py (Xn=k,T<m+Puj(Xy=k T>n)
=P j(Yya=k T<n)+P; (X, =k T>n)
<Py jy(Yp = k) + Py (T > n)
= pn(j, k) + Py jy (T > ).

On obtient donc
1Pn(i, k) = pa(j, D) <P jy (T > n) =0,
pour tout i, j, k € S. On en déduit que
= pu(, k) = 3 i (pali, k) = pa(j, k) =20,
i€S
et donc
Him |3 p()pa(i, ) =m(@)] = lm |3 u(j)(palj, i) = m(D)]
Jjes jeS
SjZESH(J)nll_{{.lolpn(J,l)—n(l)l=0. O

Réversibilité

Dans de nombreux cas, en particulier pour les chaines de Markov provenant de la modélisation

de phénomenes physiques, la chaine posséde la propriété remarquable d’étre invariante sous le ren-
versement du temps (dans I'état stationnaire), dans le sens que sil’on filme son évolution et que 'on
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passe le film, il est impossible de déterminer si le film est passé a 'endroit ou a 'envers. Bien en-
tendu, ceci n'est possible que si la chaine se trouve dans le régime stationnaire (sinon la relaxation
vers I'équilibre permet de déterminer le sens d’écoulement du temps).

Soit X,;, —oo < n < 0o, une chaine de Markov irréductible, telle que la loi de X;, soit donnée par &
pour tout n € Z. On définit la chaine renversée Y par

Y,=X_,,ne”.

Définition 9.11. La chaine X est réversible (a l'équilibre) si les matrices de transition de X et Y sont
identiques.

Théoreéme 9.7. X est réversible si et seulement si la condition d’équilibre local est satisfaite :
x(@) pli,))=n(j)p(j,i), Vi, jeS.
Démonstration.

P(Ypi1 = ] | Y, = )= P(X_p_1 = ]|X—n =1)

e _PXp =)
=PXop = 11X = =

_ ('i)ﬂ O
=pl 70

Une facon d’interpréter cette formule est comme suit. Imaginons que I’on répartisse un volume total
d’eau égal a 1 entre les différents sommets du graphe associé a la chaine de Markov. A chaque ins-
tant, une fraction p(i, j) de '’eau se trouvant au sommet i est déplacée vers le sommet j (pour tous
les sommets i, j simultanément). La distribution d’équilibre correspond a la répartition de I'’eau sur
les sommets telle que la quantité d’eau en chaque sommet est préservée : toute I’eau qui en sort est
compensée exactement par I'eau qui y entre (7(i) = }_;7;p(j,)). La condition d’équilibre local est
beaucoup plus forte : on demande a ce que, pour toute paire de sommets i, j, la quantité d’eau pas-
sant du sommet i au sommet j soit compensée exactement par la quantité d’eau passant du sommet

jausommet i ((i) p(i, j) = 7(j) p(j, ).

Théoreme 9.8. Soit X une chaine irréductible. S'il existe 7 tel que

O0<#n(i)<1, Zn(i) =1, n(@)p(,j)=n()p(j,i) pourtouti,jes,

i€eS
alors la chaine est réversible (a l'équilibre) et de distribution stationnaire 7t.

Démonstration. Par la propriété d’équilibre local,

Y w()pG,i) =) n@) pG,j)=nr@),
J€S J€S

ce qui montre que s est la distribution stationnaire de la chaine. O

Ce dernier théoréeme permet, dans certaines situations, de déterminer beaucoup plus simplement la
distribution stationnaire : si I’on parvient a trouver une distribution de probabilité sur S satisfaisant
la condition d’équilibre local pour une chaine irréductible, on est assuré que cette solution est bien
la mesure stationnaire de la chaine.

Exemple 9.6. 1l est intuitivement clair que la chaine de Markov du modéle d’Ehrenfest devrait étre
réversible a I'équilibre. Il est donc naturel d’essayer de trouver une distribution sur S satisfaisant la
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condition d’équilibre local. Dans le cas présent, cela revient a trouver un vecteur m = (m(0),..., m(N))
tel que, pourtout0<i<N-1,

m(i+1)  pl,i+1) (N-0)/N N-i

m(i)  pli+1,i) (G+1)/N i+l

’

et Y_; m(i) = 1. La mesure stationnaire est donc donnée par
N

m(k)=2"N .

w=2(})

En particulier, on peut a présent aisément utiliser le Théoréme 9.6 afin de déterminer les temps
moyens de récurrence des divers états. Si, pour fixer les idées, on suppose qu’il y a une transition
toutes les 1071° secondes et N = 102 boules, on voit que le temps moyen nécessaire pour retourner
dans I’état ol toutes les boules sont dans I'urne A est donné par
2N N _ 5105 10% 4 [
En(Tn)=——= = 2V =2 secondes =~ 2 age de l'univers.

miN) - (y)
D’un autre c6té, le temps moyen de récurrence de |'état dans lequel chacune des deux urnes contient
la moitié des boules est de

En/o(Thy2) = ! = 2" ~ /17N =40 secondes
Ni2(IN2) = mNI2) (NA/Iz) =4\/3 = .

Cecirésout de maniere particulierement frappante le « paradoxe » entre la réversibilité microscopique
et 'apparente irréversibilité macroscopique : si les molécules de gaz, toutes initialement contenues
dans le récipient de gauche, se répartissent tres rapidement de facon homogene entre les deux réci-
pients, elles vont bien se retrouver dans I’état initial si 'on attend suffisamment longtemps, mais le
temps nécessaire est tellement astronomique (bien plus grand que I’age de 'univers!), que cela n’aura
jamais lieu en pratique. o
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10.1

10.2

Modele de percolation

Dans ce chapitre, nous allons introduire un autre processus trés important en théorie des proba-
bilités : le modele de percolation. Contrairement a la marche aléatoire et aux chaines de Markov; il
ne s’agit plus d'une famille de variables aléatoires indicées par un parametre que ’'on peut interpré-
ter comme le temps, mais d'une famille de variables aléatoires indicées par un parametre spatial; on
parle dans ce cas de champ aléatoire. Ce modele peut étre défini en dimension quelconque (et en fait,
sur un graphe quelconque), mais nous nous contenterons de discuter le cas de Z2.

Définition

Soit p € [0, 1], et soit (X;) ;7> une famille de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de
Bernoulli de parameétre p, indicées par les sommets de Z2. On note P p laloi de ce champ.

Un sommet i est dit occupé si X; = 1 et vide si X; = 0. On centre en chaque sommet occupé
un disque de diamétre 1 < p < v/2. Deux sommets sont dits connectés s'ils appartiennent a la méme
composante de 'union de ces disques. Les composantes connexes maximales de sommets de Z2 sont
appelées amas. Etant donné un sommet x € Z2, on note C(x) ’amas contenant x. On a représenté sur
la Figure 10.1 trois réalisations de ce processus pour des valeurs diverses de p.

Linterprétation originelle de ce processus est comme modéle d'un matériau poreux. Un tel ma-
tériau contient un grand nombre de trous microscopiques. La question de base que I’on se pose alors
est si cette porosité locale induit une porosité globale : si 'on plonge une pierre poreuse dans de
I'eau, quelle est la probabilité que le centre de la pierre soit mouillé? Dans le modele de percolation,
les trous correspondent aux disques placés sur les sommets occupés. La question de base peut alors
se reformuler dans les termes suivants : existe-t-il un amas infini (I'’eau pourrait alors se propager in-
finiment loin a travers ce dernier) ? Il y a de nombreuses autres interprétations bien entendu : comme
modele d’épidémie, de feu de forét, etc. Ce modele est devenu I'’exemple classique pour modéliser
des milieux aléatoires.

Transition de phase
Soit ©(p) = P,(IC(0)| = 00), o1 | Al représente la cardinalité de I’ensemble A c Z2. ©(p) est donc
la probabilité que de I'’eau injectée a I'infini parvienne jusqu’a I’origine. Le résultat suivant est fonda-

mental.
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FIGURE 10.1: Trois réalisations du processus de percolation.
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Théoréme 10.1. 1. Ilexiste0< p. <1 tel que

BO(p)=0 Vp<pe
O(p)>0 Vp> pe.

2. La probabilité qu'il existe (au moins) un amas infini est égale a1 si ©(p) > 0, et 0 sinon.

Remarque 10.1. 1. Un argument de théorie ergodique permet de montrer qu'avec probabilité 1, il
n'y a jamais plus d’'un amas infini. Nous ne le ferons pas ici.

2. Lavaleur exacte de p. est inconnue, mais des simulations numériques montrent que p. = 0,5928.

Démonstration. On démontre d’abord la seconde affirmation. Clairement, I'existence d’au moins un
amas infini est un événement asymptotique, puisque le fait de changer I'état d'un nombre fini de
sommets n’a pas d’influence sur sa réalisation. Par conséquent, il suit de la loi 0-1 de Kolmogorov que
la probabilité qu'’il existe au moins un amas infini a probabilité 0 ou 1. Or,

Py( U IC()I=00}) 2P, ({IC(0)| = o0}) >0,

iez?

si@(p) >0, et donc P, (U;ez2{IC(i)| = oo}) = 1. Réciproquement,

Po(UICWI=00}) < Y P,UICH)| =o00}),

i€z? i€Z?

et donc P (U;jez2{IC(i)| = oo}) = 0 dés que P, ({|C(i)| = oo}) =P, ({|C(0)| = oo}) = O(p) = 0.

Passons a présent a la premiere partie du théoreme. Celle-ci suit clairement des trois affirmations
suivantes : (i) ©(p) = 0 pour tout p suffisamment petit; (ii) ©(p) > 0 pour tout p suffisamment proche
de 1; (iii) ©(p) est une fonction croissante de p.

(i) On appelle chemin de longueur » dans Z? une suite Y = (i1, 12,...,1,) de sommets tous distincts
ettelsque ||ix—if-1ll, =1, k=2,...,n.Soit & (n) 'ensemble des chemins de longueur » commencant
en i; =0, et N(n) la cardinalité de cet ensemble. On vérifie facilement que N(n) < 4". En effet, lorsque
I'on construit un tel chemin sommet par sommet, on a au plus 4 choix a chaque étape.

Soit a présent Ny(n) le nombre de chemins de longueur n composés uniquement de sommets
occupés (chemins occupés). Etant donné v € A (n), la probabilité que les sommets le constituant
soient tous occupés est exactement donnée par [[;c, P, (X; =1) = p". Par conséquent,

Ep(No(m) =Ep( Y. lyyoccups)) = Y Pp(yoccupé) =p"N(n) =< @4p)".
YEN (1) YEN (n)

Lorsque I’événement {|C(0)| = oo} est réalisé, il existe de tels chemins occupés de toutes les longueurs.
On obtient donc, pour tout n = 1,

P,(C0)| = 00) <P, (No(n) = 1) <E,(No(n) < (4p)".

En laissant n — oo, on voit que P, (|C(0)| = o) = 0 des que p < i.

(ii) On va utiliser un argument da a Peierls !, introduit en 1936 dans I'étude d’un autre champ
aléatoire tres célebre : le modele d’Ising . On appelle x-circuit de longueur 7 une suite de sommets
i1,..., i, tous distincts tels que ||ix — ix_1l. < V2, k=2,...,n, et |i; — i,l, < V2. Lobservation cruciale
est que lorsque l'origine est occupée, mais que I'amas contenant I’origine est fini, il existe un x-circuit
composé entierement de sommets vides (x-circuit vide) et entourant I’origine (cf. Figure 10.2). No-

1. Sir Rudolf Ernst Peierls (1907, Berlin — 1995, Oxford), physicien théoricien allemand. Il s'installa en Angleterre en
1933, et fut anobli en 1968.
2. ErnstIsing (1900, Cologne — 1998, Peoria), physicien allemand.
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FIGURE 10.2: Lorsque X, = 1 mais que 'amas contenant 1'origine est fini, il y a toujours un *-circuit vide en-
tourant I'origine (le point rouge). On a représenté par des cercles verts les sommets qui sont nécessairement
vides si C(0) est 'amas représenté en bleu.

tons N*(n) le nombre de x-circuits de longueur n entourant I’origine. On peut a nouveau facilement
borner leur nombre. En effet, le nombre de x-circuits de longueur n contenant un sommet donné
est inférieur a 8", puisqu’il y a exactement 8 sommets a distance au plus v/2 d’'un sommet donné.
D’autre part, un x-circuit de longueur n entourant I'origine intersecte nécessairement 1’ensemble
des sommets de coordonnées (0, y) avec 0 < y < %n On obtient donc que N*(n) < %nB".

Soit N (n) le nombre de tels x-circuits entierement composés de sommets vides. En procédant
de la méme facon qu’auparavant, la probabilité que tous les sommets d'un x-circuit de longueur n
donné soient vides est (1 — p)”. Par conséquent,

Ep(Ny () =1-p)"N*(n) < %n(S(l -p)".
Comme on I'a vy, lorsque Xy = 1 et |C(0)| < oo, il exite un entier n tel que N (n) = 1. A présent,

Pp(Xo=1,1C0)| <00) <P, (UINy(m =1 < ) Py(Ny(m)=1)

n=4 n=4
< Y Ep(Ny(m)< )" 3n@80-p)",
n=4 n=4
et cette derniere quantité tend vers 0 lorsque p — 1. Par conséquent, P,(|C(0)| =o00) = 1—-(1-p) -
Py (Xo =1,|C(0)| <00) > 0 pour tout p suffisamment proche de 1.

(iii) Il reste a montrer que O(p) est une fonction croissante de p. Soit (Y;) ;72 une famille de va-
riables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]; on note P la loi de ce processus. Pour p € [0,1], on
définit les variables aléatoires (X f )iez? par

1 siVi=sp
>,p_ L )
i = .

{0 siY;>p.

Un peu de réflexion montre que la loi de la famille (X l_p )iez2 est précisément P . L'intérét de cette
construction est que 1'on peut définir simultanément tous les processus (X l.p )iez2 pour p € [0,1] sur
cet espace de probabilité, ce qui permet de les comparer réalisation par réalisation. C’est ce que 'on
appelle faire un couplage de ces processus. En particulier, on voit que la présence d'un amas infini
contenant I'origine pour X” implique I'existence d'un amas infini pour tous les processus X " avec
p' = p, puisque Y; < p = Y; < p/, pour tout p’ = p, et donc chaque sommet occupé dans X" est
nécessairement également occupé dans X P Onadonc, pour0<p<p <1,

0(p) =P, (IC(0)| = 00) = P(IC(0)| = co dans X”)
<P(C(0)| = oo dans XP) =P, (|C(0)| = o0) = O(p). O
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11.1

Le processus de Poisson

Nous allons a présent introduire un processus de nature différente, dont le domaine d’applicabi-
lité est tres important : le processus de Poisson. Dans le cadre qui va nous intéresser ici, celui-ci décrit
la répartition aléatoire et uniforme de points sur la droite réelle positive. Il peut servir a modéliser par
exemple : les appels téléphoniques arrivant dans une centrale, I'arrivée de particules sur un compteur
Geiger, les temps d’arrivée de clients a une caisse, les temps d’occurrence de sinistres a dédommager
par une compagnie d’assurance, etc.

Définition et propriétés élémentaires

Il y a trois facons naturelles de décrire un tel processus (cf. Fig11.1) :

> On peut, tout d’abord, encoder une réalisation d’un tel processus par une collection 0 < Tj (w) <
T>(w) < --- de nombres réels positifs, correspondant a la position des points sur R*. Il est pra-
tique de poser également T = 0.

> Une seconde facon de coder une réalisation revient a donner, pour chaque intervalle de la
forme I = (¢, t + s], le nombre de points N;(w) contenus dans I'intervalle. Si I’on utilise la no-
tation simplifiée N; = N(g, 4, on aura alors N ;+5 = N5 — N;. La relation entre les variables
aléatoires T, et N; est donc simplement

Ni(w)=sup{n=0:T,(w) = t}, Th(w) =inf{t =0 : Ni(w) = n}.

> Une troisiéme facon de procéder consiste a considérer la suite X (w), X, (w), X3(w), ... de nom-
bres réels positifs correspondant aux distances successives entre deux points. La relation entre
ces variables et les T, est donnée par

k
Xk =Tk~ T-1, Te=) Xi.
i=1

Définition 11.1. Soient X;, Xy, ... une suite de variables aléatoires satisfaisant P(Xy > 0) = 1 pour tout
k=1.SoitTy=0et T, = ?:1 X;. Finalement, posons Ny =sup{n=0: T, < t}. Le processus (N¢) ;¢ est
appelé processus de comptage.

Remarque 11.1. On supposera toujours par la suite qu'un processus de comptage satisfait presque-
stirement Ty, — oo lorsque n — oo.

On appelle souvent les variables aléatoires X, les temps d’attente ou durées de vie du processus
(N ¢=1.

155



156 Chapitre 11. Le processus de Poisson

Ny
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Tn Tnt1 )

Xn+1 Xn+2

FIGURE 11.2: Définition des variables aléatoires XIZ (lorsque N; = n).

Le cas le plus simple, mais trés important, est celui ol les temps d’attente forment un processus
ii.d. : prenons '’exemple d'une lampe dont 'ampoule est changée instantanément des qu’elle est
défaillante. Dans ce cas, les durées de vie correspondent précisément a la durée pendant laquelle
I'ampoule fonctionne. A chaque fois qu'une ampoule cesse de fonctionner et qu’elle est remplacée
par une ampoule neuve, le systéme se retrouve dans le méme état. On dit qu’il y a renouvellement.

Définition 11.2. Un processus de comptage pour lequel les temps d’attente sont i.i.d. est appelé proces-
sus de renouvellement.

Le processus de Poisson est 'exemple le plus important de processus de renouvellement.

Définition 11.3. Un processus de Poisson d’'intensité A est un processus de renouvellement dont les
durées de vie suivent une loi exp(1). On noteP) la loi du processus de Poisson d’intensité A.

Vérifions a présent deux propriétés tout a fait remarquables du processus de Poisson.

Théoreme 11.1. Soit (Ny) =9 un processus de Poisson d’'intensité A. Alors, pour tout t,s =0,
1. Niys— N; suit la méme loi que N.

2. Y0=1y<t <ip<--- <ty lesvariables aléatoires (Ny,,, — Ny,)i=1,..,n—1 SOt indépendantes.

Démonstration. Soit t > 0 fixé. Notons Xf = Tn,+1 — t le temps restant apres ¢ jusqu’au point suivant
du processus, X; = Xy, 11, k=2, et Tf = X{ +---+ X[, k = 1. Evidemment,

_ t t
Niyys—Ny=n<— T,=s<T,,.
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Observons a présent que I'indépendance de X, et de T, implique que, pour tout x > 0,
PA(X{>xIN; = n)PA(N; =n) =P (X{ > x, Ty < t < Tp41)
=Py (Tp<t,Xps1>t+x—Ty)

t [e]
= [) dy dz.f(TannH)(y’ Z)

t+x—y

¢ 1)
:f dyan (J/)f desz+l (Z)
0 t+x-y
t
:L Pr(Xn+1 > t+x—y)an(y)dJ’

t
= e‘“fo PA(Xn+1>t—y) fr,()dy

e MPyUT,<t, Xps1>1—Ty)
=e MPy(N, = n). (11.1)
En procédant de la méme facon, on voit que
PAX] > x1,X5 > Xa,..., X[ > X¢ | Ny = n)
=Py(Th<t,Xp1>t+x1—Tn, Xn+2> X2,..0, Xpak > X)) IPy (N = 1)
= ﬁ PA(Xnse > x0) PA(Tp < £, Xp1 > t+x1 = Tp) IPA(N; = 1)

(=2
e—/l(x1 +e 4 Xg) ,

la seconde identité suivant de I'indépendance de Ty, X;+1,..., X4k, €t la derniére identité de (11.1).
On en déduit que, conditionnellement a N; = n, les variables aléatoires X,i, k =1, sont des variables
aléatoires i.i.d. de loi exp(A). Par conséquent, la loi conjointe des variables aléatoires T/, k = 1, sous
P, (-] Nt = n) coincide avec celle des variables aléatoires T, k =1, sous [’;. On a donc

PA(Nirs—Ne=k)= ) Pr(Nss = n+k|INy = n)Pr(N; = n)

n=0

=Y PAUT{<s<T{,,IN:=nPy(N;=n)
n=0

=Y PA(Tk <5< Tes1)PA(N; = )
n=0

=PA(Tk = s < Tk+1)

=P, (N; = k).

Passons a la seconde affirmation. Les arguments ci-dessus montrent que la loi conjointe des va-
riables aléatoires Ny— Ny =max{n=0: T} < s—t} sous Py (-| N; = ¢) coincide avec celle des variables
aléatoires Ny_; =max{n=0: T, < s—t} sous ;. Posons m; = k1 +:--+ k;, i = 1. On a alors

PA(N;,., —Ni, = ki,i=0,...,n—1)
=Py(Ny,, — Ny =kii=1,...,n—1| Ny, = ko) PA(N, = ko)
=Py(Ny,, =Ny =my,i=1,...,n—=1| Ny = ko) Py (N, = ko)
=Py(Ny, -, =my,i=1,...,n=1) Py (Ny, = ko)
=Py(Ny,—t, =k1, Ny, 1, = Niyr, = mi—my, i =2,...,n—1)Py(Ny, = ko).
De la méme facon, puisque tj+1 — t; — (2 — 1) = ti+1 — b2,
PA(Nt,—t, = k1,Nt,,,—t, = Npy—t, =m;j—my,i=2,...,n—1)
=Pa(Ng -6, =Ny, =mij—my,i=2,...,n—1|Ny_4 = kl)[FD/l(Ntz—tl = k1)
=Py(Ny, -, =mij—my,i=2,...,n—=1)Py(Np,—r, = k). (11.2)
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Mais
I]:DA(NIZ'H—ITZ =m; —m],i =2,...,n—-1)= P),(th,—tz = kz’Nle_tZ _Nts—tz = mi—mz,i =3,...,n—1),

et'on peut donc répéter la procédure (11.2), pour obtenir finalement

n-1 n-1
PA(Ny,, =Ny, =kiyi=1,...,n=1) = [ PA(Ng,,—1, = ki) = [[ PAWNs,,, = Ni, = ki),
i=0 i=0
la derniere identité résultant de la premiere partie du théoreme. O

Lemme 11.1. Soit (N;) =0 un processus de Poisson d’intensité A. Alors, Ty, suit une loi gamma(A, n),

)L”x"_l e_)”x 1 [0,00) (x).

fr,(x)=

(n—1)!

Démonstration. Ty est une somme de n variables aléatoires i.i.d. de loi exp(1). Manifestement, T}
suit une loi exp(A), et celle-ci coincide avec laloi gamma(A, 1). On procede par récurrence. Supposons
I"énoncé vrai pour T,. On a alors, pour x =0,

Pty 0= Py 0= [ 1,000 f, 6 )l

o1
:f ( 1)'A”un_le_A”)Le_Mx_”)du
o n—1)

Anﬁ-l X
e—]fo un—ldu
(n-1)! 0

—Axxn

et le lemme est démontré. O

Théoreéme 11.2. Soit (N;) ;=0 un processus de Poisson d’intensité A. Alors, pour tout t = s =0, Ny — N
suit une loi poisson(A(t — s)).

Démonstration. 11 suit du Théoreme 11.1 qu’il suffit de considérer le cas s = 0. Puisque N; = n <
Ty < t< Tyi1, on aimmédiatement

PA(N; =n)=Pp(Tp =t < Tp1) =Py (Tys1 > 1) =P (T, > 1)
S nq ,—Ax n-1_-Ax
=— (x" e ™ —nx"" e M) dx
n. Jz

n_—Ax
) a(—x e "¥)dx
:A_ntne—/lt

O
n!

Définition 11.4. On appelle accroissements d’un processus stochastique (Z;) 1o les différences Z; — Z
entre les valeurs prises par le processus en deux temps0 < s < t.

Un processus (Z;) 1= est a accroissements stationnaires si, pour tout s,t =0, Z;. s — Zy a méme loi
que Zs— Zy.

Un processus (Zy) =g est a accroissements indépendants si, pour tout choix de0 =ty < t) <t <
-+ < Iy < oo, les variables aléatoires Z, — Z;,_, sont indépendantes.

Les Théoremes 11.1 et 11.2 montrent que les accroissements Ny — N; d’'un processus de Poisson
d’intensité A sont stationnaires, indépendants et suivent une loi de Poisson de parametre As. Nous
allons montrer que ces propriétés caractérisent ce processus. Ceci fournit donc une définition alter-
native du processus de Poisson.
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Théoreéme 11.3. Un processus de comptage (N) ;=0 est un processus de Poisson d’'intensité A si et seule-
ment si ses accroissements Ny, — Ny sont stationnaires et indépendants, et suivent une loi poisson(As).

Remarque 11.2. En fait, on peut montrer assez facilement qu'un processus de comptage (N¢) 10 est
un processus de Poisson (d’intensité non spécifiée) si et seulement si ses accroissements Ny, s — N; sont
stationnaires et indépendants. Cela montre que ce processus va correctement modéliser toutes les situa-
tions o ces deux hypothéses sont approximativement vérifiées.

Démonstration. On a déja montré que le processus de Poisson possede les propriétés énoncées.
Montrons donc que ces propriétés caractérisent ce processus.

Fixons 0 < s <) <sp < fp <+ <8, < ty. En observant que Ty € (s1,t1],..., Ty € (Sn, ty] si et
seulement si

> N5, —N; ,=0,1=<i=<n, (avec fp =0),

> Ny,—N;;=1,1<i<n,

> Ny —Ns, =1,
et en utilisant les hypotheses sur les accroissements, on obtient

l]:D(Tl € (Sl, tl]»---) Tn € (Sn» tn])
n n-1
=[[PWNs, =Ny, =0) [[ P(N,, - Ny, = DP(N,, — Ng, = 1)
i=1 i=1

n-1
e_/l(si_ti—l) H At — Sl,)e_/l(ti_si)(l _ e—/l(fn—sn))
i=1

—

1l
—

l
-1

_/111—1 —Asn _ =AMty T P

=1""(e ey [T @i—si)
i=1

n Iy A
=f | ATeMrduy, - dug.
S1 N

La loi conjointe de (T3, ..., T;;) possede donc la densité
Ale= M gi0<u; <.+ < up,
..y, .. up) = )
0 sinon.

Déterminons a présent la densité de laloi conjointe de (X3, ..., X;;). Lafonction de répartition conjointe
est donnée par

PXyi<x1,..,.Xp<xp,)=P(T1=<x1,To—-Th <x2,...,. T, — Tp—1 < xp)

X1 uy+Xxp Up-1+Xy
:[ f “’f f(Tl,...,Tn)(uly---,un)dun“'dul»
0 uy u

n-1
et la densité conjointe est donc donnée par

n

PX1 = x1,..., Xn = Xn) = fizy,.., 1,0 (X1, X1+ X2, o, X1 40+ Xp)
0x1---0xy,

— Ane—/l(x1+~~+xn)
On reconnait la densité conjointe de n variables aléatoires i.i.d. de loi exp(7). O

Nous allons voir a présent une troisiéme définition du processus, de nature plus dynamique.

Lemme 11.2. Soit (N;) ;> un processus de Poisson d'intensité A, et0 < t < --- < tg. Alors, pour0 < n; <
--- < ny des entiers, on a, lorsquee | 0,

PA(Nyte = Ny, =0 Ny, =nj,1< j<k)=1-Ae +0(e),
PA(Nyte = Ny, = 1INy, = nj, 1< j< k) = Ae + 0e), (11.3)
PA(Nire = Ny, 22| Ny, =nj,1< j< k) = o(e).



160 Chapitre 11. Le processus de Poisson

Démonstration. Posons ng = 0. Puisque {Ny, =njls j<ki= {Ny; =Ny, =nj—nj,1< j <kt il
suit de I'indépendance et de la stationnarité des accroissements qu'’il suffit de montrer que

Py(Ne=0)=1-Ae+o(c) et Py(N.=1)=Ae+o(e).

Or, ceci est une conséquence immédiate du fait que N, suit une loi poisson(Ae) : on a, par exemple,

1
_Aemi =(1-2Ae+o0(e)Ae = e + o(e). O

PrNe=1)=¢e T =

Nous allons voir maintenant que cette propriété caractérise le processus de Poisson d’intensité A.
Ceci fournit une troisiéeme définition du processus.

Théoréme 11.4. Un processus de comptage est un processus de Poisson d'intensité A si et seulement s’il
satisfait (11.3).

Démonstration. On a déja montré que le processus de Poisson d’intensité A posséde les propriétés
énoncées. Montrons donc que ces propriétés caractérisent ce processus.
Notons A = {Ny, = nj,1 < Jj < k}, et posons, pour ¢ =0, p,(t) = P(Ny 4+ — Ny, = nl A). 1 suffit de

montrer que

A"
pu(t) = e‘“%, n=0,1,...,

puisque le résultat suivra alors du Théoreme 11.3. En utilisant I'inégalité |P(B) —P(C)| = P(BAC), on
obtient que !
[pn(t) = pr(8)| PNy +s # Nyt o) [P(A),

ce qui montre que p,(t) est une fonction continue de t, puisque lim;_.;P(Ns # N;) = 0.
Pour simplifier les notations, posons D; = Ny, ., — Ny,. Observons que Dy = n = D; = m, pour
un m < n. On a donc
pn(t+€)=pp()P(D¢re — Dy =0] A, Dt = n)

+ 1=y Pn-1(O)P(Dpye— D =1|A,Dy=n-1)
n-2
+1n=2y Y Pm(OPDire—Dy=n—m|A Dy =m).

m=0

Par (11.3), on obtient
Pn(t+€) = pu(t)(1 = A€) + 1{n=1) pn-1(H) Ae + 0(€).

En divisant par € et en prenant la limite ¢ | 0, on obtient?
Pu(0) = =App(t) + 1z Apn-1 (), (11.4)

avec condition au bord p,(0) = 6 .

Il reste a intégrer (11.4). Pour n=0,0na

po(t) = —Apo(1),

1. En effet, {Ny+s = n,A} = {Ng+s = n, Nyt = n, AU {Ng 45 = n, Ny 4¢ # 1, A} et par conséquent {Ny, 4+ = n, A} \
{Nt,.+t = n, A} = {Ng,+s = n, N+t # 1, A}, et de méme avec s et ¢ interchangés.

2. 1l y a une petite subtilité ici : a priori, la dérivée dans le membre de gauche de (11.4) n’est qu'une dérivée a droite.
Afin de montrer qu’il s’agit réellement d'une dérivée, il suffit d’observer que le membre de droite est continu. En effet, pour
montrer qu’une fonction continue f(¢) avec dérivée a droite f* () continue pour tout ¢ = 0, est nécessairement dérivable
pour chaque ¢ > 0, il suffit de prouver que F(¢) = f(t) — f(0) — fot f*(s)ds = 0. Supposons que ce ne soit pas le cas, et que
(disons) F(f) < 0. Alors G(t) = F(t) — tF(ty)/ tp satisfait G(0) = G(fg) = 0 et, puisque F™ =0, G (¢) > 0, ce qui implique que
G doit posséder un maximum strictement positif en un point sg € (0, fp). Mais G* (sg) < 0, puisque s est un maximum, ce
qui est une contradiction.
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et donc py(t) = e, En insérant cette solution dans I'équation pour p; (¢), on trouve

pi(t) = —Ap1 () + Ae ™M,
etdonc p; (1) = Ate M. Par induction, on obtient donc bien
A"
puny = e A
n!
pour chaque n = 0. O

Autres propriétés

Le paradoxe de I'autobus

Nous avons déja rencontré ce paradoxe dans les résultats de la section précédente, mais n'avons
pas encore explicité son caractere surprenant (au premier abord). On considére une lampe dont on
change immédiatement I'ampoule lorsque celle-ci est défaillante; la durée de vie d'une ampoule est
supposée suivre une loi exp(A). Si 'on considére un temps arbitraire ¢ > 0, cet instant se trouvera
presque-stirement entre deux pannes. On a vu que la variable aléatoire X{ représentant le temps sé-
parant ¢ de la prochaine panne suit une loi exp(1) ; en particulier, le temps moyen jusqu’a la prochaine
panne est donné par 1/1. On peut de la méme facon déterminer la loi du temps écoulé entre la panne
précédente et t, St=t¢-— Tn,. Bien st si s > &, PA(St > §) =0, puisque Ty = 0. Pour s < ¢, on trouve

PA(S = 5) =Py (N, — N;_s=0) =Py (Ny =0) = e~ %,

Par conséquent, S’ a méme loi que min(X, ), ol X est une variable de loi exp(A). Sil’on s’intéresse au
comportement de la lampe apres un temps long, la loi de S’ est bien entendu trés bien approximée
par une loi exp(A).

En particulier, on voit que, pour ¢ grand, le temps moyen entre les deux pannes est trés proche
de 2/, alors que la durée de vie moyenne d’'une ampoule est de 1/A. C’est le paradoxe de 'autobus.
Celui-ci est traditionnellement présenté comme suit : les différences entre les temps de passage suc-
cessifs d'un autobus passant par un arrét donné suivent une loi exponentielle, de moyenne 5 minutes.
Un individu arrive a I'arrét pour prendre le bus. Le temps moyen qui s’écoule entre le passage du bus
précédent son arrivée et le passage du bus suivant est (approximativement) de 10 minutes, bien que
les bus passent en moyenne toutes les 5 minutes!

Lexplication de ce « paradoxe » est la suivante : la distribution des longueurs d’intervalle n’est
pas triviale, certains seront beaucoup plus longs que la moyenne, d’autres beaucoup plus courts.
En faisant une observation « au hasard », on a donc davantage de chance de tomber dans un long
intervalle plutdt que dans un court. On biaise ainsi la loi de la taille de I'intervalle observé vers les
plus grandes tailles.

Processus de Poisson et statistiques d'ordre

Soit t > 0. Nous allons étudier la loi de T; conditionnellement a N; = 1. Dans ce cas, on a bien
entendu T; < ¢, et donc, pour s € (0, £],

Pyr(Ty=sNe=1) Pa(Ng=1,N;—N;=0)
PA(N:;=1) PA(N;=1)
i (Ase15) (e~ M9 s

Ate—M t

PAa(Th =s|IN;=1) =
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T suit donc une loi uniforme sur (0, ¢], conditionnellement a N; = 1. Ainsi, savoir qu'un événement
a eu lieu avant le temps ¢ ne nous fournit aucune information sur I'instant auquel il a été réalisé. De
plus, la loi conditionnelle est indépendante de 'intensité A du processus.

Nous allons a présent généraliser ce résultat, en déterminant la loi de T3, ..., T, conditionnelle-
ment a N; = n. Soient0< f] <--- < t, < £. On a, pour tout € > 0 suffisamment petit,

Pj(Tk € (tr—€,tp +6€),1 < k<n|N;=n)
_ Pa(Ty € (tk—G,tk+€),15kSn,Nt=I’l)
- PA(Nt=n)
e—/l(tl—e)zele—ZeAe—A(tg—ﬁ—Ze) .. .26/16—261 e—/l(t— t,—€)

Anen nhe=M

=(2e/t)"n!,

puisque I'événement {Tj € (fx —¢€, ty +€),1 < k < n, N; = n} est réalisé si et seulement si Ny, =0,
Ny+e—Ny—e=1,k=1,...,n, Ny, ,—e— Ny+e=0,k=1,...,n—-1, et N, — Ny . = 0. Par conséquent, la
densité conjointe de T7,..., Ty, conditionnellement a N; = n est donnée par

1 n
lim——P(Ty € (tr —€, tp +€),1<k<n|N;=n)=n!t"",

elo (2e)"

si0< 1 <--- <ty <t et0sinon. Cest ce qu'on appelle la loi conjointe des statistiques d’ordre de
n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur (0, ¢]. Elle revient a tirer au hasard, indé-
pendamment, #n points uniformément sur l'intervalle (0, ¢], puis a les ordonner du plus petit au plus
grand.

Superposition et amincissement

Le processus de Poisson posséde deux autres propriétés remarquables : (i) la « superposition » de
deux processus de Poisson indépendants donne a nouveau un processus de Poisson, dont I'intensité
est la somme de celles des deux processus originaux, et (ii) tout processus de Poisson d’intensité A
peut étre décomposé en deux processus de Poisson indépendants d'intensités 1; et A — 1.

Théoreme 11.5. SoientAi, A2 >0, etA = A+ ;. Soient (Nil)) =0 et (N§2))t20 deux processus de Poisson
indépendants d’intensités 1, et 1. Alors, le processus défini par

N;=N" + NP
est un processus de Poisson d'intensité A.

Démonstration. On utilise la caractérisation du processus de Poisson du Théoreme 11.3. Pour tout
0<s<tetn=0,l'indépendance des processus Nil) et N;z) implique que

P(N;~Ns=n)=P(N" + N? - NV - NP = )

n
=Y PNV -NO =n-bP(N? - N? = k)

k=0
_ i (ﬂtl(r—s))”—ke_m_s) (Az(t—s))’“e_ﬂz([_s)
(t S) —A(t s) Z /Vl k/lk — (t— S)n Ane—ﬂt(t—s)
n! n! ’

ce qui montre que les accroissements N; — N de (V) ;>0 sont stationnaires et suivent une loi de Pois-
son de parametre A(f — s). Il reste a vérifier qu'’ils sont indépendants. Nous ne le ferons que pour
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deux intervalles, le cas général se traitant de la méme maniere. Soientdonc0<s=<t<u,etn,mz=0.
Ecrivons AV = N’ - N, i =1,2et A= N,—~ N;.Ona
P(A=n,Ns=m)
=PAY +A® =, NV + N® = m)
» Vs
n m
=Y YPAY=n-k, NP =m-0Pa? =k, NP =0)
k=0¢=0

n

=Y Y PAY =n-bPWY =m-0P@R® = hP(N? = 0)

k=0¢=0
n m
=Y Y PAY =n-kA® = PN =m-¢,NP = 0)
k=0¢=0
=P(A = n)P(N; = m). O

Définition 11.5. On dit que le processus (Ny) t>q ci-dessus est la superposition des processus (Ngl)) =0
et (N{”)) 1=0.

Théoréme 11.6. Soit (Ny)=¢ un processus de Poisson d’intensité A, et soit p € (0,1). On peint chaque
point du processus en rouge ou en bleu, de facon indépendante, avec probabilité p et 1 — p respective-
ment. Alors, les points rouges et bleus définissent deux processus de Poisson indépendants d'intensités
Ap et A(1 — p) respectivement.

Démonstration. Soit0<s<tetk=0.0Ona

o n
PANG =NV = k) = Z P2(N; — Ny = n) ( k)pku -p*

[e o) t n
_ (/lp(t—S)) o9 3 (A(t—s)(l—p))"—k
k' n>k (l’l—k)'

_Ap- S))ke—/lp(t—s)
- k! ‘

On montre de la méme fagon que Nﬁz) - Néz) est poisson(A(1 — p)).
Soient 0 < 51 < #) < S < fp < --- < 5, < Iy. Alors, en notant A; = Ny, — N, et AE.]) = N;i]) —NS({)
(j=1,2),ona

PA(AY = ny, AP = m;, 1< i< n)
=Py AP =n;1<i<n|Ai=mi+n,l<i<nPyA;=mi+n,l<i<n)

I ("i ;,m")p”i(l — )" [P = mi+ny)

i= l i=1

ni+mi\| my 1q At =)™
1(1_ ) i e i i
( n; )P P l:l_Il (n; +m;)!

—

Il

~
Il
—

Ulp (t; — )™ e—/lp(ti—si) Al - p)(t; — ;)" e—Ml—P)(ti—Si)
ni! mi!

Il

1l
—

PA(AY = n)PA(AY = my),

1
=

Il
—_
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etles processus (N P)) =0 €t (V ;2)) =0 sont donc a accroissements indépendants, et sont indépendants
I'un de l'autre. O

Définition 11.6. On dit que les processus (N;U) =0 et (N;z)) =0 Ci-dessus sont des amincissements du
processus (Ny) r=o.

Remarque 11.3. Bien entendu, on peut itérer les procédures de superposition et d' amincissement. Les
résultats ci-dessus restent donc valides pour un nombre fini arbitraire de processus (Nil))tzo-

Exemple 11.1. On considere deux caissiéres, servant chacune une infinité de clients. On suppose que
les temps de service de chaque caissiere sonti.i.d. de loi exp(1;) et exp(A;) respectivement. On désire
déterminer la probabilité que la premiére caissiére ait fini de s’'occuper de son n®™€ client avant que
la seconde ait fini de s’occuper de son m®™€ client, c’est-a-dire

P(T& < TE).

Une approche revient a utiliser le fait que ces deux variables aléatoires sont indépendantes et de lois
gamma(Ay, n) et gamma(A,, m) respectivement, et faire un calcul laborieux. Nous allons a la place
utiliser les résultats de cette section. Soit (IN;) ;¢ un processus de Poisson de parametre A = A; + A,.
On avu que les processus (N il)) =0 €t (I iz)) =0 peuvent étre obtenus en coloriant les points de (N¢) ;>0
indépendamment en rouge et en bleu, avec probabilité 1, /A et 1,/ A respectivement. Par conséquent,
TV < T si et seulement si au moins 7 points parmi les n+ m—1 premiers points de N; sont coloriés
en rouge. On a donc

1) @)y —
PO <Th)= L c aen) Gra

nt -1 (n+m_1)( A’l k AZ )n+m—1—k
k=n

Processus de Poisson non homogeéne

11 est souvent peu réaliste de supposer que la fréquence d’apparition des points est constante.
Par exemple, si on veut modéliser les arrivées de clients dans un supermarché, ou de voitures sur
une autoroute, ou de requétes sur un serveur web, il est clair que la fréquence de ces événements
va dépendre de I'heure de la journée, du jour de la semaine, de la saison, etc. Afin de modéliser ce
type de situations, on va permettre a I'intensité A(¢#) du processus de Poisson de varier au cours du
temps. Il est possible de définir ce processus pour des fonctions A(f) trés générales (il suffit que A(f)
soit intégrable) ; nous supposerons ici pour simplifier que A(#) est continue par morceaux.

Définition 11.7. Un processus de comptage a accroissements indépendants (N;) ;o est un processus
de Poisson non homogene de fonction de densité A(t) =0, t = 0, si

1. P(Ntye — Ny =1) = A()e+ 0(€);

2. P(Ni1e — Ny =2) = 0(€).

Manifestement, un tel processus n’est pas a accroissements stationnaires (sauf lorsque A(f) = A est
constante, auquel cas il se réduit a un processus de Poisson d’intensité 1).

Théoreme 11.7. Soit (N¢) >0 un processus de Poisson non homogene de fonction de densité A(t). Alors,
pour tout t = s =2 0, N; — N suit une loi poisson(m(t) — m(s)), oi

m(u) =f A(v)dv.
0

Définition 11.8. La fonction m(t) dans le Théoréme 11.7 est appelée fonction de valeur moyenne du
processus.
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Démonstration. La preuve est semblable a celle du Théoreme 11.4, et nous ne ferons que I'esquisser.
Notons
pn(s, t) =P(Ny— Ny =n), n=0,12,...

Par indépendance des accroissements, on peut écrire

pn(s,t+€) =P(N;—Ng=n,Npye — N =0)
+ 13> P(Ny = Ns=n—-1,Ny e — Ny =1) + 0(€)
=pu(s, A = ADe+0(€) + Lin=1;Pn-1(s, D (A(H)e + 0(€)) + 0(€).

Il suit que

d
apn(s, D) = A0 (L= Pn-1(s, 1) — pa(s, 1),

avec condition au bord p; (s, s) = d 59, pour tout s =0,n € N.
Lorsque n = 0, cette équation est simplement

9 (s,8) = =A(B)po(s, 1)
atPO ) - Pols, 1),

dont la solution est .
po(s, 1) = exp(—f Aw)du) = e MD=mD o>,
S

En substituant ce résultat dans I'équation pour n = 1, on obtient

0 N
ACREI0 (e~ mD=mE) _ p) (s, 1)),

qui peut étre réécrit comme

o0 _ (,—(m(D-m(s) _ 9 _
5 P10 = (e p1(s, t))at(rn(t) m(s)).

On voit alors facilement que la solution est donnée par
pi(s, 1) = e_(m(t)_m(s))(m(t) -mf(s)), 5, t=0.

Par récurrence, on montre ensuite que
_ _ 1
puls, t) = e M0 M(S))—'(m(t)—m(s))", s,t=0,neN. O
n!

Processus de Poisson composé

Le processus de Poisson est utilisé comme base pour construire de nombreux autres processus.
Nous allons en voir un exemple dans cette sous-section : le processus de Poisson composé.

Définition 11.9. Soient (N;);>o un processus de Poisson d’intensité A, et Uy, U>, ... des variables aléa-
toires i.i.d. indépendantes du processus de Poisson. Le processus stochastique

N,
Y, =) U, t=0
k=1

(avec la convention que Y; = 0 si N = 0) est appelé processus de Poisson composé.
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FIGURE 11.3: Evolution des réserves d'une compagnie d’assurance.

Exemple 11.2. Voici un modéle trés simple pour les réserves d'une compagnie d’assurances.

On considére que des sinistres se produisent aux instants T, d'un processus de Poisson homo-
géne et que le n°™€ sinistre cotite 4 la compagnie d’assurance une somme U,. Si ¢ est le taux des
primes par unité de temps, le bilan de la compagnie a l'instant ¢ est donc Z; = Zy + ct — Y;, ou
Zy est son capital initial. Soit W = inf{t =0 : Z; <0} le premier instant ou les réserves de la com-
pagnie deviennent négatives. Le probleme est alors de trouver la probabilité de ruine, c’est a dire
P(W <oo| Zy = x). o

Diverses propriétés du processus de Poisson composé seront étudiées en exercices.

Processus de Poisson spatial

Le processus de Poisson introduit précédemment était restreint a [0, c0). Il est en fait possible de
I'étendre a des espaces beaucoup plus généraux. Nous esquissons 2 présent le cas de R%.

Une réalisation d"un processus de Poisson sur R est un sous-ensemble aléatoire dénombrable IT
de R?. La loi de IT sera caractérisée via la collection de variables aléatoires (N(B)) BeB®RY) indicées par
les boréliens de R?, la variable N(B) correspondant au nombre de points de II se trouvant dans B.

On note | A| le volume (c’est-a-dire la mesure de Lebesgue) d'un borélien A.

Définition 11.10. Le sous-ensemble aléatoire dénombrableT1 deR? est un processus de Poisson d’in-
tensité A si

> N(B) suit une loi de Poisson de parametre A|B|, pour tout B € BRY) ;

> N(By),..., N(By) sont indépendantes lorsque By, ..., By, sont disjoints.

On peut également considérer des processus de Poisson inhomogenes (c’est-a-dire, d'intensité va-
riable), mais nous ne le ferons pas ici.

Un grand nombre des résultats établis plus haut pour le processus de Poisson sur [0, c0) s’étendent
a ce cadre-ci : en particulier, les propriétés d’amincissement et de superposition admettent des gé-
néralisations naturelles. Dans ce bref apercu, nous nous contenterons de démontrer une propriété
importante, qui montre que le processus de Poisson sur R¢ modélise bien une «distribution aléatoire
uniforme » de points dans R¥. Elle est également trés utile pour la simulation de tels processus.
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FIGURE 11.4: Trois réalisations du processus booléen de I'Exemple 11.3 pour des intensités croissantes du pro-
cessus de Poisson sous-jacent.

Théoreéme 11.8. SoitIl un processus de Poisson d'intensité A surR%, et soit A un ouvert deR® de volume
fini. Alors, conditionnellement a N(A) = n, les n points de Il se trouvant dans A suivent la méme loi
que n points choisis indépendamment avec la mesure uniforme sur A.

Démonstration. Notons B(x) = {y €A ly—Xloo <€l 2}. Soient xi,..., X, des points distincts de A.
Etant donnée une réalisation du processus de Poisson avec N(A) = n, on numérote au hasard de
facon uniforme les n points dans A: X3, ..., Xj,. Alors, pour € > 0 suffisamment petit,

P(X; € Be(xi),i=1,...,n | N(A) = n)
= l[F’(N(Be(xi)) =1,i=1,....n| N(A)=n)
n!
_ l[p(N(A\U;-l:lBe(xj)) =0) I, P(N(Be(x)) =1)
! P(N(A) = n)
1 e—/l(IAI—ned) Hr.l_l/lede—)led

Tl (A| A e~ MAl/ !
=A™,

Par conséquent, conditionnellement a N(A) = n, la densité conjointe de (X;,..., X;) en (x,..., X,) est
donnée par
1
lglle 7 P(Xi €Be(x;),i=1,...n|N(A) = n) = lAI™",
et coincide donc bien avec la densité conjointe de n points tirés indépendamment uniformément
dans A. O

Exemple 11.3 (Modéle booléen). Nous allons a présent décrire un cas particulier du modele booléen.
Dans ce modele, on associe a chaque réalisation IT d'un processus de Poisson d’intensité A dans R? le
sous-ensemble I de R? donné par I'union des disques de rayon r > 0 centrés sur les points de II,

ﬁ: U Dr(X)y

xell

ot D,;(x) = {ye R? : |y—xll, < r}; c.f. Fig. 11.4. (Dans une version plus générale du modéle booléen,
on remplace les disques par des compacts eux-mémes aléatoires.) On peut voir ce modele comme
une version continue du modele de percolation du chapitre 10.
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Soit A un borélien de R? tel que 0 < |A| < co. On désire déterminer la fraction moyenne de A
couverte par les disques. On a

[E(|Anﬁ|):[E(f ln(x)dx)
A
:f Px € I)dx.
A

Or, par définition du processus,

P(x ¢ IT) = P(Aucun point de II ne se trouve a distance au plus r de x)
=PIINnD,x) =)
=P(N(D,x)=0)

= exp(—)mrz).
Par conséquent, la fraction de A couverte par les disques est donnée par

QAN _
Al

_ e—Aan.

Processus de renouvellement
Fonction de renouvellement, équation de renouvellement

Avant de clore ce chapitre, nous allons briévement discuter des processus de renouvellement gé-
néraux. Il s’agit d'un sujet de grande importance, que nous ne ferons qu’effleurer.

Soit (V) =0 un processus de renouvellement, c’est-a-dire un processus de comptage pour lequel
les temps d’attente sont i.i.d., et supposons pour simplifier * que la loi commune des temps d’attente
possede la densité f. On notera F la fonction de répartition correspondante.

Il est aisé d’exprimer la loi des temps de renouvellement T} a partir de celle des temps d’attente.

Lemme 11.3. fr, (1) = f(0), et fr,., () = [ fr.(t — 5) f(s)ds, pour k = 1.

Démonstration. Cela suit immédiatement de la relation Ty, = Ty + Xi41 et de 'indépendance des
variables aléatoires T et X, 1. O

Lemme 11.4. P(N; = k) = Fr,(¢) - Fr,,, (1).

Démonstration. 1l suffit d’ observer que {N; = k} = {N; = k} \ {N; = k + 1}, et d’utiliser le fait que N; =
nelT,<t. O

Il est en général impossible de déterminer explicitement la loi de Ny, et il faudra souvent se satisfaire
d’informations sur E(V;).

Définition 11.11. La fonction de renouvellement est définie par m(t) = E(Ny).
Lemme 11.5. m(¢) = Zzozl Fr (1).

Démonstration. Manifestement, N; = ) ;> 1{1,<. Par conséquent,

m() =E()_ Lip=p) = ) P(Tp<0). O
k=1 k=1

3. Mais tout ce que nous dirons ici s’étend a des lois quelconques.
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Le résultat précédent n’est que de peu d’utilité en général. Une approche alternative pour déterminer
m est la suivante.

’

Lemme 11.6. La fonction de renouvellement satisfait ['équation de renouvellement,

t
m(t):F(t)+f m(t—s)f(s)ds, t=0.
0

Démonstration. En conditionnant sur X;, on a
m(t) = E(E(N¢| X1)).
A présent, E(N,| X; = x) = 0 si £ < x. D’un autre coté,
E(N; | X7 =x)=1+E(N;_y), sit=x.

On en déduit que

t

(0]
m(t)zf E(N: | X3 :x)f(x)dx:f (1+m(r—x)f(x)dx. O
0 0
Remarque 11.4. Evidemment, m(t) = Zzo:l P(Tx < t) est une solution de l'équation de renouvellement.
En fait, on peut montrer qu'il s'agit de l'unique solution bornée sur tout intervalle fini.

Remarque 11.5. On peut montrer qu'il y a bijection entre les lois des temps d’attente et la fonction de
renouvellement. En particulier, le processus de Poisson est le seul processus de renouvellement dont la
fonction de renouvellement est linéaire.

Théorémes limites

Nous allons a présent nous intéresser au comportement asymptotique de N; et m(¢), lorsque ¢
est grand.
Soit u =E(X;). Dans cette sous-section, nous supposerons que p < co.

Théoréme 11.9. %Nt ey ;lﬂ lorsque t — oo.

Démonstration. Puisque Ty, < t < Tn,+1, on a, lorsque N; >0,

TN[ - t - TNt+1 (1+ 1 )

N, N; N,+1% N,

.S. . .S.
D’une part, N; 2o lorsque t — co. D’autre part, par la loi forte des grands nombres, % Zfi L Xi 2 u,
lorsque N — oo. Par conséquent,

T, _ 1 % X, B u
N; Nyig ' '
et donc ;
< lim — <
us lim <
presque stirement. 0

Théoréme 11.10. Supposons que0 < o? = Var(X1) < co. Alors la variable aléatoire
Ny —(t/p)
Vta?lpd

converge en loi vers une variable aléatoire A4 (0,1), lorsque t — oo.
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Démonstration. Fixons x € R. Alors
p N, —(t/y) -

NG

otta(t) = [(t/u) + x\/to?/u3]. A présent,

x) =P(Ne = (/) + x7\/ t0% 1 u3) = P(Ta < t),

T — palr) - pa(t))

P(TamSt):P( oval(t) - oval(r)

D’une part,
t—pa(t)

lim ——— =

I—oo gv/al(t)
D’autre part, on vérifie aisément que le Théoreme central limite implique la convergence en loi de
(Tap — pa(t))/ (o a(t)) vers une variable aléatoire .4'(0, 1), lorsque ¢ — oco. Par conséquent,

t—o0 /tUZ/H3

Remarque 11.6. On peut établir des résultats analogues sur le comportement asymptotique de la forc-
tion de renouvellement m(t). Nous ne le ferons pas ici, car les preuves sont plus délicates. On peut mon-
trer en particulier que

) = B(-x). =

m(t) B 1

lim —— ==,
t—oo f u

et, pour tout h >0,

lmqmu+m—mun=£
t—oo U
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12.1

12.1.1

Introduction a la statistique

Dans ce chapitre, nous présentons une bréve introduction aux méthodes statistiques. Il est im-
portant d’observer que le point de vue de ce chapitre est tres différent de celui des autres chapitres,
dont la nature est plus probabiliste. Plutét que de se donner a priori un espace de probabilité (ou
une collection de variables aléatoires de lois données) et d’étudier ses propriétés, ici on considere
le probleme suivant : on se donne une collection xi,..., x, d’ observations résultant de la répétition
d'une série d’expériences aléatoires indépendantes, et on cherche a déterminer la loi des variables
aléatoires correspondantes.

Estimateurs

Définition, consistance, biais

Soit P une mesure de probabilité sur R¥.

Définition 12.1. Un échantillon de taille n (ou n-échantillon) de loi P est une famille X,,..., X, de
variables aléatoires i.i.d. de loiP.

Une réalisation d'un n-échantillon est le résultat de n tirages indépendants selon la loi P ; c’est une
collection xi,..., xy, de points de R%,

Exemple12.1. > Sondage de n individus sur une question binaire. Dans ce cas, on modélise
I’échantillon par une collection de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes une
loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1].
> Durée de vie de composants électroniques. Dans ce cas, on modélise les durées de vie par une
famille de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parametre A > 0.
> Répartition de la taille des individus dans une population homogene. On peut modéliser cette
situation par une collection de variables aléatoires i.i.d. de loi A4 (u, 02). o

Dans chaque cas, les variables aléatoires formant le n-échantillon suivent une loi P connue, dépen-
dant d’'un ou plusieurs parametres, en général inconnus; on notera 6 la collection de parametres, ®
I’ensemble des valeur que 0 peut prendre, et [Py la loi correspondante. Pour les exemples précédents :
> 0=peO®=][0,1].
> 0=Ac0=R.
> 0=(u,0%)e®=R: xR:.
Le probleme fondamental est de prédire (une valeur approchée de) 8 a partir des données (c’est-a-
dire du n-échantillon). On parle alors d’estimation paramétrique.
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Définition 12.2. Soit Xi,..., X;, un n-échantillon.
On appelle statistique toute fonction mesurable F(X;, ..., Xy).
On appelle estimateur de f (0) toute statistique a valeurs dans f(©), utilisée pour estimer f(0).

Insistons sur le fait qu'un estimateur est une fonction de I’échantillon, et ne dépend pas de 6.

La raison pour laquelle on doit se contenter d’estimer les parametres de la loi est que I'on ne
dispose que d’échantillons finis. Une propriété essentielle que I’'on demande a un estimateur est de
donner, dans la limite ol la taille de I’échantillon tend vers l'infini, la valeur exacte que I'on cherche
a estimer.

Définition 12.3. Un estimateur T, de f(0) est consistant (ou convergent) s'il converge en probabilité
vers f(0),
r}im Po(Tn—f(B)|=€)=0, Ve>0,VOecO.
—00

Exemple 12.2. La moyenne empirique
. 1
Xn==(Xi++ Xp)
n

est un estimateur de f(0) =Eg(X). La loi des grands nombres implique que cet estimateur est consis-
tant. <&

Une caractéristique classique d'un estimateur est son biais.

Définition 12.4. Le biais d'un estimateur T de f(0) est défini par Eg(T — f(0)) =Eg(T) — f(6). On dit
que T est un estimateur sans biais de f (0) siEg(T) = f(0), V0 € O, sinon on dit qu'il est biaisé.

Insister sur I’absence de biais est utile lorsqu’on veut démontrer I’optimalité de certains estimateurs
dans une certaine classe; dans la pratique, ce n’est pas une condition toujours désirable : il est tout a
fait possible qu’'un estimateur biaisé soit meilleur qu'un estimateur sans biais. Nous reviendrons sur
ce point plus tard.

Définition 12.5. Une famille d’estimateurs (Ty,),>1 est appelée estimateur asymptotiquement sans
biais de f(0) si
Jim (Eg(Ty) — f(0) =0, VO €O.
—00

Proposition 12.1. Si T}, est un estimateur de f(0) asymptotiquement sans biais, et tel que sa variance
tende vers 0 lorsque n — oo, alors Ty, est un estimateur consistant de f(0).
Démonstration. Soit € > 0. Par le Théoreme 7.3,

Po(ITn— fO)] =€) =Pg((Ty— f(0)* = €*) < *Eg((Tr — F(0))),
pour tout 0 € ©. Puisque Eg((T, — f(0))?) = Varg(Ty,) + (Eg(T, — f(H)))Z, et que chacun de ces deux
termes tend vers 0 par hypotheése, la conclusion suit. O
Quelques exemples
Moyenne empirique

Soit Xj,..., X, un n-échantillon de loi Pg. On cherche a estimer f(6) = Eg(X;). Un estimateur
naturel est la moyenne de I'échantillon :

_ 1
Xp=—(X1+--+Xp)
n
Comme mentionné plus haut, sa consistance suit de la loi des grands nombres. D’autre part,
_ 1
Ep(Xn) = Z([EQ(XI) +--+Ep(Xp)) =Eg(X7) = f(0),

etil s’agit donc d'un estimateur sans biais de f(6).
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Variance empirique

On désire a présent estimer la variance o de X;. Un estimateur naturel est
I e 2 1 2
Gy = ;(Xl +'--+Xn)—(Z(X1+---+Xn)) )

La loi des grands nombres implique sa consistance, puisque le premier terme converge vers [Eg(Xlz)
et le second vers [y (X1)?. Calculons le biais de cet estimateur. On a

1
[EH(;(XIZ +~--+Xfl)) = [Eg(Xlz),
1 1 -1
[EG((E(XI 4ot Xn))z) = E[Eg (Xlz) + nTlEe (Xl)zr

et donc ) )
B n-— n-—
Eg(65) = —— (B (X]) —Eg(X1)?) = 702.

Cet estimateur est donc biaisé. On voit qu'un estimateur non biaisé de la variance est donné par

Covariance empirique

On considere un n-échantillon (X3, Y7),...,(X,,Y,), et on cherche a estimer la covariance de X
et Y. Des considérations tout a fait similaires a celles faites ci-dessus pour la variance montrent que
I'estimateur naturel

.1 1 1
Tp= Z(XlYl+---+XnYn)—(E(X1+---+Xn))(E(Y1+---+ Yy))

est consistant et biaisé, mais que I'’estimateur

est consistant et sans biais.

Méthode de Monte-Carlo.

On cherche a estimer numériquement

b
I:f h(x)dx,

avec h: [a, b] — R. Une approche consiste a interpréter ] comme une espérance :

1[u,b] (x)
I=(b- a)[ h(x) ———dx = (b-a)E(h(X)),
R b—a

ol X suit une loi uniforme sur [a, b]. On va estimer I a ’aide de I’estimateur

f=- a)%(h(Ul) et h(U),

ou Uy,...,U, est un n-échantillon de loi uniforme sur [a, b]. [ est un estimateur sans biais et consis-
tant de 1.
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Construction d'estimateurs

Un probléme important est de trouver une facon de construire des estimateurs de f(8). Nous
verrons deux méthodes : la méthode des moments, et le maximum de vraisemblance.
Méthode des moments

Soit Xj,..., X, un n-échantillon de loi Pg. Supposons que 6 = Eg(g(X7)). Alors, on peut estimer 0
al’aide de I'estimateur naturel

A1
0= ;(g(Xl)"""g(Xn));

et on vérifie immédiatement que ce dernier est consistant et sans biais. Par exemple, si X;,..., X;, est
un n-échantillon de loi uniforme sur [0, 0], 6 > 0, alors

Eo(X1) = 36,

et on peut utiliser § = 2X,, pour estimer, sans biais, 6.

Un choix classique, qui donne son nom a la méthode, correspond a considérer g(x) = x", ce qui
permet d’estimer 6 lorsque ce dernier peut s’exprimer en termes des moments Eg(X"), 8 = h(Eg(X")) :
on considere alors I'estimateur, en général biaisé,

~ 1
0= h(;(X{+“‘+erz))~

Exemple12.3. Si Xj,..., X, estun n-échantillon de loi exponentielle de parametre 0, alors puisque
Eg(X1) =1/6,

on peut utiliser § = 1/X,, pour estimer 6. o

Estimateur du maximum de vraisemblance

On consideére un n-échantillon Xj, ..., X,, deloi Pg. Etant en possession d'une réalisation x,..., x,
d’un n-échantillon, une approche naturelle au probléeme de I'’estimation est la suivante : on cherche,
parmi toutes les valeurs possibles de 8, celle sous laquelle il était le plus probable d’avoir observé
les valeurs xi,...,x,; en d’autres termes, on cherche la valeur de 6 qui explique le mieux les valeurs
obtenues. Nous allons a présent construire un estimateur basé sur cette idée. On suppose, pour com-
mencer les variables aléatoires Xj,..., X, discretes.

Définition 12.6. La vraisemblance (ou fonction de vraisemblance), notée L(0; xy, ..., x), d'un modeéle
en xi,..., X est la probabilité d'observer {X, = x1,..., X, = X} lorsque le parametre est .

Remarque 12.1. Insistons sur le fait que la variable est0 ; x1, ..., x, sont des parametres.

Par indépendance des observations, on peut écrire
n
LG x1,..., Xn) = [ [ Po(X; = x)).
i=1

La définition ci-dessus n'a de sens que pour des variables aléatoires discréetes. Dans le cas continu, on
travaille avec les densités :

LO;x1,...,x0) = [ [ foxd),
i=1

ol fy est la densité associée a la loi Pg.
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Définition 12.7. On appelle estimateur du maximum de vraisemblance de 0 la variable aléatoire
correspondant a la valeur0(X;, ..., X,,) en laquelle la fonction de vraisemblance atteint son maximum.

Proposition 12.2. Si0 est l'estimateur du maximum de vraisemblance de® et f est injective, alors f ()
est l'estimateur du maximum de vraisemblance de f (0).

Démonstration. Evident. O

Exemples

Loi exponentielle de parametre 1. La fonction de vraisemblance est (x; >0,i=1,...,7n)

n
L X1, %) = [[ Ae M0 = Al At o),
i=1

Pour trouver le maximum, on considére la log-vraisemblance,
logL(A; x1,...,X5) = nlogA — A(xy + - + Xxp).

La dérivée de cette derniére s'annule en A = n/(x; +--- + x5), et on vérifie qu’il s’agit d’'un maximum.
Lestimateur du maximum de vraisemblance de A est donc
A n
AN ————,
X1+--+ X,

Loinormale .4/ (i, 1), € R. Un calcul similaire au précédent (exercice) montre que I'estimateur du
maximum de vraisemblance est donné par

. X1+--+ X,
fi= —

Loi normale ./ (0,0%). Le méme type de calcul (exercice) montre que I'estimateur du maximum de
vraisemblance est donné par
Xe++ X2

n

6'2

Loi normale A (y, 0%). On veut estimer les deux parametres a présent, c’est-a-dire 8 = (u, o?). Le
calcul est similaire (mais on travaille avec une fonction de 2 variables a présent), et est laissé en exer-
cice. On trouve que I'estimateur du maximum de vraisemblance est 0 = (fl, 62 ot

n n

1 o 1 X
==Y X; 6*==)(X;-@*
nizy niz

Loi uniforme sur [0,0],0 > 0. Lafonction de vraisemblance prend la forme

1 2 1
L(G;xl,...,xn) = ﬁ H l{xise} = e_nl{maxixisﬂ}'
i=1

La fonction de vraisemblance est nulle si 8 < max; x;. Supposons donc que 6 = max; x;. Dans ce cas,
L(O;x1,...,x,) = 87", qui est une fonction décroissante de 6. Le maximum est donc atteint en 6 =
max; x;. Lestimateur du maximum de vraisemblance est donc donné par

A

0 =max{Xy,..., X,}.
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Comparaison d'estimateurs

Etant donné qu'il est possible de définir une multitude d’estimateurs différents pour la méme
quantité, il est important d’avoir un moyen de les comparer. Une fagon de le faire est de considérer la
dispersion de la loi de I'estimateur, puisque celle-ci représente |’erreur typique que l’on fait lors d'une
application.

Définition 12.8. Le risque quadratique de U'estimateur 0 de 0 est défini par

R;(0) =Ep (O -0)?).
Définition 12.9. Si6 et sont deux estimateurs de0, on dira que est meilleur que0 si R50) < Rp(0),
VO eO.

Similairement, si on veut estimer f(f) avec un estimateur T, alors le risque quadratique de T est
défini par
R1(0) =Eo((T - £(0))).

Lemme 12.1. Soit 0 un estimateur de. Alors
R (0) = Varg (0) + (Eg (0 - 0))°.

En particulier; si 0 est sans biais, alors
R (0) = Varg(0).

Démonstration. Exercice élémentaire. O

Observez que cette décomposition montre qu’afin de minimiser le risque, il peut étre favorable d’avoir
un biais, si cela permet de faire décroitre la variance.

Exemple 12.4. On consideére un n-échantillon distribué uniformément sur [0,6], 8 > 0. Le risque as-
socié a l’estimateur

)
0==(X++Xp)
n

vaut
2

4 0
Rs=—Varg(Xy) = —.
0~ 4 0(X1) 3n
Considérons a présent I'estimateur du maximum de vraisemblance,
0 = max{Xi,..., Xn}.

Manifestement, cet estimateur est biaisé, puisqu’on a toujours E@) <6. Commencons par déterminer
laloided:
~ n X n
Po(@<x)=Pp(X1<x,..., Xp<x)=(Pp(X1=x)" = (5) ,

et donc la densité de 0 est donnée par
n -
fg(X) = G—Hx" 1 l[oyg] (x).

Par conséquent,
~ n
Ep(0) = —0,
0(0) 1

et 0 est asymptotiquement sans biais. On peut maintenant calculer son risque quadratique,

262

%0 = i Dme)
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On peut a présent comparer les 2 estimateurs ci-dessus : on voit que %;(0) = 2;(0), pour tout 6 > 0,
et tout n = 1, 'inégalité étant stricte des que n = 3. L'estimateur 6 est donc plus performant, malgré
son biais. Remarquons qu’on peut facilement corriger le biais en considérant I'estimateur

n+1l -~
0.
n

Intervalles de confiance

Définition et exemples

Lorsque I'on cherche a estimer un parametre, il est souvent plus utile de donner un renseigne-
ment du type a < 6 < b, avec une estimation de la confiance que 1'on peut avoir en cette affirmation,
plutdt qu'une valeur précise. On dit alors qu’on fournit une estimation par intervalle de 6.

On considére comme toujours un n-échantillon de loi Py.

Définition 12.10. Soit « € (0,1). Un intervalle I = 1(Xy, ..., X,) (aléatoire, ne dépendant pas de 0) est
appelé intervalle de confiance pour 0 au niveaul — « si

Pg(I320)=1-a, VOeO.
1 — a est appelé niveau de confiance de l'estimation.

Exemple12.5. On considere un n-échantillon avec loi 4 (i, 1). On a vu que la moyenne empirique X,
est un estimateur sans biais de . On veut construire un intervalle [T}, T»], avec T} = X,,—aet T = X,,+
a (intervalle symétrique autour de la moyenne empirique). Puisque X, est une combinaison linéaire
de variables aléatoires normales indépendantes, on trouve qu’il suit une loi A (y, %). Par conséquent
Z = /n(X, — ) suit une loi .4 (0,1). On a donc

PuIsw=1-a < PuX,-pl=a)=P(Zl<avn)=1-a.

Pour a = 10%, on trouve que cette derniére identité est satisfaite si a\/n = 1,64. Par conséquent, 'in-

tervalle
_ 1,64 _ 1,64]

I=[X,—-—, Xp+—=
TV
est un intervalle de confiance a 90% pour p. o

Exemple 12.6. On considere un n-échantillon distribué uniformément sur [0,0], 6 > 0. Manifeste-
ment, 'estimateur du maximum de vraisemblance 6 = max{Xj,..., X} satisfait toujours 6 < 6. On
peut donc prendre T} = 8. On cherche T5 de la forme C8 avec Pg(CO = 0) =1 — a. Dans ce cas,

1=10,C0
sera un intervalle de confiance au niveau 1 — a. On a déja vu que
A X
Py@ <x)=()".
90 =x)=( 0)

On adonc 1
Pe(CH=0)=1-Py(CH<O) =1- (E)".

Lintervalle recherché est donc
I=10,a7 V0. o
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Intervalles de confiance par excés et asymptotiques
En général, il est suffisant de borner inférieurement la confiance que I'on a dans I'estimation.

Définition 12.11. Unintervallel = I1(Xy, ..., X,) (indépendant de@) est un intervalle de confiance pour
0 au niveau 1 — a par exces si
Po(I260)=1-—a, VOeO.

Exemple 12.7. Soit X, ..., X, un n-échantillon. On suppose la variance Var(X;) = 0 connue, et on
cherche a estimer par intervalle f(0) = E¢(X;). Notant X, la moyenne empirique, on a par le Théo-

reme 7.3 que
_ 02
Po(Xn—f(O) <b)=1- s

On en conclut que

_ i, o
I=[X,- Xn+ ]
vna' vna
est un intervalle de confiance par exces au niveau 1 — a. o

A nouveau, il n'y a pas en général unicité de l'intervalle de confiance a un niveau donné. Dans ce
cas, a niveaux de confiance égaux, l'intervalle le plus petit sera considéré le meilleur, puisqu’il donne
I’estimation la plus précise.

Une facon efficace de déterminer des intervalles de confiance valables asymptotiquement est
d’approximer, via le Théoréme central limite, la loi de la moyenne empirique par une loi normale.

Définition 12.12. Pour un n-échantillon X,..., Xy, un intervalle de confiance asymptotique pour 0
au niveau 1 — a est un intervalle I, = I,(X,..., Xy) tel que

lim Pg(I,30)=1-a, VOeO.
n—o0

Un intervalle de confiance asymptotique par excés pour 60 au niveau 1 — a est un intervalle I, =
I,(Xy,..., X,) tel que
r}im Po(I,20)=1-—a, VOeO.
—00

Exemple 12.8. On considére un n-échantillon, dont la variance o? = Varg(X;) est connue. On désire
estimer la moyenne p = Eg(X;). On consideére la moyenne empirique. Par le Théoréme central limite,

n—oo

Po(X, € [u— \/_ \/_]) — P(Zel-a,al),
ol Z suit une loi A4 (0,1). Sil'on choisit a tel que P(Z € [-a, a]) = 1— a, I'intervalle
In= K= 22, Xy + 2]
vn vn

est un intervalle de confiance asymptotique pour y au niveau 1 —a.

Comme application, considérons la situation suivante : on mesure une grandeur u. Lincerti-
tude moyenne vaut 0,73. Combien faut-il de mesures pour déterminer y avec une précision de 10712
L'échantillon est formé de n mesures X, ..., X;;. On a pour I'espérance Ey(X;) = p et pour I'écart-type
o =0,73. En prenant comme estimateur la moyenne empirique, et un niveau de confiance de 99%,
on trouve a = 2,58, et donc l'intervalle

X 1,88 jan 1,88]
n \/ﬁ’ n \/ﬁ .

On choisit a présent le plus petit n tel que 1,88/y/n < 0,1, c’est-a-dire n = 355. o
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Exemple 12.9. Considérons maintenant le cas d'un n-échantillon, dont on désire estimer la moyenne
1 =Eg(X1), sans connaitre la variance. On part de I'intervalle obtenu précédemment,

2
vl

Ce n’est pas un intervalle de confiance, puisque o est inconnu. On considere donc l'intervalle

ao -
In= [Xn_ﬁ;Xn+

J aS, % +a8n]
n n \/ﬁ, n \/ﬁ’

ot1 S2 est I'estimateur sans biais de la variance défini par
2 1 ¢ 7 2
Sp=——=> (Xi—Xp)".
n=1iz

On a vu que S? est un estimateur consistant de 2. On a donc

lim Pg(I, 3 u) =P(Z € [-a,al), Ya>0,
n—oo

2Py 2
S, —o".

On va voir que cela implique que
lim Py(Jy 2 ) =P(Z€[~a,al),  VYa>0,
—00

et donc que J, est un intervalle de confiance asymptotique pour u au niveau P(Z € [-a,a]) = 1 —a.
Pour vérifier cela, il suffit d’observer que

PoUn3) =PoUn3 1 |Sp—0l<€)+PoUn3 1,1Sp -0l >e).

Le second terme du membre de droite tend vers 0, puisqu’il est borné supérieurement par Py (|S; —
o| > €), qui tend vers 0 pour tout € > 0. Le premier terme du membre de droite peut, lui, étre borné

supérieurement par
alc+e) _ alo+e)

NN

qui converge vers P(Z € [—a(l +€/0),a(l +¢/0)]). Comme cette borne est valide pour tout € > 0, on
obtient

PG([Xn -

13w

limsupPg(J, 3 u) <P(Z € [—a,al).

n—oo

Pour la borne inférieure, on procede similairement

PoUn2 W ISp—0ol=<e)

=Py, - 202 5 T 1S, —ol<e)
= 0 n— - = n » n— —
vn vn
_ aloc—-¢€) - a(o—e€)
EPH([Xn_TvXn"‘ NG 12 -Pg(ISn—0al >e).

Le second terme du membre de droite tend vers 0, pour tout € > 0, et le premier terme tend vers
P(Zel-a(l—e€l/o),a(l —e/o)]). Par conséquent,

liminfPg(J, 3 ) =2P(Z € [—a, al),
n—oo

et I'affirmation est démontrée. S
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Normalité asymptotique

On a vu dans les exemples précédents que la convergence de I'estimateur vers une loi normale
est particulierement pratique pour construire des intervalles de confiance.

Définition 12.13. Une suite d’estimateurs T, de f(0) est asymptotiquement normale s’il existe o (0) >
0 tels que %(Tn — f(0)) converge en loi Py vers A (0,1), pour tout 6 € ©.

Proposition 12.3. Un estimateur de 8 asymptotiquement normal est nécessairement consistant.

Démonstration. Soite >0.0na
Po(IT, -0 =€) =Py (vVn(T,—0) & [—evn,evVnl) <Py(vVn(T, —0) & [- A, A]),
pour tout n = A%¢~2. Par normalité asymptotique, cette derniere probabilité converge vers
P(Z&[-A, AD,
ol Z suit une loi A (0,02(0)), VO € ©, ce qui tend vers 0 lorsque A — oo. O
Il y a une facon naturelle de comparer deux estimateurs asymptotiquement normausx.

Définition 12.14. Si T, et T}, sont deux estimateurs asymptotiquement normaux de f(0), c'est-a-dire
tels que, pour tout 0 € O, il existeo (0) eta’ () tels que /n(T,— f(0)) converge en loiPg vers A (0,02(6))
et /n(T), — f(0)) converge en loi Py vers N (0, a'?(0)), alors on dit que Ty, est meilleur que T}, si 0?(0) <
0'%6), v € ©.

On interpréte 02/n comme le risque quadratique asymptotique de Tj,.

Tests d’hypotheses

Un exemple

La garantie d'un constructeur pour ses composants électroniques est de 2 ans. Il peut accepter
au plus un taux de 10% de piéces tombant en panne pendant cette période, et désire donc s’assurer
que Pg(T = 2) = 0,9, ou T est le temps de vie de ces composants, de loi supposée exponentielle de
parametre 1/6. Ceci revient a s’assurer que 6 > —2/10g(0,9) = 6* =~ 19. On veut donc déterminer si
I’hypotheése O < 0* est réaliste, auquel cas il sera nécessaire de revoir la chaine de fabrication.

A partir d’'un n-échantillon, on obtient une estimation én de 0. En se basant sur cette estimation,
le constructeur doit prendre sa décision : soit accepter le taux de défaillance actuel, soit remplacer
la chaine de fabrication. Supposons qu'un taux de défaillance supérieur a 10% mette ’entreprise en
péril, alors le constructeur acceptera d’investir dans une nouvelle chaine de fabrication au moindre
soupcon que 6 < 6*. 1l convient donc de minimiser le risque de prédire, a partir de I'échantillon,
que 0 = 0%, alors qu'en réalité 6 < 8*. Ceci introduit une asymétrie entre ’hypothése 6 < 6* et son
complémentaire. Dans une telle situation, on appelle '’hypothése cruciale 8 < 6*, I'hypothése nulle.

> Lerreur de 1°™ espéce consiste a rejeter I'hypothese nulle alors qu’elle est vraie.

> Lerreur de 2"% espece consiste a ne pas rejeter I'hypothese nulle alors qu’elle est fausse.
Idéalement, on aimerait minimiser ces deux erreurs, mais ceci n’est pas possible, car elles sont anta-
gonistes : diminuer I'une fait augmenter I'autre.

Lerreur de premiére espece est le risque que le constructeur cherche avant tout 8 minimiser (elle
peut mettre son entreprise en danger). Il se fixe donc une probabilité d’erreur «, appelée le seuil,
correspondant au risque maximal qu’il est prét a prendre; on choisit par exemple a = 5%. Supposons
qu’il existe zy tel que

Py@, = z9) <5%,  VO¢€(0,0%].
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Dans ce cas, si 'on observe 8,, = zg, il ne sera pas raisonnable de supposer que 6 € (0,0*], puisque
I'événement 6,, = zy ne se produit alors que dans seulement 5% des cas. Le fabricant rejettera donc
I’hypotheése 6 < 6*, et aura raison dans 95% des cas. Il estimera donc, avec une confiance de 95%, que
le pourcentage de pieces qui tomberont en panne avant deux ans est inférieur a 10%.

En revanche, sil’on trouve ,, < zo, alors il existe un risque que 6 < 8*. Dans ce cas, le constructeur
ne peut pas rejeter I'hypotheése 6 < 6*, et doit donc décider d’investir dans une nouvelle chaine de
fabrication plus stre.

12.3.2 Procédure de test

On se place dans le cadre d'un n-échantillon Xj,..., X, de loi Py de parametre 0 € © inconnu.
Etant donné ©g c ©, @ # O # O, il s’agit de déterminer si 6 appartient a ©y ou si 6 appartient a son
complémentaire ©; = ©\0y. On dit que I’on teste ’hypothése nulle Hy : «0 € ¢ » contre 'hypothese
alternative H; : «0 € O ».

Définition 12.15. Une région de rejet est un événement D = D(X;,..., Xpy).

Définition 12.16. Soit D unerégion de rejet, Hy et Hy deux hypothéses que l'on teste l'une contre l'autre.
Une procédure de test consiste a

1. rejeter Hy si D se produit;

2. ne pas rejeter Hy si D ne se produit pas.

Définition 12.17. On dit que le test est au niveau de risque «, ou niveau de confiance 1 — «, si

sup Py (D) = a.
BE(")O

Définition 12.18. On appelle puissance d’un test la valeur

Jnf Py(D)=1-.

A un niveau de confiance donné 1— @, on cherche donc a2 maximiser la puissance, ce qui revient a mi-
nimiser la probabilité § de commettre une erreur de seconde espece. Ce critere permet de comparer
des tests.

Définition 12.19. Une hypothese H est dite simple si l'ensemble © correspondant est réduit a un seul
élément, sinon elle est dite composite.

Exemple 12.10. Supposons que I = I(Xj, ..., Xy) soit un intervalle de confiance pour 6 au niveau de
confiance 1 — a. On considere 'hypothese nulle (simple) Hp : « 8 = 8y » et I'hypothese alternative
(composite) H : « 8 # g ». Alors D = {I # 0y} fournit un test de Hy contre H; au niveau de risque a,
puisque

U:Dgo (I 390) =a. Lo

12.3.3 Cas gaussien

On considere un n-échantillon de loi A (u, o?).
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Test de moyenne a variance connue

Test de « 1 = o » contre « i # o ». Soit X,, la moyenne empirique (de loi .4 (i, 0%/n)); on prend
pour région de rejet
D ={|X - ol = C}.

On veut un niveau de risque de 5%, c’est-a-dire
Py, (I Xn — ol = C) = 0,05,

etdonc C = 1,960 /y/n.

Test de « 1 < gy » contre « u > pg». Cette fois, on prend pour région de rejet
D={X,>C}.
On veut un niveau de risque de 5%, c’est-a-dire

o
supP,(D) = sup P(—=Z > C - pu) =0,05,
H=Ho g H=Ho (\/ﬁ )

oll Z est normale standard. La borne supérieure est atteinte pour y = yg, et on obtient donc C =
Lo+ 1,640 /+/n.

Test d’égalité de moyenne de 2 échantillons de variance connue

On considére un n-échantillon X, ..., X, de loi A (u,0?), et un m-échantillon (indépendant du
premier) Y1,..., Y, deloi A (v,72), avec 02,72 connus. On veut tester « 4 = v » Contre « ik # v ».
. S = . . 2 2
Ce probleme se ramene au précédent : on estime p—v par X, — Yy, qui est de loi A (u—v, %+ 1),

eton teste «u—v =0»contre « L—v #0».

Test de moyenne a variance inconnue

On veut tester « i = i » contre « i # o », dans le cas ot la variance o

On consideére comme estimateurs la moyenne empirique X, et la variance empirique débiaisée
S$2.Un calcul montre que la variable aléatoire

n’est pas connue.

n -
Th1= £(Xn _H)
Sn

suit la loi de Student a n—1 degrés de liberté.
Prenons n = 20, o = 0 et un risque a = 5%. On choisit comme région de rejet

|Xn_ﬂo| >

D=/ 5,

C},

avec C déterminée par la relation
Puy(D) =P(|Ty-11= Cvn) =0,05.
La loi de Student étant tabulée, on trouve, pour 19 degrés de liberté, Cy/n = 2,093, et donc

1X,] 2,093

=
Sn

p={

}.

8
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. Puissance ~ 91%
. Risque = 5%

FIGURE 12.1: Test de deux hypothéses simples.

12.3.4 Tests d’hypotheses simples

On considere un n-échantillon de loi Py. On va tester Hy : «0 = 6 » contre H; : «0 = 0; ». Nous
allons faire cela a I'aide des fonctions de vraisemblance, c’est-a-dire en comparant L(0g; x3,...,X,) et
L(01;x1,...,%,). Cest ce qu'on appelle le test de Neyman ' -Pearson °. Lobjet central est le rapport de
vraisemblance,

LO1;x1,...,x5)

R(@Oy,01;x1,..., = .
(P, 01321, -, %) L(Bo; X1, ..., Xn)

On prend pour région de rejet
D= {R(HO)HI;XI, -~-;Xn) > C}y

ol C est une constante a déterminer en fonction du risque choisi. Pour un test avec un risque de 5%,
on fixe C de sorte que
Py, (D) = 5%.

Exemple 12.11. Une personne posséde deux pieces : 'une est équilibrée, I'autre donne a «face » une
probabilité double de celle de «pile ». Elle choisit une de ces deux piéces, et on effectue 100 lancers.
Elle obtient F = 60 « face ». Comment déterminer quelle piece a été utilisée?
Le modele est clair : on a un n = 100-échantillon suivant une loi de Bernoulli de parametre p, avec
p € {3,%}. On désire tester Hy : « p = 3 » contre H; : p = £, qui sont deux hypotheses simples.
La fonction de vraisemblance associée a une réalisation de ces n variables aléatoires de Bernoulli
avec f succes est
et mn(_P_\
pla-p)" ' =0-p) (E) :

Le rapport de vraisemblance est donc donné, dans la situation étudiée ici, par

l_g)n(%/(l_%))f_(g)nzf
=(% )

1 1 1
1-3) \3/0-3)

R=

Il s’agit d'une fonction monotone de f, donc prendre une région de rejet de la forme

D={R>C(}

1. Jerzy Neyman (1894, Bendery - 1981, Berkeley), statisticien polonais; un des grands fondateurs de la statistique mo-
derne.
2. Egon Sharpe Pearson (1895, Hampstead - 1980, London), statisticien anglais. Fils du célebre statisticien Karl Pearson.
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revient a prendre une région
D'={F>C",

avec C' tel que
[FD%(F >C") =10%,

pour un niveau de risque de 10%. On peut a présent déterminer C’ par simple calcul. Plutot que d’en
déterminer la valeur exacte, nous allons utiliser le théoréeme central limite afin d’approximer (F—50)/5
par une variable aléatoire Z ~ .A4'(0,1). On obtient ainsi

P% (F>C)=P(Z>(C'-50)/5).

Par conséquent, on trouve que C' ~56,4.
Puisque, pour notre échantillon, F = 60, on est conduit a rejeter Hy.
(Remarquons que ce test, de par sa nature, privilégie Hy par rapport a H;.) o

On peut montrer que lorsque celui-ci est bien défini, aucun test a un niveau de confiance donné

n’est plus puissant que le test ci-dessus.

Lemme 12.2 (Lemme de Neyman-Pearson). On considere deux hypothéses simples Hy : «0 = g »
contre Hy : «0 = 01 », et on suppose que les lois Pg, et Pg, du n-échantillon sous ces deux hypothéses
possedent les densités fy, et fp,. Soient a € (0,1) et

n n
D= {(xl,...,xn) [ fo,(xi) > Cnfﬂo(xi)},
i=1 i=1

ou C est choisie de sorte que Py, (D) = a. Alors, pour toute autre région de rejet B telle que Py, (B) = a,
ona

Pg, (B) <Py, (D),

avec l'inégalité stricte siPg, (D \ B) > 0.

Démonstration. Notons X = (x,...,X,), dx=dx; ---dx,, et f(X) = f(x1) - f(x,).Ona

f foo (X = @ - f foo (0dx = f fo, (0dx.
D\B DNnB B\D

D’autre part, puisque D\ B< D et B\ D < D¢, on déduit de I'identité précédente que

f fgl x)dx = Cf fgo x)dx = Cf fgo x)dx = f fgl x)dx.
D\B D\B B\D B\D
(La premiere inégalité est stricte si Pg, (D \ B) > 0.) On a donc bien
P, (D) =Py, (D\ B) + Py, (DN B) =Py, (B\ D) + Py, (DN B) =Py, (B). m

Remarque 12.2. Dans le cas de lois discretes, un résultat similaire est encore vérifié. Il y a toute-
fois deux choses a observer : d'une part, il n'est pas toujours possible de trouver C de facon a ob-
tenir un niveau « donné, puisque la fonction de répartition fait des sauts; d'autre part, l'ensemble
{(xl,...,xn) : po, (x1) -+ pg, (xn) = Cpg,(x1) -+ po, (xn)} n'a plus nécessairement probabilité nulle. Une
maniere de résoudre simultanément ces deux problemes est d'utiliser la procédure suivante. Soit
R(6y,01; x1,...,%x,) le rapport de vraisemblance. Alors : si R > C on rejette Hy; si R < C, on ne re-
jette pas Hy; si R = C, on rejette Hy avec probabilité p. Ici p et C sont choisis de facon a ce que
Pg,(D > C) + pPg, (D = C) = a.
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Tests du y?

Jusqu’a présent, on a toujours supposé connue la loi de I'échantillon, et le probléme se rédui-
sait donc a estimer ses parametres. C’est ce qu’on appelle faire un test paramétrique. Nous allons a
présent considérer une expérience aléatoire dont la loi n’est pas connue. On parle alors de test non
paramétrique.

Le test d’adéquation du y?

Les tests d’adéquation, ou tests d’ajustement, ont pour objet de déterminer a partir d'un échan-
tillon si une variable aléatoire suit ou non une certaine loi. Parmi ces tests, nécessairement non para-
métriques, 'un des plus connus et des plus utilisés est le test du )(2 (Khi-deux).

Considérons donc une expérience aléatoire dont les résultats peuvent étre répartis en k classes,
avec les probabilités p,..., pr (p1 + -+ pr = 1). Ayant réalisé n fois cette expérience, on obtient un
vecteur aléatoire (N, (1),..., N, (k)), ou N, (j) = Z?Zl 1;x,=j) estle nombre d’occurrence de la classe j.
Par définition, ce vecteur suit une loi multinomiale de parametres (py,..., p, 1), c'est-a-dire

n!
[P’(Nn(l):nl,...,Nn(k):nk):—n‘ prtplk
N

Soit q1,...,qk € (0,1) tels que ¥¥_ g; =

Onveuttester Hy: p; =¢q;, i =1,.. k, contre Hy :3j:q; # pj.

g nous donne donc les probablhtes de chacune des classes sous I'hypothese nulle, et on est donc
amené a comparer ces dernieres avec les fréquences empiriques N,(j)/n. On a ainsi transformé un
test non-paramétrique en un test paramétrique portant sur les parameétres d'une loi multinomiale.

Afin de construire notre région de rejet, on introduit la statistique

£ (Na(j) = nq,)? (52 - q5)°

k
D T Ve

j=1 ngj qj

Z, mesure donc les écarts entre les fréquences empiriques et les fréquences théoriques, proprement
normalisés. Le test repose sur le résultat suivant, que nous admettrons.

Proposition 12.4. Soit (N, ..., N) un vecteur aléatoire suivant une loi multinomiale de parametres
(p1,..., Pk, n). Alors la variable aléatoire

)2

L

l

suit asymptotiquement la loi du y* a k — 1 degrés de liberté, )ﬁc_ |» dont nous rappelons que la densité

est
1

ki2—-1 —x/2
—_—X e 1 (X)
2KI2T (k/2) e

Remarque 12.3. La raison pour laquelle on a k — 1 degrés de liberté et non k est qu'une contrainte lie
lesNi :N1+---+N=n

Ainsi, sous Hy, Z, suit asymptotiquement une loi X%—l'
D’autre part, sous Hy, il existe j € {1,..., k} tel que

2
hm( n(])_q]) :(P]—Cl])2>0»

n—oo

ce qui implique que Z,, diverge.
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On peut donc prendre une région de rejet de la forme
D=1{Z,>C},
en choisissant C de sorte que

lim Py(Z,>C) =P(y;_, > C) = a.

Remarque 12.4. [lestimportant de réaliser qu'il s'agit d’'une approximation asymptotique. Pour qu'elle
soit applicable en pratique, il faut que les effectifs théoriques nq; soient supérieurs a5.

Exemple 12.12. Le 8 février 1865, le moine autrichien Gregor Mendel ® publie ses « Expériences sur les
plantes hybrides» ou il expose les lois de 'hérédité qui portent aujourd’hui son nom. Ces lois, il les a
découvertes en étudiant la transmission des caracteres biologiques chez les petits pois. En particulier,
il s’est intéressé aux caracteres « couleur » et « forme ». Ces caractéres sont tous deux codés par un
gene avec deux alleles. Le caractere « couleur » est soit C (jaune), dominant, soit ¢ (vert), récessif. Le
caractere « forme » est soit R (rond), dominant, soit r (ridé), récessif. En croisant deux individus de
génotype CcRr, il y a 16 génotypes équiprobables pour les descendants, et les phénotypes devraient
étre distribués de la facon suivante : pois jaune et ronds avec une fréquence 9/16, jaune et ridé avec
une fréquence 3/16, vert et rond avec une fréquence 3/16, et vert et ridé avec une fréquence 1/16. Le
tableau suivant contient les résultats de Mendel :

Jaune, rond | Jaune, ridé | Vert, rond | Vert, ridé
Effectifs 315 101 108 32
Fréquence empirique | 315/556 101/556 108/556 32/556
Fréquence théorique | 9/16 3/16 3/16 1/16

On désire alors tester I'hypotheése Hj : les fréquences d’apparition des différents caractéres sont bien
données par les prédictions de Mendel, contre 'hypothese alternative. C’est un exemple typique de
l'usage du test d’adéquation du y2. On obtient,

(315-556- &) | (o —556-3)° , (108556 39 . (32-556- &)°
556 556 = 556- 2 556-
~0,47.

Zs56 =

Pour un seuil de 5%, on obtient que P, ()(g > C) = 0,05 pour C = 7,82. Puisque 0,47 < 7,82, les obser-
vations sont compatibles avec '’hypothese nulle.

En fait, les résultats sont trop bons, et il est généralement admis aujourd’hui que Mendel a da
«améliorer » ses données pour les faire mieux coller aux prédictions. o

Le test d’indépendance du y?

Nous allons a présent brievement décrire comment des idées analogues peuvent étre utilisées afin
de déterminer si deux propriétés sont indépendantes ou liées. Nous nous contenterons de le faire sur
un exemple.

On désire déterminer sila couleur des cheveux et celle des yeux sont indépendantes ou liées. Nous
nous baserons sur les données suivantes.

3. Johann Gregor Mendel (1822, Heinzendorf — 1884, Briinn), moine et botaniste Autrichien. Il est communément re-
connu comme le pére fondateur de la génétique.
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ch. blonds | ch. bruns | ch.roux | ch.noirs | total | fréquence
y. bleus 25 9 7 3 44 44/124
y. gris 13 17 7 10 47 47/124
y. marrons | 7 13 5 8 33 33/124
total 45 39 19 21 124
fréquence | 45/124 39/124 19/124 21/124

On veut donc tester I'hypothése nulle Hy : ces deux caracteres sont indépendants contre I’hypothése
alternative.

Sous Hy, les fréquences d’observations d'une paire donnée de caractéres devraient étre données
par le produit des fréquences de chacun des caracteres. Bien entendu, on ne connait pas ces fré-
quences, donc on utilise les fréquences empiriques. Par exemple, la fréquence théorique pour « che-
veux bruns, yeux bleus » est de (44/124)(39/124), et doit étre comparée avec la fréquence empirique
9/124. Ce probleme est donc tout a fait similaire au précédent. La seule subtilité est qu’il faut obser-
ver que sur les 4 -3 = 12 fréquences empiriques, seules 3 -2 = 6 sont indépendantes. On doit donc
considérer une variable de loi )(é.

En procédant comme précédemment, on arrive a la conclusion qu’avec un seuil de 5%, ’hypo-
thése nulle (d'indépendance) doit étre rejetée.
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