Chapitre Il

Interpolation et Approximation

Probleme de l'interpolation :on recherche des fonctions “simples” (polyndmes, potyas par
morceaux, polyndmes trigopnomeétriques) passant parr@ehp) des points donnés

(anyO)v(xlayl)v"'v(xnayn)v (01)

c.-a-d., on cherchg(x) avecp(x;) = y; pouri = 0,1,...,n. Siles valeurs deg; satisfonty;, =
f(z;) ou f(x) est une fonction donnée, il est alors intéressant diétd@rreur de lapproximation

flx) —p(x) =7 (0.2)
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1.1 Diff érences diviges et formule de Newton

““...tho’ I will not undertake to prove it to others.”
(Newton, letter to Collins, Nov. 8, 1676 ; publ. Cotes 17113)

Probléme (Newton 1676)Etant donnés les + 1 points (0.1), chercher un polyndme
p(z) = azx™ +ba" P+ a4 ... (1.1)
de degré: qui satisfasse
p(z;) = v pour i=0,1,...,n. (1.2)

Pour un exemple voir la fig. 11.1.
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FIG. Il.1: Polyndme d'interpolation de degté

Solution. En insérant les conditions (1.2) dans (1.1), le problemé&ansforme en un systeme
linéaire (a matrice du type Vandermonde ici écrit pout 2)

¢+ bxg + azxt = yo b+ a1 + o) = Y1 =%
c+bxy +ax? =y,  soustraire et diviser Zl - ZO (1.3)
2 Y1
¢+ bry + axl =y, b+ a(xy +x1) = Ty — 1
et, si on soustrait et divise une deuxieéme fois, on trouve
1 — —
a4 = (?/2 oo ?/0)‘ (1.4)

To — Ty “Tg — 1 1 — Zo

Le méme calcul a été effectué poue= 4 dans un manuscript de Newton datant de 1676 ; comme a
'accoutumée, Newton refusa de le publier (voir citatioBptes le publia comme dernier chapitre
Methodus differentialidu livre Analysis per quantitatum series, fluxiones, ac differentiandini

1711 (voir fac-similé en figure 11.2).
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FIG. 1l.2: Fac-similé du calcul de Newton pour le probleme de l'iptéation

Dans tous ces calculs apparaissent les “differencesédisis

10On peut observer que Newton maitrise les éliminationsadiables dans un systéme linéaire avec brio ; plus tard,
toute la gloire pour cette méthode reviendra a Gauss.
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Définition 1.1 (difféerences diviges) Pour(x;, ;) donnés £; distincts) on définit

ylzil =y
ylz;] — ylzi]
Tj— X
0y[xj, xx] — Oylwi, ;]
T — T;
529[%& T, L) — 52?/[1'1', T, ]

3
o y[xivxjvxkyxl] = etc
r —x;

0ylzi, z;] ==

52y[xi,xj,xk] =

Ensuite Newton, “charmant” comme toujours, donne la fomsulivante sans la moindre démonstra-
tion (voir citation) :

Théoreme 1.2 (formule de Newton)Le polyrome d’interpolation de de@n qui passe par les
n + 1 points(zo, yo), (z1,v1), - - -, (Zn, Yn), OU lesx; sont distincts, est unique et danpar

p(x) = ylzo] + (x — x0) Sy[xo, 1] + (x — mo) (& — x1) 6%y[ao, 21, 2] (15)

+...F(@—z)(x—21) ... (= xp1) S"y[T0, 21, . . ., Ty
Démonstration. Nous utilisons deux idées :

1. On procede par récurrence. Pourn = 1, et en tenant compte des premiers deux points, nous
avons

p(x) = yo + (x — 20) ii — iz (1.6)

Il s’agit d’'une formule bien connue des Géometres (Vaiv e pic, figure 11.1.8).
Puis, poum = 2, en rajoutant le pointz,, y2), on essaie de batir & dessus un polyndme de
degré 2, qui ne change plus les valeurgsglet dey;. Il est donc de la forme

5
Y1 — Yo
X1 — Zo

p(z) = yo + (x — z0) +a-(x—xz)(r — 1) (1.7)

ou le coefficient: est a déterminer. Mais il s’agit du coefficient dedep(z) : nous savons déja
(voir (1.4)) que celui-ci est la deuxieéme difference deed?y[xo, z1, 2]

Pour démontrer le cas général, nous supposons que
p1(z) = ylzo] + (v — m0) Oylwg, 21] + ...+ (x —20) - ...+ (¥ — Tp_2) " y[z0, T1, . ..y Tid]

soit le polyndbme unique de degré— 1 qui passe pafx;,y;) pouri = 0,1,...,n — 1. Alors,
comme auparavant, le polyndmer) a nécessairement la forme

p(z) =pi(@) +a-(r—zo)(x —21) - - (2 = @na),

oua est déterminé par(x,,) = y,.
2. L'id ée de Aitken-Neville.Pour montrer que = 0"y|x¢, z1, . . ., 2], Ce qui achéve la démonstra-
tion, nous considérons également le polyndme de degré

1

po() = ylr1] + (. — x1) dy[z, @] + ...+ (x —21) - .- (. — 1) 0" Y[, oy - -, ),
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FIG. 11.3: Les polyndmew (), p2(t) etp(t) de I'algorithme d’Aitken-Neville

qui passe pafzr;, y;) pouri = 1,...,n (voir figure I.3). Ensuite, on pose (Aitken - Neville, 1929,
1932?)

1
pl@) = (2 = Dp1(2) + (@ = 20)pa (). (1.8)
Il s’agit d’un polyndme de degrg, qui satisfait la condition (1.2) pour le poing (ici, le facteur
(x — x0) est nul), pour le point,, (ici, le facteur(z — x,,) est nul), et pour les points,, ..., z, 4

(ici, les deux polyndmesg; etp, sont égaux @;). Le polyndme désiré est donc trouve.
En considérant le coefficient d& dans (1.8), nous obtenons

1

Tn — o

a= (5”_1y[x1, ] = "y, . ,xn_l]) = 6"ylzo, ...,z

ce qui déemontre la formule (1.5). O

TAB. Il.1: Differences divisées pour les données de la fig. 1.1

x|y oy 6%y &y oty &%y
0] —1
1
21 1 3/8
5/2 —77/120
41 6 —17/6 167/960
6 3/4 —287/9600
500 5/3 ~1/8
2/3 ~1/4
8| 2 1/6
3/2
10] 5

Exemple 1.3 Pour les données de la fig. 1.1, les differences divisem# présentées dans le
tableau I1.1. Le polyndme d’interpolation est alors demar

plx)=-14+2z+z(x— 2)% —z(r —2)(x _4)17_270 + (e —2)(x — 4)(x — 5)%
—xz(z —2)(x —4)(x —5)(x — 8)%

ou mieux encore pour la programmation (ou le calcul a la jnain

pla) = Lt a(1t @ =2 (5 + (=) (155 + @ = 5) (55 — (= B)g0)))):

2|l fallait plus de deux siécles pour avoir cette idée !...
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Remarque.Lordre des{z;} n’a aucune importance pour la formule de Newton (1.5). Sil'o
permute les donné¢s;, y;), on obtient évidemment le méme polyndme. Pour I'exeroptiessus
et pour les{z;} choisis dans I'ordré4, 5,2,8,0,10}, on obtient ainsi

ple) =6+ (= 9(=6+ (2 = 5) (= + (= = 2)(§ + (o = 8) (555~ 75q0))))

En observant qué"y|z;,, ..., x;, | est une fonction symétrique de ses arguments (par exemple,
62ylwa, x3,11] = 6%y[x1, 22, 3], VOIr exercices), on peut utiliser les valeurs calculéassdle
tableau II.1.

Six estentrel et5, les deux facteurs—4 etz —5 dans la formule précédente sont relativement
petits, ce qui favorise la diminution des erreurs d’arrondi

1.2 Erreur de l'interpolation
Supposons que les poirts;, y;) soient sur le graphe d’une fonctighn: [a, b] — IR, c.-a-d.,

Y; :f(ﬂl'l), i:0,1,...,n, (21)

étudions alors I'erreuf (z) — p(x) du polyndme d’interpolatiop(x). Deux exemples sont donnés
dans la fig. Il.4. A gauche, on voit un polyndme d’interpmatpour la fonctionf(x) = sin z, et

a droite pour la fonctioni /(1 + z?). Pour mieux rendre visible I'erreur, on a dessiné la fancti
f(z) en une courbe pointillée.

FIG. 11.4: Polyndme d'interpolation pouin = (gauche) et pout /(1 + z2) (droite)

Les résultats suivants sont dus a Cauchy (1840 ]es fonctions interpolaire€.R. XI, p. 775-789,
Oeuvresser. 1, vol. V, p. 409-424). Commencons par une relati@@r@ssante entre les differences
divisées pour (2.1) et les dérivées de la fonction).

Lemme 2.1 Soit f(z) n-fois differentiable et), = f(z;) pouri =0, 1,...,n (z; distincts). Alors,
il existe un¢ € (min x;, max z;) tel que

(n)
y[xo, 1, ..., Ty) = / (6) (2.2)

Démonstration. Soitp(x) le polyndme d’interpolation de degrépassant pafz;, y;) et notons
d(x) = f(x) — p(z). Par définition de(z), la difféerencel(z) s’annule em + 1 points distincts :

d(z;) =0 pour i=0,1,...,n.
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Commed(x) est differentiable, on peut appliquerfois le théoreme de Rolle (voir le cours
d’Analyse 1) et on en déduit que

d(x) an zéros distincts dan$min x;, max z;).
Le méme argument appliquéldz) donne
d"(x) an — 1 zéros distincts dangmin z;, max x;),

et finalement encore
d™ (z) al zéro dans(min z;, max ;).
(] (]

Notons ce zéro dé™ (x) paré. Alors, on a

FUE) = p™(€) = n! - 0"y[zo, 71, .. ., m). (2.3)
La deuxiéme identité dans (2.3) résulte du fait §ugzo, 21, . .., x,] est le coefficient de™ dans
p(z). 0

Théoreme 2.2Soitf : [a,b] — IR (n + 1)-fois differentiable et soip(z) le polyrbme d’interpo-
lation de degé n qui passe pafx;, f(x;)) pouri = 0,1,...,n. Alors, pourx € [a, b], il existe un
¢ € (min(z;, z), max(z;, z)) tel que

Fr(E)
(n+ 1)1
Démonstration. Sixz = z; pour un indice: € {0,1,...,n}, la formule (2.4) est vérifiee car
p(z;) = f(z;). Fixons alors urx dans[a, b] qui soit different der; et montrons la formule (2.4)
pourz = Z.

L'idée est de considérer le polyndmér) de degrén + 1 qui passe pafz;, f(z;)) pour: =
0,1,...,netpar(z, f(z)). La formule de Newton donne

p(x) =p(x)+ (x —20) - ... (x — 2,) - " y[g, ..., 20, 7] (2.5)

Si I'on remplace la difference divisée dans (2.5) jér) (¢)/(n + 1)! (voir le lemme précédent)
et si 'on poser = z, on obtient le résultat (2.4) pour = z carp(z) = f(z). Commez est
arbitraire, la formule (2.4) est vérifiee pour taut |

f(x) =plz) = (x—z0) - ... - (z — ) - (2.4)

Exemple 2.3 Dans la situation de la fig. 11.4, omva+ 1 = 7. Comme lar®Mederivee desin = est
bornée pai, on a que

1
ﬁa

Ip(z) —sinz| < |z(z — 1.5)(x — 3)(z — 4.5)(x — 6)(x — 7.5)(z — 9)| -

par exemple
Ip(4) — sin4| < 0.035 ou Ip(1) —sin1] < 0.181.
Pour le deuxiéme exemplé(z) = 1/(1 + z?), la 78Mederivée est donnée par

(x+1)(x — Da(2? =2z — 1)(2* + 22— 1)

™ (z) = —8!-
) (1+a2)8 ’
qui est maximale pour ~ £+0.17632698. On obtient ainsi
1 2 2 2 4392
p(a) - | <1@* ~2025)(a" - 9)(a? — 2.25)a] - 2.

Alors, I'erreur peut étre392 fois plus grande que pour I'interpolation sie z.
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Convergence de l'interpolation.

e Une grande surprise en mathématiques fut la découveateom par Riemann (1854), puis
par Weierstrass (1872), de I'incroyable complexité qt'oertaines fonctions continues,
p.ex., de n'étre nulle part differentiables;

e puis la deuxieme grande surprise : toutes ces fonctiossj aampliquées qu’elles puissent
étre, peuvent étre approchées, aussi pres qu’on leetemiformément, par les fonctions les
plus simples qui existent, des polyndomes (Weierstrass 18&r [HW96], §111.9) ;

e personne ne pensait alors que les polyndomes d’interpalati on prend seulement les points
suffisamment proches les uns des autres, ne convergeagewenzsaa fonction donnée. La
découverte que cela n'est méme pas assuré pour lesdoaatitionnelles, les deuxiemes
fonctions les plus simples, (voir dessin de figure 11.5), agqeié énormément les mathémati-
ciens vers 1900 (en particulier E. Borel).

Carl David Tolmé Runge (1856-1927), premier prof de mafiidiquées de I'histoire et, en tant
gu’éleve de Weierstrass, ayant aussi une solide formatio maths pures, fut certes I'homme
idéal pour expliquer ce phénomene de maniere claiedégiante (1901Zeitschr. Math. u. Physik
vol. 46).

i

0 J-JV 0 i
n=16 n=18 n=20

[o- [

FIG. 1.5: Le phénoméne de Runge pofiiz) = 1/(1 + 25z%)

1.3 Polynomes de Chebyshev

La formule (2.4) montre que I'erreur de l'interpolation astproduit de lgn + 1)émedérivée de
f(z), évaluée a un point inconnu, avec I'expression- zy) - ... - (x — x,,) qui ne dépend que de
la division{xy, ..., z,}. Nous arrivons a la question suivante :

Chercher, pour un donng, la division déu, b] pour laquelle

m[ax (x —x0) ... (z—x)] est minimal. (3.1)
Te

Nous considérons l'intervalle-1, 1] et avons le probleme :
Probleme.Chercher un polyndme (avec coefficient principal)

(@) =2"+a, 12" ' +...+ao telque L= ax, I7(z)| estminimal, (3.2)
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x; équidis. x; points Cheb.

FIG. 1l.6: Le produit(z — z¢) - (x — 1) ... - (x — x,) pourn = 10 etz; équidistants (gauche), poits
de Chebyshev (droite).

On trouve la réponse a cette question dans un travail dedJRé&byshev (transcription francaise :
"Tchebychef”, 1854 Euvresl, p. 109) sur la conception optimale des tiges des pistorieate
motives a vapeur. . . .. Entre-temps, les locomotives a vapeur sont au musées polgndmes de
Chebyshev sont encore et toujours des outils importantsaghématiques.

| - | 1; 1
a= .00 L:y& a=60 [L=40 a=.75 |
E | : /I | L

FIG. 11.7: Valeurs maximales de(x) = 23 — ax

Le casn = 3. Cherchons a résoudre cette question posy 3, i.e., posons (symétrie oblige !...)
7(x) = 23 — ax olla est un parameétre a trouver. Nous voyons en figure 11.7 quer,qo= 0, nous
avonsL = 1 ; puis cette valeur diminue quandcroit, jusqu’au moment ou la courbe touche la
borne+L et —L en méme temps (pour = 3/4) ; apres,L recommence de grandir. La solution
optimale est donc

m3(z) = 2° — %x : (3.3)

Chebyshev a vu que pour un quelconque, le polyndne optimal possede, comme on dit au-
jourd’hui, unealternante de Chebyshev

Théoreme 3.1Le polyrdome (3.2), minimisant sur[—1, 1], prend alternativement les valeuts.
et — L exactement + 1 fois.
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Démonstration. La preuve est simple: supposons, par exemple pott 3, que le polyndme
m3(x) = 23+ ... prenne seulemetipis fois les valeurs maximales, disonsL, puis— L, puis+L
(voir dessin précédent). Il existe alors un polyndgper) de degré 2, quiest 0, < 0, et> 0 a
ces trois points. Le polyndbmg(z) — eg2(x) va donc, poue > 0, diminuer en valeur absolue
tous les trois pointsPar conséquent, le polyndme n’était pas optimal. O

Par contre, pout quelconque, il est beaucoup plus difficile de trouver demtoes explicites pour
ces polyndmes. L'idée suivante est due a Zolotarev :

|dée.Multiplions 73(x) de (3.3) parl et posons
Ts(z) = 42° — 3z ce quiressemble & cos(3y) = 4 cos® p — 3cos @ (3.4)

(cf. 'équation pour la trisection de I'angldiewpuerpia, p. 79, ou [HW97], p. 7). On voit bien
en figure 1.8, que cela représente la projection d’'unelguite sur un tambour = cosp,y =
sin ¢, z = cos(3¢p) sur le plan(z, z). Il est maintenant facile d’étendre cette idée au caggén

FIG. 11.8: Les guirlandes = cos(ny) autour d’'un tambous: = cos ¢,y = sin ¢ et leurs projections, les
polyndmes de Chebyshey, sur le planz).
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FIG. 11.9: Les premiers 4 (a gauche) respectivement 30 (a droitghpoiles de Chebyshev

Définition 3.2 (Polyndbmes de ChebyshevPourn = 0,1,2,... et pourz € [—1, 1], on c&finit

T, (x) = cos(nyp) ou T =Cosp. (3.5)
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Par les formules de Moivre (cf. [HW97], p. 45), on peut voiegmalgré cette définition étrange,
T, (z) est un polyndme en. Mais il y a mieux: la formule

cos((n + 1)¢) + cos((n — 1)p) = 2cos ¢ - cos(ny),
en posantos ¢ = x, devient
To(l‘) = 17 Tl(x) =T, Tn+1(x) = Ql'Tn(ZL') - Tn—l(x)' (36)

Par conséquent];,(z) est un polyndme de degré dont le coefficient der™ est2"?, c.-a-d.,
T,(z) = 212" + .. .. Les premiers sorify(z) = 1, T\(z) =z,

Ty(z) = 2°—1, Ts(z) =42°=3x, Ty(zr) =8x"—8x*+1, Ts(z) = 162"—-202°+5x. (3.7)

Pour des dessins voir la figure }.9.es polyndmes de Chebyshev s’annulent en

7, (cos(PEEUTY) — 0 pourk=0,1,...n - 1 (3.8)

n

Revenons maintenant a la question de trouver une divisitisfaisant (3.1).
Car le coefficient principal d&,, . (x) est2", nous voyons que

max |(z —xg) ... (v — )| est minimal
ze[—1,1]
si et seulement gic — xg) - ... (v — x,) =27 "T,,11(x), Cc.-a-d., par (3.8), si
B (2k+ 1)m B
.Z'k—COS(W), k—O,l,...,n (39)

(points de Chebyshev). Pour répondre a la question (B.1gut encore utiliser la translation
x — 2 4 b2eg qui envoie lintervallg—1, 1] sur[a, b]. On obtient alors

-1 -1

FiG. 11.10: Interpolation avec des points équidistants (a gauchiesqioints de Chebyshev (a droite)

Théoreme 3.3 L'expression (3.1) est minimale parmi toutes les divisi¢ng =1, ..., z,} Si et
seulement si

_a+b+b—a ((2]{5+1)7T)
2 2 2n+2 7/
Exemple 3.4 Comme dans la fig. I1.4, nous considérons la foncfign) = 1/(1+x?) sur 'intervalle
[—4.5,4.5]. Dans lafig. I1.10, on compare le polyndme d’interpolati@sé sur des points équidistants
avec celui basé sur les points de Chebyshev. Tout commeetgtisuperflu!...

k=0,1,...n (3.10)

Lk

3Pour une étude des “courbes blanches” dans la fig. I1.90@edvoir la page 209 du livre: Th.J. RivliGhebyshev
Polynomials 2nd ed., John Wiley & Sons, 1990 [MA 41/36]
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1I.4 Influence des erreurs d’arrondi sur 'interpolation

Chaque année, les ordinateurs doublent leur performan@u@urd’hui, en un clin d'oell, ils
exécutent des milliards d’opérations arithmétiques pkécisiondes calculs n’a toutefois pas
augmenté ! Par conséquent, en un clin d’oeil, un ordinaf@t aussides milliards d’erreurs
d’arrondi !... Il est alors primordial de savoir si, aprés toutes aeswes d’arrondi, les résultats
obtenus ont encore la moindre fiabilite. Nous appelons je I5atude de la stabil@ nungérique

Encore une mauvaise surprise !...Equipé du merveilleux Théoréme de Runge, choisissons la
fonction f(z) = sin x sur I'intervalle]0, 5]. Cette fonction n’a aucun pdle fini, dolecconvergence

du polyrome d’interpolation est assée pour tout:! Et alors, que se passe-t-il en figure 11.11?
Pour expliquer ce phénomene, intéressons nougaaxrs d'arrondi

FiG. 11.11: Polyndme d’interpolation pouf(x) = sin z sur[0, 5] & points équidistants

Représentation en virgule flottante. Depuis 30 a 40 ans, la représentation d’'un nombre réel
sur ordinateur a été standarisée sur 32 bits binairegriédouble précision). Prenons un lap-top
dernier cri, acheté en 2005, et donnons lui les nombrés 3, £ a digérer. Le résultat est donné
en Fig.1.12. Rappelons, qu’en base 2 la division 11 donne0.0101010101.. ., la division

10 : 11 = 0.101010101.. ., la division100 : 11 = 1.0101010101.. ., etc. Nous constatons que
le premier chiffre non-nul subit une translation vers layule {irgule flottantg; I’ exposantle 2
correspondant est stocké dans les bits 3-9. Le bit 2 indegipuissances positives, le bit 1 le
signe du nombre. Puis, dans les bits 10-32 suitdatissede facon a ce que le premier bit, 1, est
supprimé pour gagner une place. Enfin, nous voyons quetkar&gjuliere des bits, 0,1, 0, 1, 0...

est interrompue au bit 32, a cause d’un arrondissemenee) des bits 33,34,35,... qui seraient
1,0,1,....

Estimation de I'erreur d’arrondi. Pour un exposantdonnég, le nombre correspondangst

lz]>2P-1.00 ...

9 10 11
tandis que 'erreur d’arrondi est
lerr| < 2 g ' 1% 32303314315316 =2 8 ' 1% :92313
Estimation importante :
lerr| < |z|-27%* = |z| - eps. (4.1)

Endouble pécision nous disposons de- 32 = 64 bits, dont 12 sont utilisés pour I'exposant. En
réesume

REAL % 4, eps =27~ 5.96- 1078
REAL 8, eps =273~ 1.11-10716
REAL * 16, eps = 27113~ 9.63.107%.
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FIG. 11.12: Les nombres;, 2, 1,... en virgule flottante en REAL*4

Théoreme 4.1 Si on cenote le nombre arrondi d'um # 0 par arr(z), alors

larr(x) — x|

< eps, (4.2)
|z

ou
arr (z) =x(1+¢€) ou le] < eps. (4.3)

Ces formules sont la base de toétede d’erreurs d’arrondi.

Influence des erreurs dangy; sur le polyndme d’interpolation. Supposons que les donnégs
pour lesquelles on devrait calculer le polyndme d’intémion p(x), soient erronées,

Ui =yi(l1+¢) ou le;| < eps, (4.4)

et qu’on calcule en fait avec ces valeurs un polyn@me.
La difference de ces polyndmes est

plx) —p(x) = Zﬁzyz&(x) )
=0
ou les/;(z) sont les polyndmes de Lagrange (voir Chap. |, formule (&t4)ig. 11.13). On obtient

(&) — (@) < eps - max fuil - Y |6(@)] (4.5)

IR} i=0

La fonction}_"  |¢;(x)| décrit 'amplification de I'erreur dans les données (Vmjure 11.14).

TAB. I1.2: Constantes de Lebesgue pour noeuds équidistants

n 10 20 30 40 50 60 80 100
A, [30-10" [ 1.1-10* | 6.6-10° | 4.7-10° | 3.6-10'? | 3.0- 10 | 2.2-10?! | 1.8 - 10*"

Sa valeur maximale .
A, = max > [l;(z)] (4.6)
0

z€la,b] iz
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FIG. 11.13: Polyndmes de Lagrange a points équidistants potrl0 etn = 12

FIG. 11.14: Constante de Lebesgue pour= 7

s'appelle laconstante de Lebesgfi@ssociée aux points, 1, . . ., z,, et a l'intervalle[a, b]. Cette

4Pour une raison obscure ; on ne trouve dans les oeuvres dediebgu’un article général sur 'approximation
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constante peut étre calculée numériquement (voir T2

Calcul asymptotique pour pointséquidistants. Nous voyons, en figure 11.13, que lésdont les
x; Se trouvent au centre de l'intervaltont dangereuxers le bord de l'intervalleEssayons donc
de trouver une valeur asymptotique pour le premier maxime,dr) oun = 2m :

(@)= 207D @) @=(moD) @o(mtD)  (e=(=2)e-(n=1)(e=—n)

m(m—1)(m—2) 1 1 (m—2) (m—1) m
4.7)
Nous avons
1 1 1 1 1 1
m<x) <x)(x+x_1+x—2+ +x—m—i—ler—m—l—i_ +x—n)
Donc/?, (z) =0 si
R L + i —
r l—2z 2—z 7 m—-1—-2z m+l—-z = n—z’

Car la série harmonique diverge, on voit cﬂ1e» oo etz — 0. Ainsi, asymptotiquement,

! ! + . +...+ ! + ! +...+ ! 1
-~ - - P e - = n.
zr 1 2 m—1 m+1 n 08
Cela inséré dans (4.7) donne
1 1-2:3.- - (m—1) 1) .- 23/2
max [0, (z)] ~ : (m=D)m{m+1)--n o (4.8)
logn m(m!)? logn - /- n3/?

ou la célebre formule asymptotique de Stirling (voir [AW], §11.10)

nn

n! ~ vV2rn —

en

a été utilisée. Le facte@" dans (4.8) montre clairement que chaque augmentationpde 1fait

perdre 1 bit de pecision!... Ainsi, avec les quelque 30 bits de mantisse en REAL*4iniéte est
atteinte vers, = 30 (comme on I'observe en figure 11.11).

FIG. 11.15: Polyndbmes de Lagrange a points de Chebyshev peurl0

Points de ChebyshevEst-il encore nécessaire de mentionner que, pour lespaenChebyshev

w; = 42 4 25 cos(ZHIT), on n'a pas cette horrible instabilité. Voir Fig. 11.15.

(Oeuvres 3, p. 256), ou une note en bas de page discute hepi@é@e de Runge, qui fit fureur a I'époque. Le méme
phénomene a été indépendamment découvert par El @&@5,Lecons sur les fonctions de variabléeiles et les
développements eses de polynome€hap. 1V, p. 74-82), MA 26/49.
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1.5 Transformation de Fourier discr ete

Commencons par un rappel deTimnsformation CONTINUE de Fourier.
Origines :

Probleme de laorde vibrantgTaylor 1713, Joh. Bernoulli 1727, Euler 1739) ;

Théorie du sor(Lagrange 1759);

Théoriecalculi sinuumd’Euler (1754 ,Opera 14 p. 542), Euler 1777 ;
Théorie de la chaleufFourier 1807, 1822).

Une série trigononétriqueest une série du type

Yy = % + Z (ak cos kx + by sin kx) (5.1)
k=1

(voir Figure 11.16). Elle représente une fonctigf) périodique de priode2n
flx+ 2km) = f(2) ke Z . (5.2)

Une telle fonction est déterminée par ses valeurs darnstervalle de eference soit [0, 27|, soit
[—7, w]. Les sommes partielles s’appellent gedyndmes trigonorétriques

—0.154+0.4cosz + 0.6sinx ...—0.5c082z —04sin2x ...+ 0.25cos3x — 0.5sin 3x

"17‘\\\ T

FIG. I1.16: Premiers termes d’une série trigonométrique

Un des grand problemes des mathématiques, élucidémsent apres un lutte d’un bon siecle, était
la question si une “quelconque” fonction puisse &étre dgmusée ainsi en “fréquences basses” et
“frequences hautes” (harmoniques ; voir Cours d’Abalyke |

Représentation complexelLes formules les plus simples s’obtiennent en passant anplexes.
Grace a

T —ix

i —ix
tix e’ +e e’ —e

e =cosx +isinx, coST = ———— | sing = ———— (5.3)
2 21
la série (5.1) devient
s . cr = X(ap — iby), ar = cp + c_
y= > cpe'*” oo 2(1 * .k) (k>0) ou ‘ _k ‘ (5.4)
k= —o0 C_p = 5(ak -+ 'Lbk) b, = Z(Ck — C_k).

Orthogonalité. La clé fondamentale permettant le calcul des sériesitageetriques a été découverte
par Euler (1777Qperavol. 16, Pars 1, p. 333) :

2 ‘ 2r 1 ,
/ e ohT g — / eh=0T gp — —_—__ ilk=0z (5.5)
0 0

i(k—10)

2 {o sil+k
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Grace a cette formule, il suffit de multiplier la série4bpare—** et intégrer terme par terme de
a2r. ° Tous les termes, sauf un, disparaissent et on obtient

_ L/Z”f( Jekrdr, (k€ Z) (5.6)
= 21 Jo /e ’ .
et, par (5.4),
1 2 1 27
ap = — f(z) cos kx dz, by = — f(x)sin kx dx (k=0). (5.7)

Amplitude et phase.En écrivant;, = %rk - e"’k on a encore
ay, cos kx + by sin kx = ce™® + ce”* = r; Ree™™Hier — cos(kx + ¢r), (5.8)

i.e. les deux termess kx etsin kx se confondent en un termes kx d’amplituder;, = 2|c;| avec
unephasep,. Ces amplitudes sont normalement représentées dasygegtrogramme

Transformation DISCRETE de Fourier.
Origines :

¢ Interpolation de fonctions périodiques astronomigClairaut 1754, Euler 175%)pera 14
p.463);

e Traitement de données périodiqguesaieorologie(Bessel 1828).

Données discetes. 4

: L : Yz
Supposons que la foncti@m-périodiquef (=) soit seule- 3 y Yo
ment connue pour lesde la division équidistante YLY2 s
. Yo
2
v = % j=0,1,...,N—1
0 s 2m

et posong; = f(z;). Si nécessaire, on peut prolonder } a une suiteV-périodique en posant
yj+N = y; pour tout entierj (N = 8 dans la petite figure).

Probleme. Trouver des coefficients, (k =0,1,2,..., N — 1) tels que
N-1 . N1 2imkn N1 247
yn:sze’kx":szeN :szwk" aveC w=e¢e¢n n=2012,...,N—1.
k=0 k=0 k=0

(5.9)

Interpolation trigonom étrique. Comme

N -1 N—k)xn __

w = el = ¢ tkon

les termes pout = N — 1,k = N — 2,... correspondent aux termés= —1, —2. .. (voir figure
11.17). Le probleme (5.9) est alors équivalent a recherain polyndme trigonométrique

1 » ) 4 N/2 4
p(!)ﬁ') — 5(2_1\7/26 iNx/2 + ZN/262N1’/2) + Z Zkezk:c — Z/ Zkezk:c (510)
[k[<N/2 =2

Sce qui peut causer des problemes de legitimité ..., wirdurs d’Analyse IIA ou le courath. pour Info,
Chap. VL.
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FiG. 11.17: Fonctions de base pour la transformation disaiet&ourier

satisfaisanp(z,) = y, pourn = 0,1,..., N — 1. De plus, si les donnéeg, sont réelles, nous
auronszy_, = z_, = Zx. Ainsi, notre polyndme devient avec (5.4)

N/2-1 ar = 2Rez,. a = Rez
Qo . k ky AN/2 N/25
r)=—+ ay cos kx + by sin kx ) +apn/e cos(N/2)x
p(x) =5 kzﬂ (ax i Sin ki )+ cos(N/2) b ime
(5.11)

et nous voyons clairement la similitude avec la transfaootinuede Fourier.

Orthogonalité. Pour la solution du probleme, i.e., le calcul des coeffisien, nous attendons un
miracle semblable a celui de la condition d’orthogoratitdessus (5.5). En fait, nous avons

N-1 N-1 ol Cld M Gl Y S o '
3 o—ilan | gikzn _ 3 LE=0mn — —— — = =0 Ssil#k (5.12)
n=0 n=0 1+1+...+41=N Sit=k.

En parfaite analogie avec la preuve ci-dessus pour (5.a))utiplie la somme (5.9) par—**» et
on additionne termes a termes@a N — 1.° Tous les termes, sauf un, disparaissent et on obtient :

Théoreme 5.1

1 N-1 . 1 N-1 . N-1 .
Zp = — e = — nw - zrw"
K anzjoy anzjoy - y kz:% K (5.13)
2= Fn(y) y=Fn'(2)=N-Fn(z).

Relation avec l'algebre linéaire. Les deux formules (5.13) représentent un systeme lieé&si
son inverse. La matrice estthogonale(ou hermitiennecomme on dit dans le cas complexe) et
jouit de toutes les belles propriétés qu’'on connait gelade et en géométrie. En particulier, ces
systemes sotttien condition@s(détails au chapitre 1V) ; ici, ih’y a pasde méchants phénomenes,
tels que celui de Runge ou I'explosion des erreurs d’arr¢ohelia section précédente).

6sans probléme de légitimité cette fois-ci.
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FIG. 11.18: Le spectrogramme

Exemple.Dans la premiéere image de lafig. 11.18,

pour un son ‘eee’ a 118 Hz

on voit la digitaiisad’un son “eeee” prononcé

par un célebre mathématiciénNous partons d’une fenétre dé = 1024 données pour un signal

enregistré a

22000 impulsions par seconde ; nous mon&reuxieme image le spectrs,|.

Celui-ci est chaotique. Point de miracle : on applique urg®tie pour données périodiques a

des données qui ne le sont apparemnpay cela étant di a

’les historiens de la science ne sont pas unanimes quant idesttité ;

la coupure arbitraire apres 1024

il s'agit soit de Martin Hairer, soit de

G. Wanner. Une chose est certaine : tous deux étaientjisdses de I'enregistrement...
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points. On constate quey., — v, est plutdt minimale pres d& = 930. On calcule dond024
nouvelles valeurs du signal sur une période de 930 (papioiiEtion linéaire) ; leur transformée de
Fourier discrete dans la troiseme image est nettemestfdire et montre une fréquence principale
(5% 22000/930 ~ 118Hz), ainsi que des harmoniques (multiples de la frequernioeipale).

Compression des donaes.L'idée est de supprimer tous les termes de la série de éodont les
coefficients sont en dessous d’un certain seuil (p.ex. 3%odtficient maximal). Ainsi, larraie
information contenue dans le signal ne contient que 14 nesnfaiu lieu de 1024 ; 4eéme image de
la figure 11.18) et peut toujours etdecompressepar F ! (5éme image).

Autres applications. La transformation de Fourier permet de nombreuses autégatigns sur les
signaux (filtering, denoising, repair, crossing ...) et Moaetlent code “Amadeus II” est vivement
conseillé bt t p: / / ww. hai rersoft. com ).

1.6 Transformation de Fourier rapide (FFT)

“10% d’inspiration et 90% de transpiration.”
(Un grand scientifique (Einstein?) sur le secret de sesratsmis)

En 1965, John Tukey, célebre statisticien a PrincetaueBell Labs, demande au jeune program-
meur J.W. Cooley d’interrompre son travail pendant deuxasees pour I'aider a programmer une
petite idée et a tester son utilité pratique. Les “deuraeaes” sont devenues 20 années et la “pe-
tite idée” un des algorithmes les plus importants du 20siéele. Comme souvent dans pareil cas,
on a trouveé plus tard des références antérieures ddittétature, en particulier un exposé clair de
la méthode dans les cours de Runge (Range-Knig, 1924,566).

|dée. Cherchons a calculeFy ' (z) par (5.13). Commengons par la “transpiration”, i.e. j@rs
cette formule dans tout ses détails paue= 4 :

w' W w w 20 Yo
Wwowl w? Wl 21 Y1
W ow? Wb W? 2 | Yo
Wb WP w? Wl 23 Y3

Un calcul “brut” de ce produit nécessiteraitt multiplications et additions. Essayons d’étre plus
elégants: l'idée est de permuter les donnéést les colonnes de la matrice), en prenant d’abord
les indicegairs, puis les indicegmpairs:

WO W W WO 20 Yo
Wwowlwt Wi 29 Y1
WO W [w? WP 2 |l | Ty
WO w? | Wt Wl 23 s

Nous voyons que la matrice se decompose en quatre bloasledareux blocs de gauche sont la
matrice de la transformée de Fourier paur- w?, i.e., celle avedV — N/2. Commew? = —1,
nous avons encore (en écrivantpour les données paireswgtpour les données impaires)

W W W WO Uo Yo
Wwowr | Wt WP Uy Y1
WO WO =l =0 v || v
WO ow? | —w! =W vy Y3
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Maintenant, la structure est parfaitement claire et natrggiration” montre que

uk = (Fy'2)k = (Frjpwk + " (Fyjp0)k 6.)
6.1
kg2 = (Fn 2einye = (Frjpwk — @* (Fyjpv)k

(k=0,1,... N/2—1). Pour latransformée de Fourigirecte nous devons tenir compte du facteur
1/N et remplacew parw~!. Ainsi, nous arrivons au résultat :

(FNY)e = % ((]:N/w)k +w " (fN/zv)k)
6.2)

1
(FNY)k+N/2 = 3 ((]:N/zu)k —wF (]:N/zv)k) .

C’est formidable: le méme procédé peut étre applig@irsivement aux suitas et v, aussi
longtemps que leurs longueurs restent paires. Sil'on sggoeN = 2™, I'algorithme développe

toute sa puissance : on peut pousser les simplificationg’psépout. Par exemple, polW = 8 =
23 'algorithme est présenté dans le schéma suivant

~7:N/8y0 = Yo
Yo < ]:N/sy4 = Ys
Yo Yo (N/4) - Foya (y4)
v (N/2)- Fps | 2 \ N T
4 2
53, / Yo (N/4) - Foya <y6> \ Fusyo = s
N -Fn Y (6.3)
4 _
Us \ Y1 / (N/4) - Fnya (yl) / TNy =u
. Y3 Ys \
s Ys y Fny8ys = Ys
yr (N/4) - Faa < 3)
v < ]:N/sys = Y3
fN/&U? = Y7

La programmation de cet algorithme se fait en deux étapiedorbd, on met le§y,} dans I'ordre
exigé par I'algorithme (6.3), c.-a-d. qu'il faut inverdes bits dans la représentation binaire des
indices:

0= (0,0,0) 0 = (0,0,0)
1=(0,0,1) 4=(1,0,0)
2 = (0,1,0) 2 = (0,1,0)
3=(0,1,1) . 6= (1,1,0)
4=(1,0,0) 1=(0,0,1)
5= (1,0,1) 5=(1,0,1)
6=(1,1,0) 3=(0,1,1)
7=(1,1,1) 7=(1,1,1)

Apres, on effectue les opérations de (6.2) comme indiguians le schéma (6.3). Une explication
détaillee du code eRORTRAN “ancien” est donnée dans le livre “Numerical Recipigsles
programmeurs “modernes” profiteront de la récursivit@r(VP).

8W.H. Press, B.R. Flannery, S.A. Teukolsky & W.T. Vetterli@i®89): Numerical Recipies. The Art of Scientific
ComputingFORTRANVersion). Cambridge University Press.
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TAB. 11.3: Comparaison de nombres d’opérations

N N? | Nlog, N | quotient
22 =32 | =~ 10° 160 ~ 6.4
210 ~ 103 | ~ 10° ~ 10* ~ 100
220~ 10° | ~ 102 | =2-107 | =~ 5-10%

Pour passer d’'une colonne a une autre (dans le schémag, @a3a besoin deV/2 multi-
plications complexes et d& additions (ou soustractions). Comme = log, N passages sont
nécessaires, on a

L . , N -
Théoreme 6.1Pour N = 2™, le calcul deFyy peutétre effecté en 5 log, N multiplica-
tions complexes et Nlog, N additions complexes. |

Pour mieux illustrer 'importance de cet algorithme, comgpes dans le tableau 1.3 le nombre
d’opérations nécessaires pour le calculfgy — avec ou sans FFT.

II.7 Transform ée cosinus disogte (DCT) et JPEG

L'algorithme du paragraphe précédent marche tres bies slonnées ont une certaine périodicité.
Si elles ne sont pas périodiques (par exemple pour la casipred’images), on utilise souvent
une variante de la transformée de Fourier discrete. @attante a en plus I'avantage d’éviter le
calcul avec des nombres complexes.

Transformée de Fourier en cosinus. Soit f(x) une fonction continue, définie sur l'intervalle
[0, 7]. On la prolonge en une fonction paire pdrx) = f(z) et en une fonctior2r-périodique
par f(x+27) = f(x). La série de Fourier (5.1) d'une telle fonction contientleenent les termes
en cosinus et s’écrit

flz) = % + i ay, cos kz. (7.1)
k=1

Sur l'intervalle|0, 7], les fonctions:os kx (pourk > 0) vérifient larelation d’orthogonalié

/ cosﬁx-coskxdx:—/ (cos(€+k)x+cos(£—k)x) dv=qm/2 si k=(#0 (7.2)
’ 20 T s k=(=0

La démarche habituelle (multiplier (7.1) paos ¢z et intégrer terme par terme dea 7) nous
donne

ap = %/OW f(z) cos kx du. (7.3)

Transform ée cosinus disaéte (DCT). Commef(0) # 3% Y11y Y3
f(m) en général, nous considérons lépoints au milieu

des sous-intervalles, c.-a-d. les points 2%

p =0T 01, N
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et nous posong; = f(z;) (IV = 4 dans la petite figure). Par analogie avec (7.1), nous expismo
cette suite par (voir la fig. 11.19 pour les fonctions de basekx ;)

5 Nl
-+ Z 2, cos kxj. (7.4)

he 2 k=1

Avec larelation d’orthogonalié discete(pour0 < £,/ < N — 1)

N-1 1 N-1 0 sl k#/
Zcosﬁxj~coskxj:§z:(cos (+k)xj+ cos({ — k)z ): N/2 si k=(#0 (7.5)
=0 =0 N si k=(=0.

nous trouvons (multiplier I'équation (7.4) pass (x; et additionnerdg = 0aj = N — 1) la
transformee cosinus disete(DCT)

N—
Z cos kx;. (7.6)

La valeurz, de (7.6) est le résultat de la regle du point milieu ap@iga I'integrale dans (7.3).
Transformée cosinus disaéte en dimension 2. Une image digitale est donnée par un tableau
{Y; ;}, oui parcourt les pixels verticalement ghorizontalement. La valeur d€ ; représente le
niveau de gris (ou la couleur) du pixél 7). Motivé par I'algorithme précédent, nous essayons
d’exprimer ces données par

N-1N-
Z Z 0 COS kx; cos lx; (7.7)

olr; = (2j+1)7/2N comme pour la transformée cosinus discrete. Pour corepnfacteur /2
dans (7.4), nous utilisons la notatidly o = Zo0/4, Zko = Zro/2, Zoy = Zos/2 € Ly = Ziy.
La relation d’orthogonalité (7.5) nous permet de calcidsrz;, , par la formule

Z Z jcos kx; coslx;. (7.8)

Les fonctions de baseos kz; coslz; (k,{=0,..., N — 1) sontillustrées dans la fig. 11.20.

JPEG (“Joint Photographic Experts Group”). Lutilisation detieebase dans la compression
d’images est due a Ahmed, Natarajan et Rao (IEEE 18749n décompose I'image entiére en
blocs de8 x 8 pixels et on calcule pour chaque bloc la transformée cgsitiscrete (7.8). Les
coefficientsZ;, , sont alors quantifies et ceux qui sont en-dessous d’un semilremplacés par
zéro. Pour des images contenant des parties uniformegXparple : ciel bleu), seulement deux
ou trois coefficients vont rester ce qui donne un importactefar de compression.

9Pour des explications plus détaillees et réferences]REG stillimage data compression standgat W. B. Pen-
nebaker et J. L. Mitchell, New York, 1992. (Merci a Kyle Ggan pour ces renseignements).
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FIG. 11.19: Fonctions de base pour la transformée cosinus dischéte g)
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FIG. 11.20: Fonctions de base pour la transformée cosinus discr&aliEnensions § x 8 pixels)

La reconstruction de I'image a droite (un conglomérateeAistérix, Mickey
Mouse et Donald Duck, dessiné par un grand artiste) estriéda dans la fig. 11.21.
Le premier dessin (en haut a gauche) correspond au prezniee de la somme
(7.7). En rajoutant un terme apres l'autre, et en suivarthemin astucieux en
zig-zag, lareconstruction est demontrée.

11.8 Interpolation par fonctions spline

Le mot “spline” (anglais) signifie “languette €lastiqueOn s’intéresse a la courbe décrite par
une languette forcée de passer par un nombre fini de point#gdddisons pafz;, y;) pouri =
0,1,...,n). Lafig.11.22 montre le spline passant par les mémes desigée pour la fig. .1 (pour
pouvoir le comparer avec le polyndme d’interpolation).
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FIG. 11.21: Une image toujours mieux reconstituée en zig-zag par JPEG

La théorie des splines a été développée dans les aii®&@ et '60 par 1.J. Schoenberg pour servir
au calcul scientifique (approximations, intégrales,a&quns differentielles) ; de nos jours elle est
costamment appliquée pour la représentation de cowbgasifure 11.23) et surfaces en Computer

Graphics.

Mathématiquement, ce probleme peut &tre formulé corsmite on cherche une fonction:
la,b] — R (a = xo, b = x,,) satisfaisant
(S1) s(z;) = y; pouri = 0,1,...,n;
(S2)  s(z) est2 fois continlment différentiable;

(S3) /b(s”(ac))2 dr — min.

L'intégrale dans (S3) représente I'énergie de la lattgudeformée qui, par le principe de Mauper-
tius, est supposée minimale.
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FIG. 11.22: Spline cubique (a comparer avec fig. I1.1)

/] 9 9

FIG. 11.23: Un dessin en zig-zag (a gauche) et en splines (a droite)

Théoréeme 8.1 Soita = 2y < x; < ... < x, = bune division donée,s : [a,b] — IR et
f : [a,b] — IR deux fonctions qui&rifient (S1) et (S2). Supposons que

SB(£0) = £ B) = ' (0)(f (@) - (a) 8)

et ques(x) soit un polytdme de degd¥3 sur chaque sous-intervalle;_,, z;|. Alors, on a

[ @< [ (@)t dr. 8.2)

Démonstration. Cherchons des conditions suffisantes pgui) afin de satisfaire (S3). Pour ceci
nous considérons des fonctions voisirf¢s) = s(x) + eh(z) ole € IR eth(z) est de classé? et
vérifie

h(z;) =0 pour i=0,1,...,n. (8.3)
Chaque fonctiory (z) satisfaisant (S1) et (S2) peut étre obtenue de cette neanifé condition
(S3) s’écrit alors

/a (@) dar < / "(5(2) + eh(2))? da

a

= /;(5"(55))2 dx + 2¢ /b s"(z)h" (x) da + € /b(h”(:z:))2 da

a a

(pour toute € IR), ce qui est équivalent a

/b s"(z)h" (x) dx =0 (8.4)
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pout touth € C? vérifiant (8.3). En supposantx) 3 fois differentiable sur chaque sous-intervalle
de la division, on obtient par intégration par parties que

b

() (z) || — / (@)W (2) dz = 0. (8.5)

a

L'hypothése (8.1) implique que la premiére expressioifdd®) est nulle. Comme” (z) est con-
stant sur(x;_1, z;), disons égal a;, la deuxiéme expression de (8.5) devient

/ab s"(x)h' (z) dx = iz:;ai/m

par (8.3). Ainsi, (8.4) et par conséquent (8.2) aussi sérifiés. |

T; n

- W(r)de =" a;(h(z;) — h(zi1)) =0

- 1=0

Définition 8.2 Soita = 2y < 7; < ... < x,, = b une division déa, b]. Une fonctions € C*[a, b
s’appelle spline (cubique) si, sur chaque intervaite ,, z;], elle est un polydme de deds3.
Pour satisfaire la condition (8.1), on les possibilitéisantes sont les plus utiles:

e spline naturel:on suppose que

s"(a) =0 et s"(b) = 0. (8.6)

e spline eriodique: on suppose que
s'(a) = §'(b) et s"(a) = s"(b). (8.7)

Calcul du spline interpolant.

Nous supposons les pointséquidistants de distande Pour le cas plus général, les idées sont les
mémes, mais les calculs sont plus compliqués. Nousagigci une idée de Schoenberg (1946) et
L.L. Schumaker (1969). Une autre approche (utilisant&ipblation d’Hermite) sera I'objet d’'un
exercice.

1ére idée: Si nous developpons un splirér) dans le voisinage de; en puissances de — x;):
s(z) = a+b(x —x;) + c(x — ;)% + d(x — ;)3

les coefficients, b, c représentent les dérivées d’ordrd, et2; elles sont donc les mémes a droite
et a gauche de;. La difference d'un spline a droite et a gaucheazdest donc un multiple de
(x — x;)3. Si nous introduisons la fonction

5 (x —x;)% siz >,
—g)? = . 8.8
(v—2 )+ { 0 sz < x;; (8.8)

alors un spline aura comme base les fonctions (voir prenu@lonne de Fig. 11.24)

(1' - 1'0)3_7 (1' - xl)i’-v ({L’ - l’g)i,

Inutile de dire que cette base serait tres mal conditienné

Id ée des B-splinesll vaut donc mieuxde prendre les diffrencesle ces fonctions. Et puisque les
4eémes differences d’un polyndme de degré 3 sont null@ss avons la bonne surprise quees
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FIG. 11.24: Differences successives des fonctigas- ;)3 .

de(z—x;)?3 sonta support compadyoir Fig. I.24). Notre base est donc composé des traosist

de
(r +2)3
(r +2)3
B(z) =AYz —2)3 = (z+2)3
(r +2)3
0

4(x+1)3
4(z +1)* + 623
4z +1)° + 623 —4(x — 1)°

Si —2<zx< -1,
si—1<xz2<0,

si0 <z <1, (8.9)
sil <z <2,

sinon

Petite difficulté. Les B-splines de (8.9) ne reproduisent pas, pour les spiatesels, les polyndmes
de degré 1 en dehors des pointd,...,n. Nous allons donc rajouter a notre base quelques

deuxiemes et troisiemes differences (en gris dans lall2g; “¢” veut dire “linéaire”, “c” veut
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dire “constant” en dehors des; c_(x) = ¢, (—z) etl_(z) = ¢, (—x) S'obtiennent par symétrie)
s(x) = apl_(z) + ape_(x—1) + e B(x—2) + ...
+a,_9oB(x—(n—2)) + ap_1ci(x—(n—1)) + a,ly(z—n)

ﬂ 2

(8.10)

0 6

Calcul du spline intérpolant. Les conditionss(i) = y;, en introduisant les valeurs dés c, et/,
deviennent des équations linéaires pour les coefficientgue voici (poum = 6)

6 6 Qg Yo
1 5 1 (051 Y1
1 4 1 (6] Y2

1 4 1 (6% = Ys (8 11)
1 4 1 [87) Yy
1 5 1 (079 Ys
6 6 Qg Y6

Remarque.Pour lespline feriodique il N’y a que desB(z) tout au tour et la matrice dans
(8.11) n'a que des. 4, 1 avec deux supplémentaires dans les coing et0, n.

1
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FIG. 11.25: Spline “de Lagrange” comparé au polyndme de Lagrange.

Phenomene de Runge, erreurs d’arrondi, splines “de Lagrange’ Nous allons procéder a
I'élimination des éléments sous la diagonale du systérl1):

(6 6)H<6 6 ) (4 1)H(4 1 ) (3.75 1)H(3.75 1 )
15 0 5-2 1 4 0 4—1 1 4 0 4-3=
Nous voyons que les éléments de la diagonale convergentatis une valeut qui satisfait

1
K=4— = donc Kk =2++3=3.73205...
K

Si maintenant les premiefs sont toutes nulles, nous obténons pourdgapproximativement

KOy + Oup1 = 0 ou o = —— Qiy1 = —0.268 (6 78R}
K
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i.e., en s’éloignant de la position @i = 1, lesq; tendent vers zéro comme une suite géomeétrique
a rapport—0.268 (une découverte de M. Powell 1966 ; voir illustration en.Hi@5). Pour les
splines;il n’y a donc ni Prenongne de Runge, ni influence catastrophique des erreurs didiro

1.9 Ondelettes (‘One Lecture on Wavelets’)

Origines.
e Base de Haar (Math. Annalen vol. 69, 1910);

Morlet 1982/83 (Analyse d’ondes sismiques) ;

Morlet—Grossmann 1984, Y. Meyer 1985 (Wavelets de MeyeB84l : I'anrée de nais-
sancedes ondelettes. .) ;

Mallat 1987 (Analyse multirésolution; “1987” :dhnus mirabili$;

Daubechies 1987 (Wavelets a support compact) ;

Lemarié—Battle 1987 (Wavelets spline) ;
e Holschneider 1988, Daubechies 1992 (Fast Wavelet Trangfor
Litt érature.
1. I. Daubechieslen Lectures on Wavelet992 ;
2. Y. Meyer,Ondeletted990;
3. P.G. Lemariél.es Ondelettes en 1988 ecture Notes 1438, de nombreuses applications) ;
4. Louis—Maass—Riedéryaveletgen allemand) 1994.

Motivation. L'analyse de Fourier est basée sur les fonctions

Elle détermine les frequences, maisloealise pasbien les sons. Prenons pour exemple trois
notes de Beethoven (sol - sol - mibémol) en figure 11.26. &lgee de Fourier montre bien les deux
frequences dominantes (en rapport 5 sur 4), mdedalisationde ces notes est brouillee dans le
chaos des hautes frequences.

10 spectre

10 ‘|‘| ||HI|||‘| ‘| “ "||“I|MI||“II|J|]|I|"|JI|II||;|| MY

00 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10000 100 150

FIG. 11.26: Trois notes de la 5eme de Beethoven, la transformee decF@ire résultat d’'une trop forte
compression.

2001 data

100

Exemple: la base de Haar. Apres le ‘désastre’ des théoremes de convergence @oi@ssde
Fourier et fonctions continues (fausse preuve de Caucheamn de Dirichlet, contre-exemples
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de Dubois-Reymond, H.A. Schwarz, Lebesgue et Fejér, \mirscd'Analyse 1), Hilbert pose a
son étudiant A. Haar le probleme suivant: trouver (enfin¢ base de fonctions orthogonales,
ou la convergence eassugée pour toute fonction continue. Le résultat de ces recharese la
“base de Haar” (1910, voir figure 11.27) ; la convergence rfmeé&niforme) n’est pas trop difficile
a démontrer (voir exercices).

Mais: la base de Haar est composée de fonctaissontinue®t la convergence est lente. Donc,
nous ne sommes pas au bout de nos peines. Avant de progresseconstatons:

2—------1 2—------1 2—------1 2—------ 200 - 290 291 2r——---go

Fic. I11.27: La base de Haar

Lemme 9.1 Soity)(z) = 1 pour0 < z < % et=—1 pour% < x < 1 lafonctiony, de la base de
Haar, alorstoutesles autres fonctions de cette basd’éxception de),) sont de la forme

Vmn(2) =272 p(2Mz —n) (m=1,2,3,..., n=0+1,42..). (9.1)

Une telle fonction s’appelle “ondeletteare”. Les valeurs de: représentent des translations en
x et serventa localiser unéenement, les valeurs de correspondent aux &uences comme
précdemment.

GRAND PROBLEME. Trouver uneondelette nére Y (x) (continue, differentiable, a support
compact. . .), pour laquelletoutes les fonctions dans (9.1) (pour toutet pour toutmn) forment
unebase orthogonale

Les diverses réponses a cette question (ondelettes derMmydelettes de Daubechies) néces-
sitent des moyens lourds d’analyse fonctionnelle (tramsé@ continue de Fourier), seules les
ondelettes ‘spline’ de Lemarié—Battle sont, pour noustireement faciles a comprendre.

Comme c’est souvent le cas, il est conseillé de s’attagadiodd & un probleme plus facile :

Probleme plus facile.Trouver une fonctiorp(x) (Qu’on appellera Ipere de I'ondelettg orthog-
onale a tous ses fonctions translatées

/OO olx—n)-plr—m)dr =0 pour toutn, m € Z, n # m. (9.2)

—00
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0, = 0.328294
a, = -0.112072
a,= 0.044784
o, = -0.019753
a,= 0.009199
0 = —0.004420
g = 0.002166

a, = -0.001076

FIG. 11.28: B-spline (a gauchepereorthogonal de I'ondelette de Battle—Lemarié (a droite).

Calcul du ‘pere spline’ de I'ondelette.Nous partons d’un spline a support compact, le B-spline.
Au lieu de la condition (9.2), cette fonction satisfait

doz% Sin =m,
N dy =2 siln—m| =1,
/ B(x—n)-Blx—m)dr =3 dy =2 Si|n —m| =2, (9.3)
d3 =155 Siln—m| =3,
0 sinon

Nous posons alors

o(xr) = apB(x)+a1(B(x—1)+B(z+1))+as(B(x—2)+B(z+2))+... = Zosz(x—k:) (9.4)

ou nous supposons pour l'instag = 1. Les conditions d’orthogonalité (9.2) deviennent alors,
grace a (9.3),

doSe + di(Se—1 + Se+1) + da(Se—2 + Seta) + d3(Se—s + Sey3) =0 (9.5)

1
Sg = 5 Zozkozk_g = oy + Sé
k

ou.S, est la méme somme sans les termes 0 etk = ¢. Nous résolvons alors les conditions (9.5)
par calcul numérique brutal en posant itérativement

,d d d
ag = =8y — —(Sic1 + Sex1) = = (Se—z + Sera) — —(Se—s + Sers)  £=1,2,3,....
do do do

Apres la convergence de cet algorithme en une trentaiterakions, nous normalisons lepour
avoir [*_(p(x))*dx = 1 et nous arrivons aux valeurs présentées en figure 11.2®iteckt a la
fonctiony recherchée.

Analyse multi-echelles.

Cette analyse (Mallat 1987) est ¢¢ef pour trouver finalement I'ondelette mere. Lidée est de
raffiner pas a pas la résolution par un factzen remplacant — 2z. Commencons par le lemme
suivant:



Interpolation et Approximation 55

Lemme 9.2 L’espaceV’ engende par
. B(x+3), B(x+2), B(x +1), B(z), B(x — 1), B(x —2), B(x —3), ...
est un sous-espace g engende par
... B(2x +3), B(2z +2), B(2z + 1), B(2z), B(2z — 1), B(2z —2), B2z —3), ...

et nous avons

Blx) = éB(2x+2)+%B(2x+1)+ZB(2x)+lB(2x—1)+%B(Qx—2) _ S aBRo—h)

2 k=—2
(9.6)
4
Ol
1L
2 -1 0 1 2 2 =1 1 2

0
B(x) — §(B(2z + 2) + B(2z — 2)) —3(B(2z + 1) + B(2z — 1)) ...=3B(2x)
FIG. 11.29: Décomposition d&B(z) dans la base d&3(2z — n).

La preuveest indiquée en figure 11.29. Vers I'extrémité gaucBér) = (x + 2)3, par contre
B2z +2) = (2 + 2+ 2)* = 8(z + 2)®. DoncB(x) — (B(2z + 2) + B(2x — 2)) a le support
réduit des deux cotés. Puis on réduit une deuxiemeefosoustrayanf(B(2z + 1) + B(2z — 1)).
Il reste un spline e@z dont le support egt-1, +1]. Celui doit donc &tre un multiple d8(2z).

Vers une base “fan” orthogonale del’!. Les fonctionsp(x —n) forment une base orthogonale de
V0. Les fonctionsp(2x — n) forment une base orthogonale @&, mais elle n’est pas orthogonale
aV?, Essayons de trouver une formule du type

o(r) =2 i hnp(22 —n) | (9.7)

n=—oo

formule qui correspond a (9.6) si on remplaéear . Nous développons les deux cotés de cette
formule dans la base déx2x — m):

o(z) = ;O@B(JI —0) => B2z — 20 — k) = Z(Xé: azcm_%) - B(2x —m)

0k

pour I'un, et

\/52 hnp(2x —n) = ﬂZhnagB(Qx —0—n)= \/52(2 Oéghm_g) - B(2x —m)
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pour I'autre. Nous égalisons les deux termes et inséesig de (9.6). Cela nous donne un grand
systeme linéaire pour lés, que nous écrivons sous la forme

1 am_y+ 2w 4+ am,y Sim estpair

aoh, = — Z ahpm—o + 7
040 2
VU que oy est le terme dominant, nous résolvons ce systeme patidés et obtenons, en une
dizaine de cycles, les valeurs

ho = 0.7661300 hy; = 0.4339226 hy = —0.0502017 hs = —0.1100370
hy = 0.0320809  hs = 0.0420684 hg = —0.0171763 h; = —0.0179823
hg = 0.0086853 hg = 0.0082015 hyg = —0.0043538 hy; = —0.0038824
hia = 0.0021867 hy3 = 0.0018821 hyy = —0.0011037 hy5; = —0.0009272
hig = 0.0005599 hi7 = 0.0004621 hig = —0.0002853 hq9 = —0.0002324

Théoreme 9.3 Si I'on pose, avec les valeuks de (9.7),

M= 0ol

Qm-1 + %amTﬂ sim est impair.

2

Y(x) = V2 i gnp(22 — n) aveC g, =(—1)" hi_,, (9.8)

n=—oo

alors les fonctions

Pz +3), Y(e+2), Pz +1), P2), ¥ —1), bz —2), Yz -3), ...

sont orthogonales entre elles et orthogonales aux fonstidm — n). En d’autres mots, I'espace
W engende pas ces)’s forme aved’° une cecomposition orthogonale dé' :

Vi=vigwe.
Une illustration est donnée en figure 11.30 a gauche : Sspp® que seulemehg eth; soient# 0.
Alors gy = hy etg; = —hy et le vecteur)(z) est visiblement orthogonala(x).

Le miracle est maintenant qu’on peut continuer en posamu&eaur — 2x et on aura succes-
sivement des espacg¥”, engendrés paB(2™x — n), avec

Vi=View'=V'eWew!, V=V'eW'eW!'eW?

etcetera. Ainsioutes les)(2™z — n) sont orthogonalesNotre ondelette mére est enfin trouvée et
est fierement présentée dans toute sa beauté en filRGe&ldroite.

Il reste a faire lgpreuvedes orthogonalités : on calcule

/OO oz —j)p(r —k)dx = QZhnhm/oo ©(2r —2j —n)p(2x — 2k — m) dz

— 00

/OO oz — (e —k)dr = QZhngm/_oo ©(2r —2j —n)p(2x — 2k — m) dz

—00

— o0

/ U(x — j)(r —k)dx =2 Zgngm/ ©(2r —2j —n)p(2x — 2k — m) dz
A cause de I'orthogonalité des(2z — n), les trois sommes doubles se réduisent & trois sommes

simples
Z hnhn—% Z hngn—% Z InGn—2¢ -

Celle du milieu est zéro par définition dgs Car on sait que leg(z — n) sont orthogonaux, la
premiere somme doit étre zéro. Donc la troisieme songueest la méme par définition des,
est zéro aussi.
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o Ap(2z — 1)
1
V1 h1 ”””””””” 1 p(x)
hy o
ho — @(27)
| —hg ¢(5C)

g, = -0.050202 g, = -0.433923
g,= 0.110037 g, = 0.766130
g,= 0.032081 g, = —0.433923
g, = -0.042068 g, = -0.050202
= 0.110037
(x) g:: 0.032081

\ /_'\/\ /-\\_\ \
~——7 -1 2 ~—

FIG. 11.30: Analyse multi-echelles (a gauche) ; Wavelet ‘spline’ detl®—Lemarié (a droite).
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