QUESTIONS pour un champion ... Cours d’Analyse IIA, 2000-2001.

priffiere de cocher les 6 sujets qui vous semblent les plus dif^ciles (d+), les moins dif^ciles (d-), les plus intťeressants (i+) et les moins intťeressants (i-) et de me remettre le questionnaire. Merci. I.1 Expliquer les fonctions complexes comme application IR^2 → IR^2 . La formule d’Euler.

Exemples w = cz , w = z^2 , w = e^z .

I.1 Expliquer les fonctions complexes comme application IR^2 → IR^2 . Exemples: Cayley w = (z + 1)/(z − 1), Joukovski w =^1_2 (z + z^{−1}).

I.2 Expliquer la ′C -diffťerentiabilitťe, sa relation avec les conditions de Cauchy-Riemann, la prťeservation des angles (holomorphie) et les fonctions harmoniques.

I.3 Expliquer la relation entre une intťegrale complexe et l’intťegrale d’une forme diffťerentielle, existence de primitive, critffieres d’intťegrabilitťe et Cauchy-Riemann.

I.3 Dťe^nition d’une intťegrale complexe le long d’un chemin; propriťetťes, existence de primitive, estimation.

I.3 L’ťenoncťe du Thťeorffieme fondamental de Cauchy et son application aux intťegrales de Fresnel ( R γ e^{−z2} dz ) et au logarithme complexe (ses propriťetťes, branches secondaires).

I.3 Preuve de Goursat-Pringsheim pour le Thťeorffieme fondamental de Cauchy pour un domaine ťetoilťe.

I.4 Preuve de la Formule Intťegrale de Cauchy.

I.4 Formule Intťegrale de Cauchy pour dťerivťees supťerieures et Inťegalitťes de Cauchy. I.4 Preuve du Thťeorffieme de Liouville et du Thťeorffieme Fondamental de l’Algffiebre. I.4 Preuve du Thťeorffieme de la Moyenne et du Principe de Maximum.

I.5 Montrer que chaque fonction holomorphe possffiede un dťeveloppement en sťerie entiffiere. Dťecrire le domaine, dans lequel la sťerie doit converger. Exemples de sťeries.

I.5 Montrer que chaque sťerie entiffiere ffia rayon de convergence positif (formule?) reprťesente ffia l’intťerieur de ce cercle une fonction holomorphe.

I.5 Application du thťeorffieme sur les sťeries doubles ffia la justi^cation du calcul du produit de deux sťeries entiffieres. Exemples e^{αz} · e^{βz} = e^{(α+β)z} ; (1 + z)^c · (1 + z) = (1 + z)^{c+1} .

I.5 Calcul du quotient de deux sťeries entiffieres et substitution de sťeries; preuve de convergence (majoration).

I.5 Sťeries entiffieres pour fonctions inverses et ťequations diffťerentielles; preuve de convergence

(majoration).

I.5 Sťeries entiffieres pour cot z et tan z , Nombres de Bernoulli (rappel: partir de z/(e^z − 1)).

I.6 Thťeorffieme de l’Unicitťe et principe du Prolongement Analytique. Exemple d’une fonction sans prolongement.

I.6 Expliquer le Open Mapping Theorem. Preuve.

I.7 Montrer l’existence d’un dťeveloppement de Laurent pour fonctions holomorphes dans un anneau.

I.7 Discussion des 3 types de singularitťes isolťees.

I.8 Dťecomposition en fractions partielles des fonctions mťeromorphes, l’exemple de cot z . Consťequences intťeressantes (Euler).

I.8 Relation entre l’Indice de Cauchy, et le nombre de zťeros et pĹoles pour fonctions mťeromorphes (Principe de l’argument). Explication.

I.9 Thťeorffieme des rťesidus. Dťemonstration et applications (Th. Cauchy, Principe de l’argument).

I.9 Application du Thťeorffieme des rťesidus au calcul d’intťegrales

R_∞ −∞ dx x6+1 = 2π 3 , R_∞ −∞ cos x x2+a2 dx= πe�a_a (a > 0) ,

R_∞ 0 sin x

x dx =^π_2 .

I.9 Application du Thťeorffieme des rťesidus au calcul d’intťegrales

R_{2π} 0 dφ 1−2p cos φ+p2 = 2π 1−p2 si |p| < 1 , R_∞ 0 xa�1_{dx} 1+xb = π b 1 sin aπb 0 < a < b. II.1 Relation entre sťeries de Fourier sur [0, 2π], sťeries en sinus, sťeries en cosinus, et sťeries en notation exponentielle complexe. Premiers exemples de sťeries ffia partir du Thťeorffieme Binomial et de sťeries entiffieres (Euler).

II.1 Formules Intťegrales (d’Euler-Fourier) pour coef^cients de Fourier, exemples (y = | sin x|);

sťeries intťegrťees, PolynĹomes de Bernoulli.

II.2 Dťerivation et solution de l’ťequation de la corde. Conditions initiales, conditions aux bords.

Mťethode de la sťeparation des variables.

II.2 Dťerivation et solution de l’ťequation de la chaleur. Condition initiale, conditions aux bords.

Mťethode de la sťeparation des variables.

II.2 Solution du Problffieme de Dirichlet pour le rectangle et pour le cercle. Conditions aux bords.

Mťethode de la sťeparation des variables. Formule de Poisson.

II.3 Convergence ťelťementaire des sťeries de Fourier. Ligne gťenťerale de la dťemonstration. Estimation pour les coef^cients et Lemme de Riemann en dťetail.

II.3 Convergence ťelťementaire des sťeries de Fourier. Ligne gťenťerale de la dťemonstration. Convergence vers la fonction f en dťetail (Preuve de Chernoff).

II.3 Convergence ťelťementaire des sťeries de Fourier. Ligne gťenťerale de la dťemonstration. Convergence uniforme sous certaines conditions en dťetail.

II.4 Ligne gťenťerale de la dťemonstration de convergence de Dirichlet. Dťerivation du Noyau de Dirichlet en dťetail.

II.4 Ligne gťenťerale de la dťemonstration de convergence de Dirichlet. Thťeorffieme de convergence pour fonctions monotones en dťetail.

II.4 Ligne gťenťerale de la dťemonstration de convergence de Dirichlet. Phťenomffiene de Gibbs en dťetail.

II.5 Explication de l’idťee des suites de Dirac et dťemonstration de convergence (Fejťer) des sommes de Cesffiaro pour fonctions continues.

II.5 Contre-exemple de Fejťer d’une fonction continue avec sťerie de Fourier divergente en un point.

II.6 Relation entre sťeries de Fourier et problffieme des moindres carrťes. Inťegalitťe de Bessel. Application: convergence uniforme pour Primitives.

II.6 Dťeveloppements en systffiemes orthonormaux. Identitťes de Parseval. Espaces complexes.

II.6 Montrer la motivation pour l’espace de Hilbert ℓ^2 ffia partir des identitťes de Parseval. Montrer qu’il s’agit d’un espace (complet) de Hilbert.

II.7 Montrer que l’intťegrale de Riemann est insuf^sante pour construire un espace complet basťe sur la norme ‖f‖ =

R_b a |f(x)| dx. Donner la preuve pour l’intťegrale de Lebesgue (Fischer- Riesz).

II.7 Mesure de Borel-Lebesgue. Mesure extťerieure, σ -subadditivitťe, ensembles de mesure nulle.

II.7 Dťe^nition de l’intťegrale de Lebesgue ffia l’aide de suites de fonctions en escalier. Indťependance de la dťe^nition.

II.7 Intťegrale de Lebesgue. Thťeorffiemes de convergence (Levi, Fatou, Lebesgue).

II.8 Obtenir la transformation de Fourier ŞsinusŤ par un passage ffia la limite L → ∞ ffia l’ťequation de la chaleur. Formule d’inversion. Identitťe de Parseval.

II.8 Obtenir la transformation de Fourier complexe par un passage ffia la limite L → ∞. Formule de Poisson pour la solution de l’ťequation de la chaleur dans un domaine in^ni des deux cĹotťes.

II.8 Transformťee de Fourier d’une convolution. Application ffia l’ťequation intťegrale

R_∞ −∞ y(x − u) · y(u) du = e^{−x2} . Rappel: f(x) = e^{−a2x2} ⇒ bf(q) =^1_a^√_2 e

�q^2_{4a2} . II.8 Transformťee de Fourier des dťerivťees d’une fonction. Application ffia l’ťequation de la chaleur.

Rappel: f(x) = e^{−a2x2} ⇒ bf(q) =^1_a√_2 e

�q^2_{4a2} .